
— text obsahuje znenia viet, ktoré budeme dokazovat’ na prednáškach
— text je doplnený aj o množstvo poznámok, ich ciel’om je dopomôct’ študentom

k lepšiemu pochopeniu pojmov aj súvislost́ı medzi nimi
— text je tiež doplnený aj o niekol’ko úloh, vyriešenie ktorých by tiež malo

študentom pomôct’ k lepšiemu pochopeniu prednášaných tém

G. Monoszová, Analytická geometria 3 - Kapitola VII
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Analytická geometria 3

KAPITOLA VII

KUŽEL’OSEČKY

VII. 1. Rôzne pohl’ady na pojem kužel’osečky

Ešte predtým ako odvod́ıme analytické vyjadrenie kužel’osečky, ukážeme si rôzne
pŕıstupy k pojmu kužel’osečky.

• Kužel’osečka - ako množina bodov danej vlastnosti

Pripomeňme si defińıcie elipsy, paraboly a hyperboly zo strednej školy.

Nech F1, F2 sú dva rôzne body euklidovskej roviny E2. Pod elipsou rozu-
mieme množinu všetkých bodov z roviny E2, ktoré majú od daných bodov F1, F2

konštantný súčet vzdialenost́ı, ktorý je väčš́ı ako je vzdialenost’ |F1F2|.
Nech F je bod euklidovskej roviny E2 a d je priamka v E2, ktorá neprechádza

bodom F . Pod parabolou rozumieme množinu všetkých bodov z roviny E2, ktoré
majú rovnakú vzdialenost’ od daného bodu F a danej priamky d.

Nech F1, F2 sú dva rôzne body euklidovskej roviny E2. Pod hyperbolou rozu-
mieme množinu všetkých bodov z roviny E2, ktorých absolútna hodnota rozdielu
ich vzdialenost́ı od daných bodov F1, F2 je konštantný, menš́ı ako je vzdialenost’
|F1F2|.

• Kužel’osečka - ako rovinný rez rotačnej kužel’ovej plochy

Veta 1 (Quetelet - Dandelinova).
Rezom kužel’ovej plochy rovinou, ktorá neprechádza jej vrcholom je

a) elipsa (pŕıpadne kružnica), ak rezová rovina pret́ına všetky tvoriace priamky
kužel’ovej plochy,

b) parabola, ak rezová rovina je rovnobežná práve s jednou tvoriacou priamkou
kužel’ovej plochy,

c) hyperbola, ak rezová rovina je rovnobežná práve s dvoma tvoriacimi priamkami
kužel’ovej plochy.

Veta 2.
Označme ω uhol, ktorý zvierajú tvoriace priamky kužel’vej plochy s rovinou kolmou
na os kužel’ovej plochy a označme ϕ uhol rezovej roviny a roviny kolmej na os
kužel’ovej plochy. Rovinným rezom kužel’ovej plochy je

a) elipsa (pŕıpadne kružnica), ak uhol ϕ je menš́ı ako uhol ω,
b) parabola, ak uhol ϕ je zhodný s uholom ω,
c) hyperbola, ak uhol ϕ je väčš́ı ako uhol ω.

•Kužel’osečka - ako obraz kružnice v perspekt́ıvnej kolineácii medzi dvoma rovinami v E3
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Defińıcia.
Nech ̺1, ̺2 sú (vlastné) rôznobežné roviny v projekt́ıvnom priestore E3, nech S je
vlastný bod, S ∈ E3 \ (̺1 ∪ ̺2). Zobrazenie

Θ : ̺1 −→ ̺2

X1 7−→ X2, pričom S, X1, X2 sú kolineárne body,

nazývame perspekt́ıvnou kolineáciou (medzi rovinami ̺1, ̺2 v E3). Bod S
nazývame stredom a priesečnicu ̺1 ∩ ̺2 nazývame osou perspekt́ıvnej kolineácie.

Priamky u1 ∈ ̺1 a v2 ∈ ̺2, pre ktoré plat́ı, že obrazom u1 a vzorom v2 v kolineácii
Θ sú ideálne priamky, nazývame úbežnice.

Poznámky.

1. Perspekt́ıvna kolineácia medzi dvoma rovinami v projekt́ıvnom priestore E3

je bijekt́ıvne zobrazenie bodov projekt́ıvnej roviny ̺1 na body projekt́ıvnej
roviny ̺2.

2. Priamka a jej obraz v perspekt́ıvnej kolineácii medzi dvoma rovinami v
projekt́ıvnom priestore E3 sa pret́ınajú na osi kolineácie.

3. Deliaci pomer nie je invraiant perspekt́ıvnej kolineácie.
4. Dvojpomer je invariantom perspekt́ıvnej kolineácie.

Veta 3.
Nech Θ : ̺1 −→ ̺2 je perspekt́ıvna kolineácia (medzi dvoma rovinami v pro-
jekt́ıvnom priestore E3) a nech u1 ⊂ ̺1 je jej úbežnica.

a) Obrazom bodu v perspekt́ıvnej kolineácii Θ je bod.
b) Obrazom priamky v perspekt́ıvnej kolineácii Θ je priamka.
c) Obrazom úsečky AB v perspekt́ıvnej kolineácii Θ je

- úsečka, ak AB ∩ u1 = ∅,
- polpriamka, ak AB ∩ u1 = {A}, pŕıpadne ak AB ∩ u1 = {B},
- zjednotenie dvoch polpriamok, ktoré ležia na jednej priamke a sú dis-
junktné, ak AB ∩u1 = {C}, pričom bod C lež́ı medzi bodmi A, B (t.j.
plat́ı µ(ACB)).

d) Obrazom kružnice k v perspekt́ıvnej kolineácii Θ je
- elipsa, ak úbežnica u1 je nesečnicou kružnice k,
- parabola, ak úbežnica u1 je dotyčnicou kružnice k,
- hyperbola, ak úbežnica u1 je sečnicou kružnice k.

•Kužel’osečka - ako obraz kružnice v perspekt́ıvnej kolineácii v projekt́ıvnej rovine E2

Nech Θ : ̺1 −→ ̺2 je perspekt́ıvna kolineácia so stredom S v projekt́ıvnom priestore
E3. Zvol’me vlastný bod O, O /∈ ̺1 ∪ ̺2 ∪ {S} a vlastnú rovinu ν, ν 6= ̺i, i ∈
{1, 2}. Stredovým premietańım perspekt́ıvnej kolineácie Θ zo stredu O do roviny ν
dostaneme tzv. perspekt́ıvnu kolineáciu θ v projekt́ıvnej rovine ν. Stredom
tejto perspekt́ıvnej kolineácie θ v rovine ν je stredový priemet bodu S v stredovom
premietańı zo stredu O do roviny ν a osou je obraz priamky ̺1 ∩ ̺2 v spomı́nanom
stredovom premietańı. Zrejme plat́ı, že stred perspekt́ıvnej kolineácie θ, l’ubovol’ný
bod X (X ∈ ν) a jeho obraz θ(X) sú kolineárne body, a tiež l’ubovol’ná priamka p
(p ⊂ ν) a jej obraz θ(p) sa pret́ınajú na osi perspekt́ıvnej kolineácie θ.
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Veta 4.
Nech θ(S; o;u) je perspekt́ıvna kolineácia v projekt́ıvnej rovine daná stredom S, osou
o a úbežnicou u. Nech k je kružnica. Potom θ(k) je

a) elipsa (v špeciálnom pŕıpade kružnica), ak úbežnica u je nesečnicou kružnice k,
b) parabola, ak úbežnica u je dotyčnicou kružnice k,
c) hyperbola, ak úbežnica u je sečnicou kružnice k.

VII. 2. Analytické vyjadrenie kužel’osečky. Ohnisková, vrcholová, stre-
dová rovnica.

Pri odvodeńı analytického vyjadrenia kužel’osečky sa sústred́ıme na kužel’osečku z
pohl’adu množiny bodov danej vlastnosti. Vyriešte najprv nasledovné úlohy.

Úloha 1.
Určte analytické vyjadrenie množiny bodov X[x; y] roviny E2, ktoré majú od daného bodu A[a, b]
vzdialenost’ rovnú danému kladnému č́ıslu r.

Úloha 2.
Určte analytické vyjadrenie množiny bodov X[x; y] roviny E2, ktoré majú od danej priamky
p : ax+ by + c = 0 vzdialenost’ rovnú danému kladnému č́ıslu r.

Úloha 3.
Určte analytické vyjadrenie množiny bodov X[x; y] roviny E2, ktoré majú rovnakú vzdialenost’
od daných dvoch rôznych bodov A[a; 0], B[b; 0] (t.j. pre pomer vzdialenost́ı k od bodov A, B plat́ı
k = 1).

Úloha 4.
Určte analytické vyjadrenie množiny bodov X[x; y] roviny E2, ktorých pomer vzdialenost́ı od
daných dvoch rôznych bodov A[a; 0], B[b; 0] je dané kladné č́ıslo k, k 6= 1.

Hl’adajme teraz

množinu bodov X [x; y] roviny E2 ktorých pomer vzdialenost́ı
od daného bodu F a od danej priamky d sa rovná danému
kladnému č́ıslu k.

Pre hl’adané body X [x; y] teda plat́ı
|XF |
|Xd| = k (pričom zrejme |Xd| 6= 0, t.j. X /∈ d).

Označme p vzdialenost’ daného bodu F od danej priamky d,

p = |Fd|.
V d’aľsom budeme postupne volit’KSS (karteziánsku súradnicovú sústavu) čo najvýhodneǰsie
vzhl’adom na vyjadrenie pomeru vzdialenost́ı hl’adaného bodu od daného bodu a
od danej priamky.

♠ Vol’ba KSS — nech súradnicová os x prechádzala bodom F a je kolmá na priam-
ku d.

Potom
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d : x = c

F [e; 0]

e = c+ p.

Teda

|XF |
|Xd| = k

(x− e)2 + y2 = k2(x − c)2

x2(1 − k2)− 2(e− k2c)x + y2 + e2 − k2c2 = 0 (R)

A) ak F ∈ d

♣ — umiestnime počiatok KSS do bodu F
potom

e = 0 = p a preto c = 0
(R)
=⇒ x2(1− k2) + y2 = 0

pre k < 1 je hl’adaná množina bodov
PRÁZDNA MNOŽINA
(vyhovuje len bod F [0; 0], ale F ∈ d)

pre k = 1 je hl’adaná množina bodov
TOTOŽNÉ ROVNOBEŽKY okrem bodu F
(rovnica je y2 = 0)

pre k > 1 je hl’adaná množina bodov
ZJEDNOTENIE RÔZNOBEŽIEK okrem bodu F
(ich rovnice sú y = x

√
k2 − 1, y = −x

√
k2 − 1)
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B) ak F /∈ d
potom zrejme p 6= 0 a hl’adaná množina bodov je súmerná podl’a osi x;
nazývame ju KUŽEL’OSEČKA,

F je ohnisko kužel’osečky,
d je riadiaca priamka kužel’osečky,

ak k < 1, kužel’osečka sa nazýva elipsa,
ak k = 1, kužel’osečka sa nazýva parabola,
ak k > 1, kužel’osečka sa nazýva hyperbola.

k - nazývame č́ıselná excentricita kužel’osečky
e - nazývame lineárna excentricita kužel’osečky
p - nazývame parameter kužel’osečky

Teraz z rovnice (R) odvod́ıme takzvanú ohniskovú, vrcholovú a stredovú rovnicu
kužel’osečky. Urob́ıme to tak, že dokonč́ıme už začatú (♠ zo str. 61) vol’bu
kartézskej súradnicovej sústavy, t.j. postupne budeme volit’ jej počiatok rôznym
spôsobom.

1 ♣ — zvol’me počiatok KSS v bode F ,
potom

e = 0 a teda c = −p

(R)
=⇒ x2(1− k2)− 2(k2p)x− k2p2 + y2 = 0

x2 + y2 = k2(x2 + 2px+ p2)

x2 + y2= k2(x+ p)2 (OhR)

ohnisková rovnica kužel’osečky

2 ♣ — zvol’me počiatok KSS tak, aby v rovnici (R) vypadol absolútny člen,

t.j. e2 = k2c2, ked’̌ze možnost’ e = kc nevyhovuje pre l’ubovol’né kladné k,
tak budeme predpokladat’, že e = −kc;

potom
c = − p

1+k
a e = pk

1+k

(R)
=⇒ x2(1− k2)− 2(

pk

1 + k
+ k2

p

1 + k
)x +

p2k2

(1 + k)2
− k2

p2

(1 + k)2
+ y2 = 0

x2(1 − k2)− 2
pk(1 + k)

1 + k
x+ y2 = 0

x2 − x2k2 − 2pkx+ y2 = 0

y2= 2pkx+ (k2 − 1)x2 (VrR)

vrcholová rovnica kužel’osečky

Poznámka.

3. Z vrcholovej rovnice kužel’osečky je zrejmé, že počiatok KSS je bodom
kužel’osečky (pre parabolu je to jej vrchol, pre elipsu a hyperbolu je to
jeden z jej hlavných vrcholov).
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3 ♣ — skúsme teraz dokončit’ vol’bu KSS tak, aby v rovnici (R) vypadol
lineárny člen

x2(1− k2)− 2(e− k2c)x+ e2 − k2c2 + y2 = 0 (R)

teda nech e = k2c
zároveň e = c+ p (z predchádzajúcej vol’by LSS)

⇓
k2c = c+ p

a) pre k = 1 (t.j. pre parabolu) zrejme tento pŕıpad nemôže nastat’

b) ak k 6= 1, tak c = p

k2−1 , e =
k2p

k2−1

(R)
=⇒ x2(1 − k2) +

k4p2

(k2 − 1)2
− k2

p2

(k2 − 1)2
+ y2 = 0

x2(1− k2) + y2 +
k2p2

k2 − 1
= 0

x2(1− k2) + y2 =
k2p2

1− k2
(StR)

stredová rovnica kužel’osečky

pre k < 1 – elipsa
pre k > 1 – hyperbola

Poznámka.

4. Všimnime si, že elipsa aj hyperbola sú stredovo súmerné krivky, hovoŕıme
im aj stredové kužel’osečky. Navyše majú dve osi súmernosti, tzv. hlavnú
a vedl’aǰsiu os elipsy, hyperboly (pri našej vol’be súradnicovej sústavy ide o
x-ovú a y-ovú súradnicovú os).
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F F’S

d d’

ab
e

F’ FS

d’ d

e
a

b

E :F [−
√

a2 − b2; 0] H :F [
√

a2 + b2; 0]

F ′[
√

a2 − b2; 0] F ′[−
√

a2 + b2; 0]

d : x = − a2√
a2 − b2

d : x =
a2√

a2 + b2

d′ : x =
a2√

a2 − b2
d′ : x = − a2√

a2 + b2
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31 - najprv sa sústred’me na elipsu:

vieme, že (StR) je rovnica elipsy pre k < 1

x2(1 − k2) + y2 =
k2p2

1− k2
(StR)

x2(1 − k2)(1− k2)

k2p2
+

y2(1− k2)

k2p2
= 1

x2

(
kp

1−k2

)2 +
y2

(
kp√
1−k2

)2 = 1

ak označ́ıme a = kp

1−k2

b = kp√
1−k2

tak
x2

a2
+

y2

b2
= 1

a je tzv. hlavná polos elipsy
b je tzv. vedl’aǰsia polos elipsy

Odvod́ıme ešte vzt’ahy medzi hlavnou a vedl’aǰsou polosou elipsy na jednej strane a
č́ıselnou excentricitou k, lineárnou excentricitou |e|, parametrom p na strane druhej,
ako aj vyjadrenie polohy riadiacej priamky vzhl’adom na zvolenú súradnicovú sústavu.

k2c = c+ p (str. 64) e = k2c (str. 64)

b

a
=
√

1− k2 a =
kp

1− k2
c =

p

k2 − 1 e =
k2p

k2 − 1
b2

a2
= 1− k2 p =

a(1 − k2)

k
c =

b2√
a2 − b2

.

(

−a2

b2

)

e =
b2√

a2 − b2
.
b2 − a2

b2

k2 = 1− b2

a2
p = a

b2

a2

a√
a2 − b2

c = − a2√
a2 − b2

e = −
√

a2 − b2

k =

√
a2 − b2

a
p =

b2√
a2 − b2

[
k2

k2 − 1 =

(

1− b2

a2

)

.

(

−a2

b2

)

=
b2 − a2

b2

]

(posledný vzt’ah odvodený pre č́ıselnú excentricitu k je možné vhodne využit’ pri odvodeńı vzt’ahu
medzi lineárnou excentricitou |e| a hlavnou a vedl’aǰsou polosou elipsy)

Na základe poznámky 4 plat́ı, že k danému bodu F a danej priamke d existuje podl’a stredu elipsy
stredovo súmerný bod F ′ a stredovo súmerná priamka d′, pričom pre body elipsy plat́ı (analogicky
ako pre F a d), že ich podiel vzdialenost́ı od bodu F ′ a od priamky d′ je rovný danej konštante k
(k < 1).

Symbolicky môžeme teda zaṕısat’

∀X ∈ E2 : X ∈ E ⇐⇒ |XF |
|Xd|

= k ⇐⇒ |XF ′|
|Xd′|

= k,

kde F ′ = ̺S(F ), d
′ = ̺S(d) a S je stred súmernosti elipsy E,

(obrázok elipsy E, str. 65).
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32 - teraz sa sústred’me na hyperbolu:

vieme, že (StR) je rovnica hyperboly pre k > 1

x2(1− k2) + y2 =
k2p2

1− k2
(StR)

−x2(k2 − 1) + y2 = − k2p2

k2 − 1
/ :

(

− k2p2

k2 − 1

)

x2

k2p2

(k2−1)2

− y2

k2p2

k2−1

= 1

ak označ́ıme a = kp

k2−1

b = kp√
k2−1

tak
x2

a2
− y2

b2
= 1

a je tzv. hlavná polos hyperboly
b je tzv. vedl’aǰsia polos hyperboly

Odvod́ıme ešte, podobne ako u elipsy, vzt’ahy medzi hlavnou a vedl’aǰsou polosou
hyperboly na jednej strane a č́ıselnou excentricitou k, lineárnou excentricitou |e|,
parametrom p na strane druhej, ako aj vyjadrenie polohy riadiacej priamky vzhl’adom
na zvolenú súradnicovú sústavu.

k2c = c+ p (str. 64) e = k2c (str. 64)

b

a
=
√

k2 − 1 a =

√
a2 + b2

a
.p.

a2

b2
c =

p

k2 − 1 e =
k2p

k2 − 1
b2

a2
= k2 − 1 p =

b2√
a2 + b2

c =
b2√

a2 + b2
.
a2

b2
e =

a2 + b2

a2
.

b2√
a2 + b2

.
a2

b2

k2 = 1 +
b2

a2
c = − a2√

a2 + b2
e =

√

a2 + b2

k =

√
a2 + b2

a

Na základe poznámky 4 plat́ı, že k danému bodu F a danej priamke d existuje podl’a stredu
hyperboly stredovo súmerný bod F ′ a stredovo súmerná priamka d′, pričom pre body hyperboly

plat́ı (analogicky ako pre F a d), že ich podiel vzdialenost́ı od bodu F ′ a od priamky d′ je rovný
danej konštante k (k > 1).

Symbolicky môžeme teda zaṕısat’

∀X ∈ E2 : X ∈ H ⇐⇒ |XF |
|Xd|

= k ⇐⇒ |XF ′|
|Xd′|

= k,

kde F ′ = ̺S(F ), d
′ = ̺S(d) a S je stred súmernosti hyperboly H,

(obrázok hyperboly H, str. 65).

Poznámka.

5. Na základe vzt’ahov odvodených v predchádzajúcich častiach 31 a 32 pre stredovú

kužel’osečku plat́ı nasledovný vzt’ah medzi č́ıselnou excentricitou, lineárnou excentricitou
a hlavnou polosou

k =
|e|
a
.
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VII. 3. Všeobecná rovnica kužel’osečky

Defińıcia.
Kvadratickú rovnicu s reálnymi koeficientami o dvoch premenných

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (A 6= 0 ∨ B 6= 0 ∨C 6= 0) (VsR)
nazývame všeobecnou rovnicou kužel’osečky.

Veta 5.
Každá kužel’osečka má analytické vyjadrenie v tvare rovnice typu (VsR), a naopak každej rovnici
typu (VsR) prislúcha práve jedna kužel’osečka.

Dôkaz tejto vety je časovo pomerne náročný. Preto z dôvodu efekt́ıvneǰsieho využitia času na
prednáške budeme využ́ıvat’ ako pomôcku nižšie uvedený text, v ktorom prehl’adnou formou
stručne naznač́ıme myšlienku dôkazu tejto vety.

♠ I. – Najprv ukážeme, že ku každej kuželosečke(•) existuje kvadratický polynóm dvoch pre-
menných tak, že daná kužel’osečka je jeho nulovou množinou;

(•) kužel’osečka ako rovinný rez kužel’ovej (valcovej) plochy, t.j.

elipsa (kružnica)
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (ak a = b)

hyperbola
x2

a2
− y2

b2
= 1

parabola y2 = 2px

totožné rovnobežky k2x2 − 2kxy + y2 = 0 (⇐⇒ (y − kx)2 = 0)

rôzne rovnobežky y2 − c2 = 0 (⇐⇒ (y − c)(y + c) = 0)

rôznobežky k2x2 − y2 = 0

bod x2 + y2 = 0

prázdna množina x2 + y2 + k2 = 0, k 6= 0

Všetky kužel’osečky sme analyticky vyjadrili v KSS (kartézska súradnicová sústava) špeciálne
zvolenej tak, že v pŕıpade, ak je pŕıslušná kužel’osečka stredovo súmerná, tak jej stred je zv-
olený za počiatok súradnicovej sústavy, v pŕıpade paraboly je jej vrchol zvolený za počiatok KSS;
súradnicová os x je zvolená za os súmernosti kužel’osečky. Je zrejmé, že každé iné umiestnenie
ktorejkol’vek kuželosečky v KSS môžeme dostat’ zo spomı́nanej polohy transformáciou f , ktorá je
bud’ posunut́ım v smere osi x, t.j. f = τu, kde u(u; 0),
alebo posunut́ım v smere osi y, t.j. f = τv , kde v(0; v),
alebo otočeńım so stredom v počiatku KSS o orientovaný uhol α, t.j. f = ̺P ;α,
alebo zložeńım ktorýchkol’vek zo spomı́naných zhodnost́ı.
Pripomeňme analytické vyjadrenia týchto troch zhodnost́ı:

τu : x
′ = x+ u τv :x

′ = x ̺P ;α :x
′ = x cosα− y sinα

y′ = y y′ = y + v y′ = x sinα+ y cosα

Potom l’ahko odvod́ıme rovnicu kužel’osečky po pŕıslušnej transformácii.
Ilustrujme túto úvahu na pŕıklade elipsy. (Po použit́ı pŕıslušnej transformácie f dostávame
súradnice bodov elipsy označené [x′; y′] vzhl’adom na súradnicovú sústavu, ktorá vznikla trans-
formáciou pôvodnej súradnicovej sústavy. V uvedenom pŕıklade sme čiarky z dôvodu l’ahšej
čitatel’nosti, pri označeńı súradńıc vynechali.).
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x2

a2
+

y2

b2
= 1

x2b2 + y2a2 − a2b2 = 0 (t.j. b2x2 + 0.xy + a2y2 + 0.x+ 0.y − a2b2 = 0)

⇓f

x2 xy y2 x y

f = τu b2x2 +a2y2−2ub2x + u2b2 − a2b2 = 0

f = τv b2x2 +a2y2 −2a2vy + a2v2 − a2b2 = 0

f = τu ◦ τv b2x2 +a2y2−2b2ux−2a2vy + b2u2 + a2v2 − a2b2 = 0

f = ̺P ;α (b2 cos2+a2 sin2)x2+2(b2 cos sin−a2 sin cos)xy+(b2 sin2+a2 cos2)y2 − a2b2 = 0

...

f = ̺P ;α ◦ τu ◦ τv
︸ ︷︷ ︸

v l’ubovol’nom porad́ı

Ax2 +2Bxy +Cy2 +2Dx +2Ey + F = 0

Schéma ukazuje ako sa menia koeficienty v jednotlivých členoch horeuvedenej všeobecnej
rovnice elipsy, po zobrazeńı tejto elipsy v spomı́naných zhodných zobrazeniach a ich

možných zloženiach. V prvom st́lpci schémy môžeme sledovat’ zmenu koeficientu
(v závislosti od použitého typu zobrazenia) v kvadratickom člene s premennou x2,

v druhom st́lpci zmenu koeficientu v člene, ktorý obsahuje súčin premenných xy, v

tret’om st́lpci zmenu koeficientu v člene, ktorý obsahuje y2, atd’.
Označenie, ktoré sme použili pre jednotlivé koeficienty vzniknutej rovnice v posled-
nom riadku schémy sú štandardne zauž́ıvané. A a C sme označili koeficienty v
kvadratických členoch rovnice, B, D a E sme označili vždy polovicu koeficientu pri
xy, x, y, v porad́ı a absolútny člen rovnice je označený F .
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♠ II. – Teraz ukážeme, že každá rovnica typu

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (A 6= 0 ∨ B 6= 0 ∨C 6= 0) (VsR)

je všeobecnou rovnicou nejakej kužel’osečky.

Skúmajme množinu bodov X ∈ E2, súradnice ktorých vyhovujú rovnici (VsR). Pos-
tupne rozĺı̌sime pŕıpady pre všetky možnosti, ktoré môžu nastat’ pre koeficienty A, B, C.

1) Ak B = 0, ¬(A = C = 0)
(VsR)
=⇒ Ax2 + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0
1a) nech AC > 0 (potom možno predpokladat’, že koeficienty A aj C sú kladné)

A

(

x2 +
2D

A
x

)

+ C

(

y2 +
2E

C
y

)

+ F = 0

A

(

x+
D

A

)2

+ C

(

y +
E

C

)2

=
D2

A
+

E2

C
− F

1a1) ak
D2

A
+ E2

C
− F > 0

(x+D

A
)2

(√
D2

A
+E2

C
−F

A

)2 +
(y+E

C
)2

(√
D2

A
+E2

C
−F

C

)2 = 1

ELIPSA

stred
[
−D

A
;−E

C

]

ak A < C, tak

hlavná polos a =

√
D2

A
+E2

C
−F

A

vedl’aǰsia polos b =

√
D2

A
+E2

C
−F

C

ak A > C, tak

hlavná polos a =

√
D2

A
+E2

C
−F

C

vedl’aǰsia polos b =

√
D2

A
+E2

C
−F

A

ak A = C, tak ide o KRUŽNICU (s polomerom
r = a = b ako špeciálny pŕıpad elipsy)

1a2) ak
D2

A
+ E2

C
− F < 0

(x+D

A
)2

a2 +
(y+E

C
)2

b2
= −1, kde a2 =

−D
2

A
−E

2

C
+F

A
, b2 =

−D
2

A
−E

2

C
+F

C

PRÁZDNA MNOŽINA
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1a3) ak
D2

A
+ E2

C
− F = 0

A(x+ D
A
)2 + C(y + E

C
)2 = 0

JEDNOPRVKOVÁ MNOŽINA {
[
−D

A
;−E

C

]
}

1b) nech AC < 0, potom A, C majú opačné znamienka
potom z rovnice (VsR) dostaneme

A

(

x+
D

A

)2

+ C

(

y +
E

C

)2

=
D2

A
+

E2

C
− F (� )

1b1) ak
D2

A
+ E2

C
− F = 0

potom

(

y +
E

C

)2

= −A

C

(

x+
D

A

)2

y′
2
= k2x′2

RÔZNOBEŽKY y′ = kx′, y′ = −kx′

1b2) ak
D2

A
+ E2

C
−F a A majú rovnaké znamienka, potom z rovnice (�) dostaneme

(x+D

A
)2

(√
D2

A
+E2

C
−F

A

)2 − (y+E

C
)2

(√
D2

A
+E2

C
−F

−C

)2 = 1

HYPERBOLA

stred
[
−D

A
;−E

C

]

hlavná polos a =

√
D2

A
+E2

C
−F

A

vedl’aǰsia polos b =

√
D2

A
+E2

C
−F

−C

1b3) ak
D2

A
+ E2

C
− F a C majú rovnaké znamienka, tak zameńıme osi x, y a

dostávame pŕıpad 1b2);
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1c) nech AC = 0, potom podl’a predpokladu pŕıpadu 1) práve jeden z A, C je nulový;
nech A = 0 a C 6= 0 (v opačnom pŕıpade zameńıme osi x, y), potom z rovnice (VsR) dostaneme

C

(

y +
E

C

)2

+ 2Dx+ F − E2

C
= 0

ak D 6= 0 ak D = 0

(

y +
E

C

)2

= −2D
C

x− F

C
+

E2

C2
C

(

y +
E

C

)2

=
E2

C
− F

(

y +
E

C

)2

= 2

(

−D

C

)(

x+
F

2D
− E2

2DC

) (

y +
E

C

)2

=
E2 − FC

C2
︸ ︷︷ ︸

ozn g

(

y +
E

C

)2

= 2

(

−D

C

)(

x+
FC − E2

2DC

)

g > 0 g < 0 g = 0

PARABOLA RÔZNE PRÁZDNA TOTOŽNÉ

ROVNOBEŽKY MNOŽ. ROVNOBEŽKY

vrchol V

[
E2 − FC

2DC
;−E

C

]

y = −E

C
+

√
g ∅ y = −E

C

parameter p =



− D

C



 y = −E

C
−√

g

jej os je rovnobežná s os. x

2) Ak B 6= 0, tak použijeme vhodnú transformáciu KSS (otočeńım tak, aby koeficient v člene pri
xy bol nulový) a dostaneme jeden z predchádzajúcich pŕıpadov z časti 1).
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VII. 4. Vel’ký a malý diskriminant kužel’osečky
Regulárne a singulárne kužel’osečky

V tejto poslednej časti VII. kapitoly budeme pracovat’ v projekt́ıvnom rozš́ıreńı
euklidovskej roviny E2.
Všeobecnú rovnicu kužel’osečkyK v karteziánskych súradniciach (X [x; y] - karteziánske
súradnice bodu X)

Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx+ 2Ey + F = 0 (1)

môžeme preṕısat’ v projekt́ıvnej rovine E2 do homogénnych súradńıc nasledovne
(X [x1;x2;x3] - homogénne súradnice bodu X)

Ax2
1 + 2Bx1x2 + Cx2

2 + 2Dx1x3 + 2Ex2x3 + Fx2
3 = 0. (2)

Všeobecnú rovnicu (2) môžeme preṕısat’ do maticového tvaru

(x1 x2 x3 )





A B D
B C E
D E F









x1

x2

x3



 = 0, (3)

stručný zápis maticového tvaru (3) je nasledovný

XT .MK.X = 0.

Maticu

MK =





A B D
B C E
D E F





nazývame maticou kužel’osečky K, budeme ju označovat’MK, determinant ma-
tice MK nazývame vel’ký diskriminant kužel’osečky K, označovat’ ho budeme
∆K,

∆K =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

A B D
B C E
D E F

∣
∣
∣
∣
∣
∣

,

pod malým diskriminantom kužel’osečky K rozumieme determinant δK,

δK =

∣
∣
∣
∣

A B
B C

∣
∣
∣
∣
.
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Poznámka (zopakujte si z lineárnej algebry).

6. Nech V je vektorový priestor nad pol’om T. Zobrazenie

f : V× V −→ T,

pre ktoré plat́ı

∀c, d ∈ T, ∀u, v, r, s ∈ V,

f(c(u+ v), d(r + s)) = cd.f(u, r) + cd.f(u, s) + cd.f(v, r) + cd.f(v, s),

nazývame bilineárna forma.

Zobrazenie
f ′ : V −→ T,

pre ktoré existuje bilineárna forma f : V×V −→ T, taká, že f ′(x) = f(x, x),
nazývame kvadratická forma.

Všeobecnú rovnicu (2) môžeme zaṕısat’ aj nasledovne, kde f je zrejme bilineárna
forma,

x1(Ax1 +Bx2 +Dx3) + x2(Bx1 + Cx2 + Ex3) + x3(Dx1 + Ex2 + Fx3) = 0

f(X,X) = 0.

Namiesto f(X,X) = 0 budeme často stručne ṕısat’ len f(X) = 0, pričom f je
zrejme kvadratická forma.

Poznámka.

7. Zrejme f vo vyššie spomenutom zápise je symetrická bilineárna forma, t.j.
pre l’ubovol’né dva body P , Q plat́ı rovnost’ f(P,Q) = f(Q,P ).

Označme funkcie

f1(X) = Ax1 +Bx2 +Dx3,

f2(X) = Bx1 + Cx2 + Ex3,

f3(X) = Dx1 + Ex2 + Fx3,

kde X [x1;x2, x3].

Veta 6.
Nech K je kužel’osečka v projekt́ıvnej rovine E2. Potom projekt́ıvna priamka má s
kužel’osečkou K spoločné všetky body, alebo dva body, alebo jeden bod, alebo nemajú
žiadny spoločný bod.

Defińıcia.
Priamka ležiaca v rovine kužel’osečky sa nazýva dotyčnicou kužel’osečky, ak má
s kužel’osečkou práve jeden spoločný bod, alebo ak je súčast’ou kužel’osečky.

Defińıcia.
Bod P kužel’osečky K nazývame singulárny bod kužel’osečky K, ak plat́ı f1(P ) =
f2(P ) = f3(P ) = 0.
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Veta 7.
Bod P je singulárnym bodom kužel’osečky práve vtedy, ked’ každá priamka ńım
prechádzajúca je dotyčnicou kužel’osečky.

Defińıcia.
Kužel’osečku nazývame regulárnou, ak neobsahuje žiaden singulárny bod a nazývame
ju singulárnou, ak obsahuje aspoň jeden singulárny bod.

Veta 8.
Kužel’osečka K je singulárna práve vtedy, ked’ jej vel’ký diskriminant ∆K sa rovná
nule.

Dôsledok vety 8.
Kužel’osečka K je regulárna práve vtedy, ked’ jej vel’ký diskriminant ∆K je rôzny od
nuly.

Veta 9.
Regulárne kužel’osečky sú elipsa (kružnica), parabola, hyperbola.
Singulárne kužel’osečky sú bod, totožné priamky, rôzne rovnobežky, rôznobežky.
Prázdnu množinu nazývame formálne reálnou kužel’osečkou.

Veta 10.
Regulárna kužel’osečka K je

a) elipsa práve vtedy, ked’ jej malý diskriminant δK je väčš́ı ako nula,
b) parabola práve vtedy, ked’ jej malý diskriminant δK je rovný nule,
c) hyperbola práve vtedy, ked’ jej malý diskriminant δK je menš́ı ako nula.

Veta 11.
Singulárna kužel’osečka K je

a) jednobodová množina práve vtedy, ked’ jej malý diskriminant δK je väčš́ı ako
nula,

b) zjednoteńım rovnobežiek práve vtedy, ked’ jej malý diskriminant δK je rovný
nule,

c) zjednoteńım rôznobežiek práve vtedy, ked’ jej malý diskriminant δK je menš́ı
ako nula.


