Planimetria

G. Monoszova

— Text obsahuje definicie pojmov z planimetrie a znenia viet, ktoré budeme dokazovat’ na
prednaskach.

— Druhé cast’ kazdej kapitoly obsahuje niekol’ko tloh, aby sa Student mohol lepsie orien-
tovat’, aké typy tloh by mal dokazat’ riesit’. Upozoriujeme, Ze (vy)rieSenie len tychto
iloh nemoze zarucit’, ze Student ziska dostatok skiisenosti s riesenim tuloh podobného
typu a na precvi¢ovanie je potrebné siahnut’ po d’alsej literature, zbierkach uvedenych
napriklad aj v “Semestralnom plédne prednéasok”.

A este jedno upozornenie. Napriek tomu, ze v tomto texte sa v prvej kapitol niekol’kymi
vetami stru¢ne nacrtne, ze ¢o sa rozumie pod axiomatickou vystavbou geometrie, cely
semester venovany predmetu Planimetria nie je postaveny striktne axiomaticky. Préave
naopak, zopakovanie a doplnenie stredoskolského uciva planimetrie je rozdelené do ka-
pitol podla jednotlivych tém. V kazde] kapitole bolo nasou snahou zhrnut’ doterajsie
poznatky Studenta z predchadzajiceho $tudia matematiky na ZS a SS do ucelenej casti,
tieto poznatky doplnit’ a dosiahnut’ nad danou témou potrebny nadhl’ad.






Kapitola 1

Princip axiomatickej vystavby
euklidovskej geometrie, primarne,
sekundarne pojmy a relacie medzi nimi

Definicie sekundarnych pojmov

Vedny odbor (v nasom pripade geometria) moéze byt’ budovana axiomaticky. Zaklad takto
budovanej tedrie tvoria tzv. primérne pojmy, primarne relacie a axiémy. Primérne pojmy
a priméarne relacie nedefinujeme. Axiémy su zékladné tvrdenia, ktoré nedokazujeme, pojed-
navaji o primarnych pojmoch a relacidch medzi nimi. Prvi naozaj preciznu axiomaticki
vystavbu euklidovskej geometrie podal v 19. storo¢i nemecky matematik David Hilbert. Hil-
bertova stustava axiéom je bezosporna, nezavisla a iplna. Na zéklade primarnych pojmov a
primarnych relacii pomocou logickych spojok a operacii definujeme tzv. sekundarne pojmy a
sekundérne relacie. Z axiém pomocou logickych pravidiel odvodzovania dokazujeme tvrdenia,
ktoré nazyvame vety. O takto budovanej geometrii hovorime, ze je budovana axiomaticky.
Viac o historickom vyvoji geometrie a o axiomatickej metéde budovania vednej discipliny,
Specialne geometrie, sa dozviete vo vyssich semestroch studia.

Podl'a Hilbertovej axiomatiky (pre euklidovsku rovinu Es)

ee primarne objekty su:
bod
priamka

ee primarne relacie su:
bod lezi na priamke (t.j. incidencia bodu a priamky)
bod lezi medzi zvySnymi dvoma bodmi
zhodnost’ Giseciek

ee axiomaticku ststavu tvori 20 axiém axidémy incidencie, usporiadania, zhodnosti,
spojitosti a axibma rovnobeZnosti



e Definicie niektorych sekundérnych pojmov

Definicia 1.1. Nech A, B siu dva rézne body. Pod polpriamkou E rozumieme mnozinu
bodov X, pre ktoré plati, Ze bod X leZi medzi bodmi A, B, alebo bod B lezi medzi bodmi A,
X, zjednoteni s dvojprvkovou mnoZinou {A, B}.

AB = {X: pf(AXB) \ p(ABX)} U{A, B}

Definicia 1.2. Nech A, B siu dva rézne body. Pod opaénou polpriamkou ku polpriamke

AB rozumieme mnozinu bodov X, pre ktoré plati, Ze bod A lezi medzi bodmi B, X, zjednoteni
s jednobodovou mnozinou {A}.

AB = {X; p(BAX)} U{A}

Definicia 1.3. Nech A, B si dva rézne body. Pod iseCkou AB rozumieme mnoZinu vSetkijch
bodov X leziacich medzi bodmi A, B zjednoteni s dvojprvkovou mnoZinou {A, B}.

AB = {X;u(AXB)} U{A, B}

Poznamka 1.4. V pripade ako je to aj teraz, ak mame uz zadefinovani polpriamku, tak defi-
novat’ usecku moZeme aj nasledovne

AB ::/@ﬂﬂ.

Poznamka 1.5. Niekedy je uZitocné mat’ zadefinovany aj pojem tzv. nulovej tisecky. Ak pre
dva body A, B plati, Ze sa rovnaju, tak hovorime o nulovej usecke AB.

Definicia 1.6. Nech A, B, C si dané nekolinedrne body (v Es). Pod polrovinou ABQ%
rozumieme mnozinu vsetkych bodov X (€ Ey), pre ktoré plati Ze prienik isecky CX s priamkou

f@ je prdazdna mnozina, alebo jednoprvkovda mnozina, ktorej prvkom je prdve bod X .
ABC = {X €Ey; XCNAB =B\ XC N AB = {X})
Poznamka 1.7. Zrejme mdéZeme deﬁnova%olrovinu aj nasledovne

ABC = {X €Ex, XCNAB =0} U A

Definicia 1.8. Nech A, B, C' su dané nekolinedrne body (v Es). Pod opaénou polrovinou
ABC' ku polrovine ABQ% rozumieme mnozinu vietkych bodov X (€ Ey), pre ktoré plati Ze
prientk usecky CX s priamkou j@ je meprazdna mnozZina.

ABC = {X € Ey; XC N AB + 0}

Definicia 1.9. Nech A, B, C si dané nekolinedrne body. Pod konvexnym uhlom ABC
rozumieme prienik polrovin ABQ% a BCA; (konvexny uhol budeme oznacovat’ <ABC')

JABC = ABQ% N BCA



Definicia 1.10. Nech A, B, C' su dané nekolinedrne body. Pod nekonvexnym uhlom

ABC' rozumieme zjednotenie opacniych polrovin ABC a BCA; (nekonvexny uhol budeme
oznacovat’ ZABC')

LABC := ABCUCBA

Definicia 1.11. Nech A, B, C si dané nekolinedrne body. Pod trojuholnikom ABC' roz-
umieme prienik polrovin ABC, BCA o CAB; (oznacovat’ ho budeme /N ABC)

A ABC := ABCNBCANCAB

Definicia 1.12. Nech S € E, je lubovol'ng bod a r je dand nenulovd isecka. Pod kruZnicou
so stredom S a polomerom r rozumieme mnoZinu vsetkych bodov X € Eo, pre ktoré plati,
Ze usecka SX je zhodnd s useckou r; (kruZnicu so stredom S a polomerom r oznacujeme

k(S;r))
E(S;r) ={X € Ey; SX =1}

Definicia 1.13. Nech S € Ey je lubovol'ni bod a r je dand nenulovd isecka. Pod kruhom
so stredom S a polomerom r rozumieme mnoZinu vsetkych bodov X € Eo, pre ktoré plati,
Ze tusecka SX je mensia ako iusecka r, alebo je zhodnd s useckou r; (kruh so stredom S a
polomerom r budeme oznacovat’ K(S;r))

K(S;r)={X eEy;SX <r\/SX =r}

Definicia 1.14. Nech Ay, A1, ..., Ay, n € N, n > 2, si dané body (v euklidovskej rovine
Es ), pricom A;_1, A;, Air1 prei € {1,...,n—1} si nekolinedrne body. Pod lomenou ¢iarou
AgA1 ... A, rozumieme zjednotenie useciek AgAi, A1As, ..., An_1A,.

Definicia 1.15. Loment ciaru AgA; ... A, nazyjvame jednoduchou lomenou ¢iarou, ak
A AANAA L =0preie{l,...,n}, 7 €{0,....n—1}, i < j ( t.j. jednoduchd lomend
¢iara sami seba nepretina).

Definicia 1.16. Lomenu ciaru AgA; ... A, nazgvame uzavretou lomenou ¢iarou, ak
AO - An

Definicia 1.17. Jenoduchd uzavretd lomend ¢iara AoA; ... A, (v Ey) rozdeli rovinu na dve

oblasti. Body vnitornej oblasti a body tejto jednoduchej uzavretej lomenej ciary tvoria n-
uholnik A;A5... A,,.

e Definicie niektorych sekundarnych relacii
- vzajomna poloha dvoch priamok v euklidovskej rovine

Pre vzajomnu polohu dvoch priamok v euklidovskej rovine mozu nastat’ dva pripady, bud’
st priamky rovnobezné alebo réznobezné.

Definicia 1.18. Dve priamky v Ey si rovnobezné (rovnobezky), ak si totozné (t.j. rovna-
Juce sa priamky), alebo ak ich prienikom je prizdna mnoZina; (rovnobeZnost’ priamok a, b
zapisujeme al|b).



Definicia 1.19. Dve priamky v Ey si réznobezné (roznobezky), ak nie si rovnobezné; (pre
réznobezné priamky a, b budeme pouZivat’ zdpis a 1 b, ale samozrejme v Ey moZeme pouZit’
aja jb)

Poznamka 1.20. KedZe z axiom vyplyva, Ze dvoma roznymi bodmi je urcend prdve jedna
priamka, tak je zrejmé, Ze roznobeiné priamky maji spolocny prdve jeden bod. Spolocny bod
P réznobeZiek a, b nazgvame prieseénik priamok a, b; zapisujeme a Nb = {P}.

Definicia 1.21. Nech a, b su rézne rovnobezky a nech A, B su body leZiace na priamkach a,
b (v poradi). Pod rovinnym pasom urcenym rovnobezkami a, b rozumieme prienik polrovin

%
aB a bA.

e Definicie vyznac¢nych dvojic uhlov a pravého uhla, stredu a osi tsecky, osi uhla.

Definicia 1.22. Uhly «,  nazgvame styéné, ak leZia v jednej rovine a ich prienikom je ich
spolocné rameno.

Definicia 1.23. Stycné uhly o, 5 nazgvame susedné, ak ich zjednotenim je polrovina.

Poznamka 1.24. 'V niektorej literatire sa pre susedné uhly pouZiva aj pojem vedl'ajsie uhly.

Definicia 1.25. Uhly «, B nazijvame vrcholové, ak kaZdé rameno uhla o je opacnou pol-
priamkou k niektorému ramenu uhla 5 (zrejme plati aj naopak).

Definicia 1.26. Uhly «, S nazyvame sthlasné, ak jedno rameno uhla o je vlastnou pod-
mnozinou ramena uhla § (pripadne naopak) a zdroven druhé dve ramend tychto uhlov leZia v
tej istej polrovine s hranicnou priamkou, ktord je nositelkou prv spominanich ramien uhlov

aaf.

Definicia 1.27. Uhly «, 5 nazijvame striedavé, ak existuje uhol o', pre ktory plati, Ze «,
o' s vrcholové uhly a zdroven o, 3 si stuhlasné uhly.

Poznamka 1.28.

Vrcholové uhly st zhodné.

Ak obidve ramend suhlasniych (striedavijch) uhlov leZia na rovnobeZnych priamkach, potom
st tieto uhly zhodné.

Definicia 1.29. Uhol, ktory je zhodnyj so svojim susednym uhlom nazijvame pravym uhlom.

Definicia 1.30. Bod S nazijvame stredom tsecky AB, ak S patri isecke a plati, Ze tsecky
AS, BS si zhodné.

Definicia 1.31. Priamku, ktord prechddza stredom tsecky AB a je na priamku j@ kolma
nazgvame os useCky AB; (os usecky AB budeme oznacovat’ oag).



Definicia 1.32. Priamku, ktord prechddza vrcholom uhla a rozpoluje ho, nazjvame osou
uhla; (0s uhla ABC budeme oznacovat’ osapc, pripadne o, apc, podla toho, ¢iide o konvexny
alebo nekonverny uhol).

Poznamka 1.33.

V niektorej literatire sa pod osou uhla rozumie polpriamka, ktord je podmmnozinou daného
uhla, rozpoluje ho a vrchol uhla je jej pociatok. VZdy je nutné ujasnit’ si, ktori z definicit
budeme pouzivat. Ak uwvaZujeme definiciu 1.32, tak je zrejmé, Ze plati rovnost’ osapc =
O/ABC-

Typové ulohy

Uloha 1.1. Dany je rovnobeznik ABCD, oznacme S priesecnik jeho uhlopriecok.
a) Kolko roznych polpriamok je mozné urcéit’ pomocou bodov A, B, C', D, S?
b) Kolko réznych polrovin je mozné uréit’ pomocou bodov A, B, C', D, S?

c) Vypiste vSetky navzdjom rozne polpriamky z casti a), ktoré su podmnoZinou polroviny

BA.
Uloha 1.2. Dané su dva rézne body A, B. Urcte mnoZinu M, ak
2) M = {X: s(AXB)V u(ABX) V ju( X AB)},
b) M = {X € By ~u(ABX)},
¢) M = {X € By ~u(BAX)&—u(X AB)},
d) M ={X € Eg; u(BAX)V u(XBA)}.
Uloha 1.3. Urcte pravdivostni hodnotu vijrokov, ak A, B si dané rézne body.

a) ABcC BA b) ABNBA=BA
AB C BA ABNBA= AB
AB C AD ABNBA= 4B

Uloha 1.4. Dané si nekolinedrne body A, B, C. Urcte Srafovanim mnoZinu U, ak

a) U={X cEy;CXNAE = 0},

C

)

b) U = {X € Ey; CX N AB # 0},
) U = {X € Ey; CX N AB # 0},
)

d) U={XcEy;CXNAB 0\ CX N BA#0}.



Uloha 1.5. Dané si navzdjom rézne body A, B, C. Urcte pravdivostni hodnotu vijrokov:
a) {X; X e CY&Y € AB} = A ABC,
b) {X; X € CY&u(AY B} = A ABC,
¢) {X;X € CY&Y € AB} = A ABC,
d) {X;X € CY&Y € AB) = <CAB.
Uloha 1.6. Dany je pravidelny 6-uholnik ABCDEF so stredom S.

a) Urcte, ktoré z nasledovnijch dvojic uhlov si styéné a ktoré su susedné:

<ASB,<«BEC; <ASB,<DSB; <AV S, <BSC; <ASB,<BSC.

b) Z uhlov <BAS, <BSC, <BSD, <DSE, <DSF, <ASF, <ADF wvyberte dve dvojice
sthlasngjch a dve dovice striedavych uhlov.



Kapitola 2

Konvexna mnozina

Definicia a vlastnosti

Definicia 2.1. MnoZinu bodov nazyjvame konvexnou mnozinou, ak ide o prdazdnu mnozinu
alebo jednobodovi mnozZinu, alebo ak je mnozZina aspon dvojbodovd, pricom pre jej lubovolné
dva body plati, Ze usecka s tymito kragnymi bodmi je podmnoZinou tejto mnoZiny.

Bodovd mnozina, ktord nie je konvernd sa nazjva nekonvexna.

Veta 1. Prientkom dvoch konvexngch mnoZin je konvexrnd mnoZina.

Typové tlohy - (NE)KONVEXNA MNOZINA

Uloha 2.1. Ktoré z nasledovnijch mnozin siu kovexné: usecka, trojuholnik stvorec, kruznica,
kruh, medzikruZie, polrovina.

Uloha 2.2. Ktoré z mnoZin na obrdzku su konvexné?

—— oznacenie na obrazku:
e bod patri mnozine
o bod nepatri mnozine
- body “plnej” tsecky patria mnozine
- - - - body ¢iarkovanej tisecky nepatria mnozine
|||| body srafovanej ¢asti roviny patria mnozine




Uloha 2.3. Urcte pravdivostni hodnotu nasledovnijch vigrokov:
a) Zjednotenim dvoch konvexrniyjch mnoZin je konvexnd mnoZina.
b) Zjednotenim dvoch nekonvexngch mnoZin je konvexnd mnoZina.

c) Zjednotenim dvoch nekonvexnyich mnoZin je nekonvexnd mnoZina.
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Kapitola 3

Zakladné topologické pojmy

Definicie

Definicia 3.1. Nech Z je zdkladnd mnoZina, nech bod A € Z a nech § je l'ubovol'ne zvolend
nenulovd isecka. Pod okolim bodu A (presnejsie §-okolim bodu A) rozumieme mnoZinu
vSetkiyjch bodov X € Z, pre ktoré plati, Ze usecka AX je menSia ako 0; (§-okolie bodu A v
zdkladnej mnozine Z budeme oznacovat’ Oz(A;9)).

Oz(A)0):={X € Z; AX < ¢}

Definicia 3.2. Nech Z je zdkladnd mnozina a nechd C Z. MnoZinu U nazijvame ohrani-
¢enou mnozinou, ak existuje taky bod v Z a také jeho d—okolie, pre ktoré plati, Ze U je
jeho podmmnozinou.

Definicia 3.3. Nech Z je zdkladnd mnoZina a nech U C Z. Bod B € Z nazjvame vna-
tornym bodom mnoZiny U, ak existuje také jeho d-okolie, ktoré je podmnozZinou mnoZiny

U.

Definicia 3.4. Nech Z je zdkladnd mnozZina a nech U C Z. Bod B € Z nazjvame von-
kajsim bodom mnoZiny U, ak existuje také jeho d-okolie, ktorého prienik s mnoZinou U je
prazdna mnozina.

Definicia 3.5. Nech Z je zikladnd mnoZina a nech U C Z. Bod B € Z nazyvame hra-
nicnym bodom mnoziny U, ak pre kaZdé jeho d-okolie plati, Ze obsahuje aspoti jeden bod
mnoziny U a aspon jeden bod, ktory jej nepatri.

Definicia 3.6. Pod hranicou mnoZiny U rozumieme mnozZinu vsetkyjch jej hranicnijch bodow.

Definicia 3.7. Mnozinu nazgvame uzavretou mnozinou, ak kazdy jej hranicny bod jej patri.

Definicia 3.8. MnozZinu nazjvame otvorenou mnoZinou, ak Ziaden jej hraniény bod jej
nepatri.

Definicia 3.9. Dve mnoziny budeme nazyvat’ neprekryvajice sa, ak ich prienik neobsa-
huje Ziaden vnitorny bod ani jednej z tyjchto mnoZin.
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Typové tlohy - TOPOLOGICKE POJMY

Uloha 3.1. Dand je usecka XY so stredom S. Aké mnoZiny mozu byt’ okolim bodu X , resp.
bodu S, ak zdkladnd mnoZina je

a) usecka XY,
b) priamka XY,
c) rovina By (v ktorej XY leZi).

Uloha 3.2. Dany je obdlznik ABCD so stredom S. Nacrtnite rozne typy okoli bodu A, resp.
bodu S v zdkladnej mnoZine M, ak

a) M je obdlznik ABCD,
b) M = AC U BD.
Uloha 3.3. Urcte hranicné body usecky AB(C Ey), ak zdkladnou mnoZinou je
a) f@,
b) E,.

Uloha 3.4. Dany je trojuholnik ABC' s pravym uhlom pri vrchole C. Uréte hranicu troji-
holnika ABC, BCA, kruhu K(A; AC), a kruznice k(A; AC), ak zdkladnou mnoZinou je a)
ABC, b) CBA ¢) CBAU ABC.

Uloha 3.5. Urcte hranicu Stvorca ABCD, trojuholnika ABC, ak zdkladnou mnoZinou je
a) ABE%,
b) ABE%.

Uloha 3.6. Nech zikladnd mnozina je euklidovskd priamka E,. Uvedte dva priklady mnoZin,
ktoré su zdroven

a) neohranicené, uzavreté a nekonverné,
b) ohranicené, nie uzavreté, nie otvorené, konvexneé,
c) neohranicené, uzavreté, otvorené.
Uloha 3.7. Uved'te priklad takej mnoziny v zdkladnej mnozine By, ktord je zdrovet
a) konvernd, uzavretd a otvorend,

b

konvexnd, nie otvorend a uzavretd,

c) nekonvernd, otvorend a nie uzavretd,
d)

nekonvexnd, nie otvorend a nie uzavretd.
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Kapitola 4

Miera

Definicie a znenia viet

Definicia 4.1. Nech M je mnoZina meratelnijch itvarov.
Funkcia f: M — R{ s vlastnost'ami

(M1) 3ty e M= f(Uhy) =1,
(M2) V Uy, Uy € M : (Uh = Uy = f(Uy) = [(Us)),

(M3) pre neprekryvajice sa itvary Uy, Us(€ M) plati
fUL Ul) = f(U) + f(Us),

sa nazjva funkcia miery (strucne miera). Utvar Uy nazjvame jednotkovy ttvar alebo
jednotka miery. Hodnotu f(U), ktori funkcia f priradi dtvaru U, nazgvame velkost’
atvaru U.

Pozndmka 4.2. Obor hodnot R funkcie miery si nezdporné redlne cisla, ide o vlastnost,
ktori nazgvame nezdpornost’ miery. Viastnost’ (M3) nazjvame aditivnost’ miery.

Poznamka 4.3. Velkost’ usecky casto nazjvame aj dizka tsecky (beine pre dizku tisecky AB
pouzivame namiesto f(AB) oznacenie |AB|) a velkost’ rovinného itvaru casto nazjvame aj
obsah atvaru (bezne pre obsah tutvaru U pouZivame namiesto f(U) oznacenie S(U)).

Veta 2. Nech f je funkcia miery a nech Uy, Us si meratelné tutvary. Ak Uy C Us, tak
f(U) < f(Us).

e Princip merania dizky dsecky

Zopakujte si zo zékladnej skoly princip merania tsecky. My ho aplikujeme na tomto mieste
bez komentéra, na konkrétnom priklade merania danej usecky AB (Obr. 4.1).
Nech f je funkcia miery, ktorej jednotkou je tsecka e.

- oznacenie | AB|. znamené vel’kost’ tisecky AB, pri¢om za jednotku miery je zvolena tsecka e
- mierky sme volili nasledovne:

— najprv sme zvolili za jednotku miery tsecku e
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— potom sme mierku zjemnili zvolenim tsecky e; za jednotku miery, pricom e; = %e

— a na zaver sme eSte zjemnili mierku zvolenim tsecky e; za jednotku miery, pricom
1 1

62:561=ﬁe
A B
f ]
F——————————————— 4 ] I
€ 2 3
=== } i i l I
e 5 6
e ——————
€9 2 27
Obr. 4.1: Meranie dlzky tsecky
teda
2 < |AB, < 3 2 < |AB|. < 3
5 < [ABl, < 6 t.j. 2,5 < |ABl < 3
26 < |ABl, < 27 t.j. 2,6 < |AB|. < 2,7

Ziskané hodnoty 2; 2,5; 2,6 su tzv. dolné ohranicenia a hodnoty 3; 35 2,7 su tzv. horné
ohranicenia dlzky tsectky AB. Pri postupnom zjemiiovani mierky dolné ohrani¢enia vytvoria
neklesajucu zhora ohranic¢ent postupnost’ a horné ohranicenia nerasticu zdola ohranic¢eni
postupnost’. Ide teda o konvergentné postupnosti, ich limity sa rovnaji. Dizkou tsecky je
potom limita postupnosti jej dolnych (rovnajuca sa limite postupnosti hornych) ohranic¢eni
ziskanych postupnym zjemiovanim zvolenej mierky.

Definicia 4.4. Pod vzdialenost’ou dvoch bodov rozumieme dizku usecky, pre ktorid spo-
minané body siu jej krajnymi bodms.

Veta 3. Pre kazdé tri body A, B, C plati, Ze |AC
Veta 4. Pre kazdé tri kolinedrne body A, B, C' plati
|BC|, alebo |AB| + |BC| = |AC.

Pomocou vzdialenosti dvoch bodov mdzeme definovat’ vzdialenost’ bodu od mnoziny a vzdia-
lenost” dvoch mnozin.

+|BC| > |AB].
AC|+|BC| = |AB|, alebo |AC|+|AB| =

Definicia 4.5. Pod vzdialenost’ou bodu B od mnoziny U rozumieme minimum Zzo
vSetkych moznych dizok |BX|, kde X € U;

|B,U| := min{|BX|; X € U}.

Pod vzdialenost’ou mnozin Uy, Uy rozumieme minimum zo vietkjch moznijch dizok | XY,
kde X €Uy a'Y € Uy;

|U1,Z/[2| = m1n{|XY|, X el &Y € UQ}
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e Jordanova tedria miery

Stru¢ne ukdzeme princip merania meratelnych ttvarov v E; pomocou tzv. Jordanovej teorie
miery. Jordanova tedria miery je viazané na zvolenu Stvorcovu siet’, jednotkou miery (ozna-
¢ime ju F) je jeden Stvorec zvolenej siete. Obsah (velkost’) meraného utvaru U pri zvolenej
jednotke E budeme oznacovat’ Sg(U), pripadne aj S(U), ak nebude potrebné v oznaceni
uvadzat’ zvolenu jednotku miery.

Definicia 4.6. Nech U je meratelny itvar v Eo umiestneny do Stvorcovej siete.

Zjednotenie tyjch Stvorcov Stvorcovej siete, ktoré siu podmmnozZinou daného itvaru, nazjvame
jadro 4dtvaru, ozn. J.

Zjednotenie tijch Stvorcov Stvorcovej siete, pre ktoré plati, Ze ich prienik s utvarom obsahuje
aspomi jeden jeho vnitorny bod, nazjvame obal itvaru, ozn. O.

Obr. 4.2: Jadro atvaru U
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Obr. 4.3: Obal atavru U

Poznamka 4.7. Nech U je ttvar umiestneny v Stvorcovej sieti, nech J je jadro a O je obal
utavru U. Potom zrejme

JEULO

a teda podla vety 2



i

o

Obr.44: FCUCO

Postup urcenia obsahu ttvaru:

— merany dtvar umiestnime do zvolenej Stvorcovej siete

urcime jadro aj obal ttvaru a ich obsahy
— povodne zvoleni Stvorcovi siet’ zjemnime
— ur¢ime jadro aj obal ttvaru (vzhladom na novi zjemnenu siet’) a ich obsahy

— podla potreby presnosti ur¢enia miery utvaru postup opakujeme (d’alsimi zjemneniami
dostévame presnejsie odhady)
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Poznamka 4.8. Nech U je meratel'ny utvar umiestneny vo Stvorcovej sieti. UvaZujme postupne
nasledujice zjemnenia danej siete. Oznacme Jy jadro utvaru U v pévodne zvolenej sieti, J;
jadro utvaru v zjemnenej sieti (prvé zjemnenie) a Jiy1 jadro dtvaru v sieti, ktord vznikla
pri (i + 1)-om zjemneni zo siete, ktord bola i-tym zjemnenim povodnej siete. Analogicky
oznacme Oy, O1,..., Oi11, ...vznitknuté obaly utvaru U pri tychto zjemneniach. Potom
zrejme postupnost’ (S(J;))52, je neklesagica, zhora ohranicend a postupnost’ (S(0;))2, je
nerastica, zdola ohranicend.

Cleny postupnosti (S(J;))2, st dolné ohranicenia a ¢leny postupnosti (S(O;))2, su horné
ohranicenia velkosti ditvaru U a limity tychto postupnosti sa rovnaji hodnote S(U).
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Obr. 4.5: Jadro utvaru U po zjemneni Stvorcovej siete
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Obr. 4.6: Obal atvaru U po zjemneni Stvorcovej siete

Poznamka 4.9. C’leny postupnosti dolngch (hornijch) ohranicent velkosti itvaru sa zmenia v
zavislosti od umiestnenia utvaru do siete, ¢o vSak zrejme nemd vplyv na limitu postupnosti
dolngich ohraniceni a ani limitu postupnosti horniyjch ohranicenti velkosti witvaru.
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Veta 5. Pre obsahy nasledovnijch ttvarov plati:

atvar obsah dtvaru
Stvorec o strane a a’
obdlZznik o stranéach a, b ab
pravouhly trojuholnik s odvesnami a, b %b
trojuholnik (obecny) e = b% = %°
oznacenie prvkov - pozri kapitolu 9 %ab SiIl’}/ = %bc sino = %(ZC sin 6
rovnobeznik so stranou z a k nej prislichajicou vyskou v Zv
lichobeznik so zakladhami a, ¢ a vyskou v @
deltoid o uhloprieckach e, f %
kruh s polomerom r 2
kruhovy vysek s polomerom r a stredovym uhlom « ’”27“

(v v oblukovej miere)

kruhovy odsek s polomerom r a stredovym uhlom «
(v v oblukovej miere)

e Meranie uhla

Spomenieme eSte tri rozne moznosti merania uhla, a to meranie uhla v stupnovej miere, v
gradovej miere a v oblikovej miere.

Stupnova miera — jej jednotkou je jeden stupern, ozn. 1°,
pouzivame aj zjemnenia tejto mierky:
jedna minita, ozn. 1’
jedna sekunda, ozn. 1”;
jeden stupen definujeme ako velkost’ %—iny pravého uhla
1 = ilo 17 = ill
60~ ° 60 -

Gradova miera — jej jednotkou je jeden grdd ozn. 19,
pouzivame aj zjemnenia tejto mierky:
jedna gradovd minita, ozn. 1¢,
jedna gradovd sekunda, ozn. 1°;

jeden grad definujeme ako velkost’ I—(I)O—iny pravého uhla
1¢ = 119 1e¢ = L 1e
100 100"

Oblikova miera — jej jednotkou je jeden radidn
pri zavedeni vyuzivame dlzku meranému uhlu prislichajuceho kruznicového obluka jed-
notkovej kruznice.
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Typové tlohy - MIERA

Uloha 4.1. Dang je pravidelny 6-uholnik ABCDEF so stredom S (|AB| = a) a body X, Y
tak, Ze B je stred usecky AX a X jke stred tsecky BY . Urcte vzdialenosti

a) XS], YD),
b) |E,5C|, |E,SC|, |E,SC|, |E,FE|, |E, FE|,
o) [4E, 8D, [AE,SD), |EA,SY|, |[FE.SD|, |A ASF, XY,

Uloha 4.2. Dany je trojuholnik ABC a body X, Y, Z tak, ze bod X je stred strany BC,
Y je stred usecky XC a Z € AY, pricom AZ : ZY =1 : 2. Urcte obsahy vsetkyjch Styroch
neprekryvagicich sa casti, na ktoré je trojuholnik ABC rozdeleny (pozri obrdzok), ak obsah
trojuholnika Sa apc = 12.

Obr. 4.8:

Uloha 4.3. Rozdelte obdlznik na sedem neprekrijvajici ch sa trojuholnikov, ktorjch obsahy

1 01 1 1 1 1 1 o
tvoria 15, 155 130 3 167 16 3 2 obsahu obdlZnika.

Uloha 4.4. Odvodte vzt'ah pre wvijpocet obsahu rovnostranného trojuholnika, ak je dany a)
polomer r jemu opisanej kruZnice, b) polomer o jemu vpisanej kruZnice.

Uloha 4.5. Odvod’te vzt'ah pre vijpocet obsahu pravidelného 6-uholnika, ak je dangj a) polomer
r jemu opisanej kruznice, b) polomer o jemu vpisanej kruznice.

Uloha 4.6. Odvod’te vzt'ah pre vijpocet obsahu pravidelného 8-uholnika, ak je dany a) polomer
r jemu opisanej kruznice, b) polomer o jemu vpisanej kruZnice.

Uloha 4.7. Dané su sistredné kruznice ki1(S;11), ka(S;12), 11 > 9. Urcte vzt'ah medzi obsa-
hom medzikruzia ohraniceného kruznicami kqi, ko a obsahom kruhu nad tetivou XY kruznice
ki, ktord sa dotyka kruzZnice k.

22



Uloha 4.8. Vyjadrite obsah vysrafovaného ttvaru na obrizku, ak stredy kruinic si vrcholu
pravidelného 6-uholnika o strane a.
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Obr. 4.9:
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Kapitola 5

Deliaci pomer a dvojpomer

Definicie a znenia viet

Definicia 5.1. Nech A, B, C si tri navzdjom rézne kolinedrne body. Deliaci pomer uspo-
riadanej trojice bodov A, B, C' (ozn. (ABC)) definujeme nasledovne

1491 k —~u(ACB)
ABC) = { 1BY) o
(4BC) {— 49 ak u(ACB)

|BC|?

Veta 6. Nech A, B su rozne body. Potom pre kazZdé redlne ¢islo A rézne od nuly a jednotky
existuje prave jeden bod X priamky AB rozny od bodov A, B, pre ktory plati, Ze deliaci pomer
(ABX) sa rovnd cislu \.

Veta 7. Nech A, B, C su tri rozne kolindrne body. Potom
a) (BAC) = 5gy:

ACB) =1- (ABCQC).

¢) (BCA)=1—

( )

( ) (ABC)’
d) (CAB) = — 1

(CBA)

1—(ABC)’

_ (ABO)
e) (CBA) = ABO) T

Veta 8. Nech A, B, C si rozne body leZiace na priamke p. Nech p' je rovnobeind priamka
s priamkou p a nech bod S nelez na Ziadnej z priamok p, p'. Oznacme 14 = SA, 1P =
¢ = a priesecniky priamok 14, 15, 1¢
Potom (ABC) = (A'B'C").

)

s priamkou p’ (v poradi) oznacme A', B', C'.
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alebo

Obr. 5.1: Deliaci pomer - stredovy priemet na rovnobezkach

Veta 9. Nech A, B, C su rozne body leZiace na priamke p. Nech p' je lubovolnd priamka
rozna od p, nech priamka s nie je rovnobezind s p ani p'. Oznacme 14, 1B, 1€ priamky rovno-
beiné s priamkou s a prechddzajice (v poradi) bodmi A, B, C. Priesecniky priamok 14, 17,
1€ s priamkou p' (v poradi) oznacme A', B', C'.Potom (A'B'C") = (ABC).

Obr. 5.2: Deliaci pomer - rovnobezny priemet
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Veta 10. Nech isecky AB, A'B" si rovnobezné. Nech AA} BB\’, A N BB = {S}, nech
AB' Y AB, AB'NA'B 2 {S'}. Potom

a) (AA'S) :<_(>BB’S) = —(AB'S") = —(BA'S"),

b) priamka SS" rozpoluje usecky AB, A’'B’.

Obr. 5.3: Deliaci pomer - rovnobezné tsecky

Definicia 5.2. Nech A, B, C, D si navzdjom rézne kolinedrne body. Dvojpomer usporia-
danej Stvorice bodov A, B, C, D je podiel deliacich pomerov (ABC) a (ABD); (dvojpomer
usporiadanej §tvorice bodov A, B, C', D oznacujeme (ABCD)).

(ABC)

(ABCD) := (ABD)

Veta 11. Nech A, B, C, D si navzdjom rézne kolinedrne body. Potom
a) (CDAB) = (ABCD) = (BADC) = (DCBA),

¢) (DBCA) =1 — (ABCD) = (ACBD).

Veta 12. Dané su priamky p, p' a bod S, ktory neleZi na Ziadnej z nich. Nech A, B, C,
D su Styri navzdjom rozne body leZiace na priamke p a nech A', B', C', D’ si priesecniky
priamok SA, SB, SC, SD (v poradi) s priamkou p'. Potom (ABCD) = (A'B'C'D’).
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Obr. 5.4: Dvojpomer - stredovy priemet

Veta 13. Nech b% K, L tvoria $tvorroh (t.j. Ziadne tri z tiychto bodov nie si ko-

linedrne) a nech A J(? AKT@ z@f? {X} Oznﬁﬂﬁ {Y} OznAKﬂﬁ

{D} = BN ﬁ {c}y = ABNXY. Potom dvojpomer (ABCD) = —1.

Obr. 5.5: Dvojpomer - §tvorroh

Poznamka 5.3. Usporiadani Stvoricu bodov A, B, C, D, pre dvojpomer ktorych plati (ABCD) =
—1, nazgvame harmonicka $tvorica bodov.
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Typové tlohy - DELIACI POMER

Uloha 5.1. Usecka AJ na obrdzku je rozdelend bodmi B, C, ..., I na navzdjom zhodné
usecky.

a) Urcte deliace pomery (ABC, BCA, (CJG), (IFG), (JDA).
b) Urcte body X, Y, Z tak, aby (ABX) =3, (EJY)=—1, (ZFH) = 3.

Obr. 5.6:

Uloha 5.2. Dand je priamka jﬁ

a) Urcte (na priamke j@) body X,Y, Z, T, R tak, aby platilo (ABX)

=% (AYB) = -2,
(ZBA) = —%, (BTA) =3, (BAR) = —1.

b) Na priamka 1@ zvolte body X1, Xo, X3 = A, Xy, X5, Xe = B, ..., X1o tak, aby platilo
w(XiXiy1Xiy2) a zdaroven aby X; X1 = X;X44, 0,7 € {1,2,...,11}. Urcte nasledujiice
deliace pomery: (ABX,, (ABX,), (ABX(), (X7AB), (ABX5), (ABX12), (AX12B).

Uloha 5.3. Nech A, B si rozne body. Dopliite tak, aby vznikli pravdivé vyroky:
Pre kazdy bod C plati

a) ak C € AB\ {A, B} tak deliaci pomer (ABC) je z intervalu . . .,
b) ak C € 1B \ {A} tak deliaci pomer (ABC) je z intervalu . . .,

c) ak C € BA \ {B} tak deliaci pomer (ABC) je z intervalu . . ..
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Kapitola 6

Zhodné zobrazenia, grupa zhodnych
zobrazeni

Definicie a znenia viet

Definicia 6.1. Zobrazenie f : Ey — Ey nazgvame zhodné zobrazenie (v Es) alebo
struéne zhodnost’, ak pre kazdé dva rozne body X, Y € Ey plati X'Y' = XY, kde X' =

f(X), Y= f(Y).

V euklidovskej rovine pozname 6 typov zhodnych zobrazeni a to identitu, osovi stmernost’,
stredovil stimernost’, otocenie (rotaciu), posunutie (translaciu) a posunutt stmernost’.

Definicia 6.2. .

— Zobrazenie, pre ktoré plati, Ze kaZdy bod sa zobrazuje sam do seba sa nazyva identita.
Identitu budeme oznacovat’ .

— Nech o je dand priamka. Zobrazenie, pre ktoré plati:
(1) obrazom bodu X leziaceho na priamke o je bod X', ktory je totozny s bodom X,
2) obrazom bodu X neleZiaceho na priamke o je bod X', pre ktory plati, Ze priamka

XX’ je kolmd na priamku o a stred isecky X X' leZi na priamke o, nazijvame 0SOVA
stimernost’.

Priamku o nazgvame os osovej sumernosti.

Osovi sumernost’ s osou o budeme oznacovat’ o,.

— Nech S je danyj bod. Zobrazenie, pre ktoré plati:
(1) obrazom bodu S je bod S,
(2) obrazom bodu X rézneho od bodu S, je bod X', pre ktory plati, Ze bod S je stredom
usecky X X', nazgvame stredova siumernost’.
Bod S nazijvame stredom stredovej sumernosti.
Stredovi sumernost’ so stredom S budeme oznacovat’ og.
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— Nech je dany bod S, uhol o (velkost’ uhla v je nanajvys 360°) a orientdcia kladnd (t.j.
proti smeru hodinovijch ruciciek), resp. zdapornd (t.j. v smere hodinovych ruciciek). Zo-
brazenie, pre ktoré plati:

(1) obrazom bodu S je bod S,

(2) obrazom bodu X rozneho od bodu S, je bod X', ktory lezi na kruznici k(S;SX), a
uhol XSX' je zhodnij s uhlom a, pricom jeho orientdcia je kladnd, resp. zdpornd, sa
nazyva otocenie alebo rotacia.

Bod S nazijvame stredom otocenia a uhol o nazgvame uhlom otocenia.

Otocenie so stredom S, uhlom « a kladnou, resp. zdpornou orientdciou budeme oznaco-
vat’ 05 TESP. OSi—a-

— Dany je vektor u. Zobrazenie, pre ktoré plati, Ze obrazom bodu X je bod X', pricom plati
rovnost’ vektorov @ = X X', sa nazjva posunutie alebo translacia.
Vektor uw sa nazyva vektor posunutia.
Posunutie o vektor w budeme oznacovat’ 1.

Definicia 6.3. Zhodné zobrazenie, ktoré nemeni orientdciu trojice nekolinedrnych bodov,
nazyvame priama zhodnost’. Zhodnost’, ktord nie je priama, je nepriama zhodnost’.

Definicia 6.4. Bod X nazjvame samodruznym bodom zobrazenia f, ak sa v zobrazent
f zobrazi sdim do seba, t.j. f(X)=X.

Priamku p nazyvame samodruznou priamkou zobrazenia f, ak sa v zobrazeni f zobrazi
sama do seba, t.j. f(p) = p.

Samodruzny bod nazyvame silnosamodruznym bodom, ok kaZdd priamka nim prechddza-
Juca je samodruznd.

Samodruzni priamku nazijvame silnosamodruZznou priamkou, ak kaZdy bod, ktory na nej
lezi je samodruzngj.

Samodruzny bod, ktory nie je silnosamodruzny, sa nazjva slabosamodruzny bod. Analo-
gicky je definovand slabosamodruzna priamka.

Veta 14. ZloZenim dvoch zhodngch zobrazeni je zhodné zobrazenie.

Veta 15. ZloZenie dvoch osovijch sumernosti o,, o 0,, je

a) identita, ak 01 = 09

b) translicia Tz, ak 01]|02(01 # 02), pricom w L oy a velkost’ vektora u je rovnd dvojndsobku
vzdialenosti 0si 01, 09, orientdcia vektora u je suhlasnd s orientdciou od 0si 01 ku 0si 09,

c) stredovd sumernost’ og, ak 01 L o9, pricom stred stredovej sumernosti {S} = o1 N o0g,

d) rotdcia 0s.a, ak 011 0z, pricom {S} = o1 Noa, § je velkost’ uhla, ktory zvieraji osi oy,
02, pricom * oznacuje orientdciu, ktord je suhlasnd s orientdciou uhla 5 od osi o1 ku 0s.

Veta 16. (Rozklad zhodnosti na osové siumernosti)

a) Identitu mozno rozloZit’ na dve osové siumernosti, ktorych osi si totoZné.

b) KazZdé posunutie mozno rozloZit’ na dve osové siumernosti, ktorych osi si rovnobezné
(rozne), zdroveri si kolmé na vektor posunutia, ich vzdialenost’ je rovnd jednej polovici
velkosti vektora posunutia, pricom orientdcia vektora posunutia je suhlasnd s orientdciou
od osi prvej osove] sumernosti ku osi druhej osovej sumernosti podl’a poradia v zloZent.

c) Kazdi stredovi sumernost’ mozno rozlozit’ na dve osové siumernosti, ktorych osi si na
seba kolmé a prechddzaji stredom stredovej sumernosti.

d) Kazdi rotdciu mozno rozloZit’ na dve osové sumernosti, ktorych osi prechddzaji stredom
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rotdacie, zvieraju uhol, ktorého velkost’ sa rovnd jednej polovici velkosti uhla rotdcie, pricom
orientdcia uhla rotdcie je suhlasnd s orientdciou uhla od osi prvej osovej sumernosti ku osi
druhej osovej sumernosti podl’a poradia v zloZent.

Definicia 6.5. Zobrazenie, ktoré je zloZenim osovej sumernosti a posunutia (v l'ubovolnom
poradi), pricom os osovej sumernosti a vektor posunutia si rovnobeiné, nazjvame posunuta
stimernost’; (posunuti simernost’ dani osou o a vektorom u budeme oznacovat’ 1,z ).

Poznamka 6.6. V niektorej literatire sa pre posunuti sumernost’ pouZiva ndzov posunuté

zrkadlenie.

Veta 17. ZloZenim troch osovych simernosti o, © 0,, © 0o, S navzdjom réznymi osamsi je
bud’ osovd sumernost’ alebo posunutd sumernost’.

Veta 18. ZloZenie lubovol'ného konecného poctu osovyjch simernosti mozno vZdy redukovat’
na zloZenie maximdlne troch osovych sumernosti.

Veta 19. ZloZenim lubovolného konecného poctu zhodngch zobrazeni je identita, alebo osovd
sumernost’, alebo stredovd siumernost’, alebo rotdcia, alebo transldcia, alebo posunutd siumer-
nost’.

Veta 20. Vsetky zhodnosti v rovine tvoria vzhl'adom na skladanie zobrazent grupu (tzv. grupu
zhodnosti).
Generdtorom grupy zhodnosti je osovd sumernost’.

Typové tlohy - ZHODNE ZOBRAZENIA

Uloha 6.1. Dokdzte, Ze a) osovd siumernost, b) stredovd simernost, c) otocenie, d) po-
sunutie je zhodné zobrazenie. (Zopakujte si najprv vety o zhodnosti trojuholnikov; Kapitola

9.)

Uloha 6.2. Dokdzte, Ze v osovej simernosti je uhol, ktory zviera priamka p s 0sovou o osovej
sumernosti, zhodny s uhlom, ktoriy zviera obraz p’ priamky p s o0so o.

Uloha 6.3. Dokdzte, Ze v stredovej sumernosti je obrazom priamky priamka s 1ou rovno-
beznd.

Uloha 6.4. Urcte vsetky zhodné zobrazenia, ktoré reprodukuji a ) obd[znik, b ) Stvorec. Vypliite
tabulku pre skladanie zobrazeni uréengch v a) a tiez tabulku pre skladanie zobrazent uréengjch
vb).

Uloha 6.5. Urcte vietky samodruzné body a samodruiné priamky a) osovej siumernosti,
b) stredovej sumernosti, c) rotacie, d) transldcie, e) posunutej sumernosti. Ktoré z tiyjchto
samodruznijch prvkov siu silnosamodruzné?

Uloha 6.6. Dané si dva rézne body A, B. Ktoré kruznice su samodruzné
a) v osovej simernosti o4z,
b) v stredovej sumernosti 04,
c) v rotdcii 0p,—s0°,
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d) v transldcii T1g.

Uloha 6.7. Dang je pravidelng 8-uholnik ABCDEFGH. Urcte vietky samodruzné body a
priamky zhodného zobrazenia

UWIOU%OU@OO'%.

(Osemuholnik si narysujte na papieri viac doprava.)

Uloha 6.8. Dany je obdlznik XY ZT.
a) Uréte obraz obdliznika XY ZT v zloZenom zobrazeni

O'ﬁ O Py OTx7.
b) Urcte, ktoré zobrazenie vznikne zloZenim zobrazeni v a).

Uloha 6.9. Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dané a + b, ¢, v,.

Uloha 6.10. Vadtorngm bodom M konvexného uhla AV B ved'te priamku p pretinajicu jeho
ramend v bodoch P, Q tak, aby (PQM) = —1.

Uloha 6.11. Do daného Stvorca o strane a vpiste Stvorec o strane b tak, aby kaZdy jeho
vrchol bol vniutornym bodom niektorej strany daného Stvorca.

Uloha 6.12. Zostrojte rovnobeinik ak si dané velkosti jeho stran a, b a velkost’ ¢ uhla,
ktory zuvieraju jeho uhlopriecky.

Uloha 6.13. Dang je pravidelny 6-uholnik ABCDEF a body X, Y, pricom (ABX) =
(DEY) = 2. Ndjdite zhodné zobrazenie, ktoré zobrazi trojuholnik AX S do trojuholnikaY DF .
Bude to priama alebo nepriama zhodnost™?
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Kapitola 7

Rovnol’ahlost’ a podobnost’

7.1 Definicia a vlastnosti

Definicia 7.1. Nech je danyj bod S € Eq a nenulové redlne cislo h.
Zobrazenie s : Eg — Ey

X — X,
X' = X, ak X =S,
kde {5XI—ha X' €SX, kX #Sah>0,
B _haX'€5X, akX#Sah<0,

nazyvame rovnolahlost’ v rovine;

S - je stred rovnolahlosti,

h - koeficient rovnolahlosti.

Rovnol’ahlost’ so stredom S a koeficientom h budeme oznacovat’ Kg.p,.

Zakladné vlastnosti rovnol’ahlosti

rovnolahlost’ je bijekcia
e inverzné zobrazenie k rovnolahlosti je opat’ rovnolahlost’
e obrazom priamky v rovnol'ahlosti je priamka s fiou rovnobezna

e obrazom tusecky v rovnolahlosti je tisecka s hou rovnobezné, pricom velkost’ obrazu
usecky je |h|-ndsobkom velkosti vzoru (kde h je koeficient rovnolahlosti)

e obrazom uhla v rovnol'ahlosti je uhol s nim zhodny

Veta 21. Nech 'k, p,, 2Ksyn, st neidentické rovnol'ahlosti (t.j. hi # 1, i =1,2). Potom
a) ak hihy =1 a S, =Sy, tak 'k o2k =4,
b) ak hihy #1 a Sy = Ss, tak 'k o %k = kg, kde S =51, h = hiha,

¢) ak hihy =1 a Sy # Sy, tak 'k o %k = 7, kde vektor w = (1 — hy).S, S,
)

d(Mhmg#Léﬂ%S@hl%lahg%Ltﬂﬂno%:w@mkw(&ﬁﬁ):—mﬁ:w
h = hihs.
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Definicia 7.2. Zobrazenie, ktoré je zloZenim rovnol'ahlosti a zhodnosti (v lubovol'nom poradi)
nazyvame podobnost’.

7.2 Typové tlohy - ROVNOL’AHLOST’, PODOBNOST’

Uloha 7.1. Dopliite tak, aby vznikol pravdivy vyrok:
Bod X' je obrazom bodu X v rovnolahlosti so stredom S a koeficientom h prdve vtedy, ked’
plati, Ze deliaci pomer (X'XS) = ....

Uloha 7.2. Rozdelte dani usecku na 7 zhodnijch (neprekrjvajicich sa) useciek.

Uloha 7.3. Zostrojte priamku prechddzajicu danym bodom P a nedostupnym priesecnikom
priamok a, b.

Uloha 7.4. Zostrojte spolocni dotycnicu dvoch dangjch nesustredngjch kruznic.

Uloha 7.5. Dand je kruznica k a bod P, P € extk. Zostrojte secnicu p kruznice k bodom P
tak, aby (AXY) = —%, kde pnk = {X,Y}.

Uloha 7.6. Dané si nesistredné kruznice k1(S1;m1), ko(S2;12) a bod A, A € ky. Zostrojte
kruznicu k, ktord sa dotyka kruznice ky v bode A a zdroven sa dotyka aj kruznice k.
Uloha 7.7. Danyj je pravidelny 6-uholnik ABCDEF a body X,Y, Z, pricom (ABX) = %,
(DSY) =3, (CSZ) = —3. Urcte zobrazenie, ktoré zobrazi trojuholnik X AF do trojuholnika
YSZ.
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Kapitola 8

MnoZiny bodov danej vlastnosti

Definicie a znenia viet

Definicia 8.1. Pod mnozinou bodov danej vlastnosti rozumieme mnozinu s nasleduji-
cimi dvoma vlastnost'ams:

(1) Kazdy bod mnoziny md dani vlastnost,

(2) Kazdy bod, ktory md dani vlastnost’, patri do mnoziny.

Veta 22. (o Talesovej kruznici)

MnoZzina vrcholov C' pravych uhlov vietkych pravouhlych trojuholnikov ABC' (v Es) s prepo-
nou AB je kruznica g nad priemerom AB okrem bodov A, B (spominand kruznica g je tzv.
Talesova kruznica s priemerom AB).

Obr. 8.1: Talesova kruznica

Definicia 8.2. Nech A, B, C si tri rozne body kruznice k(S;r). Budeme hovorit’, Ze uhol
ASB je stredovym uhlom prislichajicim k tomu kruznicovému obliku AB , ktory je jeho
podmmnozinou. Analogicky, budeme hovorit’, Ze uhol ACB je obvodovym uhlom prislicha-
gucim k tomu kruznicovému obliku @, ktory je jeho podmmnozinou.

Budeme hovorit’, Ze stredovy a obvodovij uhol si prislichaji, ak prislichaji k tomu istému
kruznicovému obliku.
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Obr. 8.2: Prisluchajuce si stredovy a obvodovy uhol

Veta 23. (o stredovom a obvodovom uhle)
Ak obvodovy a stredovy uhol si prislichaji, tak velkost’ stredového uhla je dvojndsobkom
velkosti obvodového uhla.

Obr. 8.3: Prislichajuce si stredovy a obvodovy uhol - ich velkosti

Veta 24. (o obvodovijch uhloch)
Vsetky obvodové uhly prislichajice tomu istému kruznicovému obliku si zhodné.
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Obr. 8.4: Stredovy uhol a niektoré jemu prislichajice obvodové uhly

Veta 25. Nech A, B si dané rozne body a vy je dany konvexnyj uhol. MnoZina vsetkijch bodv
(v Es), z ktorgch vidime tusecku AB pod uhlom 7 si dva zhodné kruznicové obliky okrem
koncovijch bodov A, B, pricom tieto kruznicové leZia na kruzniciach ki(S1;r), ko(Se; 1), ktoré

st sumerne zdruZené podla priamky jﬁ, usecka AB je ich spolocnou tetivou a r = 2":15‘7
MnoZinu bodov, z ktorych tisecku AB vidime pod uhlom v budeme oznacovat’ Gap,).

GaB.y)
pre 7y > 5

G(AB>”()
pre v < 3

Obr. 8.5: G4p,, - mnozina vSetkych bodov, z ktorych tsecku AB vidime pod uhlom
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Veta 26. (o Apolloniovej kruznici)

Nech A, B si dva rézne body z Ey a nech A € RT \ {1}. MnoZina vietkijch bodov X € E,
takijch, Ze % =\, je kruznica s priemerom Y1Ys, kde (ABY1) = =\, (ABY,) = \.

Tuto kruznicu nazjvame Apolloniova kruznica.

Obr. 8.6: Apolloniova kruznica pre A = %

Typové tlohy - MNOZINY BODOV DANEJ VLASTNOSTI

Uloha 8.1. Zostrojte trojuholnik ABC', ak je dané v, v, ve.
Uloha 8.2. Zostrojte trojuholnik ABC, ak je dané v, tq, t,.

Uloha 8.3. Urcte mnozinu vietkyjch bodov X € By, ktoré maji rovnaki vzdialenost’ od
ramien daného konvexného uhla ABC'.

Uloha 8.4. Dand je kruznica k(S;r) a bod M, M € intk. Uréte mnoZinu stredov vsetkych
tetiv kruznice k prechddzajicich bodom M.

Uloha 8.5. Dané si dva rézne body K, L. Urcte mnoZinu vietkijch bodov X € Ky, ktoré
maju podiel vzdialenosti od bodov K, L rovny konstante k = %.
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Kapitola 9

Geometria trojuholnika

Definicie zakladnych prvkov trojuholnika a ich vlastnosti

Dohovor - oznacenie prvkov pre AABC

Oc
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Definicia 9.1. Nech A, B, (' si dané nekolinedrne body. Pod trojuholnikom ABC' roz-

umieme prienik polrovin ABC, BCA a CAB.

Body A, B, C nazyvame vrcholy trojuholnika,

usecky AB, BC, AC nazyvame strany trojuholnika,

uhly <ABC', <BCA, <CAB nazgvame vnatorné uhly trojuholnika

uhol, ktory je susednyj vnitornému uhlu trojuholnika sa nazyjva vonkajsi uhol trojuholnika
usecky AV, BV,, CV., kde V,, V}, V. si pity kolmic z vrcholov A, B, C' na protil’ahli stranu
trojuholnika, nazyvame vysky trojuholnika,

usecky AT,, BTy, CT,, kdeT,, T, T, su stredy strdn a, b, ¢, nazijvame t’aznice trojuholnika,
usecky T,Ty, T, T,., T,T,. nazgvame stredné priecky trojuholnika.

Kruznicu, ktord prechddza vsetkymi troma vrcholmi trojuholnika, nazijvame opisanou kruz-
nicou trojuholnika,

kruznicu, ktord sa dotyka vsetkiych troch stran trojuholnika, nazijvame vpisanou kruzZicou
trojuholnika.

(Zamyslite sa nad dokazmi viet 29, 30 a nad riesenim tulohy 9.3.)

V trojuholniku ABC' budeme pre velkosti jeho jednotlivych prvkov pouzivat’ (ak vyslovene
nepovieme inak) nasledovné standardné oznacenie:

velkosti stran |[AB| = ¢, |BC| = a, |AC| =,

vel'kosti vnutornych uhlov |[<ABC| = 3, <BCA| = v, |[<CAB| = «,

velkosti vysok |AV,| = v,, BV,| = v, |CVL] = v,

velkosti taznic |AT,| = t,, |BT,| = ty, |CTe| = t..

Poznamka 9.2. V geometrii sa casto zvykne urobit’ kvoli jednoduchsiemu vyjadrovaniu dohovor, Ze pokial’ nebude
mact’ dojst’ k nedorozumeniu, tak nebudeme striktne rozlisovat’ v oznaceni medzi stranou trojuholnika a jeho velkostou,
vyskou trojuholnika a jeho velkost'ou, podobne taznicou trojuholnika a jej velkost'ou, strednou prieckou a jej velkostou,
vnutorngm uhlom trojuholnika a jeho velkostou. Teda ak nebude moct’ dojst’k nedorozumeniu, tak strany aj ich velkosti
budeme oznacovat’a, b, c; podobne podla kontextu pod o budeme rozumiet’ vnitorny uhol trojuholnika, pripadne jeho

velkost, pod v, vysku na stranu a pripadne jej velkost, pod t, taznicu na stranu a, pripadne jej velkost’ a pod.

Veta 27. (trojuholnikové nerovnosti)
Sucet velkosti ktorychkolvek dvoch stran trojuholnika je vicsi ako velkost’ jeho tretej strany.

Veta 28. Nech ABC' je trojuholnik. Potom nasledujice tvrdenia su ekvivalentné
(T) a+b>c & a+c>b & b+c>a,

(T) a<b<c=a+b>c,

(T”) a>b=a+b>c>a—0.

Veta 29. Osi stran trojuholnika prechdadzaji tym istym bodom.

Veta 30. Osi vnitornych uhlov trojuholnika prechddzaji tym istym bodom.

Veta 31. (sinusovd)

V lubovolnom trojuholniku ABC' plati:
a.sin f = b.sin a,
b.siny = c.sin 3,
c.sina = a.sin 7.
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Veta 32. (zovseobecnend sinusovd)
Pre lubovolnyj trojuholnik ABC' plati:

a b c

sinaw  sinf  sinvy

kde r je polomer opisanej kruznice trojuholnika.

Veta 33. (kosinusovd)

V' lubovolnom trojuholnik ABC' plati:
a? = b> + 2 — 2bccos
b? = a?® + c® — 2accos 3,
c? =a?+b* — 2abcos .

Veta 34. (Pytagorova)
V' pravouhlom trojuholniku ABC' s praviym uhlom pri vrchole C' plati

A =a®+ v

Obr. 9.2: Pytagorova veta
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Veta 35. (Euklidova o vijske)

Ak v pravouhlom trojuholniku je v velkost’ vysky na preponu, cq, ¢, su velkosti oboch tisekov
prepony vytatych touto vyskou, potom plati

U2 = CqCp.

Veta 36. (Euklidova o odvesne)
Ak v pravouhlom trojuholniku oznacime a, b velkosti odvesien, ¢ velkost’ prepony, c,, ¢
velkosti isekov prepony pril’ahlyjch odvesndm a, b (v poradi). Potom plati

a’> = c.cq,

b2 = C.Cp.

Obr. 9.3: Euklidove vety

Veta 37. (Menelaova)

Nech je dany trojuholnik ABC a body X, Y, Z postupne na priamkach jﬁ, %, m, ktoré
nesplyvaji so Ziadnym vrcholom trojuholnika. Potom X, Y, Z su kolinedrne prave vtedy, ked’
(ABX).(BCY).(CAZ) = 1.

45



B

Obr. 9.4: Menelaova veta - niektoré konfiguracie pre body X,Y ,Z

Veta 38. (Heronov vzorec)
Ak oznacime p = 5(a+ b+ c), tak pre obsah trojuholnik ABC' plati

Saapc = /plp—a)(p—"b)(p—c).

Veta 39. Strednd priecka trojuholnika je rovnobeind so stranou, ktorej stred neobsahuje a
jej velkost’ sa rovnd jednej polovici velkosti strany s ktorou je rovnobeznd.

Veta 40. Stredné priecky trojuholnika ho rozdeluji na Styri zhodné trojuholniky.

Obr. 9.5: Priec¢kovy trojuholnik

Veta 41. Taznice trojuholnika sa pretinaji v jednom bode, tento bod nazjvame t'azisko
trojuholnika, obvykle oznacujeme T'.
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Obr. 9.6: Tazisko trojuholnika T

Veta 42. Tazisko trojuholnika deli kaZdi z t'azZnic v pomere 2 : 1, pricom dlhsi usek obsahuje
vrchol trojuholnika.

Veta 43. Pre polomer r opisanej kruznice a pre polomer o vpisanej kruznice trojuholniku

ABC' plati

abc

Nk

0o = / (p—a)(p;b)(p—C) ’

r

kde p = 3(a+b+c).

Veta 44. Nositelky vijsok v trojuholniku prechddzaji tym istym bodom. Tento bod nazyvame
ortocentrum trojuholnika, obvykle oznacujeme V.
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Obr. 9.7: Ortocentrum trojuholnika V'

e Na zaver eSte zopakujeme
vety o zhodnosti trojuholnikov a vety o podobnosti trojuholnikov.

Definicia 9.3. Dva trojuholniky st zhodné, ak sa zhoduji vo vsetkyjch troch strandch a
vsetkgjch troch uhloch.
Zhodnost’ trojuholnikov ABC' a A’B'C" zapisujeme N ABC = N A'B'C'.

Veta 45. (veta (sss) o zhodnosti trojuholnikov)
Dva trojuholniky su zhodné, ak sa zhoduji vo vsetkiyjch troch strandch.

Veta 46. (veta (sus) o zhodnosti trojuholnikov)
Dua trojuholniky si zhodné, ak sa zhoduji v dvoch strandch a uhle nimi zovretom.

Veta 47. (veta (usu) o zhodnosti trojuholnikov)
Dua trojuholniky si zhodné, ak sa zhoduji v jednej strane a uhloch k nej pril’ahlijch.

Veta 48. (veta (Ssu) o zhodnosti trojuholnikov)
Dva trojuholniky si zhodné, ak sa zhoduji v dvoch strandch a uhle oproti vicsej z nich.

Definicia 9.4. Trojuholniky ABC, A’B'C’ st podobné, ak existuje kladné redlne cislo
k take, Ze plati
|A/B/| B |B/Cﬂ| B |A/O/| B

= = = k.
|AB| |BC| |AC|
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Cislo k sa nazyva koeficient podobnosti.
Podobnost’ trojuholnikov ABC, A'B'C" zapisujeme AN ABC ~ A A'B'C".

Veta 49. V podobnijch trojuholnikoch si odpovedajice si uhly zhodné.

Veta 50. (veta (uu) o podobnosti trojuholnikov)
Ak sa trojuholniky zhoduji v dvoch uhloch, tak si podobné.

Veta 51. (veta (sus) o podobnosti trojuholnikov)
Ak sa pomery dvoch stran trojuholnikov rovnaji a uhly nimi zovreté si zhodné, tak trojuhol-
niky su podobné.

Veta 52. (veta (Ssu) o podobnosti trojuholnikov)
Ak sa pomery dvoch strdn trojuholnikov rovnaji a uhly oproti vicsich z nich siu zhodné, tak
trojuholniky si podobné.

Ulohy - GEOMETRIA TROJUHOLNIKA

Uloha 9.1. Urcte, pre ktoré trojuholniky ABC' plati
a) NABC = A BAC,
b) NABC = ANCAB.

Uloha 9.2. Nech T, stred strany AB trojuholnika ABC. Dokdzte, Ze |A, ﬁc| = |B, CWC]
Uloha 9.3. Kazdému trojuholniku moZeme opisat’ aj vpisat’ kruznicu. Zdovodnite.

Uloha 9.4. Urcte pravdivostni hodnotu nasledujicich vijrokov:
a) Kazdému Stvoruholniku mozZeme opisat’ kruznicu.
b) Kazdému stvoruholniku moZeme vpisat’ kruznicu.
c) KazZdému pravidelnému n—uholniku moZeme opisat’ kruznicu.
d) Kazdému pravidelnému n—uholniku moZeme vpisat’ kruznicu.

Uloha 9.5. Stredmi stran daného ostrouhlého trojuholnika zostrojte kolmice na zvyiné dve
jeho strany. Tiychto 6 kolmic ohranicuje 6-uholnik. Dokdzte, Ze obsah tohoto 6-uholnika sa
rovnd polovici obsahu daného ostrouhlého trojuholnika.

Uloha 9.6. Dokdzte, ze os vnitorného uhla trojuholnika deli jemu protil'ahli stranu v pomere
jgemu pril’ahlych strdan.

Uloha 9.7. Dokdzte, ze v trojuholniku ABC' plati v, : vy @ v, = % : % -1

c

Uloha 9.8. Ortocentrum ostrouhlého trojuholnika rozpoluje kaZdi vysku na dve dusecky,
oznacéme dlzZky tiychto useciek v, v, vy, vy, vl vY. Dokdzte, Ze pre sucin dlZok plati v/ .v! =
/A A

vy = LY.

Uloha 9.9. Na strane AD daného rovnobeznika ABCD zvolte bod M. Nech N je priesecnik

priamok §M, Cﬁ Dokdzte, ze pre lubovolny takto zvoleny bod M plati, Ze sicin dizok
useciek AM a CN je konstantny.
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