text obsahuje znenia viet, ktoré budeme dokazovat’ na prednéskach

text je doplneny aj o mnozstvo poznamok, ich cielom je dopoméct’ studentom
k lepsiemu pochopeniu pojmov aj stvislosti medzi nimi

text je tiez doplneny aj o niekolko tloh, vyrieSenie ktorych by tiez malo
§tudentom poméct’ k lepsSiemu pochopeniu prednasanych tém

na konci tejto kapitoly néjdete aj zadania tloh semestralnej prace, vypraco-
vané dlohy (kazdu na osobitnom hérku papiera formatu A4) treba odovzdat’
najneskor dva dni pred riadnym terminom skuisky

G. Monoszova, Analytickd geometria 1 - Kapitola II
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ANALYTICKA GEOMETRIA 1

KAPITOLA II
EUKLIDOVSKY PRIESTOR

II. 1. SKALARNY SUCIN - definicia, vlastnosti
(zopakovanie z Linedrnej algebry)

Definicia.
Nech V je vektorovy priestor nad polom redlnych ¢isel R. Operéaciu ”.” nazyvame
skalarny sucin, ak
oV xV—R
a pre 'ubovolné vektory u,v,w € V a 'ubovolné c € R plati
SKS 1) w.(u+7)=wu+wo
SKS 2) (cw).v = c.(um)
SKS 3) uT =TT
SKS 4) wu >0
SKS 5) uu=0=u=0

Veta 1. (dulsie vlastnosti skaldrneho sicinu)

Nech 'V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom, nechw,v,w € V, ¢ € R. Potom
a) (T+9)wW=1uw+0.w (pozri pozndmku 1.)
b) @.(¢.v) = ¢.(u.v)
c) 0u=0

Pozndmky.

1. Pre skalarny sucin plati aj zovSeobecneny distributivny zdkon.
2. Dosledok vety 1c:
Pre skaldrny stucin plati
uu=0<=u=0

Definicia.

Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym suc¢inom, nech w € V. Pod normou
(velkost’ou) vektora w rozumieme druhii odmocninu skaldrneho sii¢inu vektora
u samého so sebou. Normu vektora budeme oznacovat’ ||z]|, teda

Dohovor. Skalarny sicin vektora samého so sebou budeme oznacovat’ aj nasledovne

—_ _ozn. _
u.uU = U2 .
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Definicia.
Vektor, ktorého norma sa rovnd jednej nazyvame jednotkovy (normovany) vek-
tor.

Veta 2. (vlastnosti normy vektora)
Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom, nech @ € V, c € R. Potom

a) norma vektora @ sa rovnd nule prdve vtedy, ked vektor @ je nulovy, t.j.
llal =0 <= a=0,

b) norma vektora @ je vicsia ako nula prdve vtedy, ked vektor @ je nenulovy,
t.j.
llal| >0 <= a#0,

¢) norma vektora c.@ sa rovnd sucinu absolitnej hodnoty redlneho ¢isla ¢ a
normy vektora a, t.j.
leall = lef.|lal],

d) ak vektor @ je nenulovy, potom % je jednotkovy vektor, t.j.

a —
[all
Uloha 1.
Zdovodnite:
Nech B = {1, Uz, . ..,Un} je bdza vektorového priestoru V,, anech T = (x1,22,...,2n), ¥ = (¥1,¥2, - -

su suradnice vektorov z, y v baze B. Potom
n

Ty = E TiYjU UG -

i,j=1

Veta 3. (Cauchy-Burniakovského (Schvartzova) nerovnost))

Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom, nech uw,v € V. Potom
@] < |l |[7]]

a rovnost’ vo vztahu nastdva prdve vtedy, ked’ vektory w, v su linedrne zdvislé.

Dosledok vety 3.
Pre nenulové vektory uw,v € V, kde V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom,
plati

1< _u.v_ <1
[l [

u.
ANae (0;7): cosa=-——-
’ [zl [12ll

— uhol « nazyvame uhol vektorov wu, v.

, Yn)
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Veta 4.
Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom, nech w,v € V. Potom
uv < |l ||
a rovnost’ vo vzt'ahu nastdva prave vtedy, ked’ existuje c € RS‘ také, Ze uw = c.v alebo

vV =cu.

Veta 5.
Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym sucinom, nech u,v € V. Potom

a
b

[+ < [l + [,
[ =3l = |[ull 7] ],
[z = < [l + [,
[+l > [l =]

o

= =

d

Navyse, rovnost’ vo vsetkych uvedengch vzt'ahoch nastdva prdave vtedy, ked’ existuje
c € RY také, ze U = c.v alebo U = c.u.

Definicia.
Nech V je vektorovy priestor so skalarnym siac¢inom. Vektory w;,us,...,ur € V
nazyvame ortogondlne, ak ;. u; =0, Vi,j € {1,2,...,k}, i # j.

Uloha 2 (zname z linearnej algebry).

Zdévodnite:

Vektor je kolmy na kazdy vektor vektorového priestoru prave vtedy, ked’ je kolmy na kazdy vektor
jeho bazy.

Uloha 3 (zname z linearnej algebry).

Dokazte:
Nech V’ a V" sti vektorové podpriestory a nech {@1,us, ..., U, } je baza vektorového priestoru V'
a {U1,D2,...,Vs} je baza vektorového priestoru V”. Potom kazdy vektor z vektorového priestoru

V’ je kolmy na kazdy vektor vektorového priestoru V// prave vtedy, ked w;.v; =0, i € {1,...,7},
]6{1778}

Definicia.
Nech V je vektorovy priestor so skalarnym stac¢inom. Vektory wi,us,...,ur € V
nazyvame ortonormalne, ak st ortogonélne a zaroven kazdy z nich je jednotkovy.

Uloha 4. - dopliite, aby vznikol pravdivy vyrok
Ak vektory wy,u2,...,u; su ortogondlne a zaroven linedrne zavislé, tak potom ...

Uloha 5. - doplitte a) alebo b) tak, aby vznikol pravdivy vyrok
Ak vektory wy,u2, ..., U, su ortonormalne, tak potom su ...

a) linedrne z4vislé,

b) linedrne nezdvislé.

Veta 6. (Schmidtov ortogonalizacny proces)
Nech V je vektorovy priestor so skaldrnym suc¢inom, nech i, Ue,...,ur € V su
linedrne nezavislé vektory. Potom existuju ortonormdlne vektory ey, es, ..., € €V,
pre ktoré plati

[{51752, . ,éi}] = [{ﬂl,ﬂg, R ,ﬂi}], Vi € {1,2, .. ,k}
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Pozndmky - dolezité.

3. nech {€1,€s,...,€,} je ortonormélna baza vo V,,, potom
_ Lprei=j
ei.ej = . .
0,pre i # j

4. nech V) je vektorovy podpriestor V,, potom existuje ortonormalna baza

{@1,Ua,...,un} vo V, takd, ze {u1,us,...,Ur} je ortonormélna biza vo
!/
V.-
Uloha 6.
Zdovodnite:
Nech B = {€1,€2,...,€n} je ortonormdlna béza vo Vo,
nech T = (21,®2,...,%Zn)8, § = (Y1,¥2,...,Yn)B, POtom

Ty =z1y1 +22y2 + - + Tnyn,

Izl = /2% + a3 + - + a2
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II. 2. TOTALNE KOLME VEKTOROVE PRIESTORY
KOLME VEKTOROVE PRIESTORY

V dalsom (casti 11.2, 11.3, II.4) budeme stéle predpokladat’, ze na vektorovom
priestore je definovany skaldrny sicin.

Veta 7.
Nech Vi, je vektorovy podpriestor vektorového priestoru V,,. Potom
{T €V, T LY, Vg € V).} tvord vektorovy podpriestor (vo V) dimenzie n — k.

Definicia.

Nech V}, je vektorovy podpriestor vektorového priestoru V,,. Vektorovy podpriestor
{Z € V,,;T L 7, Vg € V) } budeme nazyvat’ ortogonalny doplnok ku V,, budeme
ho oznacovat’ V;cl.

Hovorime, ze vektorovy podpriestor V;f je totalne kolmy ku vektorovému pod-
priestoru V.

Dosledky vety 7.
Nech Vi, je vektorovy podpriestor vektorového priestoru V.

(1) Ak{e1,€2,...,€k,€k+1,-.-,En} je ortonormdlna bdza vo vektorovom priestore
V., takd, ze {€1,€2,...,€k} je ortonormdlna bdza vektorového podpriestoru
V)., tak {€kxt1,...,€n} je ortonormdina bdza vektorového podpriestoru V;CL.

2) (V)L =V

(2)

(3) {0} =V,.

(4) v, = {0}.

(5) VNV = {0}.

Poznamka.

5. Na zdklade désledku vety 7 - (2) moézeme hovorit’ o navzajom totélne
kolmych vektorovych podpriestoroch.
Pre dva totélne kolmé vektorové podpriestory V’, V”” budeme pouzivat’ sym-
bolicky zapis V/_LV".
Na zaklade predchadzajiceho je teda zrejmé, ze pre dva vektorové pod-
priestory plati

VIV =V = V'L e v/ = V',

Veta 8.

Nech V' a V" st vektorové podpriestory vektorového priestoru V,. Potom V' je
vektorovym podpriestorom priestoru V' prdve vtedy, ked’ V. + je vektorovym pod-
priestorom priestoru V'L

Definicia.

Nech V', V" st vektorové podpriestory vektorového priestoru V,,. Budeme hovorit’,
ze V' je kolmy ku V”, ak V/ C V' alebo V'+ c V"

symbolicky budeme zapisovat’ V/ 1 V",
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Pozndamky.

6. Podobne ako relacia “byt’ totalne kolmy” na vektorovych podpriestoroch
vektorového priestoru V,, aj relacia “byt’ kolmy” je na vektorovych pod-
priestoroch vektorového priestoru V,, symetrickd (postaci vyuzit’ dosledok
vety 7-(2) a vetu 8). Preto mézeme hovorit’ o navzajom kolmych vek-
torovych podpriestoroch.

7. Nech [a], V). st vektorové podpriestory vektorového priestoru V,,, k < n—1,
tak na zdklade predchddzajicej definicie je @ L V7, prave vtedy, ked je
vektor @ kolmy na kazdy vektor z V7.

Uloha 7.

Urcte pravdivostnid hodnotu vyrokov:

a) Ak dva vektorové podpriestory si kolmé, tak sd aj totalne kolmé.

b) Ak dva vektorové podpriestory su totdlne kolmé, tak su aj kolmé.

¢) Dva vektorové podpriestory st kolmé préve vtedy, ked si totdlne kolmé.

Uloha 8.

Dokazte alebo vyvratte (uvedenim kontraprikladu).

Nech V! a V” st vektorové podpriestory vektorového priestoru V,,. Ak podpriestory V.. a V/
sti na seba kolmé a zaroveii pre ich dimenzie plati, ze r +s = n, potom V/. a V” sii totdlne kolmé
vektorové podpriestory.

Uloha 9.

Dokézte alebo vyvréitte (uvedenim kontraprikladu).
Nech V' a V" st vektorové podpriestory, potom plati
a) V/ LV = V| V",

b) VLV'L = V| V",

II. 3. VoNKAJST SUCIN n VEKTOROV VO V,,
VEKTOROVY SUCIN DVOCH VEKTOROV VO V3

Definicia.
Nech V,, je orientovany vektorovy priestor a nech B je jeho kladna ortonormélna
béza. Pod vonkaj$im stcinom vektorov vy,v9,...,7, € V, rozumieme nasle-
dovny determinant

V11 V12 . Vin

V21 V22 . Von

)

Unlt Un2 ... Unn
kde v riadkoch tohoto determinantu st stradnice vektorov vy,vs, ..., v, vzhladom
na bazu B, t.j. 7;(vi1,via, ..., vin)B, t € {1,2,...,n}.
Vonkajsi sticin vektorov Ty,Ta, . .., T, budeme oznacovat’ [U1,Da, ..., Us]5-

Poznamka.
8. Nech B, B’ st kladné ortonormdlne bazy vektorového priestoru V,,, potom
pre vonkajsi suc¢in plati [01,Da, ..., Un|g = [01,T2,...,0n|p . Preto v zépise
vonkajsieho sucinu vektorov moézeme index B vynechavat’.
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Uloha 10.
Nech B je kladna baza vektorového priestoru Vy,,. Co viete povedat’ o vonkajsom stéine vektorov
[v1,72,...,n]s,

a) ak U1,02,...,Un st linedrne z4vislé,
b) ak T1,v2, ...,V tvoria kladni bézu vektorového priestoru V,,,
c) ak 1,2, ...,V tvoria zdporni bazu vektorového priestoru V,,?

Pozndmky (geometricky vijznam vonkajsieho stcéinu vektorov vo Vo a vo Vs).

9. Nech B je kladnd baza vektorového priestoru V, a nech vektory @, U tvo-
ria tiez kladnd bdzu vo Vi. Potom vonkajsi su¢in [u,7]g uréuje obsah
rovnobeznika uré¢eného vektormi @, T.

10. Nech B je kladna baza vektorového priestoru Vs a nech vektory u, v, w
tvoria tiez kladni bézu vo V. Potom vonkajsi siéin [, D, w|g urc¢uje objem
rovnobeznostena uréeného vektormi u, U, w.

Veta 9.

Nech V3 je orientovany wvektorovy priestor so skaldrnym sucinom. Potom pre
lubovolné dva vektory w,v € V3 existuje jediny vektor W € Vs taky, Ze pre lubovolny
vektor T € Vg plati rovnost’ [u,v,T] = W.T.

Definicia.

Nech V3 je orientovany vektorovy priestor so skalarnym sdic¢inom, nech w,v € Vj.
Pod vektorovym stuéinom vektorov u, T rozumieme vektor w, pre ktory plati

[@,7,7] =w.T, VT € Vs.

Vektorovy sicin vektorov @, v budeme oznacovat' u x v.

Dosledok vety 9.
Nech V3 je orientovany vektorovy priestor so skaldarnym sicinom, nech uw,v € Vs.
Potom pre vektorovy sucin vektorov w, v plati

EXEZ(

kde Tw(u1;ug;us), U(vi;ve;vs) v lubovolnej kladnej ortonormdlnej bdze vektorového
priestoru Vs.

Veta 10.
Pre normu vektorového sucinu plati

U2 U3
V2 U3

uyp ug
U1 U3

Uyp U2
U1 V2

)

Juxg|?= |28 UY
Tu VU
Veta 11.
Pre normu vektorového sucinu plati
[ x o] = [[u]|- ] sin g,

kde ¢ je uhol vektorov u, v.

Pozndmka (geometricky vgznam normy vektorového sicinu).

11. Norma vektorového si¢inu linearne nezavislych vektorov sa rovnd obsahu
rovnobeznika uréeného tymito vektormi.
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Veta 12.
Nech w,7,w € V3, c € R. Potom

UXT=—D X7,
(cu) x v =1 X (cv) = ¢(u X v),
(T+7) xw=(uxwW)+ (T xw),
ux (V+w) = (uxv)+ (uxw),
U x T =0 prdve vtedy, ked’ si vektory W, T linedrne zduvislé.
Veta 13.

Nech uw,v € V3. Potom

a) vektor uw X U je kolmy na vektory uw a v,

b) ak @, T su linedrne nezdvislé vektory, tak vektory w, U, U X T tvoria kladni
bdzu vo V3.
Uloha 11.

Co viete povedat’ (na zédklade vety 13) o vektoroch @, T, @ x T (vo V3), ak &, T st nenulové
ortogondlne vektory?

Veta 14.

Nech Vi, je orientovany vektorovy podpriestor vektorového priestoru Vs. Nech
{@1,az,as} je kladnd ortonormdlna bdza vektorového priestoru Vs takd, Ze {@ai, a2}
je kladnd ortonormdlna bdza vektorového podpriestoru VY. Potom

Vu,v € Vo : u x v = [u,v].as,

(pripomenime, Ze [u,v] je oznacenie pre vonkajsi sicin vektorov w,v vo V).

II. 4. EUKLIDOVSKY PRIESTOR
ZAKLADNE VLASTNOSTI EUKLIDOVSKEHO PRIESTORU

Definicia.

Pod n-rozmernym euklidovskym priestorom rozumieme n-rozmerny afinny
priestor, na zamerani ktorého je definovany skaldrny sucin; oznacovat’ ho budeme
E,.

Definicia.
Linedrnu suradnicovi ststavu v E,, dant repérom R = {P; €1, €2, ..., €, } nazyvame
kartezidnskou stradnicovou sdstavou, ak {€;,es,...,€,} je ortonormélna baza

zamerania V,, euklidovského priestoru E,,.

Definicia.
Pod vzdialenost’ou dvoch bodov euklidovského priestoru rozumieme normu
prislichajiceho vektora, t.j.

(XY]:= Y = X]|.



23

Uloha 12.

Zdovodnite:

Ak X[z1,z2,...,2n], Y[y1,Y2,...,Yyn] st siradnice bodov v kartezidnskej siradnicovej sistave,
tak pre vzdialenost’ bodov X, Y plati

IXY|= /(g1 — 21)2 + (y2 — 22)2 + -~ + (yn — &n)?.

Veta 15.
Pre lubovol'né tri body X,Y,Z € E,, plati
a) | XY| >0,
b)) [ XY|=0<—= X =Y,
c) |XY| =Y X],
d) | XY|+|YZ|>|XZ|.
Veta 16.

Pre lubovol'né tri body X,Y,Z € E,, plati

IXY|+|YZ|=|XZ <Y e XZ

(Poznamenajme, ze zépis Y € X Z znamend, ze bod Y patri dsecke X Z, ¢o zna-
mend, Ze existuje parameter t € (0; 1), taky, ze plati Y = X + ¢(Z — X).)

Veta 17.

Bod S € E,, je stredom dvojice bodov A, B € E,, prdve vtedy, ked’ |SA| = |SB| =
1

3|AB|.

Definicia.
Hovorime, ze podpriestory E’, E” euklidovského priestoru E,, si kolmé (totdlne
kolmé), ak si kolmé (totdlne kolmé) ich prislusné zamerania; oznac¢ime E' L E”
(E'LE").
Uloha 13.
Dokazte:

(1) ak El J_ EII & E//£EIII — ]:EIHIE/II7

2) vAeE, VE' cE,: QE"; AcE" & E'1E),

(3) prienikom dvoch totdlne kolmych euklidovskych podpriestorov je trividlny (t.j. jedno-

bodovy) euklidovsky podpriestor.

Veta 18.
Nech a : a1y + agxy + « -+ + an®n + ag = 0 je nadrovina v E,,, oznacme vektor
n = (a1,as,...,a,). Potom

a) vektor T je nenulovy,
b) vektor m je kolmy na kaZdy vektor zo zamerania VY,
¢) kazdy vektor, ktory je kolmyg na V* je ndsobkom vektora T.

Vektor 7@ sa nazyva normalovy vektor nadroviny « (normélovy vektor nadroviny
a budeme oznacovat’ aj n®).

Uloha 13.

Dokazte:

Nech a, 8 st nadroviny euklidovského priestoru [E,. Potom «, 8 st rovnobezné nadroviny prave
vtedy, ked’ ich normalové vektory su linedrne zavislé.
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Dosledok vety 18.
Nech « je nadrovina v E,, ™ je jej normdalovy vektor a nech Q € a. Potom

n.(Q—-X)=0

je vseobecnd rovnica nadroviny .

Veta 19. (vzdialenost’ bodu od podpriestoru)

Nech B je euklidovsky podpriestor euklidovského priestoru B, a nech bod A € E.
Potom ezistuje jeding bod A’ € E' taky, Ze vektor (A — A’) je kolmy na vsetky
vektory zamerania V' euklidovského podpriestoru E'.

Navyse pre vzdialenost’ |AA’| plati |AA'| < |AX| pre lubovolng bod X € E'.
Vzdialenost’|AA’| nazgvame vzdialenost’ bodu od podpriestoru, t.j. |A,E'| =
|AA'|, kde A’ je takzvany ortogondlny priemet bodu A do E'.

Veta 20. (vzdialenost’ bodu od nadroviny)

Nech ayx1+asx2+- - -+anxn+ag = 0 je véeobecnd rovnica nadroviny o euklidovského
priestoru B, a nech bod M € E,,, M[my,ma,...,my]. Potom pre vzdialenost’ bodu
M od nadroviny o plati

_laimy 4 agma + -+ + apmy + ag
vai® +a® + -+ an’

|M, ol

Veta 21. (vzdialenost’ dvoch podpriestorov)

Nech E', E" s euklidovské podpriestory euklidovského priestoru E,,. Potom existuji
také body A € E', A” € E", Ze vektor (A — A’) je kolmy na zamerania V', V"
euklidovskych podpriestorov B/, E".
Navyse pre vzdialenost’ |A’A”| plati
Y eE".

Vzdialenost’|A’ A”| nazgvame vzdialenost’ podpriestorov, ¢.j. [E',E’| = |A’A"|.
Veta 22.

Nech Vi, V) st vektorové podpriestory V,,, nech Vi = [@']. Potom existuje jediny
vektor @™ € VI taky, ze vektor (@' —a'™) je kolmyj na kaZdy vektor z V) a zdroven
a.a”>0;

@'’ je tzv. ortogondlny priemet vektora @ do podpriestoru V..

A'A"| < |XY| pre lubovolné body X € E,

Poznamka.

12. Priecku mimobeziek, ktora je kolma na obidve mimobezky nazyvame os
mimobeziek.

V suvislosti s osou mimobeziek riesime v euklidovskom priestore dva typy
tloh.

1) Uréit’ os mimobeziek.

2) Uréit’' vzdialenost’ mimobeziek.

Definicie. (uhol dvoch euklidovskych podpriestorov)
e © nazyvame uhol priamok a, b, ak
a.b
osp= 2 e ve = @], vt = 3.
[l 115l
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e uhol priamky p a podpriestoru E;

z ak p L E/
(B} = { I e
<(p,p*), akp LE,

P* je ortogondlny priemet smerového vektora p priamky p do podpriestoru
V). (pozri vetu 22).
"

e uhol podpriestoru E; a nadroviny E!/_;

UELEL ) = (B (EL_)b).



Semestralna praca

Geometria 1

tlohu ¢. 1 - by ste mali byt’ schopni vyriesit’ po 8. tyzdni semestra
tlohu ¢. 2 - by ste mali byt’ schopni vyriesit’ po 12. tyzdni semestra
dlohu ¢. 3 - by ste mali byt’ schopni vyriesit’ po 13. tyzdni semestra

- vypracované tlohy (kazdi na osobitnom hérku papiera formdtu A4) treba
odovzdat’ najneskor dva dni pred riadnym terminom skusky



Semestralna praca

Geometria 1

Uloha 1.
a) Dand je suradnicova ststava £ repérom R = [P; U1, ua]. Uréte prienik
priamky ¢ s priamkou a a tiez prienik priamky ¢ s priamkou b, ak

c:x—3y+13=0
a = AB, A[-4:2], B[-1;3]
b: x=6-—2t

y=3+t, teR

b) Zopakujte rieSenie tilohy z ¢asti a) pri transformaécii linedrnej stiradnicovej
stustavy £ na linedrnu stiradnicovi sistavu £, ktord je dané repérom
R' = [Q;71,73], pricom Q[5; 2], D1 (—1;—1), Da(—2;1).

¢) Nacrtnite do obrdzka riesenie dlohy v LSS £ aj v L.



Semestralna praca

Geometria 1

Uloha 2.

Uréte obsah trojuholnika ABC, A[2;3], B[1; —1], C[0;1]

a) vyuzitim vonkajsieho stucinu vektorov,

b) vyuzitim normy vektorového suéinu,

¢) vyuzitim vztahu pre vypocet obsahu trojuholnika, v ktorom sa vyuziva
uhol dvoch stran trojuholnika,

d) vyuzitim vzt'ahu pre vypoéet obsahu trojuholnika, ktory poznéte zo
zakladnej skoly.



Semestralna praca

Geometria 1

Uloha 3.

a) Uréte suradnice co, di, d2, d3 bodov C, D tak, aby ABCD bol
pravidelny Stvorsten, pricom ds > 0;
A[8;0; 1], B[5;0; 1+ 3v/3], C[2; ¢a; 1], D[dy; da, d3].

b) Uréte stradnice bodu E tak, aby (DAE) = 1.

d) Urcte vzdialenost’ | E; ( 3D§|.

)
c¢) Urcte vzdialenost’ |E; BC |
)
e)

Vypocitajte objem §tvorstena dvoma spésobmi, pricom v jednom zo
sposobov vyuzite vonkajsi sticin vektorov.

(Visledky zapiste do doleuvedenej tabulky.)




