
UNIVERZITA MATEJA BELA V BANSKEJ BYSTRICI

Fakulta prı́rodných vied

Silvia Bargárová
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Abstrakt

Silvia Bargárová, Zbierka úloh zo stereometrie. Diplomová práca.

Univerzita Mateja Bela. Fakulta prı́rodných vied, Katedra matematiky.

Vedúca práce: RNDr. Gabriela Monoszová, CSc.

Práca je vytvorená ako zbierka úloh z vybraných tematických celkov stereometrie.

Diplomová práca obsahuje 197 prı́kladov z oblasti stereometrie, ktorá sa zaoberá rovin-

nými rezmi hranatých telies, prienikom priamky a roviny, priesečnicou dvoch rovı́n a

prienikom priamky a telesa.

125 prı́kladov je venovaných rezom hranatých telies, 19 prı́kladov určeniu priesečnice

dvoch rovı́n. Na určenie prieniku priamky a roviny je zaradených 35 prı́kladov a 18 prı́-

kladov je na určenie prieniku priamky s hranatým telesom. V práci sú aj vzorové vyriešené

úlohy, v každej zo zvolených tém jedna, prı́padne dve úlohy. Spolu obsahuje diplomová

práca 13 riešených úloh.
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Abstrakt

Silvia Bargárová, Colctleion of stereometry. Graduation theses.

Matej Bel University. Fakulty of Natural Sciences, Department of Mathematics.

Supervisor: RNDr. Gabriela Monoszová, CSc.

Presented work is written as a collection of examples from chosen topics of solid geometry.

Theses includes 197 examples regarding a planar section of angular entities, line-plain

intersection, intersection of two plains and line-entity intersection.



125 exercises are attended to sections of angular entities, 19 to determining of two plains

intersection. To line-plain intersection are devoted 35 examples and 18 examples deal

with line-entity intersection designation. The theses also contains 13 solved exercises

from each mentioned field of solid geometry.
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4 PRIESEČNÍK PRIAMKY A ROVINY . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

5 PRIENIK PRIAMKY A TELESA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
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ÚVOD

Diplomová práca je vypracovaná ako zbierka úloh zo stereometrie. Zbierka je určená

predovšetkým študentom vysokej školy študujúcim v študijnom programe Učitel’stvo

matematiky, ako aj všetkým tým, ktorı́ sa venujú deskriptı́vnej geometrii, stereometrii

a jej úlohám. Predpokladajú sa vedomosti z učiva geometrie základnej a strednej školy.

Hlavným ciel’om diplomovej práce je poskytnút’študentom dostatočné množstvo prı́-

kladov, ktoré sa zaoberajú rovinnými rezmi hranatých telies, prienikom priamky a roviny,

priesečnicou dvoch rovı́n a prienikom priamky a telesa.

Touto formou sme chceli ul’ahčit’ štúdium stereometrie, pretože nie je vel’a dostup-

ných zbierok zo stereometrie zaoberajúcich sa podobnými úlohami, ktoré by obsahovali aj

vyriešené prı́klady a aj prı́klady na precvičenie. Preto sme sa rozhodli v rámci diplomovej

práce takúto zbierku vytvorit’.

Diplomová práca má šest’ kapitol, z čoho hlavnú čast’ práce tvorı́ zbierka úloh. V

prvej kapitole uvádzame základné teoretické východiská.

Druhú až šiestu kapitolu tvorı́ samotná zbierka úloh. Pre lepšiu orientáciu sme ju

rozdelili do štyroch častı́ (kapitola 2 až 5). Druhá kapitola je venovaná rovinným rezom

hranatých telies. Táto kapitola je najrozsiahlejšia a je rozčlenená do šiestich podkapitol

podl’a toho, aké teoretické poznatky sú k určeniu rezu potrebné. Ďalšie tri kapitoly sú veno-

vané úlohám na určenie priesečnice dvoch rovı́n, priesečnı́ka priamky s rovinou a prieniku

priamky a telesa, kde sa na zostrojenie rezu využı́vajú poznatky z rezov hranatých telies.

V každej kapitole (podkapitole) uvádzame na začiatku prehl’ad definı́ciı́, viet a tvr-

denı́ nevyhnutných k riešeniu úloh, ktoré sú zaradené do tejto časti práce. Za nimi nasleduje

vždy riešená úloha s podrobným postupom riešenia vrátane obrázka. Potom nasleduje sú-

bor neriešených prı́kladov, ktoré slúžia na precvičenie danej problematiky. V tejto časti

sme sa snažili zoradit’úlohy vždy v poradı́ od l’ahšı́ch ku zložitejšı́m. Na záver diplomovej

práce je zaradená čast’ s výsledkami a návodmi pre riešenie úloh z jednotlivých kapitol,

čo by malo študentom dopomôct’k správnemu riešeniu.

V úlohách sme sa výlučne zamerali na vzájomnú polohu rôznobežnosti objektov,

teda situácie, kedy prienikom objektov je neprázdna množina. Dôkazové úlohy, ktorých

riešenı́m je dokázat’ rovnobežnost’daných objektov nie sú predmetom našej diplomovej
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práce. V diplomovej práci použı́vame symboliku, ktorú uvádzame na začiatku práce.

Verı́me, že naša diplomová práca bude výraznou pomocou študentom pri štúdiu

stereometrie.
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SYMBOLIKA

E3 euklidovský priestor

E3 rozšı́rený euklidovský priestor

A, B, x, P , ... bod (vlastný)

A∞, B∞ ... bod (nevlastný)

a, p, t, ... ,
←→
AB, ... priamka (vlastná)

s∞ nevlastná priamka

u, r, ...,AB, ... úsečka

α, β ... rovina (vlastná)
←−→
ABC rovina daná určujúcimi prvkami
−−−−→
ABCD polpriestor s hranicou

←−→
ABC

←−−−−
ABCD opačný polpriestor k polpriestoru ABC

µABC bod B ležı́ medzi bodmi A, C

(ABC) deliaci pomer usporiadanej trojice bodov A, B, C

A(o;X,X ′) afinita

K(V ; o;X,X ′) kolineácia

X ∈ p, X ∈ α bod X ležı́ na priamke p, X ležı́ v rovine α

p ⊂ ω priamka p ležı́ v rovine ω

∩ prienik

‖ rovnobežnost’objektov

- rôznobežnost’objektov

& konjunkcia

T teleso
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1 ZÁKLADNÉ TEORETICKÉ VÝCHODISKÁ

Stereometria je čast’ geometrie, ktorá sa zaoberá priestorovými útvarmi. Budeme

vychádzat’z Hilbertovho axiomatického systému.

Za základné elementy (prvky) stereometrie považujeme bod, priamku a rovinu.

• Bod - budeme označovat’vel’kými pı́smenami abecedy, prı́padne arabskými alebo

rı́mskymi čı́slicami (A,B,C,..., prı́p. 1, 2, 3, ..., I, II, III , ... )

• Priamku - budeme označovat’malými pı́smenami abecedy (a, b, c, o, s, q, ...)

• Rovinu - budeme označovat’malými pı́smenami gréckej abecedy (α, β, γ, ...)

Za primárnu relácie budeme považovat’ incidenciu. Namiesto “bod je incidentný

s priamkou alebo rovinou, priamka je incidentná s rovinou”, budeme hovorit’, že bod

patrı́ priamke alebo rovine, priamka ležı́ v rovine, prı́padne, že priamka, rovina prechádza

bodom, rovina prechádza priamkou.

Pripomeňme, že rovina môže byt’určená štyrmi spôsobmi:

• troma nekolineárnymi bodmi,

• priamkou a bodom, ktorý na nej neležı́,

• dvoma rôznobežnými priamkami,

• dvoma rôznymi rovnobežnými priamkami.

Tri navzájom rôzne roviny môžu mat’vzájomnú polohu nasledujúcich piatich kon-

figuráciı́:

Konfigurácia (Kon1). Všetky tri roviny sú navzájom rovnobežné, (obr. 1).

α ‖ β ‖ γ

Konfigurácia (Kon2). Dve z daných rovı́n sú rovnobežné a tretia je s obidvoma rôzno-

bežná, (obr. 2).

α ‖ β & γ - α
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Konfigurácia (Kon3). Každé dve z daných rovı́n sú rôznobežné a všetky tri priesečnice

splývajú do jednej priamky, (obr. 3).

α ∩ β = β ∩ γ(= α ∩ γ)

Konfigurácia (Kon4). Každé dve z uvažovaných troch rovı́n sú rôznobežné a všetky tri

priesečnice sú navzájom rovnobežné a rôzne, (obr. 4).

(α ∩ γ) ‖ (β ∩ γ) & (α ∩ γ) 6= (β ∩ γ)

Konfigurácia (Kon5). Každé dve z uvažovaných troch rovı́n sú rôznobežné a každé dve

priesečnice sú tiež rôznobežné. Všetky tri roviny aj ich priesečnice prechádzajú tým

istým bodom, (obr. 5).

α ∩ β ∩ γ = {P}

obr. 1 (Kon1) obr. 2 (Kon2)

obr. 3 (Kon3) obr. 4 (Kon4)
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obr. 5 (Kon5)

Ked’že v predkladanej zbierke úloh sa vyskytujú aj úlohy na určenie prieniku telesa

s polpriestorom, pripomenieme aj definı́cie pojmov polpriestor a opačný polpriestor.

Definı́cia 1.1. Nech A,B,C,D sú nekomplanárne body. Pod polpriestorom ABCD

rozumieme množinu všetkých bodov X , (X ∈ E3), pre ktoré platı́, že prienikom

úsečkyXD a rovinyABC je prázdna množina alebo jednoprvková množina, ktorej

prvkom je práve bod X .

Rovina ABC sa nazýva hraničnou rovinou polpriestoru.

−−−−→
ABCD =

{
X ∈ E3;DX ∩

←−→
ABC = ∅

}
∪
←−→
ABC

Definı́cia 1.2. Nech A,B,C,D sú dané nekomplanárne body. Pod opačným polpriesto-

rom ku polpriestoruABCD rozumieme množinu všetkých tých bodovX , (X ∈ E3),

pre ktoré platı́, že prienikom úsečky XD a roviny ABC nie je prázdna množina.

←−−−−
ABCD =

{
X ∈ E3;DX ∩

←−→
ABC 6= ∅

}
Z definı́ciı́ vyplývajú nasledujúce vlastnosti:

Veta 1.1. a) Ak je bod Y vnútorným bodom polpriestoru ABCD, tak platı́
−−−−→
ABCD =

−−−−→
ABCY .

b) Polpriestor je konvexná bodová množina.

c) Rovina ABC (ak jej prienikom s telesom nie je ∅ a ani podmnožina niektorej

steny telesa) rozdelı́ teleso na dve jeho oblasti. Ak bod D neležı́ v rovine ABC, tak

jednou zo spomı́naných dvoch oblastı́ je prienik telesa s polpriestorom ABCD a

druhou oblast’ou je prienik telesa s polpriestorom opačným k polpriestoru ABCD.
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2 ROVINNÝ REZ TELESA

V tejto kapitole sa budeme venovat’riešeniu úloh, ktorých ciel’om je určit’(narysovat’)

rovinný rez telesa. Zameriame sa výlučne na hranaté telesá.

Úlohy sme rozdelili do siedmich podkapitol, ktoré sú vytvorené na základe toho,

aké teoretické poznatky je potrebné využit’pri zostrojenı́ rezu telesa.

Definı́cia 2.1. Pod rovinným rezom telesa rozumieme prienik roviny a telesa, ak prienikom

nie je prázdna množina, ani jednobodová množina, ani úsečka.

Z definı́cie teda vyplýva, že rez hranatého telesa je mnohouholnı́k, ktorého vrcholy

sú priesečnı́ky hrán s rovinou rezu a strany sú priesečnice stien s rovinou rezu. Je uži-

točné si uvedomit’, že vrcholy rovinného rezu hranatého telesa sú vždy prienikom troch

rôznobežných rovı́n, a to roviny rezu a rovı́n tých dvoch stien hranatého telesa, ktorého

priesečnica obsahuje prı́slušnú hranu telesa.

V literatúre sa môžeme stretnút’ s dvoma najčastejšie vyskytujúcimi sa spôsobmi

zobrazovania rezov vo vol’nom rovnobežnom premietanı́:

• Celý rez označı́me plnou čiarou, bez ohl’adu na viditel’nost’jednotlivých stien telesa.

Takýto rez telesa sa zvykne šrafovat’, (obr. 6).

• Rez na viditel’ných stenách telesa vyznačı́me plnou čiarou a na neviditel’ných stenách

telesa čiarkovane, (obr. 7).

• V prı́pade, ked’ úlohou je určit’ prienik telesa s polpriestorom, najprv určı́me rez

telesa hraničnou rovinou polpriestoru. Rezom rozdelı́me teleso na dve časti a vtedy

vyznačı́me viditel’nost’tej časti telesa ktoré vzniklo ako prienik telesa s polpriesto-

rom.
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obr. 6 obr. 7

2.1 Určenie rezu telesa využitı́m axiómy incidencie

K riešeniu najjednoduchšı́ch úloh na riešenie rovinného rezu telesa, ktoré sme zara-

dili do tejto časti, postačuje využı́vat’niektoré axiómy incidencie.

Potrebné axiómy incidencie k riešeniu úloh uvádzame podl’a Hilbertovej axiomatic-

kej sústavy:

Axióma (Ax1). Každými dvoma bodmi A, B prechádza aspoň jedna priamka.

Axióma (Ax2). Každými dvoma rôznymi bodmi prechádza najviac jedna priamka.

Axióma (Ax3). Ak dva body A, B priamky p ležia v rovine α, potom každý bod priamky

p ležı́ v rovine α.

Axióma (Ax4). Ak dve rovinyα, β majú spoločný bodA, potom majú spoločný ešte aspoň

jeden bod B, rôzny od A.

Pri konštrukcii rovinného rezu hranatého telesa postupujeme tak, že bud’ zostro-

jı́me priesečnice (pokial’ existujú) všetkých jeho stien s rovinou rezu, alebo zostrojı́me

priesečnı́ky (ak existujú) všetkých jeho hrán s rovinou. Je teda zrejmé, že pri konšt-

rukcii rovinného rezu telesa hl’adáme postupne priesečnice jednotlivých rovı́n jeho stien

s rezovou rovinou.

V nasledujúcich úlohách budeme poznat’ dva body rezovej roviny, ktoré zároveň

ležia v rovine niektorej steny telesa. Ak takéto dva body existujú, určia priesečnicu roviny

rezu s rovinou tej steny telesa, v ktorej ležia. Prienik priesečnice so stenou (ak obsahuje
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viac ako jeden bod), je jednou stranou rezového mnohouholnı́ka. Využitı́m uvedených

axióm (Ax1), (Ax2), (Ax3), (Ax4) nám je preto jasné, že postačuje nájst’postupne vždy

dva rôzne body rezovej roviny s jednotlivými rovinami stien telesa.

Prı́klad 2.1.1 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV so stredom podstavy S.

Pre body K, M platı́, že µ(BKV ), µ(MAB). Zostrojte rez ihlanu rovinou α =
←−−→
KSM .

obr. 8

Riešenie: Stačı́, ak si uvedomı́me, že body S a M ležia v rezovej rovine α =
←−−→
KSM a zároveň v rovine podstavy

←−→
ABC, preto podl’a axiómy (Ax4), str. 13, platı́,

←−→
ABC ∩ α =

←→
MS. Analogicky zdôvodnı́me, že

←−→
ABV ∩ α =

←−→
KM (body K,M ležia

v rovine prednej steny ABV a zároveň v rezovej rovine α). Potom zrejme čast’ rezu v

podstave je úsečka, ktorá je prienikom priesečnice
←→
MS s podstavou ABCD (na obrázku

označı́me
←→
MS ∩ ABCD = 12). Analogicky čast’ rezu v prednej stene ihlana je úsečka

K3, K3 =
←−→
KM ∩ ABV , (vid’ obr. 9). Na dokončenie rezu opät’ stačı́ využitie axiómy

(Ax4), str. 13.

Hl’adaným rezom je štvoruholnı́k 12K3, (obr. 9).
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obr. 9

Prı́klad 2.1.2 Daný je pravidelný štvorboký ihlanABCDV . Zostrojte jeho rez rovinou

α =
←−−→
ACM , kde (BVM) = −1.

Prı́klad 2.1.3 Zostrojte rez pravidelného štvorbokého ihlana ABCDV rovinou α =
←−→
IJK, kde (DCI) = (DAJ) = −2 a (DVK) = −1.

Prı́klad 2.1.4 Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou α =
←−−→
KMG, ak pre body

K a M platı́ µ(EKF ), µ(FBM).

Prı́klad 2.1.5 Daná je kocka ABCDEFGH určte rez kocky rovinou EVW , kde pre

body V a W platı́ µ(BV F ), (CGW ) = 2.

Prı́klad 2.1.6 Zostrojte rez kvádra ABCDA′B′C ′D′ rovinou α =
←−−→
A′LM , kde pre

body L a M platı́ (B′BL) = 2, (B′C ′M) = 3.

Prı́klad 2.1.7 Daný je štvorstenABCD. Zobrazte rez rovinouα =
←−−→
KLM , akµ(AKD),

µ(BLD), µ(DCM).

Prı́klad 2.1.8 Zostrojte rezy telies rovinami určenými troma nekolineárnymi bodmi

vyznačenými na obrázkoch obr. 10, obr. 11, obr. 12, obr. 13, obr. 14.
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obr. 10 obr. 11 obr. 12

obr. 13 obr. 14

Prı́klad 2.1.9 Daný je pravidelný štvorboký ihlanABCDV . Zostrojte prienik polprie-

storu KLMB s telesom, ak pre body K,L,M platı́ µ(AKB), µ(VMB), µ(BLC).

2.2 Určenie rezu telesa využitı́m rovnobežnosti stien telesa

-1.čast’

V tejto kapitole budeme využı́vat’rovnobežnost’dvoch stien telesa. Pri riešenı́ úloh

je potrebné uvedomit’ si nasledujúcu vetu (ktorá vypovedá o konfigurácii troch rovı́n,

(Kon2), str.9).

Veta 2.2.1. (Kon2). Ak α, β sú rovnobežné roviny a rovina γ je s nimi rôznobežná, potom

priesečnice α ∩ γ a β ∩ γ sú rovnobežné.

V nasledujúcich úlohách pôjde vždy o uplatnenie predchádzajúcej vety pre roviny

dvoch rovnobežných stien telesa. Potom podl’a predchádzajúcej vety (Kon2) budú prie-

sečnice rovı́n týchto stien s rezovou rovinou rovnobežné, a teda aj časti hl’adaného rezu v
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týchto rovnobežných stenách telesa budú rovnobežné.

Prı́klad 2.2.1 Zostrojte rez kvádra ABCDA′B′C ′D′ rovinou α =
←−−→
KLM , ak platı́

(C ′KC) = 3, (A′D′L) = −1, (B′MB) = −2.

obr. 15

Riešenie: BodyM aK patria rezovej rovine a súčasne rovine bočnej stenyBCC ′B′,

preto podl’a axiómy (Ax4), str. 13, platı́, α ∩
←−−→
BCC ′ =

←−→
MK. Potom zrejme úsečka 1K je

čast’ou rezu v bočnej stene BCC ′B′ (
←−→
KM ∩BCC ′B′ = 1K), (obr. 16).

Steny kvádra BCC ′B′ a ADD′A′ sú rovnobežné, teda aj ich roviny sú navzájom

rovnobežné, preto môžeme využit’ vetu (Kon2), str.9, podl’a ktorej priesečnice rezovej

roviny so spomı́nanými rovinami bočných stien kvádra sú rovnobežné. Vedieme bodom

L, ktorý patrı́ stene ADD′A′ priamku p, ktorá je rovnobežná s priamkou MK. Prienik

priamky p a steny ADD′A′ je úsečka 2L, ktorá je čast’ou rezu bočnej stene ADD′A′.

Body 2 a M patria rezovej rovine a zároveň aj rovine presnej steny ABB′A′, preto podl’a

axiómy (Ax4), str. 13, α ∩
←−−→
ABB′ =

←→
2M . Zrejme úsečka označená na obrázku 23 je

čast’ou rezu prednej stenyABB′A′ (
←→
2M ∩ABB′A′ = 23). Analogicky, ako pri priamke p

zdôvodnime, že priesečnica q rezovej roviny a roviny zadnej steny kvádra je rovnobežná

s priamkou 2M . Priamka q zrejme prechádza bodom K. Prienikom priamky q a zadnej

steny DCC ′D′ je úsečka 4K, ktorá určuje čast’rezu na zadnej stene kvádra.

Na dokončenie rezu v hornej a dolnej podstave kvádra stačı́ využit’ opät’ axiómu

(Ax4).

Rezom kvádra rovinou α je šest’uholnı́k K132L4, (obr. 16).
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(Ako kontrola môže poslúžit’veta (Kon2), str.9, podl’a ktorej úsečky 13 a 4L musia

byt’rovnobežné.)

obr. 16

Prı́klad 2.2.2 Daná je kocka ABCDEFGH . Určte prienik kocky s polpriestorom

ABMC, kde (CGM) = −1.

obr. 17

Riešenie: RovinaAMB je hraničnou rovinou polpriestoruABMC. Najskôr určı́me

využitı́m vety (Kon2) rez kocky rovinou AMB. Rezom je rovnobežnı́k ABM1, kde A1

je čast’rezu v stene ADHE.

Prienikom kocky s daným polpriestorom bude trojboký hranol AD1BCM , (obr.

18).
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obr. 18

Prı́klad 2.2.3 Zostrojte rez kvádra ABCDEFGH rovinou α =
←−−→
BQC, ak µ(EQG).

Prı́klad 2.2.4 Daná je kocka ABCDEFGH , určte rez rovinou α =
←−−→
HBM , pričom

(AEM) = −1.

Prı́klad 2.2.5 Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou α =
←−−→
MNP , ak pre body

M,N,P platı́ µ(EMF ), µ(ANB), µ(CPG).

Prı́klad 2.2.6 Zostrojte rez kvádra ABCDA′B′C ′D′ rovinou α =
←−−→
MNP . Pre body

M,N,P platı́ (BMB′) = 2, (B′NC ′) = 3, (A′PD′) = 4.

Prı́klad 2.2.7 Daný je kváder ABCDA′B′C ′D′. Zobrazte rez rovinou α =
←−−−→
A′MN ,

ak pre body M , N platı́ (ABM) = (CC ′N) = −1.

Prı́klad 2.2.8 Daná je kockaABCDEFGH . Narysujte rez kocky rovinouα =
←−−→
XYH ,

kde (EAX) = (GCY ) = −2.

Prı́klad 2.2.9 Zobrazte rez kvádraABCDA′B′C ′D′ rovinouα =
←−−→
BNM . Pre bodyM ,

N platı́ µ(AMB) a µ(CNC ′).

Prı́klad 2.2.10 Pre bod P , kocky ABCDEFGH platı́, že µ(BPC). Zostrojte rez

kocky rovinou α =
←−−→
EHP .

Prı́klad 2.2.11 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte rez rovinou α =
←−−→
XGZ, kde

pre body X,Z platı́ (EZA) = 5, (EHX) = −3
5
.
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Prı́klad 2.2.12 Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou %, ak:

a) % =
←−−→
KLM , kde (ABK) = −1

3
, (GHL) = −1, (EHM) = −1

3
,

b) % =
←−→
RST , kde (BFR) = −1

3
, (ADS) = −1, (CGT ) = −1

3
.

Prı́klad 2.2.13 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte rez rovinou α =
←−−→
XY Z, kde

pre body X, Y, Z platı́ (HXG) = 5
4
, (ADZ) = −2, (FGY ) = −1.

Prı́klad 2.2.14 Daná je kocka ABCDEFGH a body P , Q tak, že platı́ (BCP ) =

(EHQ) = −1. Zostrojte rez kocky rovinou %:

a) % =
←−→
CQG,

b)% =
←−→
ACQ,

c)% =
←−→
APQ.

Prı́klad 2.2.15 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte rez rovinou α =
←−−→
AHX , kde

µ(BXG).

Prı́klad 2.2.16 Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou α =
←−−→
ECX , kde X je

vnútorný bod steny ABFE.

Prı́klad 2.2.17 Zobrazte rez kocky ABCDEFGH rovinou α =
←−−→
XY F , kde X je

vnútorný bod steny ABFE a Y je vnútorný bod stenyBCGF .

Prı́klad 2.2.18 Zostrojte rez kockyABCDEFGH rovinou α =
←−−→
HPQ, kde µ(CPG)

a Q je vnútorným bodom steny ABFE.

Prı́klad 2.2.19 Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou α =
←−−→
XY Z, kde pre body

X, Y, Z platı́ (ABX) = (CGY ) = −1, (EAZ) = 3.

Prı́klad 2.2.20 Zostrojte rez kvádra ABCDA′B′C ′D′ rovinou α =
←−−→
BNM , kde pre

body M,N platı́ µ(B′MC ′), µ(NA′B′).

Prı́klad 2.2.21 Daný je kváder ABCDEFGH . Narysujte rez kvádra rovinou α =
←−−→
XY Z, ak (BFZ) = −1

7
, (EXA) = 3, (Y FG) = −1

2
.

Prı́klad 2.2.22 Daný je kváder ABCDEFGH a rovina α =
←−−→
XY Z, kde µ(CDX),

µ(AZB), µ(GYH). Zostrojte rez danou rovinou α.
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Prı́klad 2.2.23 Daná je kocka ABCDEFGH a body X , Y , Z tak, že µ(EXH),

(FBY ) = 5 a (FEZ) = 4. Zostrojte rez kocky rovinou α =
←−−→
XY Z.

Prı́klad 2.2.24 Zostrojte prienik kvádraABCDEFGH s polpriestoromHPQF , pri-

čom pre bod P platı́ µ(CPG) a bod Q je vnútorný bod steny ABFE.

Prı́klad 2.2.25 Zostrojte prienik kocky ABCDEFGH s polpriestorom EPQD,ak

pre body P,Q platı́ (ABP ) = (GHQ) = −1.

Prı́klad 2.2.26 Zobrazte kvádraABCDA′B′C ′D′. Zostrojte prienik kvádra s polprie-

storom A′PMB′, ak (ABP ) = 3, (CC ′M) = −1.

2.3 Určenie rezu telesa využitı́m rovnobežnosti stien telesa

- 2. čast’

V úlohách na určenie rezu telesa sa vyskytujú aj také zadania, kde rezová rovina

nie je určená jedným zo spomı́naných štyroch spôsobov, (str.9), ale je daná nejakými

vlastnost’ami. V týchto prı́padoch je zrejme potrebné učit’rezovú rovinu a až potom hl’adat’

rez telesa touto rovinou. V takýchto úlohách budeme využı́vat’ kritérium rovnobežnosti

priamky a roviny (KRpr) a kritérium rovnobežnosti dvoch rovı́n (KRrr) pomocou ktorých

určı́me rezovú rovinu.

Definı́cia 2.3.1. Priamka je rovnobežná s rovinou práve vtedy, ked’ ich prienikom je

prázdna množina.

Veta 2.3.1. (KRpr). Kritérium Rovnobežnosti priamky a roviny

Priamka je rovnobežná s rovinou práve vtedy, ked’v rovine ležı́ aspoň jedna priamka,

ktorá je rovnobežná s danou priamkou.

m‖% ⇔ ∃r : r ⊂ % & r‖m

Definı́cia 2.3.2. Dve roviny sú rovnobežné, ak sú totožné, alebo ak ich prienikom je

prázdna množina.



2 ROVINNÝ REZ TELESA 22

Veta 2.3.2. (KRrr). Kritérium Rovnobežnosti dvoch rovı́n

Dve roviny sú rovnobežné práve vtedy, ked’v jednej z nich existujú dve rôznobežky,

ktoré sú rovnobežné s druhou rovinou.

α‖β ⇔ ∃p, q : p 6 |q & p, q ⊂ α & p‖β & q‖β

Prı́klad 2.3.1 Daný je pravidelný šest’boký ihlan ABCDEFV , stred S podstavy a

pre bod M platı́ µ(SMB). Zostrojte rez ihlana rovinou, ktorá prechádza bodom M a je

rovnobežná s priamkou BC a priamkou DV .

obr. 19

Riešenie: Najprv určı́me rezovú rovinu na základe rovnobežnosti priamky a roviny

(KRpr), str.21, rezová rovina bude určená rôznobežkami p, q, kde p je rovnobežka s

priamkou BC prechádzajúca bodom M a q je rovnobežka s priamkou DV . Zrejme p ležı́

v rovine podstavy a q v rovine steny CDV , (obr. 20). Potom zrejme prienik podstavy

ihlana s priamkou p je úsečka 12, ktorá tvorı́ čast’ rezu ihlana v podstave. Prienikom

priamky q a steny CDV je zrejme úsečka 23, ktorá je čast’ou hl’adaného rezu v bočnej

stene DCV . Pri dokončenı́ rezu využijeme vetu (Kon4), str.10, o vzájomnej polohe troch

rovı́n. Vetu aplikujeme na rovinu podstavy, rovinu bočnej steny BCV a rezovú rovinu.

Podl’a spomı́nanej vety musia byt’ všetky tri priesečnice týchto troch rovı́n navzájom

rovnobežné, preto priesečnica priamky t a steny BCV je úsečka 34, ktorá tvorı́ čast’rezu

v spomı́nanej stene ihlana. Na dokončenie rezu v stene ABV využijeme axiómu (Ax4),

str.13.
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Hl’adaným rezom danou rovinou je štvoruholnı́k 1234, (obr. 20).

obr. 20

Prı́klad 2.3.2 Daný je kváder ABCDA′B′C ′D′ a body M,N tak, že (CC ′M) = −2,

(AA′N) = −1
2
. Bodom N ved’te rovinu α rovnobežnú s rovinou β =

←−−→
ABM .

Prı́klad 2.3.3 Zostrojte rez trojbokého hranola ABCA′B′C ′ rovinou α, ktorá prechá-

dza bodom N a je rovnobežná s rovinou β =
←−−→
ABC ′. Bod N ležı́ vnútri steny ABC.

Prı́klad 2.3.4 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV . Pre bod M platı́, že

(CMV ) = 2. Bodom M ved’te rovinu α rovnobežnú s rovinou β =
←−−→
ADV a určte jej rez

ihlanom.

Prı́klad 2.3.5 Daný je kváder ABCDA′B′C ′D′ a pre bod M platı́ (ABM) = −1.

Ved’te bodom N rovinu α, ktorá je rovnobežná s rovinou A′MC, ak :

a) Pre bod N platı́ (A′B′N) = −1,

b) Pre bod N platı́ (AB′N) = −1.

Prı́klad 2.3.6 Zostrojte rez trojbokého hranola ABCA′B′C ′ rovinou, ktorá je :

a) rovnobežná s rovinou ABC a prechádza bodom X , pre ktorý platı́ µ(AXA′),

b) rovnobežná s rovinou BCC ′ a prechádza bodom R, ktorý je vnútorným bodom steny

ABC,

c) rovnobežná s rovinou ABC ′ a prechádza daným vnútorným bodom P trojuholnı́ka

BC ′B′.



2 ROVINNÝ REZ TELESA 24

Prı́klad 2.3.7 Zostrojte rez trojbokého hranola ABCA′B′C ′ rovinou α rovnobežnou

s α ‖
←−−→
ABC ′:

a) ak R patrı́ rovine α a µ(ARA′),

b) ak P patrı́ rovine α a µ(PAC),

c) Q patrı́ rovine α a µ(A′C ′Q).

Prı́klad 2.3.8 Zostrojte rez pravidelného štvorbokého ihlana ABCDV rovinou, ktorá

prechádza bodom P rovnobežne s priamkou AB a s priamkou CV . Bod P je daný

µ(BPV ).

Prı́klad 2.3.9 Daná je kocka ABCDA′B′C ′D′ a pre body K,L platı́ (BB′K) =

(BCL) = −1. Určte rez kocky rovinou α, ktorá prechádza bodmi K,L a je rovnobežná

s priamkou A′C ′.

Prı́klad 2.3.10 Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou, ktorá:

a) prechádza priamkou BG rovnobežne s priamkou CH ,

b) prechádza bodmi B,F a je rovnovbežná s priamkou HG,

c) prechádza priamkou GB rovnobežne s priamkou CP , pričom µ(APD).

Prı́klad 2.3.11 Daný je pravidelný trojboký hranol ABCA′B′C ′. Pre bod M platı́

(ABM) = −1
2
. Zostrojte rez hranola rovinou, ktorá prechádza bodom M rovnobežne s

priamkami AC a BC ′.

Prı́klad 2.3.12 Zostrojte rez kvádra ABCDEFGH rovinou, ktorá obsahuje body

X, Y a je rovnobežná s hranou DH . Body X, Y sú dané (AXF ) = (BY G) = 2.

2.4 Určenie rezu telesa pomocou vzájomnej polohy troch rovı́n

V tejto podkapitole sú zaradené úlohy, pri ktorých je potrebné využı́vat’nasledujúce

dve vety. Jedná sa o tvrdenia o konfiguráciách troch rovı́n (Kon4), (Kon5), (str.9).

Veta 2.4.1. (Kon4). Ak α, β sú rôznobežné roviny a rovina γ je rovnobežná s priamkou

α ∩ β, potom ak existujú priesečnice α ∩ γ a β ∩ γ, tak sú tiež rovnobežné s α ∩ β.
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Veta 2.4.2. (Kon5). Nech rovinyα, β, γ sú navzájom rôznobežné a nech priesečnice α∩γ

a β ∩ γ sú tiež rôznobežné. Potom priesečnica α ∩ β prechádza spoločným bodom

rôznobežiek α ∩ γ a β ∩ γ.

Poznámka 2.4.1. Ak v predchádzajúcej vete zamenı́me predpoklad rôznobežnosti prie-

sečnı́c α ∩ γ, β ∩ γ a budeme predpokladat’, že sú rovnobežné (rôzne), tak aj tretia

priesečnica α ∩ β bude s nimi rovnobežná (opät’ide o konfiguráciu (Kon4)).

Prı́klad 2.4.1 Zostrojte rez pravidelného štvorbokého ihlana ABCDV rovinou α =
←−→
PQR, kde pre body P,Q,R platı́ (ABP ) = 4, (V RC) = 2, (CBQ) = 3

2
.

obr. 21

Riešenie: Pri konštrukcii rezu si treba uvedomit’ že, body Q a P patria rovine

podstavy a zároveň rezovej rovine. Preto podl’a axiómy (Ax4), str.13,α∪
←−→
ABC =

←→
QP . Ako

zistı́me, v tomto prı́pade prienikom podstavy ihlana a priamky QP je prázdna množina,

preto rez ihlana danou rovinou neprechádza podstavou ihlana. Body R a Q patria stene

BCV , preto na základe axiómy (Ax4) α∪
←−−→
BCV =

←→
RQ. Prienikom priamkyRQ so stenou

BCV je úsečka R1, ktorá je čast’ou rezu steny BCV , (obr. 22). Analogickým spôsobom

nájdeme čast’rezu v prednej stene ABV ,
←→
P1 ∩ ABV = 12.
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Ked’že už žiadne dva zo zadaných a doteraz zı́skaných bodov nepatria rovine jednej

steny, na určenie d’alšı́ch časti rezu už nepostačuje využı́vat’axiómu incidencie. Nemôžeme

ani využı́vat’vetu (Kon2), str.9, ako v úlohách v predchádzajucej podkapitole 2.3, nakol’ko

žiadne dve steny ihlana niesú rovnobežné. Pri zostrojenı́ časti rezu v zadnej stene CDV

využijeme vetu (Kon5), str.10, o vzájomnej polohe troch rovı́n. Určı́me spoločný bod

rezovej roviny, roviny podstavy a roviny zadnej stenyDCV , ktorý zı́skame ako priesečnı́k

priamkyQP a priamkyDC (
←→
QP =

←−→
ABC∩α,

←→
DC =

←−→
ABC∩DCV , na obr. 22 označený

ako I . Prienikom roviny DCV a α je teda priamka IR a čast’ rezu v stene DCV bude

zrejme úsečka R3.

Hl’adaný rez l’ahko dokončı́me v stene ADV využitı́m axióny (Ax4).

Rezom pravidelného štvorbokého ihlana je štvoruholnı́k R123, (obr. 22).

obr. 22

Prı́klad 2.4.2 Daný je štvorsten ABCD. Zostrojte rez rovinou α, ktorá prechádza

bodom M , (AMD) = −1, pričom α je rovnobežná s priamkami AC a BD.
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obr. 23

Riešenie: Na základe kritéria rovnobežnosti priamky a roviny (KRpr) bude rezová

rovina určená priamkami p, q, kde p je rovnobežka s priamkouAC a prechádza bodomM .

Priamka p zrejme ležı́ v rovine steny ACD a zároveň v rezovej rovine preto prienikom

priamky p a steny ACD je úsečka M1. Priamka q je rovnobežná s priamkou BD a

prechádza bodom 1. Priamka q zrejme ležı́ v rovine stenyBCD a zároveň v rezovej rovine,

preto prienikom priamky q a steny BCD dostaneme čast’ rezu 12 ihlana v stene BCD.

Pri zostrojovanı́ časti rezu v podstave možno využit’ vetu (Kon4), str.10, o vzájomnej

polohe troch rovı́n, ktorá hovorı́, že ak dve roviny sú rôznobežné a tretia je rovnobežná

s ich priesečnicou, potom všetky tri priesečnice rovı́n (ak existujú) sú rovnobežné. Preto

priesečnica rezovej roviny s rovinou ABC zrejme prechádza bodom 2 a je rovnobežná s

priamkamiM1, AC. Prienik tejto priamky a steny podstavy vytvorı́ čast’rezu 23 v podstve

ABC. Rez v prednej stene ABD l’ahko dokončı́me využitı́m axiómy (Ax4), str.13.

Rezom ihlana je rovnobežnı́k M321, (obr. 24).
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obr. 24

Prı́klad 2.4.3 Daná je kockaABCDEFGH a bodyX, Y, Z tak, žeµ(BXC),µ(CY G),

µ(GZH). Určte rez rovinou α =
←−−→
XY Z.

Prı́klad 2.4.4 Zostrojte rez kvádraABCDA′B′C ′D′ rovinouα =
←→
pL, pričom priamka

p ležı́ v rovineABC a neprechádza žiadnym vrcholom podstavy. Pre bodL platı́µ(DLD′).

Prı́klad 2.4.5 Daný je pravidelný šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′ a body

X, Y, Z tak že (ABX) = (CDY ) = −1 a (F ′ZF ) = 3
2
. Zostrojte rez hranola rovinou

α =
←−−→
XY Z.

Prı́klad 2.4.6 Daná je kocka ABCDEFGH a body K,P tak, že (AKB) = 2 a

(BCP ) = −1
2
. Zostrojte rez kocky rovinou α =

←−−→
HKP .

Prı́klad 2.4.7 Zostrojte rez pravidelného šest’bokého ihlana ABCDV rovinou:

a) α =
←−−→
KLM , kde (ABK) = (CDL) = −1

3
, (DVM) = −2,

b) β =
←−→
OPQ, kde (ABO) = −2, (CV P ) = −1

3
, (DVQ) = −3,

c) γ =
←−→
RST , kde (ABR) = −2, (CV S) = −1

3
, (AV T ) = −1,

d) δ =
←−−→
XY Z, kde (ADX) = −1, (CDY ) = −1

3
, (BV Z) = −3.

Prı́klad 2.4.8 Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinou α =
←−→
SQR, kde µ(GSH),

µ(HQE), µ(BRF ).
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Prı́klad 2.4.9 Daná je kocka ABCDEFGH . Určte rez kocky rovinou δ =
←−−→
UVW ,

kde pre body U, V,W platı́ µ(AUE), V ležı́ vnútri trojuholnı́ka HCG a µ(AWB).

Prı́klad 2.4.10 Daný je kváder ABCDEFGH . Pre body M,P,N platı́ µ(FMG),

µ(APB), µ(BNF ). Zostrojte rez kvádra rovinou α =
←−−→
MNP .

Prı́klad 2.4.11 Daná je kocka ABCDA′B′C ′D′ a pre body P,Q platı́ (A′D′P ) =

(C ′D′Q) = −1. Nájdite rez kocky rovinou α =
←−−→
PQB.

Prı́klad 2.4.12 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV . Zostrojte rez rovinou

α =
←−−→
ABM , ak (CVM) = −1.

Prı́klad 2.4.13 Daný je pravidelný šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′ zo-

strojte rez rovinou α =
←−−→
UVW , ak pre body U, V,W platı́ (BCU) = −2, (AV B) = 2 a

(DD′W ) = −1
2
.

Prı́klad 2.4.14 Zostrojte rez pravidelného šest’bokého ihlana ABCDEFV rovinou

α =
←−−→
BCM , pričom (FVM) = −1.

Prı́klad 2.4.15 Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinami:

a) α =
←−−→
KLM , kde µ(FKG), µ(GLH) a µ(AMD),

b) β =
←−−→
XY Z, kde µ(AXD), µ(AY B) a µ(CZG).

Prı́klad 2.4.16 Daný je šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′, ktorý nemá ani

jednu dvojicu rovnobežných podstavných hrán. Narysujte rez hranola rovinouα =
←−−→
ABD′.

Prı́klad 2.4.17 Daný je pravidelný šest’boký hranolABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′ a body

X , Y tak, že µ(F ′E ′X), µ(EDY ). Určte rez hranola rovinou α =
←−−→
AXY .

Prı́klad 2.4.18 Zostrojte rez pravidelného štvorbokého ihlana ABCDV , rovinou α =
←−−→
BPQ, pričom pre body P,Q platı́ (APV ) = (QAD) = 2.

Prı́klad 2.4.19 Daný je kváderABCDEFGH a bodyX, Y tak, žeµ(AXB),µ(BY C).

Určte rez telesa rovinouα, ktorá prechádza bodomB a je rovnobežná s rovinouβ =
←−−→
XYH .
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Prı́klad 2.4.20 Zostrojte rez kockyABCDEFGH rovinou α, ktorá prechádza bodmi

M,N a je rovnobežná s priamkou GP . Body M,N sú určené (GHM) = −1, µ(BNC)

a (BEP ) = −1
3
.

Prı́klad 2.4.21 Daný je kváder ABCDA′B′C ′D′ a bod M tak, že (ABM) = −1.

Zostrojte rez rovinou α, ktorá je rovnobežná s priamokouAC a prechádza bodmiD′ aM .

Prı́klad 2.4.22 Daný je štvorboký ihlan ABCDV . Pre body S a Q platı́ (ACS) =

(DSQ) = −1. Bodom Q ved’te rovinu α rovnobežnú s priamkami DV a CS a zostrojte

rez ihlana rovinou α.

Prı́klad 2.4.23 Daný je pravidelný šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′. Zo-

strojte prienik hranola s polpriestorom ABME, ak bod M je daný (DD′M) = −1.

Prı́klad 2.4.24 Daný je pravidelný štvorboký ihlanABCDV . Zostrojte prienik ihlana

s polpriestorom MNPD, ak pre body M,N,P platı́ (ABM) = (BCN) = (CV P ) =

−1.

Prı́klad 2.4.25 Daný je kváder ABCDA′B′C ′D′ a body X, Y tak, že (CDX) =

(ABY ) = 2. Zostrojte prienik polpriestoru D′XY C ′ s kvádrom.

Prı́klad 2.4.26 Zostrojte prienik polpriestoru KLMD s kockou ABCDEFGH , ak

pre body K,L,M platı́ (GKH) = (ELH) = (FMC) = 2.

2.5 Určenie rezu telesa pomocou nájdenia spoločného bodu (bodov)

rezovej roviny s rovinou podstavy telesa

V niektorých úlohách nie je možné začat’určovat’rez telesa pomocou axiómy (Ax3),

ak ale poznáme jeden spoločný bod rezovej roviny a roviny podstavy telesa, tak na určenie

rezu v tejto skupine úloh je väčšinou výhodné nájst’ešte jeden d’alšı́ spoločný bod rezovej

roviny a roviny podstavy. Tento bod môžeme určit’ako priesečnı́k priamky ležiacej v re-

zovej rovine s rovinou podstavy.
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Prı́klad 2.5.1 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte rez rovinou α =
←−→
PQR, kde

pre body P,Q,R platı́ (CDP ) = −2, (EHQ) = (AFR) = −1.

obr. 25

Riešenie: Kedže žiadne dva z bodov P,Q,R, ktoré určujú rezovú rovinu, neležia

spoločne ani v jednej z rovı́n stien kocky, nevieme zatial’určit’priesečnicu rezovej roviny

so žiadnou z rovı́n stien kocky (tak ako to bolo v predchádzajúcich úlohách, kedy sme

mohli využit’ axiómu incidencie). Nájdime preto ešte jedne bod (okrem bodu P ), ktorý

patrı́ rezovej rovine a zároveň rovine podstavy ABCD, na obr. 26 je označený ako bod

X , je to priesečnı́k priamky RQ s rovinou podstavy. Ak označı́me Q′, R′ kolmé priemety

bodov Q,R do roviny podstavy v poradı́, tak zrejme {X} =
←→
RQ ∩

←−→
R′Q′ =

←→
RQ ∩

←−→
ABC

a kedže X ∈
←→
RQ ⊂

←−→
PQR(= α) a zároveň X ∈

←−→
ABC. Teraz už môžeme využit’axiómu

incidencie (Ax4), str.13. Priamka PX je priesečnicou rezovej roviny α s rovinou podstavy

ABCD a úsečka P1 určuje čast’rezu v podstaveABCD. V hornej podstave EFGH čast’

rezu určuje úsečka Q2, ktorá je rovnobežná s čast’ou rezu v spodnej podstave kocky.

Využitı́m axiómy (Ax4) úsečka 12 tvorı́ čast’rezu stene ABFE. Na určenie časti rezu v

zadnej stene DCGF môžeme využit’vetu (Kon2), str.9, podl’a ktorej priesečnice rezovej

roviny s rovinou prednej a zadnej steny sú rovnobežné (
←→
12 ‖

←→
P3). K dokončeniu rezu

(čast’rezu Q3 v l’avej bočnej stene) opät’využijeme axiómu (Ax4).

Rezom kocky rovinou α je pät’uholnı́k 1P3Q2, (obr. 26).
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obr. 26

Prı́klad 2.5.2 Daná je kocka ABCDEFGH . Pre body M,N,P platı́, že µ(AMB),

µ(FNG), µ(CPG). Nájdite rez kocky rovinou α =
←−−→
MNP .

Prı́klad 2.5.3 Daná je kockaABCDEFGH bodyM,N,P , kde µ(ANB), µ(FNG),

µ(CPG). Nájdite rez kocky rovinou α =
←−−→
MNP .

Prı́klad 2.5.4 Daný je rovnobežnosten ABCDA′B′C ′D′. Zostrojte rovinný rez rov-

nobežnostena rovinou α = XY Z, kdeX, Y, Z sú vnútorné body stienABE,BCG,ABG

v tomto poradı́.

Prı́klad 2.5.5 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV . Zostrojte rez ihlana ro-

vinou α =
←−−→
MNK, kde µ(AMV ), µ(BNC), µ(DKV ).

Prı́klad 2.5.6 Zobrazte rez kvádra ABCDA′B′C ′D′ rovinou α =
←−−→
MNP , kde body

M,N,P sú dané (C ′D′M) = (AA′N) = (BC ′P ) = −1.

Prı́klad 2.5.7 Zostrojte rez kvádra ABCDA′B′C ′D′ rovinou α =
←−−→
KLM , kde pre

body K,L,M platı́ µ(AKB), µ(B′LC ′), µ(DMD′).

Prı́klad 2.5.8 Daná je kocka ABCDEFGH . Pre body M , N , P platı́ µ(EMH),

µ(ANB), µ(CPG). Nájdite rez kocky rovinou α =
←−−→
MNP .
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Prı́klad 2.5.9 Daná je kocka ABCDEFGH a body K,L,M,N tak, že (ABK) =

(ADL) = (AEM) = (GHN) = −1. Zostrojte rez kocky rovinami:

a) α =
←−−→
LMN ,

b) β =
←−−→
KLN .

Prı́klad 2.5.10 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV a body L,M,N sú dané

(AV L) = 1
2
, (V BM) = 5, (ADN) = −1. Zostrojte rez ihlana rovinou LMN .

Prı́klad 2.5.11 Zostrojte rez kocky ABCDEFGH rovinami:

a) α =
←−−→
XY Z, kde (ABX) = (FGY ) = (DHZ) = −1,

b) β =
←−→
SPQ, kde (AES) = (CDP ) = (FGQ) = −1,

c) γ =
←−→
IJK, kde (AEI) = (BCJ) = (GHK) = −1,

d) δ =
←−−→
LMN , kde (ADL) = (BFM) = (GHN) = −1.

Prı́klad 2.5.12 Zostrojte rez kockyABCDEFGH rovinnou α =
←−→
PQR, kde pre body

P,Q,R platı́:

a) (BCP ) = (EHQ) = (AFR) = −1,

b)(BCP ) = 3, (EHQ) = (AFR) = −1.

Prı́klad 2.5.13 Daná je kocka ABCDEFGH . Určte rez rovinou ζ =
←−−→
UVW , kde pre

body U, V,W platı́ µ(EUD), µ(AV B), µ(CWG).

Prı́klad 2.5.14 Zostrojte rez štvorstena ABCD rovinou α =
←−→
PQR, ak µ(ABP ),

µ(ARD) a Q ležı́ vnútri trojuholnı́ka PCD.

2.6 Určenie rezu telesa využitı́m osovej afinity

V tejto podkapitole budeme pri riešenı́ úloh využı́vat’osovú afinitu. Preto si pripo-

menieme definı́ciu osovej afinity a vetu, ktorá opisuje využitie osovej afinity pri určenı́

rezu.

Osová afinita je prı́buznost’ definovaná v projektı́vnom rozšı́renı́ euklidovského

priestoru E3.

Definı́cia 2.6.1. Euklidovský priestor E3 doplnený o prvky, ako nevlastný (ideálny) bod,

nevlastná (ideálna) priamka, nevlastné (ideálna) rovina, nazývame rozšı́reným euk-

lidovským priestorom. Označujeme ho E3.
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V projektı́vnom rozšı́renı́ euklidovského priestoru E3 je daný útvar M, ktorý ležı́

v rovine ρ, d’alej rovina π, ktorá je s rovinou ρ rôznobežná a smer s rôznobežný s obidvoma

rovinami. Ak útvar M premietneme v smere s do roviny π, dostaneme útvar M′. Hovorı́me

potom, že útvary M a M′ sú vo vzt’ahu osovej priestorovej afinity.

Definı́cia 2.6.2. Nech ρ a π sú dané vlastné rôznobežné roviny v projektı́vnom rozšı́renı́

euklidovského priestoru E3 a nech s je daný smer rôznobežný s oboma rovinami.

Zobrazenie, ktoré zobrazuje bod X z roviny ρ do bodu X ′ z roviny π tak, že pre

obraz X ′ platı́ X ′ ∈
←→
SX ∩ π, sa nazýva osová afinita.

Priesečnica o rovı́n ρ, π sa nazýva os afinity. Smer s sa nazýva smer afinity

(smer afinity s je jej nevlastným stredom). Takto danú osovú afinitu budeme označovat’

A(S∞; π, ρ). Osovú afinitu budeme stručne nazývat’len afinitou.

Z definı́cie je jasné, že ak sa roviny ρ a π rovnajú, je afinita identitou. Taktiež

z nej vyplýva, že inverzné zobrazenie ku osovej afinite roviny ρ na rovinu π je osová

afinita roviny π na rovinu ρ. Ďalej je zrejmé, že body patriace osi osovej afinity sú jej

samodružnými bodmi.

Osová afinita (v priestore E3) medzi dvoma rovinami je jednoznačne určená ak

poznáme jej os a dvojicu odpovedajúcich si bodov v osovej afinite, prı́padne ak poznáme tri

dvojice odpovedajúcich si bodov. Takto danú osovú afinitu budeme označovat’A(o;A,A′),

prı́padne A(A,A′;B,B′;C,C ′). V úlohách o určenı́ rovinného rezu hranatého telesa sa

najčastejšie využı́va práve druhá možnost’.

Veta 2.6.1. (AFIN). Medzi rezovou rovinou a rovinou podstavy telesa, ktorého nositel’ky

bočných hrán telesa sa pretı́najú v nevlastnom bode, platı́ vzt’ah osovej afinity, jej

stred, tj. jej smer, je nevlastný bod daný smerom bočných hrán telesa a osou je

priesečnica rezovej roviny s rovinou podstavy telesa.

Poznámka 2.6.1. Môže nastat’ prı́pad, ked’ rezová rovina je rovnobežná s rovinou pod-

stavy telesa, potom medzi rezovou rovinou a rovinou podstavy platı́ vzt’ah translácie

ako špeciálneho prı́padu osovej afinity. Osou afinity je potom ideálna priamka.

Poznámka 2.6.2. Telesám, ktorých bočné hrany sa pretı́najú v nevlastnom bode (naprı́-

klad kocka, kváder, hranol), hovorı́me aj, že ich hlavný vrchol, tj. vrchol, ktorý

neležı́ v podstave telesa je nevlastný bod.
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Osovú afinitu charakterizujú nasledovné vlastnosti:

• incidencia sa zachováva,

• spojnice odpovedajúcich bodov sú navzájom rovnobežné (určujú smer s afinity),

• odpovedajúce priamky sa pretı́najú na jednej priamke (na osi afinity).

Prı́klad 2.6.1 Daný je pravidelný šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′. Zo-

strojte rez rovinou α =
←−−→
MNP , kde pre body M,N,P platı́ (BMB′) = 4, (CNC ′) = 3,

µ(SPS ′). Body S, S ′ sú po sebe idúce stredy hornej a dolnej podstavy hranola.

obr. 27

Riešenie: Ked’že ide o rez hranola, môžeme výhodne využut’ podl’a vety (AFIN),

str.34, osovú afinitu medzi rezovou rovinou α a rovinou podstavy hranola. Afinita je

určená troma dvojicami odpovedajúcich si bodov A(B,M ;C,N ;S ′, P ). Os o osovej

afinity určı́me nájdenı́m dvoch jej samodružných bodov. Pretože samodružné body sú

prieniky odpovedajúcich si priamok v osovej afinite A, sú to naprı́klad body I a II , kde

{I} =
←→
SB ∪

←−→
PM a {II} =

←→
SC ∩

←→
PN , (vid’obr. 28 ). Potom os o =

←−→
I.II . Všetky časti

rezu v jednotlivých stenách hranola určı́me pomocou d’alšı́ch samodružných bodov III

až V I . Bodom III je samodružný bod priamky AB, preto týmto bodom musı́ prechádzat’
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aj obraz priamky AB v osovej afinite A. Teda čast’rezu XM v prednej stene určı́me ako

prienik priamky MIII so stenou ABB′A′.

Analogicky postupujeme pri určenı́ ostatných častı́ rezu v jednotlivých stenách

hranola. (
←→
FA ∩

←→
XY ∈ o,

←→
CD ∩

←→
NQ ∈ o,

←→
QZ ∩

←→
ED ∈ o.)

Rezom je šest’uholnı́k MNQZYX , (obr. 28).

obr. 28

Prı́klad 2.6.2 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte rez rovinou α =
←−−→
XDY , kde

pre body X, Y platı́ (EFX) = −1 a (FBY ) = −2.

Prı́klad 2.6.3 Daná je kocka ABCDEFGH a body X , Y , Z tak, že µ(AEX),

(HYG) = 4, (BZC) = 3
2
. Zostrojte rez rovinou α =

←−−→
XY Z.

Prı́klad 2.6.4 Daná je kocka ABCDEFGH . Určte rez kocky δ =
←−−→
UVW , kde pre

body U, V,W platı́ µ(AUE), V ležı́ vnútri steny CDGH , W ležı́ vnútri steny BCGF .

Prı́klad 2.6.5 Zostrojte rez roviny α =
←−−→
KLM pravidelným šest’bokým hranolom

ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′, kde pre body K, L, M platı́, že µ(AKA′), µ(CMC ′),

µ(ELE ′).
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Prı́klad 2.6.6 Daný je pravidelný šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′. Zo-

strojte rez rovinou α =
←−→
CSG, kde (AA′G) = (E ′B′S) = −1.

Prı́klad 2.6.7 Daný je pravidelný šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′. Zo-

strojte rez rovinou α =
←−−→
F ′Y Z, kde body Y, Z sú dané (AA′Y ) = (CC ′Z) = −1.

Prı́klad 2.6.8 Daný je pravidelný pät’boký hranol ABCDEA′B′C ′D′E ′. Pre body

K,L,M platı́, že (AA′K) = −3, (DD′M) = −3, (CC ′L) = −1
3
. Zostrojte rez hranola

rovinou KLM .

Prı́klad 2.6.9 Zostrojte rez kolmého štvorbokého hranola ABCDA′B′C ′D′ rovinou

ρ =
←−→
PQR, kde pre body P,Q,R platı́, že µ(A′PA), bod Q ležı́ vnútri steny CDD′ a bod

R ležı́ vnútri steny BCC ′.

Prı́klad 2.6.10 Zostrojte rez kolmého pät’bokého hranola ABCDEA′B′C ′D′E ′ rovi-

nou ρ =
←−→
PQR, kde pre body P,Q,R platı́, že (EPE ′) = 3, bodQ ležı́ vnútri stenyABB′

a bod R ležı́ vnútri steny.

Prı́klad 2.6.11 Daný je štvorboký nepravidelný hranol A′B′C ′D′ABCD. Zostrojte

rez roviny α =
←−−→
LMN , pričom µ(B′LB), bod M patrı́ rovine ABC a bod N patrı́ rovine

A′AD.

Prı́klad 2.6.12 Daná je kockaABCDEFGH . Zostrojte rez kocky rovinou
←−−→
KLM , ak

(AEK) = (EHL) = (CGM) = −1.

Prı́klad 2.6.13 Daný je pravidelný šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′. Zo-

strojte rez hranola rovinou α =
←−−→
KLC, kde µ(AKA′), µ(ELE ′).

Prı́klad 2.6.14 Daný je pät’boký hranol A′B′C ′D′E ′ABCDE. Zostrojte rez roviny

δ =
←−→
PQR, pričom P ležı́ v stene ABB′A′, bod Q v stene EDD′E ′ a pre bod R platı́

µ(C ′RC).

Prı́klad 2.6.15 Daný je pravidelný šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′, stred

S výšky hranola a body P,Q tak, že platı́ (ADP ) = 1
3
, (BEQ) = 2

3
. Zostrojte rez hranola

rovinou PQS.
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Prı́klad 2.6.16 Daný je pravidelný šest’boký hranolABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′ a body

U, V,W tak, že µ(AUA′), µ(BV B′), µ(DWD′). Nájdite rez hranola rovinou UVW .

Prı́klad 2.6.17 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte rez rovinou α =
←−−→
UVW , ak

(AUB) = (CV G) = (EWD) = −1.

Prı́klad 2.6.18 Daný je šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′. Zostrojte rez ro-

vinou α =
←−−→
UVW , ak U je vnútorným bodom steny AFF ′A′, V je vnútorným bodom

steny BCC ′B′ a W je vnútorným bodom steny DEE ′D′.

Prı́klad 2.6.19 Daný je pravidelný štvorboký hranol ABCDA′B′C ′D′ a pre body

M,K platı́ (BMD′) = 4, (BKB′) = 8. Bodom M ved’te priamku p a zostrojte rez

rovinou α =
←→
pK.

2.7 Určenie rezu telesa využitı́m perspektı́vnej kolineácie

V nasledujúcej podkapitole budeme pri určovanı́ rezov využı́vat’ perspektı́vnu ko-

lineáciu medzi dvoma rovinami s vlastným stredom. Pripomenieme si preto definı́ciu a

základné poznatky o kolineácii.

V rozšı́renom euklidovskom priestore E3 je daný útvar M, ktorý ležı́ v rovine ρ,

rovina π rôznobežná s rovinou ρ a bod S, ktorý neležı́ ani v jednej z oboch rovı́n. Ak útvar

M premietneme zo stredu S do roviny π, dostaneme útvar M′. Hovorı́me, že útvary M a

M′ sú vo vzt’ahu perspektı́vnej kolineácie.

Definı́cia 2.7.1. Nech ρ a π sú dané vlastné rôznobežné roviny v projektı́vnom rozšı́renom

priestore E3 a nechS je vlastný bod, ktorý neležı́ ani v jednej z rovı́n ρ,π. Zobrazenie,

ktoré každý bod X roviny ρ zobrazı́ do bodu X ′ roviny π tak, že pre X ′ platı́

X ′ ∈
←→
SX ∩ π sa nazýva stredová kolineácia roviny ρ na rovinu π.

Bod S sa nazýva stredom kolineácie a priesečnica o rovı́n ρ, π osou kolineácie.

Takto danú kolineáciu označujeme K(S; ρ, π).

Z definı́cie je jasné, že ak sa roviny ρ a π rovnajú, je kolineácia identitou. Z definı́cie

taktiež vyplýva, že inverzné zobrazenie ku stredovej kolineácii roviny ρ na rovinu π je
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stredová kolineácia roviny π na rovinu ρ.

Kolineáciu charakterizujú nasledujúce vlastnosti:

• zachováva sa incidencia bodov,

• spojnica odpovedajúcich si bodov prechádza stredom kolineácie,

• odpovedajúce si priamky v kolineáciı́ sa pretı́najú na osi kolineácie.

Veta 2.7.1. (KOLIN). Medzi rezovou rovinou a rovinou podstavy telesa s vlastným hlav-

ným vrcholom platı́ vzt’ah perspektı́vnej kolineácie. Stredom kolineácie je hlavný

vrchol telesa a osou kolineácie je priesečnica rezovej roviny a roviny podstavy.

Poznámka 2.7.1. Ak rezová rovina je rovnobežná s rovinou podstavy telesa, osou koli-

neácie medzi rezovou rovinou a rovinou podstavy je potom ideálna priamka. Medzi

rezovou rovinou a rovinou podstavy telesa platı́ vzt’ah homotétie - ako špeciálny

prı́pad perspektı́vnej kolineácie.

Prı́klad 2.7.1 Zostrojte rez pravidelného štvorbokého ihlana ABCDV rovinou α =
←−−→
MNP , ak (DEV ) = 2, µ(BEM), µ(ANV ), µ(DCP ).

obr. 29
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Riešenie: Predpokladajme, že rovina MNP pretı́na steny ihlana. Preto podl’a vety

(KOLIN), str.39, môžeme využit’kolineáciu medzi rezovou rovinou a rovinou podstavy

ihlana. Stredom kolineácie je vrchol V . Bod M sa v stredovej kolineácii zobrazı́ do bodu

M ′, (obr. 30), (
←→
BD ∩

←−→
VM = {M ′}). Bod N sa v stredovej kolineácii zobrazı́ do bodu

A ({A} =
←→
V N ∩

←−→
ABC), bod P je samodružným bodom, tj. ležı́ na osi kolineácie. Osou

kolineácie bude priamka PI , kde {I} =
←−→
MN ∩

←−→
M ′A. Prienik priamky PI so stenou

spodnej podstavy zrejme určuje čast’rezu 12 v podstave.

Kedže body N a 1 patria rezovej rovine a zároveň rovine ABV , podl’a axiómi

(Ax4)
←−−→
MNP ∩

←−→
ABV =

←→
N1 (čast’ou rezu v stene rezu ABV je úsečka N1). Ďalšiu

čast’v bočnej stene ABV určı́me pomocou d’alšieho samodružného bodu II . Bod II je

samodružným bodom priamkyAD, preto týmto bodom musı́ prechádzat’aj obraz priamky

AD v kolineácii K. Preto čast’ rezu v stene ADV určı́me ako prienik priamky NII so

stenou ADV . Hl’adaný rez v stenách DCV a BCV v tomto poradı́ l’ahko dokončı́me

využitı́m axiómy incidencie (Ax4).

Rezom ihlana je pät’uholnı́k N1243, (obr. 30).

obr. 30
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Prı́klad 2.7.2 Daný je štvorboký ihlan ABCDV . Zostrojte rez rovinou α =
←−→
PQT ,

kde µ(APD), µ(AQB), µ(V TC).

Prı́klad 2.7.3 Zostrojte rez pravidelného štvorbokého ihlana ABCDV rovinou α =
←−→
EFG, kde (BCE) = (AV F ) = (DVG) = −2.

Prı́klad 2.7.4 Zostrojte rez pravidelného štvorbokého ihlana ABCDV rovinou α =
←−−→
MNP . Pre body M,N,P platı́ (AVM) = (CV P ) = 2, (BNV ) = 3

2
.

Prı́klad 2.7.5 Daný je pät’boký ihlan ABCDEV a rovina α =
←−→
PQR, kde µ(APV ),

µ(BQV ), µ(DRV ). Zostrojte rez danou rovinou α.

Prı́klad 2.7.6 Daný je pravidelný šest’boký ihlan ABCDEFV . Pre body A′, B′, D′

platı́ (AV A′) = −1, (DVD′) = −1
3
, (V B′B) = 3. Zostrojte rez rovinou α =

←−−−→
A′B′D′.

Prı́klad 2.7.7 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV . Zostrojte rez ihlana ro-

vinou α =
←−−→
MNK, ak pre body M,N,K platı́ µ(AMV ), µ(BNC), µ(DKV ).

Prı́klad 2.7.8 Daný je pravidelný štvorboký ihlan KLMNV . Určte rez rovinou ρ =
←−→
PQR, kde pre body P,Q,R platı́ (KPV ) = 3

2
, (KLQ) = 4, (V RN) = 3.

Prı́klad 2.7.9 Daný je pravidelný šest’boký ihlan ABCDEFV . Určte rez rovinou,

ktorá prechádza bodom Q a priamkou p, ktorá prechádza bodom C a nemá žiaden d’alšı́

spoločný bod s podstavou. Pre bod Q platı́ (AV Q) = −1.

Prı́klad 2.7.10 Zostrojte rez pravidelného ihlanaABCDV rovinouα =
←−→
PQR, pričom

pre body P,Q,R platı́ µ(APV ), µ(CQV ) a R ležı́ v stene podstavy.

Prı́klad 2.7.11 Zostrojte rez pravidelného štvorbokého ihlanu ABCDV rovinou ρ =
←−→
PQR, kde pre body P,Q,R platı́, že bod P ležı́ v rovine podstavy mimo telesa, (V QA) =

4 a (V CR) = −1.

Prı́klad 2.7.12 Daný je pravidelný šest’boký ihlanABCDEFV . Pre bodyM,M ′ platı́

(FCM ′) = (VM ′M) = −1 a pre body K,L (AKV ) = 2, (BLV ) = 4
3
. Zostrojte rez

ihlana rovinou KLM .
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Prı́klad 2.7.13 Zostrojte rez všeobecného pät’bokého ihlanu ABCDEV rovinou ρ =
←−→
PQR, ak pre body P,Q,R platı́ (APV ) = 5

3
, (V V1Q) = −1, kde V1 je stred podstavy a

R ležı́ v stene BCV .

Prı́klad 2.7.14 Daný je pät’boký ihlan ABCDEV . Zostrojte rez rovinou δ =
←−−→
LMN ,

kde L,N sú v poradı́ vnútorné body stien ABV a DEV . M je vnútorný bod podstavy

ihlana.

Prı́klad 2.7.15 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV . Zostrojte jeho rez rovi-

nou α =
←−−→
MNP , ak (CVM) = (DVN) = −1 a (V PS) = 3, kde S je stred podstavy

ihlana.

Prı́klad 2.7.16 Daný je šest’boký ihlanABCDEFV , rovina δ =
←−→
PQR, kde µ(APV ),

bod Q je vnútorným bodom steny BCV a bod R je vnútorným bodom steny DEV .

Zostrojte rez danou rovinou δ.

Prı́klad 2.7.17 Zostrojte rez pät’bokého ihlana ABCDEV rovinou α =
←−→
PQR, ak pre

body P,Q,R platı́:

a) µ(APV ) a (BQC) = (DRV ) = 2,

b) P ležı́ vnútri steny ABV , R patrı́ CDV a µ(CQV ),

c) P ležı́ vnútri steny ABV , Q ležı́ vnútri steny CDV a µ(ERV ).

Prı́klad 2.7.18 Zostrojte rez pravidelného šest’bokého ihlana ABCDEFV rovinou

α =
←→
pK. Priamku p zvol’te tak, aby pretı́nala dve podstavné hrany v ich vnútorných

bodoch a pre bod K platı́ µ(AVK).

Prı́klad 2.7.19 V rovine podstavy štvorbokého ihlana ABCDV je daná priamka p a

µ(DKV ). Priamka p je rovnobežná s hranou AB a rôznobežná s ostatnými podstavnými

hranami a nepretı́na podstavu ihlana. Zostrojte rez ihlana rovinou pK.
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3 PRIESEČNICA DVOCH ROVÍN

V nasledujúcej kapitole sa budeme venovat’ prieniku dvoch rovı́n. Aby sme určili

priesečnicu dvoch rovı́n určı́me najprv rezy daných dvoch rovı́n s telesom. Pri ich určovanı́

budeme využı́vat’poznatky z predchádzajúcej kapitoly.

Prienikom dvoch rôznobežných rovı́n je na základe definı́cie rôznobežných rovı́n

a axióm incidencie (Ax3) a (Ax4) priamka, tzv. priesečnica. Teda pri hl’adanı́ priesečnice

dvoch rovı́n stačı́ nájst’také dva body, ktoré patria jednej a zároveň aj druhej rovine.

Pri úlohách, v ktorých hl’adáme priesečnicu dvoch rovı́n sa budeme snažit’ hl’adat’

dva rôzne body tejto priesečnice v rovinách stien telesa.

Prı́klad 3.1 BodM je stredom hranyFG kockyABCDEFGH . Zostrojte priesečnicu

rovı́n α =
←−→
AEC a β =

←−−→
HMB.

obr. 31

Riešenie: Najprv si musı́me určit’ rezy kocky rovinami α, β (využijeme axiómu

(Ax4) a vetu (Kon2)). Rezom rovinou α je obdĺžnik ACGE a rezom rovinou β je

rovnobežnı́k BMH1, kde úsečka 1H je čast’rezu steny ADHE.
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Hl’adanú priesečnicu rovı́n α, β určı́me dvoma rôznymi bodmi. Postačuje teda nájst’

dva rôzne body, ktoré patria tak rovine α ako aj rovine β. Takéto body sú naprı́klad na

obrázku označené X a Y , kde {X} =
←→
EG ∩

←−→
HM a {Y } =

←→
AC ∩

←→
B1.

Prienikom daných dvoch rovı́n je priamka XY , (obr. 32).

Na záver ešte vyznačı́me šrafovanı́m viditel’nost’ obidvoch rezov kocky rovinami

α, β (pri šrafovanı́ uvažujeme kocku ako priehl’adné teleso a rezy ako nepriehl’adné útvary).

obr. 32

Prı́klad 3.2 Daná je kocka ABCDEFGH . Určte priesečnicu roviny BDE a roviny

BDG.

Prı́klad 3.3 Daná je kocka ABCDEFGH . Bod S je stred steny EFGH . Zostrojte

priesečnicu rovı́n α =
←−−→
ACH a β =

←−→
DES.

Prı́klad 3.4 Zostrojte štvorstenABCD. BodyA′, B′ zvol’te tak, aby platilo µ(AA′D),

µ(DB′B). Zobrazte priesečnicu
←−−→
AB′C a

←−−→
A′BC.

Prı́klad 3.5 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV . Zostrojte priesečnicu ro-

vinyACS a roviny V KL, kde body S,K,L sú dané (CV S) = (ADK) = (BCL) = −1.
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Prı́klad 3.6 Daný je pravidelný štvorboký ihlanABCDV . Pre bodN platı́ (CV N) =

−1. Zostrojte priesečnicu rovı́n α =
←−→
ACV a β =

←−−→
BDN .

Prı́klad 3.7 Daná je kocka ABCDEFGH a bod O tak, že platı́ (BGO) = −1.

Zostrojte prienik rovı́n:

a)
←−→
ACG ∩

←−−→
AFH ,

b)
←−→
ACF ∩

←−−→
BEG,

c)
←−−→
BCG ∩

←−→
AEO,

d)
←−−→
ABH ∩

←−−→
CDH .

Prı́klad 3.8 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte priesečnicu roviny γ =
←−→
ABG s

rovinou:

a) α =
←−→
ABC,

b) β =
←−→
ACG.

Prı́klad 3.9 Daný je kváder ABCDEFGH . Určte priesečnicu rovı́n α =
←−→
ABG a

β =
←−→
EFC.

Prı́klad 3.10 Daná je kocka ABCDEFGH . Body M , N , P sú dané (HGM) =

(ABN) = (BCP ) = −1. Určte priesečnicu rovı́n α =
←−−→
EMN a β =

←−−→
HDP .

Prı́klad 3.11 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte priesečnı́k rovı́n:

a)
←−→
EGS ∩

←−−→
BHF , kde (BCS) = −1,

b)
←−→
ABG ∩

←−→
HFS, kde (ADS) = −1,

c)
←−→
ABC ∩

←−→
FHS, kde (AES) = −1,

d)
←−→
ACS ∩

←−→
CGS, kde (ABS) = −1.

Prı́klad 3.12 Zobrazte kocku ABCDA′B′C ′D′, ktorej vrchná podstava má stred S ′.

Zostrojte priesečnı́k rovı́n α =
←−−→
ABS ′ a β =

←−−→
BCS ′.

Prı́klad 3.13 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte priesečnicu rovı́n α =
←−−→
ADM ,

β =
←−−→
BCM , kde (EFM) = −1.

Prı́klad 3.14 Daná je kocka ABCDEFGH a bod P tak, že platı́ (FGP ) = −1.

Zostrojte priesečnicu rovı́n α =
←−→
ABP a β =

←−−→
CDP .
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Prı́klad 3.15 Daná je kocka ABCDEFGH a body S,Q, U , tak že S je stred steny

EFGH a (GCQ) = (ACU) = −1. Zostrojte prienik rovı́n:

a)α =
←−→
ACG a β =

←−−→
DBF ,

b)α =
←−−→
DBF a β =

←−−→
EGB,

c)α =
←−→
ESB a β =

←−−→
DFQ

d)α =
←−→
ESU a β =

←−−→
DFQ.

Prı́klad 3.16 Daný je kváderABCDA′B′C ′D′. Zostrojte priesečnicu rovı́n α∩β, kde

α =
←−−−→
A′MN , β =

←−−→
ADA′, ak (ABM) = −1, (CC ′N) = −1.

Prı́klad 3.17 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV . Pre body M , N platı́

(BVM) = (CV N) = −1. Zostrojte priesečnicu rovı́n α =
←−−→
ABN a β =

←−−→
CDM .

Prı́klad 3.18 Zostrojte priesečnicu rovı́n pravidelného štvorbokého ihlan ABCDV :

a)
←−−→
BCV ∩

←−−→
ADV ,

b)
←−−→
BDV ∩

←−→
LSK, kde (BCL) = (CV S) = −1, (ADK) = −3,

c)
←−→
ABC ∩

←−→
SNO, kde (CV S) = (AV N) = −1, (BV O) = −3,

d)
←−−→
BCV ∩

←−−→
NCR, kde (AV N) = −1 a (ABR) = −1/3.

Prı́klad 3.19 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte priesečnı́k rovı́n:

a)
←−−→
ACH ∩

←−−→
KLM , kde pre body K,L,M platı́ (ABK) = (EFM) = (BCL) = −1,

b)
←−−→
AS ′S ′′ ∩

←−−→
CSS ′′′, kde (EHS) = (EFS ′) = (CDS) = (FGS ′′′) = −1.
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4 PRIESEČNÍK PRIAMKY A ROVINY

V nasledujúcej kapitole sa budeme zaoberat’prienikom (priesečnı́kom) priamky a ro-

viny, pričom budeme potrebovat’ aj určit’ rez telesa rovinou. Predpokladáme, že určenie

rezu by už nemalo robit’čitatel’ovi závažnejšie problémy.

Priesečnı́k priamky s rovinou (ak priamka nie je rovnobežná s rovinou) zostrojı́me

pomocou roviny, ktorú preložı́me danou priamkou, tj. vyberieme pomocnú rovinu takú,

ktorej daná priamka patrı́. Potom určı́me priesečnicu pomocnej roviny s danou rovinou.

Hl’adaný priesečnı́k priamky a roviny zistı́me ako prienik dvoch priamok a to zadanej

priamky s nájdenou priesečnicou.

Poznamenajme, že výber pomocnej roviny, ktorú prekladáme danou priamkou je

l’ubovol’ný a neovplyvňuje riešenie prı́kladu. Najvýhodnejšie je však zvolit’ rovinu bud’

vrcholovú (pri ihlane) alebo rovinu rovnobežnú s bočnými hranami hranola.

Vrcholová (pomocná) rovina ihlanu môže mat’vzhl’adom k ihlanu tieto polohy:

• prienik pomocnej roviny a ihlana je jednobodová množina, ktorej prvkom je hlavný

vrchol ihlana,

• prienik pomocnej roviny a ihlana je práve jedna bočná hrana ihlana,

• prienik pomocnej roviny a ihlana je bočná stena ihlana,

• prienik pomocnej roviny a ihlana je trojuholnı́k, ktorého jeden vrchol je práve hlavný

vrchol ihlanu.

Pomocná rovina rovnobežná s bočnými hranami hranola môže mat’ vzhl’adom ku

hranolu niektorú z týchto polôh:

• prienikom pomocnej roviny a hranola je prázdna množina,

• prienikom pomocnej roviny a hranola je práve jedna bočná hrana hranola,

• prienikom pomocnej roviny a hranola je jedna bočná stena hranola,

• prienikom pomocnej roviny a hranola je rovnobežnı́k.
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Prı́klad 4.1 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte prienik priamky p s rovinou

ZXF , ak:

a) p =
←→
CY , kde pre body X, Y, Z platı́ (AXE) = 4

3
, (AY E) = 4, (HZG) = 3

2
, (obr.33),

b) p =
←→
AY , kde pre body X, Y, Z platı́ (ABX) = 1

4
, (CGY ) = (HGZ) = −1

2
, (obr.34).

obr. 33 obr. 34

Riešenie: a) Najprv určı́me rez kocky rovinou ZXF (využijeme axiómu (Ax4) a

vetu (Kon2)). Rezom roviny ZXF je štvoruholnı́k XFZ1, kde X1 je čast’ou rezu v stene

ADHE.

Aby sme našli hl’adaný priesečnı́k priamkyCY a rovinyZXF , preložı́me priamkou

CY pomocnú rovinu, ktorá túto priamku obsahuje. Nech je to naprı́klad rovina ACG.

Nájdeme priesečnicu týchto dvoch rovı́n,
←−→
ACG∩

←−−→
ZXF =

←→
X2, kde 2 je priesečnı́k priamok

EG a ZY v rovine hornej podstavy EFGH . Prienik priamky CY a roviny ZXF určı́me

ako priesečnı́k priamky CY a nájdenej priesečniceX2,
←→
CY ∩

←→
X2 = {T} =

←→
CY ∩

←−−→
ZXF .

Priesečnı́k priamky CY s rovinou ZXF je teda bod T , (obr. 35).

b) Budeme postupovat’ analogicky ako v predchádzajúcom prı́pade. Určı́me rez

kocky rovinou ZXF (využijeme axiómu (Ax4) a vetu (Kon2)), rezom je štvoruholnı́k

FZ12, kde úsečka 12 je čast’rezu v stene ADHE.

Hl’adaný prienik roviny ZXF a priamkyAZ určı́me nasledovne. Najskôr priamkou

AY preložı́me pomocnú rovinu, ktorá túto priamku obsahuje (naprı́klad rovina ACG).

Nájdeme priesečnicu týchto dvoch rovı́n,
←−−→
ACD∩

←−→
ZCF =

←→
S2, kdeS je priesečnı́k priamok

EG aZF v rovine stenyEFGH . Prienik priamkyAY a rovinyZXF nájdeme ako prienik

priamky AY a v predchádzajúcom kroku nájdenej priesečnice
←→
S2,
←→
AY ∩

←→
S2 = {Q}.
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Prienikom priamky AY a roviny ZXF je teda bod Q, (obr. 36).

obr. 35

obr. 36

Poznámka: V prı́pade b) sme chceli ukázat’, že priesečnı́k priamky a roviny sa môže

nachádzat’aj mimo telesa.
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Prı́klad 4.2 Bod L je stredom hrany BF kocky ABCDEFGH . Zostrojte priesečnı́k

priamky EL s rovinou ABC.

Prı́klad 4.3 Daná je kockaABCDEFGH a bodyM,N tak, že (ABM) = (BGN) =

−1. Zostrojte priesečnı́ky priamky p =
←−→
MN s rovinou hornej podstavy a rovinou ADH .

Prı́klad 4.4 Daná je kockaABCDEFGH . Nájdite priesečnı́k priamkyDF s rovinou

ACH .

Prı́klad 4.5 Daná je kocka ABCDEFGH a bod P , pre ktorý platı́ (EFP ) = 2.

Zostrojte priesečnı́k priamky q s rovinou HPB, ak:

a) q =
←→
EG,

b) q =
←→
AC,

c) q =
←→
AG.

Prı́klad 4.6 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte priesečnı́k priamky p s rovinou

α =
←−−→
BDH , ak:

a) p =
←→
EG,

b) p =
←→
EC.

Prı́klad 4.7 Daná je kocka ABCDEFGH a bod P tak, že (AEP ) = −1. Zostrojte

priesečnı́k priamky s rovinou β =
←−−→
BHP , ak

a) r =
←→
FC,

b) s =
←→
FD

c) t =
←→
CQ, kde (EHQ) = −1.

Prı́klad 4.8 Daná je kocka ABCDEFGH a bod L je stredom hrany BF . Zostojte

priesečnı́k priamky HL s rovinou:

a)
←−→
ABC,

b)
←−→
ACG.

Prı́klad 4.9 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte priesečnı́k priamky DF s rovi-

nou BEG.
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Prı́klad 4.10 Daný je kváder ABCDEFGH a pre bod P platı́ (APE) = 2. Zostrojte

priesečnı́k danej priamky s rovinou α =
←−−→
BHP ak:

a) p =
←→
AF ,

b) q =
←→
DF ,

c) t =
←→
AK, ak (FHK) = −1.

Prı́klad 4.11 Daný je pravidelný štvorboký ihlanABCDV . Pre bod P platı́ µ(DPV ).

Zostrojte priesečnı́k priamky BP s rovinou ACV .

Prı́klad 4.12 Daný je kváder ABCDA′B′C ′D′. Priamka p =
←→
BE, kde bod E je daný

µ(D′EC ′). Zostrojte priesečnı́ky p s rovinami:

a) α =
←−−→
ADD′,

b) β =
←−−→
ACC ′.

Prı́klad 4.13 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV a body E,F tak, že bod

E ležı́ vnútri steny BCV a bod F ležı́ vnútrı́ steny ABV . Určte prienik priamky EF s

rovinou podstavy.

Prı́klad 4.14 Je daný pravidelný štvorboký ihlan ABCDV . Pre body P , Q platı́

µ(ABQ) a µ(DPV ). Zostrojte priesečnı́k priamky PQ s rovinou:

a) α =
←−−→
BCV ,

b) β =
←−→
ACV .

Prı́klad 4.15 Daný je pät’boký hranol ABCDEA′B′C ′D′E ′ a pre body P,Q platı́

(A′AP ) = 2, (DD′Q) = 4. Zostrojte priesečnı́k priamky PQ s každou rovnou siedmich

stien hranola.

Prı́klad 4.16 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV a priamka p =
←−→
MP ,

pričom (ASC) = 2, µ(MAB), (V PS) = 2. Zostrojte priesečnı́ky priamky p:

a) so stenami ihlana,

b) s rovinami stien ihlana.

Prı́klad 4.17 V štvorstene ABCD sú dané body M,N tak, že µ(AMD) a N je

vnútorný bod steny ABC. Zostrojte priesečnı́k priamky p =
←→
DN s rovinou α =

←−−→
MBC.
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Prı́klad 4.18 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV a body E,F tak, že bod

E patrı́ stene BCV a bod F stene ABV . Určte prienik priamky EF s rovinou podstavy.

Prı́klad 4.19 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV a body U,W,R tak, že

(AV U) = −1, (BUW ) = −1/3, (CV R) = −3. Nájdite priesečnı́k priamky a roviny:

a)
←−→
AW ∩

←−−→
BCV ,

b)
←−→
UW ∩

←−−→
BCD,

c)
←→
AR ∩

←−−→
BDV ,

d)
←→
DV ∩

←−−→
ACW ,

e)
←→
CR ∩

←−−→
BDU .

Prı́klad 4.20 Daný je pravidelný štvorboký ihlanABCDV . Zostrojte priesečnı́k priam-

ky p =
←→
CS s rovinou α =

←−−→
KLV , kde (AV S) = −1, (ABK) = (CDL) = −3.

Prı́klad 4.21 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte priesečnı́k priamky p =
←→
HV a

roviny α =
←−−→
BV R, kde (EV A) = (CRG) = 2.

Prı́klad 4.22 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte prienik priamky AG a roviny

EDB.

Prı́klad 4.23 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte prienik priamky a roviny:

a) priamka p =
←→
DF a β =

←−−→
MNG ak (HDM) = (BFN) = −1,

b) priamka p =
←→
HB a β =

←−→
CFE.

Prı́klad 4.24 Daný je rovnobežnosten ABCDEFGH . Zostrojte prienik priamky p =
←→
PQ s rovinami ABG a CDH , kde P,Q sú vnútorné body stien ABE a EFG v tomto

poradı́.

Prı́klad 4.25 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte priesečnı́k priamky a roviny,

ak:

a) a =
←→
IJ a α =

←−−→
BCE, kde (ACI) = (EGJ) = −1,

b) b =
←→
FD a β =

←−−→
KLM , kde (GHK) = (CGL) = −1 a (EFM) = −3,

c) c =
←→
EC a γ =

←−−→
ANO, kde (BFN) = −1 a (EHO) = −1/3.
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Prı́klad 4.26 Daná je kocka ABCDEFGH . Nájdite prienik priamky MN s rovinou

ABC, kde pre bodyM,N platı́, žeM je vnútorným bodom stenyADEH a (FGN) = −1.

Prı́klad 4.27 Daný je šikmý štvorboký hranolABCDA′B′C ′D′, ktorého podstavou je

lichobežnı́k. Pre body platı́ µ(ADM), µ(BB′N). Nájdite priesečnı́ky priamky p =
←−→
MN

so stenami hranola.

Prı́klad 4.28 Daný je kváder ABCDA′B′C ′D′ a bod M tak, že (BCM) = −1.

Bodom M ved’te priamku p rovnobežnú s telesovou uhlopriečkou AC ′ a vyhl’adajte jej

priesečnı́ky s rovinami prednej a zadnej steny kvádra.

Prı́klad 4.29 V štvorstene ABCD sú dané body µ(BPD) a vnútri steny ABC bod

N . Zostrojte priesečnı́k priamky
←→
DN s rovinou α, ktorá prechádza bodom P rovnobežne

s rovinou ABC.

Prı́klad 4.30 Daný je štvorsten ABCD a body M,N,P,Q,R tak, že platı́ µ(AMC),

µ(BNC), µ(APD), µ(AQC), µ(DRC). Zostrojte priesečnı́k priamky QR s rovinou

α =
←−−→
MNP .

Prı́klad 4.31 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte priesečnı́k priamky p =
←→
TV

a roviny γ =
←−→
PQR, kde pre body P, T,Q, V,R platı́ (APB) = (GTH) = (BQC) =

(EV A) = (CRG) = 2.

Prı́klad 4.32 Daný je pravidelný štvorboký ihlanABCDV . Zostrojte priesečnı́k priam-

ky a roviny:

a) a =
←→
V E a α =

←−−→
FGD, kde (ACE) = (ABF ) = (CV G) = −1,

b) b =
←→
V H a β =

←−→
AIG, kde (ACH) = (BCI) = (CV G) = −1,

c) c =
←→
CJ a γ =

←−−→
NOP , kde (AV J) = −1, (ABN) = −1/3, (CV O) = −1/2 a

(DV P ) = −3,

d) d =
←→
BV a δ =

←−→
KST , kde (ABK) = (CV S) = −3, (DV T ) = −1/3,

e) e =
←→
V I a ε =

←−→
FJU , kde (BCI) = (ABF ) = (AV J) = (CDU) = −1.

Prı́klad 4.33 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV a bodR tak, že (CV R) =

−3. Nájdite priesečnı́k
←→
AV a

←−−→
BDR.
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Prı́klad 4.34 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte priesečnı́k priamky p =
←→
PU a

roviny β =
←−→
QTV , kde (HUE) = (BQC) = (GTH) = (APB) = (AV E) = 2.

Prı́klad 4.35 Daný je pät’boký hranol ABCDEA′B′C ′D′E ′ a body µ(EKE ′),

µ(BLB′), µ(DMD′), µ(CQC ′), P patrı́ stene AA′EE ′. Zostrojte priesečnı́k priamky

PQ a roviny KLM .
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5 PRIENIK PRIAMKY A TELESA

Do piatej kapitoly sme zaradili úlohy na určenie prieniku priamky a telesa.

Pri určovanı́ prieniku priamky a telesa postupujeme analogicky ako pri priesečnı́ku

priamky s rovinou. Pri hranatých telesách ide o zostrojenie priesečnı́kov danej priamky

a niektorými jeho stenami.

Priesečnı́ky priamky s mnohostenom zostrojı́me, ak priamkou preložı́me pomocnú

rovinu. Pomocnú rovinu, v ktorej daná priamka ležı́, vyberáme tak, aby bol jej prienik

s telesom čo najjednoduchšı́. Je to väčšinou vrcholová rovina, ktorá sa využı́va najmä pri

prieniku priamky a ihlana. Pri prieniku priamky s hranolom sa najčastejšie volı́ rovina

rovnobežná s bočnými hranami telesa.

Poznámka 5.1. Priesečnı́k priamky so stenou telesa bude viditel’ný, ak nı́m prechádzajúca

tvoriaca priamka ležı́ na viditel’nej stene. V opačnom prı́pade priesečnı́k nevidno

a ani úsek priamky od priesečnı́ka po obrysovú hranu nie je viditel’ný.

Prı́klad 5.1 Určte prienik priamkyMN s pravidelným štvorbokým ihlanomABCDV .

Body M,N sú dané (MAB) = 3
2

a (CV N) = −1.

obr. 37

Riešenie: Pri hl’adanı́ prieniku priamky a telesa hl’adáme priesečnice roviny, ktorú

preložı́me danou priamkou, so stenami telesa. Najvhodnejšie a najjednoduchšie vo väčšine
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úloh (ak máme úlohu s telesom s vlastným hlavným vrcholom) je preložit’ priamkou

vrcholovú rovinu. V našom prı́pade je to rovina MCV (zrejme
←−→
MN ⊂

←−−→
MCV ). Potom

rezom ihlana touto vrcholovou rovinou je trojuholnı́k 1CV . Priamka MN pretı́na stenu

ADV v bode X a stenu BCV v bode N , pričom {X} =
←−→
MN ∩

←→
1V .

Prienikom priamky a roviny je úsečka XM , (obr. 38).

Na záver vyznačı́me viditel’nost’priamky MN vzhl’adom na daný ihlan ABCDV .

obr. 38

Prı́klad 5.2 Daný je pravidelný šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′ a bod Y

tak, že (C ′D′Y ) = −1. Zostrojte prienik hranola s priamkami:

a)
←→
AC ′,

b)
←→
AB′,

c)
←→
AY .

Prı́klad 5.3 Daný je pravidelný šest’boký hranol ABCDEFA′B′C ′D′E ′F ′ a body

X, Y tak, že bod X je prienikom
←→
AB a

←→
EF a (C ′D′Y ) = −1. Zostrojte prienik hranola s

priamkami:

a)
←→
XY ,

b)
←−→
XC ′,

c)
←−→
XD′.
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Prı́klad 5.4 Daná je kocka ABCDEFGH a body K,L tak, že (HBK) = (DLC) =

−1. Zostrojte prienik priamky KL s kockou.

Prı́klad 5.5 Daná je kocka ABCDEFGH . Zostrojte prienik priamky PQ s kockou,

ak pre body P,Q platı́:

a) (APB) = (QGH) = −1,

b) (DHP ) = −2, (DQB) = −1.

Prı́klad 5.6 Daný je štvorboký ihlan ABCDV , kde µ(APD), µ(PNQ), bod Q ležı́

vnútri steny CBV a bod M patrı́ rovine podstavy z vonku. Zostrojte priesečnı́k priamky

MN a ihlana.

Prı́klad 5.7 Zostrojte priesečnı́k priamky p =
←→
PQ a pravidelného štvorstena ABCD,

ak (PKL) = (KLM) = 2, (DMQ) = −1, pričom úsečka KL je stredná priečka

trojuholnı́ka ABC rovnobežná so stranou AC.

Prı́klad 5.8 Daný je kváder ABCDEFGH . Pre body P,Q platı́, že ABP = 11
3

a

GHK = 3. Zostrojte úsečku XY , ktorá je prienikom priamky
←→
PQ s kvádrom.

Prı́klad 5.9 Zostrojte prienik priamky p = PQ s kolmým štvorbokým hranolom

ABCDA′B′C ′D′, ak body P,Q sú dané (DCP ) = 4 a (AA′Q) = 6.

Prı́klad 5.10 Určte prienik priamkyMN s pravidelným štvorbokým ihlanomABCDV

ak (ABM) = 2 a (CV N) = −1.

Prı́klad 5.11 Daný je pät’boký hranolABCDEA′B′C ′D′E ′ a priamka p =
←→
KL. Body

K,L sú dané µ(KXY ), kde µ(AXB) a µ(DY C), L ležı́ vnútri steny CDD′C ′. Zostrojte

prienik priamky a telesa.

Prı́klad 5.12 Daný je trojboký hranol ABCA′B′C ′ a body U, V, S tak, že (A′C ′U) =

2, (ABS) = (CV S) = −1. Zostrojte prienik priamky UV s hranolom.

Prı́klad 5.13 Daný je pät’bokým hranolom ABCDEA′B′C ′D′E ′. Zostrojte prienik

priamky p =
←→
PQ s hranolom, ak pre body P,Q platı́ :

a) (A′D′P ) = 3, (ACQ) = 1
3
,

b) (ADP ) = 2, (AEQ) = 1
4
.
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Prı́klad 5.14 Zostrojte prienik priamky p =
←→
PQ so šest’bokým ihlanomABCDEFV ,

ak pre body P,Q platı́:

a) (BCP ) = 5
3
, (CLQ) = −1, ak (FLV ) = 2,

b) (BEP ) = 1
2
, (KVQ) = −1, kde {K} =

←→
CD ∩

←→
EF ,

c) (UPV ) = −1, kde {U} =
←→
AF ∩

←→
BC, (TV Q) = −4, kde {T} =

←→
CD ∩

←→
EF .

Prı́klad 5.15 Daný je l’ubovol’ný pät’boký ihlan ABCDEV , µ(CPV ), µ(AMP ),

µ(V EN). Zostrojte prienik priamky MN s ihlanom.

Prı́klad 5.16 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV , bod S je stredom jeho

podstavy, (MAB) = 3
2
, (SV N) = −1 a bod P patrı́ µ(OPV ), kde pre bod O platı́

(DSO) = −1. Zostrojte prienik priamky:

a) p =
←−→
MN s ihlanom,

b) q =
←−→
MP s ihlanom.

Prı́klad 5.17 Daný je štvorsten ABCD. Body sú dané µ(APD), µ(BPM) a N patrı́

podstave štvorstena. Určte priesečnı́k priamky MN s telesom.

Prı́klad 5.18 Daný je pravidelný štvorboký ihlan ABCDV a priamka p. Zostrojte

prienik priamky s ihlanom ak p prechádza bodom N , kde N je stred výšky ihlana a

zároveň p je rovnobežná s rovinami ADV a BCV .
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6 VÝSLEDKY A NÁVODY NA RIEŠENIE K ÚLOHÁM

V tejto časti diplomovej práce uvedieme výsledky k jednotlivým úlohám, prı́padne

čiastočné návody k riešeniu úloh. Je rozčlenená do jednotlivých podkapitol, podl’a predchá-

dzajúcich častı́ práce. Výsledky, návody, teda pomôcky, majú čitatel’a naviest’k správnemu

riešeniu alebo poskytnút’možnost’kontroly správnosti riešenia jednotlivých úloh.

2 ROVINNÝ REZ TELESA
2.1 Určenie rezu telesa využitı́m axiómy incidencie

Pri riešenı́ úloh postačuje, ak sa využı́vajú axiómy (Ax1), (Ax2), (Ax3), (Ax4),

z ktorých vyplýva, že ak dve rôzne roviny majú spoločné dva rôzne body, potom ich

prienikom je priamka určená týmito dvoma bodmi.

2.1.1 Riešený prı́klad.

2.1.2 Rezom je trojuholnı́k ACM .

2.1.3 Rezom je trojuholnı́k ACM .

2.1.4 Možno využit’, že bodyK,M ležia v rovine stenyABFE a bodyG,M v rovine

steny BCGK.

2.1.5 Uvedomte si, že body E, V ležia v rovine steny ABFE a body B a W ležia v

rovine steny BCGF ,
←−→
VW ∩BCGF = 1V . Rezom je trojuholnı́k EV 1.

2.1.6 Uvedomte si, že body A′, L ležia v rovine steny ABB′A′, body L,M ležia v

rovine steny BCC ′B′ a body A′,M ležia v rovine steny ABC ′D′.

2.1.7 Uvedomte si, že body L,M ležia v rovine steny BCD a tiež body K,L ležia v

rovine steny ACD.

2.1.8 Riešenia rezov telies určenými vyznačenými bodmi sú naznačené na obrázkoch

obr. 39, obr. 40, obr. 41, obr. 42, obr. 43.
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obr. 39 obr. 40 obr. 41

obr. 42 obr. 43

2.1.9 Rezom telesa s hraničnou rovinou KLM je trojuholnı́k KLM . Prienikom pol-

priestoru KLMB s telesom je trojboký ihlan KBLM .

2.2 Určenie rezu telesa využitı́m rovnobežnosti stien telesa

-1.čast’

Pri nasledujúcich úlohách je potrebné využit’rovnobežnost’stien telesa a vetu (Kon2),

ktorá hovorı́ o priesečniciach roviny s dvoma rôznymi rovnobežnými rovinami. Treba si

vždy uvedomit’, ktoré roviny stien telesa sú rovnobežné.

2.2.1 Riešený prı́klad.

2.2.2 Riešený prı́klad.

2.2.3 Rezom je rovnobežnı́k. Treba si uvedomit’, že bod Q patrı́ rovine steny EFGH ,

ktorá je rovnobežná s rovinou stenyABCD. Na základe vety (Kon2) potom aj časti

rezov v spomı́naných stenách budú rovnobežné.
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2.2.4 Rezom je rovnobežnı́k HMB1 (uvedomte si, že
←−−→
EAD ‖

←−−→
FBC).

2.2.5 Uvedomte si, že protil’ahlé steny kocky sú rovnobežné. Rez zostrojte využitı́m

vety (Kon2) a využitı́m axiómy incidencie (Ax4).

2.2.6 Rezom je štvoruholnı́k (treba využit’rovnobežnost’stien BCC ′B′ a ADD′A′).

2.2.7 Rezom je pät’uholnı́k (treba využit’ poznatok, že protil’ahlé steny kvádra sú

rovnobežné, teda podl’a vety (Kon2) aj priesečnice rovnobežných stien s rezovou

rovinou budú rovnobežné).

2.2.8 Rezom je pät’uholnı́k (treba využit’rovnobežnost’stien kockyABFE aDCGH).

2.2.9 Rezom je rovnobežnı́k (uvedomte si, že
←−−→
ABB′ ‖

←−−→
DCC ′).

2.2.10 Rezom je obdĺžnik EHCB.

2.2.11 Uvedomte si, že protil’ahlé steny kocky sú rovnobežné. Rez zostrojte využitı́m

vety (Kon2).

2.2.12 a) Rezom je pät’uholnı́k (treba využit’ to, že roviny stien ABCD a EFGH sú

rovnobežné).

b) Rezom je rovnobežnı́k (využijeme roviny stien BCGF a ADHE, ktoré sú

rovnobežné).

2.2.13 Rezom je pät’uholnı́k (využijeme rovnobežnost’protil’ahlých stien kocky).

2.2.14 a) Uvedomte si, že roviny stien EFGH a ABCD sú rovnobežné.

b) Uvedomte si, že roviny stien ADHE a BCGF sú rovnobežné.

c) Rezom je rovnobežnı́k ABGH .

2.2.15 Rezom je rovnobežnı́k ABGH (čast’rezu v stene BCGF tvorı́ úsečka
←→
GX ∩

BCGF , ktorá je rovnobežná s
←→
AH).

2.2.16 Treba si uvedomit’, že body X,E ležia v stene ABFE a teda patria rovine tejto

steny a podobne bod C ležı́ v rovine steny DCGH . Ďalej možno využit’, že roviny

sú rovnobežné.

2.2.17 Čast’rezu v prednej steneABFE je úsečka
←→
FX ∩ABFE, podobne čast’rezu v

stene BCGF je úsečka
←→
FY ∩BCGF . Stačı́ využit’rovnobežnost’protil’ahlých stien

kocky.

2.2.18 Čast’ou rezu v spodnej stene ABFE je úsečka prechádzajúca bodom Q, ktorá

je rovnobežná s úsečkou HP (HP je čast’ou rezu v stene DCGH).
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2.2.19 Treba si uvedomit’, že bod Z patrı́ rovine prednej steny ABFE spolu s bodom

X , preto čast’ou rezu v prednej stene ABFE je úsečka
←→
ZX ∩ ABFE. Ďalej stačı́

využit’rovnobežnost’protil’ahlých stien kocky.

2.2.20 Je potrebné si uvedomit’, že bod N patrı́ rovine steny A′B′C ′D′ a zároveň aj

rovine stenyABB′A′ (stačı́ využit’axiómu incidencie (Ax4) a vetu o rovnobežnosti

(Kon2)).

2.2.21 Body Y a Z patria rovine steny BCGF a tá je rovnobežná s rovinou steny

ADHE, do ktorej patrı́ bod X . Preto čast’rezu v stene ADHE prechádza bodom

X a je rovnobežná s priamkou Y Z.

2.2.22 Stačı́ si uvedomit’, že bodyX a Z ležia v stene spodnej podstavyABCD a teda

patria rovine tejto steny. Body X, Y ležia v stene DCGH a teda patria rovine tejto

steny. Stačı́ využit’rovnobežnost’protil’ahlých stien kvádra.

2.2.23 Uvedomte si, že body Z,X ležia v rovine steny EFGH a body Z, Y ležia v

rovine steny ABFE. Na dokončenie rezu postačı́ využitie vety (Kon2).

2.2.24 Rezom hraničnej rovinyHPQ je rovnobežnı́k (treba využit’poznatok, že roviny

protil’ahlých stien kvádra sú rovnobežné). Prienikom kvádra s polpriestoromHPQF

je predná čast’kvádra, ktorá obsahuje vrchol F .

2.2.25 Najskôr určı́me rez kocky rovinou EPQ, ktorým je obdĺžnik PCQE. Rovina

EPQ je hraničnou rovinou polpriestoru EPQD. Prienikom kocky s polpriestorom

je zadná čast’kocky do ktorej patrı́ vrchol D.

2.2.26 Rezom hraničnej rovinyA′PM je štvoruholnı́k (treba si uvedomit’, že protil’ahlé

steny kvádra sú rovnobežné). Prienikom kvádra s polpriestorom je vrchná čast’

kvádra do ktorej patrı́ vrchol B′.

2.3 Určenie rezu telesa využitı́m rovnobežnosti stien telesa

- 2. čast’

V úlohách sa využı́va kritérium rovnobežnosti priamky a roviny (KRpr) a kritérium

rovnobežnosti dvoch rovı́n (KRrr).

2.3.1 Riešený prı́klad
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2.3.2 Rezom roviny α′ je rovnobežnı́kABM1, kdeA1 je čast’ou rezu v steneADD′A′.

Rovinu α určı́me využitı́m kritéria (KRrr). BodomN vedieme rovnobežku p s
←→
AB v

rovine steny ABB′A′ a rovnobežku q s
←→
A1 v rovine steny ADD′A′. Na dokončenie

rezu si stačı́ uvedomit’to, že protil’ahlé steny kvádra sú rovnobežné.

2.3.3 Využitı́m kritéria (KRrr) rovinu α určia rôznobežky p, q, kde p je rovnobežná s
←→
AB a prechádza bodom N . Potom čast’rezu v podstave ABC je úsečka p ∩ ABC.

Priamka q je rovnobežná s
←→
AC ′ a ležı́ v rovine steny ACC ′A′.

2.3.4 Využitı́m kritéria (KRrr) rovinu α určujú rôznobežky p, q. Priamka p je rovno-

bežná s hranou DV , prechádza bodom M a ležı́ v rovine steny DCV . Priamka q

je rovnobežná s hranou AD a ležı́ v rovine podstavy ABCD. Rezom roviny α je

štvoruholnı́k.

2.3.5 Rezom roviny A′MC je rovnobežnı́k. Využijeme kritérium (KRrr):

a) Rezom je trojuholnı́k NBC ′.

b) Rovinu α určujú rôznobežky p, q kde p je rovnobežná s
←−→
A′M a prechádza bodom

N v rovine prednej steny ABB′A′, priamka q je rovnobežná s
←−→
MC a ležı́ v rovine

steny ABCD.

2.3.6 Rovinu α určı́me na základe kritéria (KRrr).

a) Rezom roviny ABC je trojuholnı́k ABC. Bodom X vedieme rovnobežky s
←→
AB

v rovine prednej steny ABB′A′ a s
←→
AC v rovine zadnej steny ACC ′A′. Rez možno

dokončit’využitı́m axiómy (Ax4). Môžete si overit’, že priamka CB je rovnobežná

s čast’ou rezu v stene BCC ′B′.

b) Rezom je rovnobežnı́k. Hl’adanú rovinu α určia rôznobežky p, q, kde p je rovno-

bežná s
←→
BC a prechádza bodom R. Potom čast’rezu v rovine spodnej steny ABC

je úsečka p ∩ ABC. Priamka q je rovnobežná s hranou CC ′ a ležı́ v rovine steny

ACC ′A′.

c) Rezom roviny ABC ′ je trojuholnı́k ABC ′. Hl’adanú rovinu určujú rôznobežky

p, q, kde p je rovnobežná s
←−→
BC ′ a prechádza bodom P (čast’rezu v stene BCC ′B′

je úsečka p∩BCC ′B′). Priamka q je rovnobežná s hranouAB a ležı́ v rovine steny

ABB′A′.

2.3.7 Rezom roviny ABC ′ je trojuholnı́k ABC ′:

a) Využitı́m kritéria (KRrr) rovinu α určia rôznobežky p, q, kde p je rovnobežná s
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hranouAB a prechádza bodomR (čast’rezu v steneABB′A′ je úsečka p∩ABB′A′).

Priamka q je rovnobežná s
←−→
BC ′ a ležı́ v rovine steny BCC ′B′.

b) Využitı́m kritéria (KRrr) rovinu α určujú rôznobežky p, q, kde p je rovnobežná s
←→
AC ′ (čast’rezu v stene ACC ′A′ je úsečka p∩ACC ′A′). Priamka q je rovnobežná s

hranou AB a ležı́ v rovine steny ABB′A′.

c) Využitı́m kritéria (KRrr) rovinu α určujú rôznobežky p, q, kde p je rovnobežná

s
←→
AC ′ a prechádza bodom Q (čast’ rezu v stene ACC ′A′ je úsečka p ∩ ACC ′A′).

Priamka q je rovnobežná s hranou AB a ležı́ v rovine steny ABC.

2.3.8 Využitı́m kritéria (KRpr) určı́me rezovú rovinu rôznobežkami p, q prechádza-

júcimi bodom P , pričom p je rovnobežná s
←→
AB a q je rovnobežná s

←→
CV . Potom

môžeme využit’ vetu (Kon4) pre rovinu podstavy, rovinu prednej steny ABV a

rezovú rovinu.

2.3.9 Využitı́m kritéria (KRpr) bodom L vedieme rovnobežku p v rovine spodnej

podstavy ABCD s
←−→
A′C ′. Potom zrejme úsečka p ∩ ABCD je čast’ou rezu v stene

ABCD.

2.3.10 a) Rezom je trojuholnı́k EBG.

b) Rezom je štvorec ABFE.

c) Rezom je štvoruholnı́k. (Uvedomte si, že rovina spodnej steny ABCD, v ktorej

ležı́ priamka CP , je rovnobežná s rovinou vrchnej podstavy EFGH , ktorej patrı́

bod G. Čast’rezu v hornej podstave nájdeme tak, že bodom G vedieme rovnobežku

s
←→
CP .)

2.3.11 Využitı́m kritéria (KRpr) rovinu α určujú priamky p, q, kde p je rovnobežná

s
←→
AC a prechádza bodom M a q je rovnobežná s

←−→
BC ′. (Čast’ou rezu v spodnej

podstave je úsečka p ∩ ABC.)

2.3.12 Treba si uvedomit’, že priamkaHD je priesečnica rovı́n stienADHE aBCGH .

Využitı́m kritéria (KRpr) rovinu α určujú priamky p, q, kde p je rovnobežná s
←→
HD

a prechádza rovinou steny ABFE bodom X a q je rovnobežná s
←→
HD a prechádza

rovinou steny BCGF bodom Y .
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2.4 Určenie rezu telesa pomocou vzájomnej polohy troch rovı́n

V nasledujúcich úlohách sa pri zostrojovanı́ rezu telesa zadanou rovinou využı́vajú

vety (Kon4) a (Kon5), ktoré vyplývajú z konfiguráciı́ troch rovı́n. V úlohách najskôr

budeme hl’adat’ spoločný bod troch rovı́n, ktorý budeme označovat’ I , II ,III ... . Na

základe nich potom môžme zostrojit’rez danou rovinou, kde nám bude postačovat’využitie

axiómy incidencie (Ax4), vety (Kon2) alebo kritéria rovnobežnosti (KRpr) a (KRrr). Vo

výsledkoch uvádzame postup nájdenia spoločného bodu troch rovı́n.

2.4.1 Riešený prı́klad

2.4.2 Riešený prı́klad.

2.4.3 Uvedomte si, že možno využit’spoločný bod rezovej roviny, roviny podstavy a

roviny zadnej steny DCGH .

2.4.4 Treba si uvedomit’, že čast’ rezu v spodnej podstave tvorı́ úsečka p ∩ ABCD.

Prienikom roviny pL, roviny spodnej podstavy a roviny DCC ′ je bod I .

2.4.5 Treba si uvedomit’, že na zostrojenie rezu treba využit’vetu (Kon4), ktorá hovorı́,

že ak dve roviny sú rôzne a tretia je rovnobežná s priamkou ich priesečnice, potom

všetky tri priesečnice rovı́n sú rovnobežné.

2.4.6 Bod I dostaneme prienikom rezovej roviny, roviny podstavy a roviny bočnej

steny ADHE. Bod II dostaneme prienikom rezovej roviny, roviny podstavy a

roviny zadnej steny DCGH . (Úsečka KP tvorı́ čast’ rezu v spodnej podstave

ABCD, úsečka
←→
HI∩ADHE tvorı́ čast’rezu v steneADHE a úsečka

←−→
HII∩DCGH

tvorı́ čast’rezu v stene DCGH .)

2.4.7 a) Čast’ rezu v podstave a v stene CDV l’ahko určı́me využitı́m axiómy in-

cidencie (Ax4). Rezy v ostatných stenách ihlana určı́me využitı́m vety (Kon5).

{I} =
←−−→
KLM ∩

←−−→
ABD ∩

←−−→
DEV . Úsečka

←→
MI ∩ DEV určuje čast’ rezu ihlana v

steneDEV . V d’alšı́ch krokoch určenia rezu postupujeme analogicky využitı́m vety

(Kon5).

b) Čast’rezu v stene CDV určı́me využitı́m axiómy incidencie (Ax4). Čast’rezu v

podstave zostrojı́me využitı́m spoločného bodu troch rovı́n (rezovej roviny, roviny

podstavy a roviny steny CDV ). Úsečka
←→
OI ∩ ABCDEF je zrejme čast’ou rezu v

podstave (I je spoločným bodom spomı́naných troch rovı́n).

c) Čast’ rezu v stene ABV určı́me využitı́m axiómy incidencie (Ax4). Čast’ rezu v
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stene BCV zostrojı́me využitı́m spoločného bodu troch rovı́n a to roviny rezovej,

roviny ABT a roviny BCV .

d) Čast’ rezu v stene určuje úsečka DY ∩ ABCDEF . Čast’ rezu v stene BCV

zostrojı́me využitı́m spoločného obodu troch rovı́n (ozn.I), rezovej roviny roviny

podstavy a roviny stenyACV . Úsečka
←→
IZ∩BCV určuje čast’rezu v steneBCV . Pri

ostatných častiac rezu ihlana postupujeme analogicky hl’adanı́m spoločných bodov

troch rovı́n.

2.4.8 Prienikom rezovej roviny, roviny steny EFGH a roviny prednej steny ABFE

vznikne pomocný bod I (úsečka
←→
IR∩ABFE zrejme tvorı́ čast’rezu v prednej stene

kocky).

2.4.9 Uvedomte si, že čast’ rezu na zadnej stene DCGM dostaneme využitı́m vety

(Kon2). Pomocný bod dostaneme prienikom rezovej roviny, roviny steny ABFE a

roviny steny BCGF .

2.4.10 {I} =
←−−→
MNP ∩

←−−→
BCG ∩

←−→
ABC, úsečka

←→
IP ∩ ABCD tvorı́ čast’ rezu v stene

ABCD. Na dokončenie rezu stačı́ využit’vetu (Kon2) a axiómu (Ax4).

2.4.11 Označme I spoločným bodom rovı́n rezovej,
←−−−→
A′B′C ′ a

←−−→
BCC ′. Označme II

spoločným bodom roviny rezovej,
←−−−→
A′B′C ′ a

←−−→
ABB′.

2.4.12 Pri konštrukcii rezu treba využit’vetu (Kon4), ktorá hovorı́, že ak dve roviny sú

rôzne a tretia je rovnobežná s priamkou ich priesečnice, potom všetky tri priesečnice

rovı́n sú rovnobežné (využijeme rezovú rovinu, rovinu podstavy a rovinu steny

DCV ).

2.4.13 Využijeme vetu (Kon5) na základe ktorej spoločným bodom spodnej podstavy,

rezovej roviny a roviny CDC ′ je bod I . Úsečka
←→
IW ∩ CDD′C ′ je zrejme čast’ou

rezu v spomı́nanej stene.

2.4.14 Prienikom rezovej roviny, roviny podstavy a roviny stenyAFV vznikne bod I ,

úsečka
←→
MI ∩ FAV tvorı́ čast’rezu v stene FAV . Na zostrojenie časti rezu v stene

FEV je potrebné využit’vetu (Kon4).

2.4.15 a) {I} =
←−−→
KLM ∩

←−→
ABC ∩

←−−→
BCG,

←→
KI prienikom BCGF zrejme vytvorı́ čast’

rezu na danej stene.

b) {I} =
←−−→
XY Z ∩

←−→
ABC ∩

←−−→
BCG,

←→
ZI prienikom BCGF zrejme vytvorı́ čast’ rezu

na danej stene.
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2.4.16 Treba si uvedomit’, že v tomto prı́klade nemožno využit’ vetu (Kon2), preto

treba hl’adat’ spoločné body troch rovı́n.{I} =
←−−→
ABD ∩

←−→
ABC ∩

←−−→
DCC ′, {II} =

←−−→
ABD∩

←−→
ABC∩

←−−→
EDD′, analogicky postupujeme pri zostrojovanı́ d’alšı́ch pomocných

bodov.

2.4.17 {I} =
←−−→
AXY ∩

←−→
ABC ∩

←−−→
FEE ′, potom zrejme

←→
XI ∩ FEE ′F ′ vytvorı́ čast’rezu

v stene FEE ′F ′. Analogicky vytvárame prieniky roviny rezovej, roviny spodnej

podstavy a roviny steny, na ktorej chceme vytvorit’čast’rezu danou rovinou.

2.4.18 {I} =
←−−→
BPQ ∩

←−→
ABC ∩

←−−→
DCV

2.4.19 Pri určovanı́ rezu rovinou XYH využijeme pomocný bod I , ktorý vznikne

prienikom rezovej rovinyXYH , roviny podstavyABD a rovinyDCG. Rez rovinou

rovnobežnou s
←−−→
XYH l’ahko určı́me na základe kritéria (KRrr), (vid’. čast’2.3).

2.4.20 Uvedomte si, že bodomN prechádza priamka p rovnobežná s
←→
GP (veta (Kon2)),

úsečka p∩BCGF tvorı́ čast’rezu v steneBCGF . Prienikom rezovej roviny, roviny

spodnej podstavy a roviny steny DCGH dostaneme bod I (úsečka
←→
NI ∩ ABCD

tvorı́ čast’rezu v spodnej podstave kocky).

2.4.21 Využitı́m vety (Kon2) ved’te bodomM rovnobežku p v rovine spodnej podstavy

ABCD s
←→
AC, úsečka p ∩ ABCD tvorı́ čast’rezu v rovine podstavy ABCD. Prie-

nikom rezovej roviny, roviny spodnej podstavy a roviny steny ADD′A′ dostaneme

bod I , úsečka
←→
D′I ∩ ADD′A′ tvorı́ čast’rezu v spomı́nanej stene.

2.4.22 Využitı́m kritéria (KRpr) rovinu α určia rôznobežky p, q, kde p je rovnobežná

s
←→
AC a prechádza bodom Q. Potom čast’ou rezu v podstave je úsečka p ∩ ABCD.

Priamka q je rovnobežná s hranou DV a ležı́ v rovine steny ADV .

2.4.23 Pri určovanı́ rezu hranola hraničnou rovinou ABM využijeme vetu (Kon5),

potom {I} =
←−−→
ABM ∩

←−−→
ABD ∩

←−−→
CDD′, úsečka

←→
MI ∩ CDD′C ′ tvorı́ čast’ rezu

v stene CDD′C ′. Rezom hraničnej roviny je šest’uholnı́k. Prienikom polpriestora

ABME s hranolom je zadná čast’hranola, do ktorej patrı́ vrchol E.

2.4.24 Pri určovanı́ rezu hraničnou rovinou MNP využijeme spoločný bod troch

rovı́n. Prienikom rezovej roviny, roviny podstavy a roviny steny DCV dostaneme

bod I (úsečka
←→
PI ∩DCV tvorı́ čast’rezu v stene DCV ). Prienikom rezovej roviny,

roviny podstavy a roviny steny ADV dostaneme bod II . Prienikom polpriestoru

MNPD s ihlanom je zadná čast’ihlana, do ktorej patrı́ vrchol D.
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2.4.25 Pri konštrukcii rezu hraničnou rovinou D′XY si uvedomte, že body X, Y

patria rovine spodnej podstavy. Bod I dosteneme prienikom rezovej roviny, roviny

podstavy ABCD a roviny DCC ′D′.

2.4.26 Pri určovanı́ rezu hraničnej rovinyKLM polpriestoruKLMD využijeme vetu

(Kon5). Bod I vznikne prienikom rezovej roviny KLM , roviny vrchnej podstavy

EFG a roviny BCG. Priamka MI prienikom so stenou BCGF vytvorı́ čast’rezu

v stene BCGF . Rezom je zrejme pät’uholnı́k. Prienikom polpriestoru KLMD s

kockou je spodná čast’kocky, do ktorej patrı́ vrchol D.

2.5 Určenie rezu telesa pomocou nájdenia spoločného bodu (bodov) rezovej roviny

s rovinou podstavy telesa.

Vo výsledkoch a návodoch na riešenie nasledujúcich úloh sme sa zamerali hlavne na

poukázanie postupu nájdenia druhúho spoločného bodu rezovej roviny a roviny podstavy.

Ďalšı́ postup rezu telesa sme vo väčšine úloh neuvádzali. Postačuje využitie axiómy

incidencie (Ax4) a viet (Kon2), (Kon4), (Kon5), a tiež kritéria rovnobežnosti (KRpr) a

(KRrr).

2.5.1 Riešený prı́klad.

2.5.2 Priesečnı́k priamky NP a roviny spodnej podstavy je spoločný bod rezovej

roviny a roviny podstavy. Priamka určená bodmi M a priesečnı́kom patrı́ do roviny

spodnej podstavy.

2.5.3 Aby sme našli druhý spoločný bod roviny podstavy a rezovej roviny, vytvorı́me

prienik priamky NP s rovinou podstavy ABCD (
←→
NP ∩

←−→
N ′C = {I}, ak N ′ je

kolmý priemet bodu N na rovinu podstavy a bod C je kolmý priemet bodu P na

rovinu podstavy). Úsečka
←→
MI ∩ ABCD je zrejme čast’ou rezu v spodnej podstave

kocky.

2.5.4
←→
XY ∩

←−→
ABC = {I}, body Z a I sú spoločnými bodmi roviny podstavy a rezovej

roviny, potom zrejme úsečka
←→
ZI∩ABCD tvorı́ čast’rezu v spodnej podstave telesa.

2.5.5 Priesečnı́k priamky MK s rovinou podstavy je druhý spoločný bod rezovej

roviny a roviny podstavy. Ak A,D sú priemety bodov M,K v poradı́ do roviny

podstavy tak hl’adaný bod vznikne prienikmi
←−→
MK ∩

←→
AD =

←−→
MK ∩

←−→
ABC. Priamka
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určená vzniknutým bodom a bodom N prienikom steny podstavy určuje čast’rezu

v spomı́nanej stene.

2.5.6 Druhým spoločným bodom rezovej roviny a roviny podstavy okrem bodu P

je bod, ktorý vznikne prienikom
←−→
MN ∩ ABC =

←−→
MN ∩

←−→
M ′A, kde M ′ je kolmý

priemet na rovinu podstavy bodu M a bod A je kolmý priemet bodu N .

2.5.7 Uvedomte si, že priesečnı́kom
←→
LM a

←−→
ABC je spoločný bod rezovej roviny a

roviny podstavy. Druhým priesečnı́kom je bod L. Priamka určená týmito dvoma

bodmi prienikom so spodnou podstavou zrejme určı́ čast’ rezu v stene podstavy

kvádra.

2.5.8 Druhým spoločným bodom roviny podstavy a rezovej roviny je priesečnı́k

priamky MP s rovinou ABC (
←−→
MP ∩ M ′C = {I}, kde M ′ je kolmý priemet

boduM do roviny podstavy a bod C je kolmý priemet bodu P do roviny podstavy).

2.5.9 a) Prienikom priamky MN s rovinou spodnej podstavy dostaneme druhý spolo-

čný bod roviny podstavy a rezovej roviny (označme ho napr. I). Úsečka
←→
LI∩ABCD

tvorı́ čast’rezu v podstave kocky ABCD.

b) Druhým spoločným bodom roviny podstavy a rezovej roviny je bod II , ktorý

vznikne prienikom
←→
NL ∩ ABC =

←→
NL ∩

←−→
N ′C, kde N ′ je kolmý priemet bodu N

do roviny podstavy a bod C je kolmý priemet bodu L do roviny podstavy telesa.

Úsečka
←−→
KII ∩ ABCD tvorı́ rez spodnej podstavy kocky.

2.5.10 Treba si uvedomit’, že body L,M patria rovine prednej steny. Je potrebné nájst’

ešte jeden spoločný bod roviny podstavy a rezovej roviny ({I} =
←→
LM ∩

←−→
ABC =

←→
LM ∩

←→
AB).

2.5.11 a) Priesečnı́kom priamky Y Z s rovinou podstavy je druhý spoločný bod rezovej

roviny a roviny podstavy. Ak Y ′, D označı́me ako kolmé priemety bodov Y , Z

v poradı́ do roviny podstavy, tak hl’adaný bod vznikne prienikmi
←→
Y Z ∩ Y ′D =

←→
Y Z ∩

←−→
ABC.

b) Priesečnı́kom priamky SQ s rovinou podstavy dostaneme druhý spoločný bod

rezovej roviny a roviny podstavy. Kolmé priemety bodov S, Q v tomto poradı́ sú

body A, Q′ na dolnú podstavu. Potom prienikom priamky SQ s priamkou AQ′

dosteneme prienik priamky SQ a roviny ABC.

c) Priesečnı́k
←−→
MN ∩ ABC je druhým spoločným bodom rezovej roviny a roviny
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podstavy spolu s bodom L. Priamka určená týmito bodmi prienikom so spodnou

podstavou určuje čast’rezu v spodnej podstave kocky.

2.5.12 V oboch prı́padoch je potrebné zostrojit’druhý spoločný bod roviny rezovej a

roviny podstavy. Nech je nı́m bod I , ktorý vznikne prienikom priamkyQR s rovinou

podstavy ABCD. Priamka PI patrı́ rovine podstavy kocky.

2.5.13 Druhým spoločným bodom roviny podstavy a rezovej roviny je okrem bodu

V bod I , kde {I} =
←−→
WU ∩ ABCD. Zrejme úsečka

←→
IV ∩ ABCD tvorı́ čast’ rezu

spodnej podstavy ABCD.

2.5.14 Spoločným bodom rezovej roviny a roviny podstavy okrem bodu P je bod I ,

ktorý vznikne ako priesečnı́k priamky PQ s rovinou ABC (
←→
PQ ∩

←→
AQ′ = {I}).

Úsečka
←→
PI ∩ ABC zrejme vytvorı́ rez podstavy ihlana.

2.6 Určenie rezu telesa využitı́m osovej afinity

V úlohách na využitie osovej afinity pri konštrukcii rezov sme v riešeniach uvádzali

prı́slušné afinity. Ďalšı́ postup pri zostrojovanı́ rezov je analogický ako v predchádzajúcich

kapitolách, tj. využijú sa axiómy incidencie (Ax4), vety (Kon2), (Kon4),(Kon5), a tiež

kritéria rovnobežnosti (KRpr) a (KRrr).

2.6.1 Riešený prı́klad.

2.6.2 Využijeme afinituA(o;Y,B), kde o =
←→
DI , {I} =

←→
XY ∩

←−→
X ′B, kdeA(X) = X ′.

2.6.3 Využijeme afinitu A(o;X,A), kde o =
←→
ZI , {I} =

←→
XY ∩

←→
AY ′, kde A(Y ) = Y ′.

2.6.4 Využijeme afinitu A(o;U,A), kde {I} =
←−→
VW ∩

←−→
V ′W ′, kde A(V ) = V ′ a

A(W ) = W ′ a {II} =
←→
UV ∩

←→
AV ′.

2.6.5 Využijeme afinitu A(o;K,A), kde o =
←−→
I.II , kde {I} =

←→
KL ∩

←→
AE a {II} =

←→
LM ∩

←→
EC.

2.6.6 Využijeme afinitu A(o;G,A), kde o =
←→
SI , {I} =

←→
GS ∩

←→
AS ′, kde A(S) = S ′.

2.6.7 Využijeme afinitu A(o;Y,A), kde o =
←−→
I.II , {I} =

←−→
F ′Y ∩

←→
FA a {II} =

←→
F ′Z ∩

←→
FC.

2.6.8 Využijeme afinitu A(o;M,D), kde o =
←−→
I.II , kde {I} =

←→
ML ∩

←→
DC a {II} =

←→
KL ∩

←→
AC.
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2.6.9 Využijeme afinituA(o;P,A), kde o =
←−→
I.II , kde {I} =

←→
PR∩

←→
AR′,A(R) = R′,

{II} =
←→
PQ ∩

←→
AQ′, kde A(Q) = Q′.

2.6.10 Využijeme afinituA(o;P,E), kde o =
←−→
I.II , kde {I} =

←→
PR∩

←→
ER′,A(R) = R′,

{II} =
←→
PQ ∩

←→
AQ′, kde A(Q) = Q′.

2.6.11 Využijeme afinitu A(o;L,B), osou afinity je priamka I.II , kde {I} =
←−→
MN ∩

←−−→
M ′N ′, {II} =

←→
ML ∩

←−→
M ′B, kde A(N) = N ′ a A(M) = M ′.

2.6.12 Využijeme afinituA(o;K,A), kde o =
←−→
I.II , {I} =

←→
KL∩

←→
AL′, kdeA(L) = L′,

{II} =
←−→
KM ∩

←→
AC.

2.6.13 Využijeme afinitu A(o;K,A), kde o =
←→
CI , kde {I} =

←→
KL ∩

←→
AE. Vrcholy

podstavy odpovedajú v danej afinite bodom rezu na bočných stenách.

2.6.14 Využijeme afinitu A(o;R,C), kde o =
←−→
I.II , {I} =

←→
QP ∩

←−→
Q′P ′, (A(Q) = Q′,

A(P ) = P ′), {II} =
←→
RP ∩

←→
CP ′. Vrcholom podstavy odpovedajú v danej afinite

body rezu na bočných stenách.

2.6.15 Treba si uvedomit’, že priamka PQ patrı́ rovine spodnej podstavy a teda je aj

osou afinity. Každý bod, ktorý patrı́ priamkePQ je samodružný. Vrcholom podstavy

odpovedajú v danej afinite body rezu na bočných stenách.

2.6.16 Využijeme afinitu A(o;W,D), kde o =
←−→
I.II , {I} =

←→
UV ∩

←→
AB, {II} =

←−→
UW ∩

←→
AD.

2.6.17 Využijeme afinituA(o;V,C), kde o =
←−→
UI∞, {I∞} =

←−→
WV ∩

←−→
W ′C, kdeA(W ) =

W ′.

2.6.18 Využijeme afinitu A(o;U,U ′), A(U) = U ′, A(W ) = W ′, A(V ) = V ′. Osou

afinity je priamka I.II , kde {I} =
←−→
WV ∩

←−→
W ′V ′, {II} =

←→
UV ∩

←−→
U ′V ′. Vrcholom

podstavy odpovedajú v danej afinite body rezu na bočných stenách.

2.6.19 Treba si uvedomit’, že medzi dolnou podstavou a rezom telesa existuje afinný

vzt’ah. Osou afinity je priesečnica roviny podstavy a roviny rezu. Smerom afinity je

smer bočných hrán.

2.7 Určenie rezu telesa využitı́m perspektı́vnej kolineácie

V úlohách na využitie perspektı́vnej kolineácie sme rovnako ako pri kapitole venova-

nej osovej afinite uvádzali väčšinou len prı́slušné kolineácie. Ďalšı́ postup pri zostrojovanı́
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rezov je analogický ako v predchádzajúcich kapitolách, tj. využijú sa axiómy incidencie

(Ax4), vety (Kon2), (Kon4), (Kon5), a tiež kritéria rovnobežnosti (KRpr) a (KRrr).

2.7.1 Riešený prı́klad.

2.7.2 Využijeme kolineáciu K(V ; o;T,C), kde o =
←→
PQ (body P a Q sú samodružné

preto ležia na osi kolineácie).

2.7.3 Využijeme kolineáciu K(V ; o;A,F ), kde o =
←−→
EI∞, kde {I∞} =

←→
AD ∩

←→
FG,

(zrejme o =
←→
BC).

2.7.4 Využijeme kolineáciu K(V ; o;M,A), kde o =
←−→
I.II , {I} =

←−→
MN ∩

←→
AB, {II} =

←→
PN∩

←→
CD. Vrcholom podstavy odpovedajú v danej kolineácii body rezu na bočných

stenách.

2.7.5 Využijeme kolineáciu K(V ; o;P,A), kde o =
←−→
I.II , {I} =

←→
RP ∩

←→
DA, {II} =

←→
PQ ∩

←→
AB. Úsečka o ∩ ABCD tvorı́ čast’rezu v podstave telesa.

2.7.6 Využijeme kolineáciu K(V ; o;A′, A), kde o =
←−→
I.II , kde {I} =

←−→
A′B′ ∩

←→
AB,

{II} =
←−→
A′D′ ∩

←→
AD.

2.7.7 Využijeme kolineáciu K(V ; o;M,A), o =
←→
NI , kde {I} =

←−→
MK ∩

←→
AD.

2.7.8 Využijeme kolineáciu K(V ; o;P,K), kde o =
←−→
QI∞, {I∞} =

←→
PR ∩

←−→
KM .

2.7.9 Uvedomte si, že zadaná priamka je osou kolineácie teda každý bod priamky je

samodružný, stredom kolineácie je vrchol V ihlana. Vrcholom podstavy v danej

kolineácii odpovedajú body rezu na bočných stenách.

2.7.10 Stredom kolineácie je hlavný vrchol V ihlanu a osou je priamka o =
←→
RI , kde

I ∈
←→
AC ∩ PR.

2.7.11 Využijeme kolineáciu K(V ; o;Q,A), kde o =
←→
IP , kde {I} =

←→
QR ∩

←→
AC.

2.7.12 Využijeme kolineáciu K(V ; o;A,K), kde o =
←−→
I.II , kde {I} =

←→
ML ∩

←−→
M ′B,

K(M) = M ′, {II} =
←→
AB ∩

←→
KL.

2.7.13 Využijeme kolineáciu K(V ; o;P,A), kde o =
←−→
I.II , kde {I} =

←→
PQ ∩

←→
AV1,

{II} =
←→
QR ∩

←→
V1C.

2.7.14 Stredom kolineácie vrcov V a M je jej samodružný bod, treba nájst’ najprv

odpovedajúce body k bodom L,M a potom určia os kolineácie.

2.7.15 Využijeme kolineáciu K(V ; o;M,C), kde o =
←−→
I.II , kde {I} =

←→
NP ∩

←−→
DP ′ a

{II} =
←−→
MP ∩

←→
CP ′, kde K(P ) = P ′ a K(N) = D.
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2.7.16 Využijeme kolineáciuK(V ; o;P,A), kde o =
←−→
I.II , {I} =

←→
PQ∩

←→
AQ′,K(Q) =

Q′, {II} =
←→
RQ ∩

←−→
R′Q′, kde K(R) = R′.

2.7.17 a)Využijeme kolineáciu K(V ; o;P,A), kde o =
←→
QI , kde {I} =

←→
PR ∩

←→
AD.

b) Využijeme kolineáciu K(V ; o;Q,C), kde o =
←→
PI , kde {I} =

←→
RQ ∩

←→
R′C,

K(R) = R′ (bod P je samodružným bodom v kolineácii K).

c) Využijeme kolineáciu K(V ; o;R,E), kde o =
←−→
I.II , kde {I} =

←→
PR ∩

←−→
EP ′,

K(P ) = P ′, {II} =
←→
PQ ∩

←−→
P ′Q′, kde K(Q) = Q′.

2.7.18 Využijeme kolineáciu K(V ; o;K,A), treba si uvedomit’, že priamka p je osou

kolineácie. Vrcholom podstavy odpovedajú body rezu na bočných stenách.

2.7.19 Využijeme kolineáciu K(V ; o;K,D). Treba si uvedomit’, že o = p a stredom

kolineácie je vrchol V ihlana. Na zostrojenie rezu v stene ABV je potrebné využit’

vetu (Kon4).

3 PRIESEČNICA DVOCH ROVÍN
V úlohách určı́me najskôr rezy telesa obidvoma rovinami, ktorých priesečnice hl’a-

dáme, a potom nájdeme dva rôzne body, ktoré ležia v obidvoch rovinách. Hl’adaná prie-

sečnica je určená týmito dvoma bodmi.

V prı́kladoch 3.1 - 3.6 určı́me rezy rovı́n, ktorých priesečnicu hl’adáme, pomocou

axiómi (Ax4), (vid’. čast’2.1).

3.1 Riešený prı́klad.

3.2 Rezmi rovı́n sú trojuholnı́ky EBD a DBG. Priesečnicou týchto dvoch rovı́n je

priamka DB.

3.3 Rezmi rovı́n sú trojuholnı́ky ACH a EDG a priesečnicou rovı́n je primka XY ,

kde {X} =
←→
AH ∩

←→
ED a {Y } =

←→
HC ∩

←→
DG.

3.4 Rezmi rovı́n sú trojuholnı́ky ACB′ a A′BC. Priesečnicou rovı́n je primka XC,

kde {X} =
←→
AB′ ∩

←→
A′B.

3.5 Rezmi rovı́n sú trojuholnı́ky ACV a V LK. Priesečnica týchto dvoch rovı́n je

priamka XV , kde {X} =
←→
AC ∩

←→
KL.
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3.6 Treba si všimnút’, že rezmi rovı́n sú dva trojuholnı́ky ACV a DBN , teda prieseč-

nicou týchto dvoch rovı́n bude priamka NX , kde {X} =
←→
AC ∩

←→
DB v podsteve

ihlana.

V prı́kladoch 3.7 - 3.16 určı́me rezy rovı́n, ktorých priesečnicu hl’adáme, pomocou

axiómy incidencie (Ax4) a vety o rovnobežnosti dvoch rovı́n (Kon2), (vid’čast’2.2).

3.7 a) Rezom rovinyACG je rovnobežnı́kACGE a rezom rovinyAFH je trojuholnı́k

AFH . Priesečnicou rovı́n je priamka XA, kde {X} =
←→
EG ∩

←→
HF .

b) Rezom rovı́n sú trojuholnı́kyACF aBEG, ich priesečnicou je priamka Y Z, kde

{Y } =
←→
AF ∩

←→
EF , {Z} =

←→
FC ∩

←→
BG.

c) Rezom roviny BCG je štvorec a rezom roviny AEO je rovnobežnı́k. Prienikom

týchto dvoch rovı́n je priamka SQ, kde (FGS) = (BCQ) = −1.

d) Rezom roviny ABH je rovnobežnı́k ABGH a rezom roviny CDH je štvorec

DCGH . Priesečnicou roviny je priamka GH .

3.8 a) Rezmi rovı́n sú štvorec ABCD a rovnobežnı́k ABGH . Priesečnicou rovı́n je

priamka AB.

b) Rezmi rovı́n sú rovnobežnı́k ACGE a rovnobežnı́k ABGH . Priesečnicou rovı́n

je priamka GA.

3.9 Rezmi rovı́n sú rovnobežnı́kyABGH aEFCD. Priesečnicou rovı́nα,β je priamka

XY , kde {X} =
←→
AH ∩

←→
ED a {Y } =

←→
BG ∩

←→
FC.

3.10 Rezmi rovı́n sú rovnobežnı́ky EMCN a DP1H , kde (FG1) = −1. {X} =
←→
H1 ∩

←−→
EM a {Y } =

←→
DP ∩

←→
NC.

3.11 a) Rezmi rovı́n sú štvoruholnı́k a rovnobežnı́k. Priesečnicu tvorı́ priamka určená

bodmi X, Y , kde {X} =
←→
EG ∩

←→
HF a Y vznikne prienikom priamok daných rovı́n

v spodnej podstave kocky.

b) Rezmi sú rovnobežnı́k a štvoruholnı́k. Priesečnı́kom je priamka H2, kde bod 2

vznikne prienikom priamok dvoch rovı́n na prednej stene ABFE.

c) Rezom roviny ABC je štvorec ABCD a rezom roviny FHS je trojuholnı́k

FSH . Priesečnicou je priamka XY , kde {X} =
←→
SF ∩

←→
AB a {Y } =

←→
HS ∩

←→
AD.

d) Rezmi rovı́n sú rovnobežnı́ky, priesečnicou je priamka SC.
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3.12 Rezmi rovı́n sú rovnobežnı́ky, priesečnicou rovı́n je priamka S ′B.

3.13 Rezmi rovı́n sú rovnobežnı́ky ADHX , BCHX , kde (HGX) = −1. Priesečni-

cou je priamka MX .

3.14 Rezmi rovı́n sú dva rovnobežnı́ky, potom hl’adanou priesečnicou je priamka P1,

kde bod 1 je spoločným bodom rezových rovı́n na hrane EH .

3.15 a) Rezmi rovı́n sú rovnobežnı́kyDBFH aACGE, potom hl’adanou priesečnicou

je priamka XY , kde body X, Y sú stredy hornej a dolnej podstavy kocky v tomto

poradı́.

b) Rezmi rovı́n sú trojuholnı́k EGB a rovnobežnı́k DBFH . Priesečnicou rovı́n je

priamka XB, kde X je stredom vrchnej podstavy kocky.

c) Rezmi rovı́n sú trojuholnı́k a štvoruholnı́k,
←−→
ESB ∩

←−−→
DFQ =

←→
XY , kde {X} =

←→
EB ∩

←→
XF , (EAX) = −1, {Y } =

←→
GB ∩

←→
FQ.

d) Rezmi rovı́n sú štvoruholnı́ky, priesečnicou je priamka XQ, kde pre X platı́

(EXA) = 2.

3.16 Treba si uvedomit’, že určujúce body priesečnice sa môžu nachádzat’ aj mimo

telesa. Priesečnicou rovı́n je priamka A′X , kde µ(DD′X).

V prı́kladoch 3.17 a 3.18 určı́me rezy rovı́n, ktorých priesečnicu hl’adáme, pomocou

prieniku troch rovı́n (vid’čast’2.4).

3.17 Rezmi rovı́n sú štvoruholnı́k ABN2, kde (DV 2) = −1 a štvoruholnı́k DCM1,

kde (AV 1) = −1. Priesečnicou rovı́n je priamka XY , kde {X} =
←→
AN ∩

←−→
CM a

bod Y vznikne prienikom časti rezu rovı́n na bočnej stene ADV .

3.18 a) Rezmi rovı́n sú dva trojuholnı́ky ADV a BCV . Treba si uvedomit’, že prieseč-

nicou dvoch rovı́n je priamka p, ktorá prechádza bodom V a je rovnobežná s hranou

BC.

b) Rezmi sú trojuholnı́k BDV a štvoruholnı́k KLS1, kde 1K je čast’rezu v stene

ADV . Priesečnicou je priamka 1X , kde {X} =
←→
BD ∩

←→
KL.

c) Rezmi rovı́n sú štavorec a pät’uholnı́k, prienikom rovı́n je priamka 23, kde úsečka

23 je čast’rezu rovinou SNO v podstave.
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d) Rezmi rovı́n sú trojuholnı́k BCV a štvoruholnı́k, priesečnicou je priamka CZ,

kde Z vznikne prienikom priamok RN a BV .

3.19 Pri konštrukcii rezov využijeme axiómu incidencie (Ax4) a vetu o rovnobežnosti

dvoch rovı́n (Kon2).

a) Rezmi rovı́n sú trojuholnı́k ACH a rovnobežnı́k KLM1, kde L1 je čast’rezu v

steneBCGH . Treba si uvedomit’, že priesečnicou daných rovı́n je priamka p =
←−→
I II ,

ktorá je rovnobežná s
←→
AC a

←→
KL.

b) Rezmi rovı́n sú trojuholnı́k AS ′S ′′ a rovnobežnı́k DCS ′′′S ′′. Priesečnicu rovı́n

tvorı́ priamka S ′′I , kde {I} =
←→
AS ′ ∩

←−→
CS ′′′.

4 PRIESEČNÍK PRIAMKY A ROVINY
V úlohách určı́me najskôr rez telesa rovinou, s ktorou chceme vytvorit’ prienik s

priamkou. Často v úlohách využı́vame pomocnú rovinu, ktorú preložı́me zadanou priam-

kou a hl’adáme priesečnicu týchto dvoch rovı́n. Prienik priesečnice a zadanej priamky je

hl’adaný prienik priamky s rovinou.

V prı́kladoch 4.2 - 4.20 určı́me rez roviny pomocou axiómy (Ax4), (vid’. čast’2.1).

4.1 Riešený prı́klad.

4.2 Rezom roviny ABC je štvorec ABCD uvedomte si, že prienikom priamky EL a

roviny ABC je bod X , kde {X} =
←→
EL ∩ p, kde p je priesečnica roviny ABC a ε

je rovina preložená priamkou EL, (napr. ε =
←−→
ABF ).

4.3 Rezom roviny hornej podstavy kocky je štvorec EFGH . Priesečnı́k priamky

MN a roviny hornej podstavy kocky je bod X , pričom {X} =
←−→
MN ∩ p, kde

p je priesečnica roviny EFG s rovinou ε, ktorú preložı́me priamkou MN , (napr.

ε =
←−→
ABG).

Rezom roviny ADH je štvorec ADHE priesečnı́k priamky MN s rovinou ADH

je bod Y , kde {Y } =
←−→
MN ∩ q, kde q je priesečnica roviny ADH s rovinou ε.

4.4 Rezom roviny ACH je trojuholnı́k ACH . Priesečnicou priamky DF s rovinou

ACH je bod X , kde {X} =
←→
DF ∩ p, kde p je priesečnica roviny ACH a ε, kde ε

je rovina, ktorá prechádza priamkou DF , (napr. ε =
←−−→
DBF ).
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4.5 Rezom roviny HPB je štvoruholnı́k EBCH .

a) Priesečnı́k priamky EG s rovinou HPB je bod E.

b) Priesečnı́kom priamky AC a roviny HPB je bod C.

c) Priesečnı́kom priamky AG a roviny HPB je bod X , kde {X} =
←→
AG ∩ p, kde p

je priesečnica roviny HPB a roviny ε, ktorú možno preložit’priamkou AG, (napr.

ε =
←−→
ACG).

4.6 Rezom roviny BDH je rovnobežnı́k DBFH .

a) Priesečnicou
←→
EG a

←−−→
BDF je bod X , kde {X} =

←→
EG ∩ p, kde p =

←−−→
BDH ∩ ε,

kde ε je rovina, preložená priamkou EG, (napr. ε =
←−−→
EBC).

b) Priesečnicou
←→
EC a

←−−→
BDH je bod Y , kde {Y } =

←→
EC ∩ q, kde q =

←−−→
BDH ∩ δ, kde

δ je rovina, preložená priamkou EC, (napr. δ =
←−−→
EBC).

4.7 Rezom roviny BHP je rovnobežnı́k BHP1, kde B1 je čast’ou rezu kocky v stene

BCGF . Priesečnı́kom priamky FC a roviny BHP je bod X , kde {X} =
←→
FC ∩ p,

kde p je priesečnica rovı́nBHP a ε, kde ε je rovina, preložená priamkou FC, (napr.

ε =
←−−→
BCG).

4.8 a) Rezom roviny ABC je štvorec ABCD. Priesečnı́k priamky HL a roviny ABC

je bod X , kde {X} =
←→
HL∩ p, kde p je priesečnica rovı́n ABC a ε, kde ε je rovina,

preložená priamkou HL, (napr. ε =
←−−→
HBL).

b) Rezom rovinyACG je rovnobežnı́kACGE. Priesečnı́kom priamkyHL a roviny

ACG je bod Y , kde {Y } =
←→
HL ∩ q, kde q je priesečnica rovı́n ACG a HBL.

4.9 Rezom roviny BEG je trojuholnı́k EBG. Ako pomocnú rovinu, ktorá obsahuje

priamkuDF si zvol’me naprı́klad
←−−→
HBL. Priesečnı́kom priamkyDF a rovinyBEG

je bod X , kde {X} =
←→
DF ∩ (

←−−→
BEG ∩

←−−→
DBF ).

4.10 Rezom roviny BHP je obdĺžnik PB1H , kde 1H je čast’rezu v stene BCGF .

a) PriamkaAF patrı́ rovine prednej stenyABFE. Priesečnı́k priamkyAF a roviny

BHP je bod X , kde {X} =
←→
AF ∩ (

←−−→
BHP ∩

←−→
ABF ).

b) Priamkou DF možno preložit’ rovinu ε, (napr. ε =
←−−→
BBF ). Priesečnı́k priamky

DF a roviny BHP je bod Y , kde {Y } =
←→
DF ∩ (

←−−→
BHP ∩ ε).

c) Priesečnı́k priamky AK a rovinyBHP je bod Z, kde {Z} =
←→
AK ∩ (

←−−→
BHP ∩ δ),

kde δ je rovina preložená priamkou AK, (napr. δ =
←−−→
AFH).

4.11 Rezom roviny ACV je trojuholnı́k ACV . Priesečnı́kom priamky BP a roviny
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ACV je bod X , kde {X} =
←→
BP ∩ p, kde p =

←−→
ACV ∩ ε, kde ε je preložená rovina

priamkou BP , (napr. ε =
←−−→
DBV ).

4.12 a) Rezom roviny ADD′ je obdĺžnik ADD′A′. Priesečnı́k priamky BE a roviny

ADD′ je bodX , kde {X} =
←→
BE ∩p, kde p =

←−−→
ADD′∩ ε, kde ε je rovina preložená

priamkou BE, (napr. ε =
←−−→
DCE).

b) Rezom roviny ACC ′ je štvoruholnı́k ACC ′A′. Priesečnı́k priamky BE a roviny

ACC ′ je bod Y , kde {Y } =
←→
BE ∩ q, kde q =

←−−→
ACC ′ ∩ ε.

4.13 Rezom roviny ACD je štvorec ABCD. Priesečnı́kom priamky EF a roviny

ACD je bod X , kde {X} =
←→
EF ∩ p, kde p =

←−−→
ACD ∩ ε, kde ε je rovina preložená

priamkou EF , (napr. ε =
←−−→
EFV ).

4.14 a) Priesečnı́kom priamky PQ a rovinyACV je bodX , kde {X} =
←→
PQ∩p, kde p

je priesečnica
←−→
ACV a ε, kde ε je preložená rovina priamkou PQ, (napr. ε =

←−−→
DVQ).

b) Priesečnı́kom priamky PQ a roviny BCV je bod Y , kde {Y } =
←→
PQ ∩ q, kde q

je priesečnica
←−−→
BCV a ε.

4.15 Priamkou treba preložit’správne rovinu ε, (napr. ε =
←−−→
ADD′) a treba skúmat’, či

majú roviny stien s priamkou neprázdny priesečnı́k. Pri prieniku s rovinou CC ′B

skúste dokázat’, že
←→
PQ ‖

←−−→
BCC ′ (využite KRpr).

4.16 a) Treba si uvedomit’, že prieniky priamky a stien ihlanu môžu ležat’len na stenách

telesa. Neprázdne prieniky majú stenyADV aBCV . PriamkouMP možno preložit’

rovinu MPV . ADV ∩
←−−→
MPV = p, kde p∩

←−→
MP = {X} a BCV ∩

←−−→
MPV = q, kde

q ∩
←−→
MP = {Y }.

b) Tu si treba uvedomit’ to, že ide o prieniky priamky s rovinami stien ihlana.
←−→
MP∩

←−−→
ADV = {X},

←−→
MP∩

←−−→
BCV = {Y },

←−−→
MNV ∩

←−→
ABC = t, kde t∩

←−→
MN = {M},

←−−→
MNV ∩

←−−→
DCV = s, kde s ∩

←−→
MN = {Z}.

4.17 Rezom roviny je trojuholnı́k MBC. Priesečnı́k priamky DN a roviny MBC je

bod X , pričom {X} =
←→
DN ∩ p, kde p je priesečnica roviny MBC s rovinou ε,

ktorá prechádza priamkou DN , (napr. ε =
←−−→
AND).

4.18 Rezom rovinyABC je podstava ihlanaABCD. Prienikom priamkyEF s rovinou

ABC je bod X , kde {X} =
←→
EF ∩ q, kde q =

←−→
ABC ∩ ε, kde ε je rovina ktorou

prechádza priamka EF , (napr. ε =
←−−→
EFV ).

4.19 a) Rezom rovinyBCV je trojuholnı́kBCV . PriamkouAW treba preložit’rovinu
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ε, (napr. ε =
←−−→
AWV ).

←−→
AW ∩ (

←−−→
BCV ∩ ε = {X}.

b) Rezom roviny BCD je štvorec ABCD. Priesečnı́kom priamky UW a roviny

BCD je bod B (priamku UW možno preložit’rovinou ABV ).

c) Rezom roviny BDV je trojuholnı́k DBV . Priesečnı́kom priamky AR a roviny

BDV je bodX , kde {X} =
←→
AC ∩ (

←−−→
BDV ∩ δ), kde δ je rovina preložená priamkou

AR, (napr. δ =
←−→
ACV ).

d) Rezom roviny ACW je trojuholnı́k ACW . Priesečnı́kom priamky DV a
←−−→
ACW

je bod Y , kde {Y } =
←→
DV ∩ q, kde q =

←−−→
ACW ∩ω a ω je rovina preložená priamkou

DV , (napr. ω =
←−−→
BDV ).

e) Rezom rovinyBDU je trojuholnı́kBDU . Priesečnı́k priamkyCR a rovinyBDU

je bod V .

4.20 Rezom rovinyKLV je trojuholnı́k V LK. Priesečnicou
←−−→
KLV a ε, kde ε je rovina

preložená priamkou CS, je priamka p. Priesečnica priamky CS a roviny KLV je

bod X , kde {X} =
←→
CS ∩ p.

V úlohách 4.21 - 4.28 určı́me rez roviny, ktorej priesečnicu s priamkou hl’adáme,

pomocou axiómy incidencie (Ax4) a vety o rovnobežnoti dvoch rovı́n (Kon2),(vid’. čast’

2.2).

4.21 Rezom roviny BV R je rovnobežnı́k V BRH . Treba si uvedomit’polohu priamky

HV vzhl’adom na rovinu BV R.
←→
HV ∩

←−−→
BV R =

←→
HV .

4.22 Rezom roviny EDB je trojuholnı́k DBE. Priesečnı́kom priamky AG a roviny

EDB je bod X , kde {X} =
←→
AK ∩ p, kde p =

←−−→
EDB ∩ ε, kde ε je rovina preložená

priamkou AG, (napr. ε =
←−→
ACG).

4.23 a) Rezom roviny MNG je rovnobežnı́k MANG. Priamkou DF treba preložit’

rovinu ε, (napr. ε =
←−−→
DAF ). Priesečnı́kom priamky DF a roviny MNG je bod X ,

kde {X} =
←→
DF ∩ p, kde p =

←−−→
DAF ∩

←−−→
MNG.

b) Rezom roviny CGE je rovnobežnı́k ACGE. Priamkou HB preložte rovinu δ,

(napr. δ =
←−−→
HCB), kde priesečnı́kom priamky HB a roviny CGE je bod Y , kde

{Y } =
←→
HB ∩ q, kde q =

←−→
CGE ∩

←−−→
HCB.

4.24 Priamkou PQ možno preložit’rovinu ε, (napr. ε =
←−→
APQ).
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a) Rezom roviny ABG je rovnobežnı́k ABGH . Priesečnı́k
←→
PQ a

←−→
ABG je bod X ,

kde {X} =
←→
PQ ∩ (

←−→
ABG ∩

←−→
ACG).

b) Rezom roviny CDH je štvoruholnı́k DCGH . Priesečnı́kom
←→
PQ a

←−−→
CDH je bod

Y , kde {Y } =
←→
PQ ∩ (

←−−→
CDH ∩

←−→
ACG).

4.25 a) Rezom roviny BCE je rovnobežnı́k BCHE. Rovinou ε je rovina preložená

priamkou IJ .
←→
IJ ∩ (

←−−→
BCE ∩ ε) = {X}, (napr. ε =

←−→
ACG).

b) Rezom roviny KLM je štvoruholnı́k KLM1, kde úsečka M1 je čast’ou rezu

v prednej stene kocky. Priesečnı́kom priamky FD a roviny KLM je bod Y , kde

{Y } =
←→
FD∩p, kde p =

←−−→
KLM ∩ δ, kde δ je rovina preložená priamkou FD, (napr.

δ =
←−−→
DBF ).

c) Rezom roviny ANO je štvoruholnı́k. Priesečnı́kom priamky EC a roviny ANO

je bod Z, kde {Z} =
←→
EC ∩ t, kde t =

←−−→
ANO ∩ ω, kde ω je rovina preložená

priamkou EC, (napr. ω =
←−−→
EBC).

4.26 Rezom roviny ABC je štvorec ABCD. Prienikom priamky MN a roviny ABC

je bod X , kde {X} =
←−→
MN ∩ p, kde p =

←−→
ABC ∩ ε, kde ε je rovina preložená

priamkou MN , (napr. ε =
←−−→
NEM ).

4.27 Priamku MN možno preložit’rovinou MNP . Priesečnı́ky priamky MN so ste-

nami telesa sú:
←−→
MN ∩DCC ′D′ = {X}, kde X =

←−→
MN ∩ (

←−−→
DCC ′ ∩

←−−→
MNP )

←−→
MN ∩A′B′C ′D′ = {Y }, kde Y =

←−→
MN ∩ (

←−−−−−→
A′B′C ′D′ ∩

←−−→
MNP ). Ostatné prieniky

so stenami hranola sú prázdne množiny.

4.28 Treba si uvedomit’, že priamku p ‖
←−→
A′C ′ možno preložit’ rovinou AC ′M , ktorej

rezom je rovnobežnı́k AMC ′1, kde A1 je čast’ rezu v stene ADD′A′. Priesečnik

priamky p s rovinou ABB′ je bod X , kde {X} = p ∩ q, kde q je priesečnı́k
←−−→
ABB′

a
←−−→
AC ′M .

Priesečnı́k priamky p s rovinou DCC ′ je bod Y , kde {Y } = p ∩ t, kde t =
←−−→
DCC ′ ∩

←−−→
AC ′M .

V prı́klade 4.29 určı́me rez roviny pomocou kritérii rovnobežnosti (KRpr) a (KRrr)

(vid’. podkapitola 2.3).

4.29 Ako prvé treba nájst’ rovinu α, ktorá prechádza bodom p a je rovnobežná s
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priamkou ABC. Možno využit’kritérium rovnobežnosti dvoch rovı́n (KRrr). Prie-

sečnı́kom priamkyDN a roviny α je bodX kdeX =
←→
DN ∩ (α∩ε), kde ε je rovina

preložená priamkou DN , (napr. ε =
←−−→
ADN ).

V prı́kladoch 4.30 - 4.33 určı́me rez roviny pomocou prieniku troch rovı́n využitı́m

viet (Kon4) a (Kon5), (vid’. čast’2.4).

4.30 Rezom roviny MNP je štvoruholnı́k. Pomôžeme si, ak priamku vhodne prelo-

žı́me rovinou DQR. Priesečnı́k priamky a roviny dostaneme, ak spravı́me prienik

priesečnice rovı́n MNP a DQR a priamky PQ.

4.31 Treba si uvedomit’, akú vzájomnú polohu majú priamka TV a rovinaPQR, potom
←→
TV ∩

←−→
PQR =

←→
V T .

4.32 a) Rezom roviny FGD je štvoruholnı́k. Priamkou V E môžme preložit’rovinu ε,

(napr. ε =
←−−→
KLV ). Priesečnicou priamky V E a rovinyFGD jeX , kdeX =

←→
V E∩p,

kde p =
←−−→
KLV ∩

←−−→
FGD.

b) Rezom roviny AIG je pät’uholnı́k.
←→
V H ∩

←−→
AIG = {X}. ({X} =

←→
V H ∩ p, kde

p =
←−→
AIG ∩ ε, kde ε je rovina preložená priamkou V H , (napr. ε =

←−−→
DBV )).

c) Rezom roviny NOP je pät’uholnı́k.
←→
CJ ∩

←−−→
NOP = {Y } ({Y }

←→
CJ ∩ (

←−−→
NOP ∩ ε),

kde ε je rovina preložená priamkou CJ , (napr. ε =
←−→
ACV )).

d) Rezom roviny KST je pät’uholnı́k. Priamkou BV možno preložit’rovinu BCV .

Priesečnı́k priamkyBV a rovinyKST je bodX , kde {X} =
←→
BV ∩(

←−−→
BCV ∩

←−→
KST ).

e) Rezom
←−→
FJU je štvoruholnı́k FU1J , kde IJ je čast’rezu v stene ADV . Priamku

V I možno preložit’rovinou BCV ,
←→
FJ ‖

←→
BV a

←→
U1 ‖

←→
CV . Prienikom priamky V I

s rovinou FJU je ideálny bod.

4.33 Rezom rovinyBDR je trojuholnı́kDBR. Prienikom priamkyAV a rovinyBDR

je bod X , kde {X} =
←→
AV ∩ (

←−−→
BDR ∩ ε), kde ε je rovina preložená priamkou AV ,

(napr. ε =
←−→
ACV ).

V prı́klade 4.34 určı́me rez roviny využitı́m prieniku priamky s podstavou telesa,

(vid’. čast’2.5)
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4.34 Treba si uvedomit’, akú vzájomnú polohu majú priamkaPU a rovinaQTV , potom
←→
PU ∩

←−→
QTV =

←→
UP

V prı́klade 4.35 na zostrojenie rezu danou rovinou využijeme vetu o afinite (AFIN),

(vid’. čast’2.6)

4.35 Pri konštrukcii rezu rovinou KLM je potrebné využit’ afinitu A(o;K,E), kde

o =
←−→
I.II , {I} =

←−→
KM ∩

←→
ED, {II} =

←→
ML ∩

←→
DB. Priesečnı́kom priamky PQ s

rovinou, KLM je bod X , kde {X} =
←→
PQ ∩ p, kde p je priesečnica rovı́n KLM a

ε, kde ε je rovina preložená PQ (napr. ε =
←−→
PQC).

5 PRIENIK PRIAMKY A TELESA

5.1 Riešený prı́klad.

5.2 a) Priamkou AC ′ môžeme preložit’ rovinu ACC ′, ktorej rezom je rovnobežnı́k

ACC ′A′. Prienikom priamky AC ′ s telesom je úsečka AC ′.

b) Treba si uvedomit’, že priamka AB′ patrı́ rovine prednej steny hranola ABB′A′.

Preto prienikom priamky AB′ a telesa je úsečka AB′.

c) Priamkou AY môžeme preložit’ rovinu AY A′. Rezom telesa touto rovinou je

rovnobežnı́k a prienikom priamky AY a telesa je úsečka AY .

5.3 a) PriamkouXY môžeme preložit’rovinu ε, ktorá je rovnobežná s bočnými hranami

telesa a prechádza bodmi Y a X .
←→
XY ∩ T = ZY , kde bod Z ležı́ v stene FAA′F ′

a je prienikom časti rezu roviny α v stene FAA′F ′ a priamky XY .

b) Priamkou XD′ môžme preložit’rovinu XDD′. Rezom telesa rovinou XDD′ je

obdĺžnik.
←−→
XD′ ∩ T = QD′, kde Q je prienikom časti rezu roviny XDD′ v stene

FAA′F ′ s priamkou XD′.

5.4 Výhodnou pomocnou rovinou preloženou priamkou KL je rovina HBL. Prieni-

kom priamkyKL a telesa bude úsečka, ktorej koncové body ležia v stenáchBCGH

a ADHE.

5.5 a) Priamkou PQ môžme preložit’ rovinu ABG. Rezom telesa rovinou ABG je

obdĺžnik ABGH . Prienik priamky PQ a telesa je úsečka XY , kde {X} =
←→
AH ∩
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←→
PQ, {Y } =

←→
BG ∩

←→
PQ.

b) Pomocnou rovinou preloženou priamkou PQ môže byt’rovina DBF . Rezom je

rovnobežnı́k DBFH . Prienikom priamky PQ a telesa je úsečka PS, kde {S} =
←→
FB ∩

←→
PQ.

5.6 PriamkuMN vhodne preložı́me vrcholovou rovinouMNV . Rezom je trojuholnı́k

12V , kde 1V je čast’ou rezu v stene ADV a 2V je čast’ou rezu v stene BCV .
←−→
MN ∩ T = XY , kde {X} =

←→
1V ∩

←−→
MN , {Y } =

←→
2V ∩

←−→
MN .

5.7 Uvedomte si, že pomocnou rovinou môže byt’vrcholová rovina KLD. Prienikom

priamky PQ s telesom je úsečka XY , kde {X} =
←→
KD ∩

←→
PQ, {Y } =

←→
LD ∩

←→
PQ.

5.8 Priamkou PQ možno preložit’ rovinu ABG, ktorej rezom je obdĺžnik ABGH .

Prienikom priamky PQ a kvádra je úsečka XY , kde {X} =
←→
AH ∩

←→
PQ, {Y } =

←→
BG ∩

←→
PQ.

5.9 PriamkouPQ preložme rovinuPQA, ktorej rezom je rovnobežnı́k.
←→
PQ∩T = XY ,

kde bod X ležı́ v stene A′B′C ′D′ a bod Y ležı́ v stene BCC ′B′ (bod X vznikne

prienikom časti rezu roviny PQA v stene A′B′C ′D′ a bod Y vznikne prienikom

časti rezu roviny PQA v stene BCC ′B′).

5.10 PriamkouMN možno preložit’rovinuBMN , ktorej rezom je štvoruholnı́k. Treba

si uvedomit’, že prienikom priamky MN a T je bod N .

5.11 PriamkouKLmožno preložit’rovinu, ktorá je rovnobežná s bočnou hranou telesa

a prechádza bodmiK,L. Rezom tejto roviny je obdĺžnik. Prienikom priamkyKL a

telesa je úsečka XL, kde {X} =
←→
12 ∩

←→
KL, kde 12 je čast’ou rezu pomocnej roviny

v stene EAA′E ′.

5.12 Priamkou UV možno preložit’naprı́klad rovinu A′UV , ktorej rezom trojuholnı́k

A′BC ′. Prienikom priamky UV a hranola je úsečka XY , kde {X} =
←→
UV ∩

←−→
C ′B a

{Y } =
←→
UV ∩

←→
A′B.

5.13 Priamkou PQ preložme naprı́klad rovinu A′PQ, ktorej rezom je štvoruholnı́k

A′D′21.
←→
PQ ∩ T = XY , kde {X} =

←→
A′1 ∩

←→
PQ, {Y } =

←→
Y ′2 ∩

←→
PQ.

5.14 a) Priamkou PQ možno preložit’rovinu V EP , ktorej rezom je trojuholnı́k 12V ,

kde 1V je čast’ou rezu v stene CDV a 2V je čast’ou rezu v stene AFV . Prienikom

priamky a telesa je úsečka XY , kde {X} =
←→
PQ ∩

←→
1V a {Y } =

←→
PQ ∩

←→
2V ,

b) Priamkou PQ možno preložit’ rovinu PQR, ktorej rezom je trojuholnı́k 12V ,
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kde 1V je čast’ou rezu v stene ABV a 2V je čast’ou rezu v stene DEV . Prienikom

priamky a telesa je úsečka XY , kde {X} =
←→
PQ ∩←→12 a {Y } =

←→
PQ ∩

←→
2V ,

c) Priamkou PQ možno preložit’ rovinu PQV , ktorej rezom je trojuholnı́k 12V ,

kde 1V je čast’ou rezu v stene EDV a 2V je čast’ou rezu v stene ABV . Prienikom

priamky a telesa je úsečka XY , kde {X} =
←→
PQ ∩

←→
2V a {Y } =

←→
PQ ∩

←→
1V .

5.15 Priamkou MN možno preložit’vrcholovú rovinu MNV , ktorej rezom je troju-

holnı́k V E1, kde 1V je čast’ou rezu v stene ABV . Priesečnı́k priamky MN a telesa

je úsečka XY , kde {X} =
←→
E1 ∩

←−→
MN a {Y } =

←→
V 1 ∩

←−→
MN .

5.16 a) Za pomocnú rovinu si zvol’te vrcholovú rovinu MNV , ktorej rezom je tro-

juholnı́k. Prienikom priamky MN s ihlanom je usečka, ktorej určujúce body sa

zrejme nachádzajú v stenách BCV a ADV .

b) Za pomocnú rovinu si zvol’te vrcholovú rovinu MPV . Prienik priamky MP s

telesom je úsečka XY , kde určujúce body X, Y ležia v stenách DCV a ADV .

5.17 Priamku MN možno preložit’vrcholovou rovinou MND, rezom ktorej je troju-

holnı́k. Prienik priamky MN s ihlanom je úsečka XN , kde {X} =
←→
1D ∩

←−→
MN , ak

1D je čast’ou rezu telesa pomocnou rovinou v stene ACD.

5.18 Treba si uvedomit’, že za pomocnú rovinu si zvolı́me vrcholovú rovinu, ktorá

bude rovnobežná s
←−−→
ADV a

←−−→
BCV . Rezom tejto roviny bude trojuholnı́k 12V , kde

1V je čast’ou rezu pomocnej roviny v steneABV a 2V je čast’ou rezu v steneDCV .

Prienikom priamky p a telesa je úsečka XY , kde {X} =
←→
V 1 ∩ p, {Y } =

←→
V 2 ∩ p.
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ZÁVER

Ciel’om diplomovej práce bolo vytvorit’zbierku úloh zo stereometrie, ktorá sa zaoberá

rovinnými rezmi hranatých telies, prienikom priamky a roviny, priesečnicou dvoch rovı́n

sa prienikom priamky a telesa.

Každá kapitola (podkapitola) na začiatku obsahuje stručný prehl’ad teoretických

poznatkov, ktoré je potrebné ovládat’pri riešenı́ úloh. Za nimi nasleduje vzorový prı́klad

s podrobným komentárom riešenia vrátane obrázka. Za riešenou úlohou nasleduje súhrn

prı́kladov na samostatné riešenie. Ich výsledky sme zaradili na koniec zbierky, ktorá je

jej dôležitou súčast’ou, pretože sa v nej nachádza ku každej úlohe výsledok alebo stručný

návod, ktorý má študentovi dopomôct’k správnemu vyriešeniu úlohy alebo poslúžit’k prı́-

padnej kontrole správnosti jeho riešenia. Vo výsledkoch jednotlivých úloh sme upozornili

na to, čo je potrebné si pri jednotlivých prı́kladoch uvedomit’, aké poznatky sa pri danej

úlohe využı́vajú a aký je najjednoduchšı́ postup pri riešenı́.

Zadania prı́kladov v zbierke sme vytvárali samostatne, tiež sme čerpali z litera-

túry uvedenej v zozname literatúry, avšak mnohé z nich sme vhodne upravili, pozmenili

a zadelili do nami zvolených kategóriı́.

Dúfame, že naša práca bude úspešnou pomôckou študentom pri štúdiu stereometrie.
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