Kapitola 1

Planimetria

1.1 Polohové a metrické tlohy

1. Kolko priamok je urcenych n réznymi bodmi v rovine, z ktorych ziadne tri nie su
kolinearne?

2. Na kolko (neprekryvajtcich sa)éasti rozdeli n + 1 navzajom roznych bodov leziacich na
priamke tuto priamku?

3. Ktoré z nasleduticich utvarov st konvexné?
a) tsecka bez jedného krajného bodu,
) usecka bez jedného vnitorného bodu,
) trojuholnik,
) trojuholnik bez vrcholu,
) trojuholnik bez jedného vnutorného bodu jednej jeho strany.
kruh,
) vnutro kruhu,
) kruhovy vysek,
i) kruhovy odsek.

4. Urcte pravdivost’ nasledovnych vyrokov:
a) Prienikom dvoch konvexnych tutvarov je konvexny utvar.
b) Zjednotenim dvoch konvexnych ttvarov je konvexny ttvar.

5. Dany je trojuholnik ABC' o stranéch a, b, c. Oznacme d', V', ¢ vzdialenosti 'ubovolného
bodu M roviny trojuholnika od jeho vrcholov A, B, C, v poradi. Dokazte, Ze plati:
1
a+v+d > §(a+b+c)

6. Urcte velkosti vnitornych uhlov trojuholnika ABC', ak s v pomere v : f:y=3:4:5.

7. Osi vnatornych uhlov trojuholnika ABC' sa pretinaja v bode S. Vyjadrite velkost’ uhla
ASB pomocou velkosti vnutorného uhla .

8. Vrcholmi A, B, C trojuholnika ABC' ved'te priamky p,, py, p. rovnobezné s priamkami
%, fﬁ, AB, v poradi. Oznacte {A'} = ppyNpe, {B'} = paNpe, {C'} = paNpp. Dokaite,
7e trojuholniky A’B'C" a ABC' st podobné.
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. Dokazte, ze v trojuholniku ABC' plati

1
§(a+b+c)<ta+tb+tc<a+b+c.

(VyuZite predchddzagicu tilohu.)
Zvisla hrana budovy vrha tieti dlhy 18 m. Uréte vysku budovy, ak v rovnakom okamziku

vrhé zvisla metrova ty¢ 145 cm dlhy tien.

Dané je kruznica k(S,7) a jej nese¢nica p. Zostrojte doty¢nice kruznice k a) rovnobezné
s priamkou p, b) kolmé na priamku p.

Dokézte spravnost’ nasledujuceho postupu konstrukcie dotyé¢nic ¢y, to kruznice k(S,r)
bodom M, M € extk:

1. P i=1,2{P}=1NU, kde I(S,2r), I'(M, MS)
2. T, i=1,2{T,} = SPNk

3.t = MT, i =1,2

Dokazte, ze os stredového uhla a osi vSetkych obvodovych uhlov prisliichajtcich k tomu
istému kruznicovému obliku AB kruznice k(S, ) sa pretinaju v jednom bode, ktory je
stred obluka AB.

Urcte polomery 7y, ro sustrednych kruznic ky, ko, ak 7 : 79 = 3 : 2 a Sirka medzikruzia
r —To = d
Kruznice kq(S1,71), k2(S2,72), S1 # Sa, 11 > 1o maju vonkajsi dotyk v bode T Ich

spolo¢né vonkajsie dotyc¢nice ozna¢me t1, t5 s dotykovymi bodmi T4, Ty, T7, T3, v poradi.
a) Uréte vzdialenost’ |T1T5|, b) vzdialenost’ |T', ¢4].

Odvod’te
a) vzorec pre stucet velkosti vSetkych vnatornych uhlov n-uholnika,
b) vzorec pre sucet vel’kosti vSetkych vonkajsich uhlov konvexného n-uholnika.

Odvod’te vzorec pre pocet vSetkych uhloprie¢ok n-uholnika.

Urcte
a) ktory n-uholnik ma prave tol'ko uhlopriecok ako stran,
b) ktory n-uholnik mé dvakrat viac uhlopriecok ako stran.

Dokézte, ze
a)v tetivovom $tvoruholniku je siucet vel’kosti dvoch protil'ahlych vntatornych uhlov 180°,
b) v doty¢nicovom Stvoruholniku sa su¢ty dlzok protil'ahlych stran rovnaju.

1.2 Mnozina bodov danej vlastnosti v rovine

Urc¢te mnozinu vSetkych bodov danej vlastnosti (v rovine)
a) ktoré su rovnako vzdialené od dvoch danych roéznych bodov A, B,
b) ktoré maju od danej priamky p dant vzdialenost’ d (d > 0),
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¢) ktoré maju od dvoch danych réznych rovnobeziek a, b rovnaku vzdialenost’,
d) ktoré maju od dvoch danych réznobeziek a, b rovnaki vzdialenost’.

Uréte mnozinu vsetkych stredov kruznic (v rovine)

a) ktoré prechadzaju danymi dvoma réznymi bodmi A, B,

b) ktoré sa dotykaju danych dvoch réznych rovnobeziek a, b,

¢) ktoré sa dotykaju danych dvoch réznobeziek a, b,

d) ktoré maju dany polomer r a dotykaji sa danej priamky m,

e) ktoré maju dany polomer u a prechadzaji danym bodom @),

f) ktoré sa dotykaju danej priamky p v jej danom bode T,

g) ktoré sa dotykaju danej kruznice k(S,r) v jej danom bode T,

h) ktoré maju dany polomer u a dotykaju sa danej kruznice k(S,v), v > w.

Uréte mnozinu stredov tetiv danej kruznice k(.S, ), ktoré maju spolo¢ny prave jeden
krajny bod A.

Dana je priamka p a bod M, ktory na nej nelezi. Uréte mnozinu vSetkych stredov tseciek
MX, kde X € p.

Dané st dva rozne body A, B. Uréte mnozinu vSetkych dotykovych bodov doty¢nic
vedenych bodom A ku kruzniciam so stredom B a polomerom r, pricom r < |AB].

1.3 Geometrické zobrazenia v rovine

Zhodné zobrazenia

Uréte samodruzné priamky a) osovej simernosti, b) stredovej simernosti, ¢) posunutia,
d) otocenia.

Uréte inverzné zobrazenie k a) osovej simernosti danej osou o, b) stredovej simernosti
danej stredom S.

Uréte zobrazenie, ktoré je zloZené z dvoch osovych stmernosti, ktory osi su a) rovno-
bezné, b) roznobezné nie kolmé, c¢) kolmé.

Ako sa nazyva zhodné zobrazenie, ktoré vznikne zloZenim osovej stmernosti s osou o a
posunutia, ktorého vektor posunutia je rovnobezny s osou o?

Dana je priamka p a dva rozne body A, B leZiace a) v opaény polrovinach, b) v tej
istej polrovine s hrani¢nou priamkou p. Dokazte, ze v obidvoch pripadoch existuje prave
jeden bod X € p, pre ktory je sucet jeho vzdialenosti od bodov A, B minimélny.

Dokéazte: Ak v trojuholniku ABC plati |AB| > |AC| a S, je stred strany BC, tak
plati |[<CAS,| > |[<BAS,|. (Pomdcka: UvaZujte obraz bodu A v stredovej simernosti so
stredom S,.)

Dany je ostry uhol XVY a jeho vnitorny bod C. Uréte na ramenach W, W body
A, B tak aby trojuholnik ABC mal minimélny obvod.
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Dané je priamka p a dva rozne body A, B leziace vnutri tej istej polroviny s hrani¢nou
priamkou p. Zostrojte trojuholnik ABC' tak, aby jeho vrchol C' € p a jeho obvod bol
minimalny.

Na biliardovom stole st dve gul’e so stredmi v bodoch A, B (A # B). Urcte, ktorym
smerom sa ma pohybovat’ gul'a umiestnena v bode A, aby po odraze od mantinelu stola
narazila do gule umiestnenej v bode B.

Dana je tisecka M N a priamka p pretinajica tisecku M N v bode P. Uréte na priamke
p bod V tak, aby priamka bola osou uhla MV N.

Zostrojte trojuholnik ABC' ak st dané: a + b, ¢, v,.
Zostrojte trojuholnik ABC' ak st dané: a — b(> 0), 3, 7.
Zostrojte trojuholnik ABC' ak st dané: a + b, ¢, f — a.

Zostrojte trojuholnik ABC' ak st dané:
a)a+b, ¢, 7,

b)a — b(> 0), ¢, a,

cla+b+c, a, b,

Zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC' ak st dané: bod L leziaci na jednej z jeho
stran a trojuholniku vpisana kruznica k, (S, ).

Zostrojte stvorec ABC'D, ak st dané a) a+u, b) u — a(> 0), kde a je velkost’ strany a
u vel’kost’ uhlopriecky stvorca.

Zostrojte obdlznik ABCD, ak st dané a) a —b(> 0), u, b) a, b+u, kde a, b st velkosti
stran a u je velkost’ uhlopriecky obdlznika.

Zostrojte lichobeznik ABCD, ak st dané: |CD| = ¢ (dlzka kratsej zakladne), | BC| = b,
|AD| = d (dlzky oboch ramien) a |[<DAB| — |[<ABC| = a — 3(> 0).

Zostrojte konvexny gtvoruholnik (réznobeznik), ak st dané dlzky vsetkych jedho stran
a, b, ¢, d (¢ < d) a uhlopriecka BD lezi na osi vnutorného uhla ADC'

V rovine st dané: kruznica k(S,r), priamka p vo vzdialenosti v (v > 0) od stredu S a

bod M zvnitra polroviny ]ﬁ vo vzdialenosti u (u > 0) od priamky p. Zostrojte tsecku
AB so stredom v bode M tak, 7e A € k a B € p.

Dané st kruznica k(S,r) a bod P, P € extk. Zostrojte priamku p, ktora prechadza
bodom P a pretina kruznicu k v bodoch A, B tak, ze bod A je stredom tsecky BP.

Bodom M leziaceho vnitri konvexného uhla AV B ved'te priamku p pretinajicu jeho
ramena v bodoch P, ) tak, aby bod M bol stredom tsecky PQ.

Spolo¢nym bodom dvoch kruznic ki (S, 71), ka(S2, 72) ved'te priamku p tak, aby na nej
kruznice ki, ko vytali zhodné tetivy AP, AQ (P € k1, Q € k).

Dané su roznobezky p, ¢ a bod S, ktory nelezi na ziadnej z nich. Zostrojte Stvorec
ABCD so stredom S tak, aby vrchol A lezal na priamke p a vrchol C' na priamke q.
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Dané st nekolinearne body P, ), S. Zostrojte stvorec ABC'D so tredom S tak, aby
P e zﬁ aQ@ e Cﬁ

Dané st kruznica k(.S, r) abod P, P # S. Ved'te bodom P priamku p, ktoré vytina na
kruznici k tetivu danej dlzky ¢, kde ¢ < 2r.

Dané su dve rozne rovnobezky p, ¢ a bod A, ktory nelezi na Ziadnej z nich. Zostrojte
rovnostranny trojuholnik ABC' tak, aby B € pa C € q.

Dané su sustredné kruznice ki (.S, r1), ko(S, r2), r1 > 19 a bod A € ky. Zostrojte rovno-
stranny trojuholnik ABC, pricom B € k; a C € ks.

Zostrojte rovnobeznik ABCD so stredom S, ak st dané dlzky jeho stran a = |AB],
b = |BC| a velkost’ uhla uhlopriecok ¢ = |<ASB| (0° < ¢ < 180°).

Zostrojte lichobeznik ABCD (ABJ||CD, |AB| > |CD]), ak st dané
a) di:ky vetkych jeho Styroch stran a, b, ¢, d,
b) dlzky oboch jeho zakladni a, ¢ a uhlopriecok uy, us.

Dané st rozne rovnobezky p, ¢ a priamka m s nimi réznobezna. Zostrojte rovnostranny

trojuholnik o strane velkosti a, pricom na kazdej z danych troch priamok lezi préave
jeden vrchol trojuholnika.

Dané st dve neststredné kruznice kq (S, 71), ka(S9, 72) a priamka p. Zostrojte priamku
q, ktora je rovnobezna s priamkou p a na kruzniciach kq, ko vytina zhodné tetivy.

Urcte miesto na priamej rieke Sirky d, kde by sa mal kolmo ku brehom rieky postavit’
most tak, aby bola ¢o najkratsia cesta medzi obcami M, N, ktoré lezia na roznych
stranach rieky mimo brehov rieky.

Rovnolahlost’ a podobnost’

Zostrojte trojuholnik ABC', ak st dané:

a) a =45° 5 =60° t.= 3cm,

b)a:b:c=4:5:6,t. = 7cm.

Do daného ostrouhlého trojuholnika ABC' vpiste stvorec K LM N tak, aby vecholy K,
L lezali na strane AB, vrchol M na strane BC' a vrchol N na strane AC.

Dané je kruznica k(S,r), jej nese¢nica ¢, na ktorej je dany bod A. Zostrojte kruznicu
dotykajucu sa kruznice k a priamky ¢ v bode A.

Dané st dve nestistredné kruznice ki (S1,71), ka(S2,72), pricom jedna lezi vo vonkajsej
oblasti tej druhej. Dalej je dany bod A € k;. Zostrojte kruznicu dotykajicu sa kruznice
k1 v bode A a aj kruznice ks.

Dané su roznobezky p, ¢ a bod M neleziaci na ziadnej z nich. Zostrojte kruznicu doty-
kajicu sa obidvoch roznobeziek a prechadzajucu bodom M.

o
Dany je ostry uhol MV N a jeho vnutorny bod A. Uﬂe na ramene VM bod B, ktory
mé od bodu A rovnaki vzdialenost’ ako od ramena V' N.
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Dany je konvexny uhol MV'N a jeho vnitorny bod A. Ved'te bodom A priamku p tak,
aby vytinala na ramenéch uhla MV N tuseky, ktorych dlzky st v pomere 2 : 3.

1.4 Obvody a obsahy geometrickych ttvarov

Vyjadrite obvod a obsah a) rovnoramenného trojuholnika so zakladiiou o velkosti a a
ramena o velkosti b, b) rovnostranného trojuholnika so stranou velkosti a.

Nad stranami rovnoramenného pravouhlého trojuholnika s preponou dizky ¢ st zostro-
jené stvorce (neprekryvajice s trojuholnikom). Vyjadrite obsah trojuholnika 575553,
ktorého vrcholy su stredy tychto stvorcov.

V pravouhlom trojuholn/ii ku ABC st dané dlzky jeho odvesien a = 10,2 cm, b = 28 cm.
Vypocitajte jeho obvod, obsah, polomer opisanej a polomer vpisanej kruznice.

Uréte dlzky stran a, b, ¢ trojuholnika ABC, ak je dané:
a) obsah S =210cm?, a:b:c=4:5:6,b) obvod O = 148cm, v, : vy : v. = 6: 5 : 4.

Urcéte pomer obsahov dvoch ¢asti trojuholnika, na ktoré ho rozdeli priamka prechadza-
juca t’aziskom trojuholnika rovnobezne s niektorou stranou trojuholnika.

Trojuholnik ABC' je rodeleny priamkou p rovnobeznou so stranou AB na trojuhol-
nik a lichobeznik, ktorych obsahy sa rovnaja. V akom pomere deli priamka p strany
trojuholnika ABC.

V obdlzniku ABCQ je dana dizka uhlopriecky u = 35cm a pomer dlzok stran a : b =
4 : 3. Vypocitajte dlzky stran a, b, obvod O a obsah S obdlznika.

Vypoéitajte obvod a obsah kosostvorca, ak st dané dlzky jeho uhlopriecok uy, us.

Dokézte:
V kazdom lichobezniku ABC'D s uhloprieckami AC, BD, ktoré sa pretinaji v bode X
plati, Ze obshy trojuholnikov AX D a BCX sa rovnaju.

Vrcholom A konvexného Stvoruholnika (réznobeznika) ABCD ved'te priamku p, ktora
ho rozdeli na dva dtvary s rovnajicimi sa obsahmi.

K danému konvexnému $tvoruholniku (réznobezniku) ABC'D zostrojte Stvorec, ktorého
obsah sa rovna obsahu daného Stvoruholnika.



