Otázky na štátne skúšky z matematiky

Odbor: Matematika

Stupeň: bakalársky

Matematická analýza

1. Základné vlastnosti reálnej osi. Suprémum a infimum. Veta o pokrytí, veta o existencii hromadného bodu, princíp do seba zapadajúcich intervalov.  

2. Reálne funkcie – ohraničenosť, monotónnosť, konvexnosť, zložené funkcie, inverzné funkcie. Elementárne funkcie, ich zavedenie a ich vlastnosti (aj limity v dôležitých bodoch a spojitosť). Grafy elementárnych funkcií.

3. Limita postupnosti vlastná a nevlastná. Jednoznačnosť limity. Vety o limitách – najmä algebra limít, veta o limite troch postupností (o dvoch policajtoch),  niektoré dôležité limity, problémy s výpočtom limít typu „0/0“ a niektorých ďalších typov,  „limitovanie“ nerovností. 

4. Limita funkcie vlastná a nevlastná, limity v nevlastných bodoch. Jednoznačnosť limity. Ekvivalencia medzi definíciou limity a tzv. Heineho definíciou limity.  Spojitosť funkcie v bode. Ekvivalencia medzi definíciou spojitosti v bode a tzv. Heineho definíciou spojitosti v bode. 

5. Vety o limitách funkcií – najmä algebra limít, veta o limite troch funkcií, veta o limite zloženej funkcie. Výpočet limít pomocou L´Hospitalovho pravidla. 

6. Monotónne postupnosti. Pojem vybranej postupnosti (podpostupnosti). Existencia monotónnych podpostupností číselných postupností. Limity monotónnych postupností. Číslo e ako limita postupnosti. Limity monotónnych funkcií. 

7. Spojitosť funkcie v bode a na intervale. Vety o spojitých funkciách – najmä algebra spojitých funkcií,  kompozícia spojitých funkcií, Darbouxova vlastnosť spojitých funkcií, spojitosť funkcie a inverznej funkcie. 

8. Porovnanie spojitosti a rovnomernej spojitosti. Vlastnosti spojitých funkcií na uzavretých intervaloch. 

9. Derivácia funkcie, jej geometrický a fyzikálny význam. Rýchlosť zmeny veličiny závisiacej od druhej veličiny. Príklad dvoch navzájom súvisiacich veličín, ktoré sú  funkciami času – poznáme rýchlosť, s akou sa v danom okamihu mení jedna veličina, počítame rýchlosť, s akou sa v tom okamihu mení druhá veličina. Súvis medzi existenciou derivácie a spojitosťou. 

10. Vety umožňujúce výpočet derivácií (algebra derivácií, derivácia inverznej funkcie a derivácia zloženej funkcie, technika tzv. logaritmického derivovania). Derivácie základných elementárnych funkcií. 

11.  Základné vety diferenciálneho počtu – význam znamienka derivácie v bode, súvis medzi deriváciou v bode a lokálnym extrémom v bode, Rolleova veta a  Lagrangeova veta o prírastku funkcie. Príklady použitia Lagrangeovej vety (napr. dôsledok nulovosti derivácie a odvodenie nerovnosti medzi |sin x|  a  |x|). 

12. Využitie diferenciálneho počtu  pri vyšetrovaní priebehu funkcie (význam prvej a druhej derivácie) a pri hľadaní lokálnych a globálnych extrémov funkcií. 

13. Taylorova veta. Maclaurinove vzorce dôležitých funkcií a ich využitie (napr. približný výpočet hodnôt funkcií). Taylorov rad. Metódy rozvoja funkcií do mocninných radov. Číslo e ako súčet nekonečného číselného radu.

14. Antiderivácia (primitívna funkcia) a neurčitý integrál. Základné vlastnosti neurčitého integrálu. Metódy integrovania a technika výpočtu neurčitých integrálov. 

15. Určitý integrál – definícia a jeho vlastnosti. Kritériá integrovateľnosti. Dôležité triedy integrovateľných funkcií. 

16. Leibnizov-Newtonov vzorec, technika výpočtu integrálov. Aplikácie určitého integrálu. 

17. Číselné rady, konvergencia a absolútna konvergencia. Kritériá konvergencie. Prerovnávanie radov. Integrálne kritérium. 

18. Funkcie viac premenných, ich limity a spojitosť. Parciálne a smerové derivácie. Parciálne derivácie zložených funkcií (reťazové pravidlo).  

19. Diferencovateľnosť, jej súvis so spojitosťou a parciálnymi deriváciami.  Gradient a jeho význam.

20. Implicitne zadané funkcie.  Extrémy funkcií viac premenných. 

21. Množné integrály, Fubiniho veta, veta o substitúcii. 

22. Funkcionálne postupnosti a rady, bodová a rovnomerná konvergencia. Prednosti rovnomernej konvergencie oproti bodovej.  Weierstrassova veta o aproximácii.  

23. Mocninné rady a ich vlastnosti -- obor konvergencie, otázka spojitosti súčtovej funkcie, možnosť derivovania a integrovania člen po člene.  

Algebra 

1. Binárna relácia, inverzná a zložená relácia. Vlastnosti binárnej relácie. Relácia ekvivalencie a jej súvislosť s rozkladom množiny.

2. Zobrazenie, definičný obor a obor hodnôt, injektívne a surjektívne zobrazenie, inverzné zobrazenie. 

3. Binárne operácie a ich vlastnosti. Grupoidy. 

4. Pole komplexných čísel, konštrukcia. Algebraický a goniometrický tvar komplexného
čísla, Moivreova veta. 

5. Vektorový priestor, definícia a príklady. Podpriestor, podpriestor generovaný množinou vektorov. 

6. Lineárna závislosť a nezávislosť vektorov. Steinitzova veta a jej dôsledky. Báza a dimenzia.

7. Matice, okruh matíc, vektorový priestor matíc, vlastnosti. Elementárne riadkové operácie, redukovaný trojuholníkový tvar matice. Hodnosť matice.

8. Determinant matice, jeho výpočet. Laplaceov rozvoj determinantu. Vlastnosti determinantov. Použitie determinantov.

9. Homogénna sústava lineárnych rovníc, podpriestor riešení a jeho dimenzia. Nájdenie homogénnej sústavy, ktorej riešením je daný podpriestor.

10. Nehomogénne sústavy lineárnych rovníc, ekvivalentné úpravy. Frobeniova veta, Cramerovo pravidlo. 

11. Lineárne zobrazenie, matica lineárneho zobrazenia. Súčin matíc a skladanie lineárnych zobrazení. Inverzná matica a inverzné lineárne zobrazenie. Izomorfizmus. 

12. Grupa, podgrupa, podgrupa generovaná množinou. Rád prvku, cyklická grupa. Lagrangeova veta jej dôsledky. 

13. Podgrupa, rozklad grupy podľa podgrupy. Normálna podgrupa, faktorová grupa. Vzťahy medzi normálnymi podgrupami a kongruenciami na grupe.

14. Okruhy, príklady okruhov, podokruhy. Rád prvku v okruhu, charakteristika okruhu. Izomorfizmus okruhov.

15. Obory integrity, telesá a polia, súvislosti a príklady. Obor integrity celých čísel. 

Diskrétna matematika 

1. Pojem grafu, izomorfizmus grafov, reprezentácia grafu pomocou matice susednosti, vzdialenost v grafe, algoritmus na hľadanie najkratsej cesty.

2. Skóre v grafe, Eulerovské grafy.

3.  Stromy a ich rôzne charakterizácie. Problém izomorfizmu stromov. 
4. Vrcholový a hranový stupeň súvislosti grafu. Súvislosť. Charakterizácia 2-súvislých grafov.
5. Hamiltonovské grafy. Postačujúce podmienky na Hamiltonovskosť.
6. Rovinné grafy. Eulerova veta.
7. Farbenia grafov a chromatické číslo grafu. Problém 4 farieb.
8. Párne grafy. Párovanie a transverzály. Königova veta.
9. Počet kostier v grafe. Hľadanie minimálnej kostry.
10. Základné enumeračné princípy v kombinatorike. 
11. Binomické koeficienty. Binomická a multinomická veta. 
12. Dirichletov princíp. Ramseyova veta. 
13. Princíp inklúzie a exklúzie a jeho modifikácie. 
14. Systémy rozličných reprezentantov. Hallova veta. 
15. Kombinatorické konfigurácie. Blokové plány. Konečné roviny a Latinské štvorce. 
16. Rekurentné vzťahy. Vytvárajúce funkcie. Použitie vytvárajúcich funkcií.
Pravdepodobnosť a štatistika

1. Definícia pravdepodobnosti, klasická pravdepodobnosť

2. Definícia náhodnej veličiny, rozdelenie na diskrétne a spojité

3. Podmienená pravdepodobnosť a nezávislosť

4. Bayesov vzorec a veta o úplnej pravdepodobnosti

5. Stredná hodnota a rozptyl náhodnej veličiny

6. Náhodný vektor a kovariancia

7. Normálne rozdelenie pravdepodobnosti a niektoré rozdelenia od neho odvodené

8. Konvergencia podľa pravdepodobnosti  a zákon veľkých čísel

9. Čebyševova nerovnosť

10. Centrálna limitná veta

11. Popisná štatistika – základné pojmy, typy štatistických znakov, triedenie hodnôt štatistických znakov, grafické znázornenie.

12. Popisná štatistika – miery polohy, miery variability, miery šikmosti a špicatosti.

13. Výber – princíp výberu bez vracania z konečnej populácie, princíp náhodného výberu, výberový priemer a rozptyl, vlastnosti výberového priemeru pri náhodnom výbere z normálneho rozdelenia.

14. Základy štatistickej indukcie – bodové odhady a ich vlastnosti, odhad parametrov metódou maximálnej vierohodnosti.

15. Základy štatistickej indukcie – intervalové odhady (intervaly spoľahlivosti pre parametre normálneho rozdelenia).

16. Testovanie hypotéz – štatistické hypotézy, chyby 1. a 2. druhu, postup testovania, Neymanova-Pearsonova lema.

17. Testovanie hypotéz – testy významnosti (testy hypotéz o strednej hodnote a o rozptyle normálneho rozdelenia).

18. Lineárny model s dôrazom na metódu najmenších štvorcov – predpoklady lin. modelu, odhad vektora parametrov, vlastnosti odhadu (b) , vlastnosti reziduálneho rozptylu (s2).

19. Špeciálne prípady lineárneho modelu – jeden výber, dva výbery, viac výberov, regresná priamka.

20. Testy dobrej zhody – definovanie multinomického rozdelenia, aproximácia multinomického rozdelenia spojitým rozdelením, chí-kvadrát test dobrej zhody, chí-kvadrát test nezávislosti nominálnych premenných.
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