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Uvod

Cielom predlozeného textu je stru¢ne a zrozumitelne vysvetlit teériu
dvojného integralu,ukizat metody jeho vypoctu a naznacit aplikacie. Na via-
cerych miestach sa mozeme opriet o analégiu s jednorozmernym pripadom
(napr. spojitost, charakterizacia integralu pomocou hornych a dolnych saé-
tov, ¢ veta o strednej hodnote integralneho po¢tu). Ale zatial, ¢o vetu o
transformécii integralu mozno prezentovat v jednorozmernom pripade ako
jednoduchy désledok vety o derivacii zlozenej funkcie, v dvojrozmernom pri-
pade tomu tak nie je.

Rozhodli sme sa preto nahradit dokaz odévodnenim. V nasom do velkej
miery zepsilonizovanom spolocenstve je to mozno ¢in nie celkom zvycajny.
Prinajmenej nie je bezné takymto spésobom publikovat skripta, ¢i ucebnice.
Ale prave preto sme sa rozhodli vystiupit pred SirSiu odbornt verejnost s
takymto spdsobom argumentacie, ktory je azda vo vychove neobvykly, ale
prave v nej efektivny.

O uvedenom sposobe mozno diskutovat. Co je vSak nepochybné, je po-
treba moznosti dostat sa k textom v elektronickej forme cez internet. Isteze,
viaceri takto spristupnujeme uc¢ebné texty svojim studentom. Tento text mé
vsak ambicie byt jednym z precendentov, ktory by viedol k tomu, aby bolo
spristupnené vsetko vSetkym.

Text recenzovali prof. RNDr. Jozef Dobog, CSc. a doc. RNDr. Peter Vra-
bel, CSc. Nech mi je dovolené poznamenat, Ze na Slovensku nepoznam lepsich
recenzentov matematickych textov. S tym stvisi aj ich pretazenost. O to viac
si cenim skutocCnost, ze sa mojho textu ujali a prispeli k jeho zlepsSeniu. Da-
kujem tiez Mgr. Renke Hanesovej, ktora nakreslila obrazky.



Obsah
T |

[2  Integrovanie cez elementarnu oblast]

[3 Obsah plochy|

[4 Transformacia dvojnych integralov|

[ Aplikacie]
5.1 Obsah rovinnej mnoziny| . . . . . . .. ... ... ... ....

.4  Objem telesal . . . . . . .. ... ...

[6 Nevlastné integraly|

13

21

26
26
28
29
31

33



1 Fubiniho veta

Geometricky by mal integral V(B) = [/ f(z,y)dzdy, kde z = f(z,y) je
A
nezaporna ohranicena funkcia, A C R2,
B={(r,y,2) €R*: (2,y) € A, 0= 2 < f(z,9)}

modelovat objem mnoziny B. Podobni motiviciu sme mali v jednorozmer-

nom pripade, kedy integral

PO = [ 1@t

a b

modeloval obsah mnoziny C' = {(z,y) e R?:a <2< b, 0y < f(x)}. Ako
sme vtedy postupovali? Vzali sme ohrani¢enti funkciu f a urobili sme delenie

D={a=xg<x1 < <Tp1 <z, =b}




a k nemu prislichajici horny, resp. dolny integralny sicet

Z M — Ti— 1
resp.

Emzzle

kde

M; = sup{f(x):x € (z;_1,2;)},
=inf{f(z):x € (r;_1, 7))}

Horny, resp. dolny integrél definujeme vztahom

ey
/ f(z)dx = inf {g(f, D):Dje delenie} ,
resp.

/bf(x) dx = sup{S(f,D) : D je delenie} .

Funkcia f je integrovatelna, ak

£ f(a)dz = ff(x) dx

a tato spolo¢nii hodnotu nazyvame integralom

/a ’ f(z) dx

Ekvivalentne: f je integrovatelna, ak existuje prave jedno ¢islo I tak, ze
S(f,D) <1< 5(f.D)

pre vietky delenia D intervalu (a,b). Cislo I je integralom

I:/abf(x)dx

Analogicky mozeme postupovat v dvojrozmernom pripade. Pre jednoduchost
uvazujme pravouholnik

A = (a,b)y x (c,d).
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Delenim budeme rozumiet mnozinu
D={A;:i=1,...,n,j=1,...,m},
kde

Aij = (wim1, 2i) X (Yj-1,95),
a=x9g< T < < Tp_1<x,=0>0,

c=Y <Y1 < < Yno1 < Ym =d.

Yj

Yj—1

a Ti—1 xX; b

Integralne stacty sa definuju analogicky:

S(f,D) = ZZMZJ(% —xi1) (Y5 — Yj-1),

%

§(f7 D) = Z Zmij(fl’i - xifl)(yj - yfl);

kde

Mij = Sllp{f(ﬂ?,y) : ($7y) € Aij}7
mg;; = 1nf{f(x,y) : (may) S Az]}
1.1. Definicia. Ohranicena funkcia f je integrovatelna na mnozine

A = (a,b) x (c,d), ak existuje prave jedno ¢islo I také, ze

S(f,D)=1=5(f.D)

pre vetky delenia D mnoziny A.



1.2. Veta. (Fubininho) Nech f je spojitd na A = (a,b) x {(c,d). Potom

J[ st dody - /ab[/cdﬂx,y)dy} da

1.3. Priklad. // (x—i—y)dxdy:/01[/02(x+y)dy]dx:

(0,1)x(0,2)

1 y2 2 1 1
/ [xy + —] dr = / (2x 4 2)dx = [mQ + 23:} = 3.
0 2 1o 0 0

1.4. Dékaz Fubiniho vety. Oznac¢me

Z/Cdf(x,y)dy

7 aditivnosti integralu vyplyva, Ze

n

[owaz=3" [ st =3 [ [ [ ste] o -
_Z/M[ fxydy}dx<zn:zm:/ [/ dey}dx

i=1 j=1
lebo f(z,y) < M;; pre vietky (z,y) € A;;. Preto

/ 2 e €375 Myl — i)y — vy ) = S0, D).

=1 j=1

7j=1

Podobne sa dokéaze nerovnost S(f, D) < fab g(x) dzx. Pretoze

S(f.D) < 1= / o(x) dz < 5(1.D)

pre vsetky delenia D, je ¢islo fab g(x) dz integralom funkcie f, teda

/ f(sv,y>dxdy=/ dw—/ U fxydy}



K predoslému dokazu pripojme dve poznamky:

1. Nepovedali sme, ¢o je to spojitda funkcia dvoch premennych a nedokazali
sme, 7e kazda funkcia spojita na A = (a,b) x (¢, d) je integrovatelna. Ten
dokaz sa urobi presne tak, ako v jednorozmernom pripade. Kto si premyslel
a precitil dokaz v jednorozmernom pripade, Iahko si ho adaptuje. Pritom
funkcia z = f(z,y) je spojita v bode (z9,vo), ak ¥e > 0 3§ > 0 Vz, y:

V(@ —20)2+ (y — 40)2 < 3 = | f(z,y) — flwo, p0)| < e

2. V dokaze sme pouzili implikaciu: f je spojitda na A = {(a,b) x {(¢,d) =
g je spojit na {a,b). Totiz g(x) — glxo)| = |[/1f(z,9) = f(z0.9)]dy| <
fcd |f(x,y) — f(xo,y)| dy. Opét v analégii s jednorozmernym pripadom, fun-

kcia f spojitd na A = (a,b) x (¢, d), je na A rovnomerne spojita, teda Ve > 0
30 > 0 V(z1,91), (22, 12) € R?

\/(961 —12)? 4+ (Y1 —12)? <6 = [f(z1, 1) — f(22,2)] < d%c'

Ak teda |x — xo| < §, potom (polozme 1 = x, x5 = xg, Y1 = Y2 = Y)

Vit —20)2+ (y —y)? = |z — 20| <6,

teda

Fay) = Floy) < ——.

C

Podla predoslého potom

9la) gl < [ 5 dy ==

C

2 Integrovanie cez elementarnu oblast

Dvojny integral [[ f(x,y) dxdy sme interpretovali ako objem telesa
A

{(z,y.2) eR’: (z,y) € A, 0= 2 < f(z, )},

ak f je nezaporna funkcia na A. Pravda, vypocitat tento dvojny integréal
vieme zatial iba v pripade, ze A = (a,b) x (¢, d).



2.1. Priklad. Vypocitajte objem telesa (napr. Sportova hala v Bratislave
na Pasienkoch) ohrani¢eného plochami

z=2—y*+1,2=0,2=1—9* s =¢y*—1.

//(x2 —y* 4+ 1) dzdy,
A

A:{(x,y)ERQ:—léxéo, —V1i-z<y< 1—x}U

U{(x,y)€R2:O§x§1, Ve rl<y<Vrtl

—{@yer: 1<y P -15as1-p7)

Mal by to byt integral

kde

r=y" -1




z=9y>—1 r=1-y

-1

Mnoziny typu uvedeného v priklade 2.1 nazveme elementédrnymi oblas-
tami.

2.2. Definicia. Elementarna oblast je mnoZina typu

A={(z,y) eR*:a Sz Sb, p(x) Sy < o(x)},

a T b

kde ¢, sa funkcie spojité na intervale (a,b), p(z) < ¥(x), Vo € (a,b).
Poznamenajme, ze podobne sa definuje elementarna oblast s vymenenymi

osami x, y. Praca s nimi je analogicka, ¢o nebudeme explicitne rozvadzat.
Kedze funkcie ¢, 1 st spojité na kompaktnom (=uzavretom a ohranice-

nom) intervale (a,b), dosahuji na nom maximum i minimum. Ak ozna¢ime

m = min{p(z) : x € {(a,b)}, M = max{y(x) : x € {(a,b)},



celd mnozina A je ¢astou intervalu (a,b) x (m, M),
A C {a,b) x (m, M) = B.

a b

Cez interval B uz vieme integrovat. Preto obor funkcie f rozsirime na
B, ale tak, aby sa prislusny objem nezmenil. To dosiahneme tak, Ze mimo
mnoziny A dame nulové hodnoty:

) _J flzyy) akzeA
f(x’y)_{o ak v ¢ A

[ sw.dsts= [ [ ) dza,

kde B = (a,b) x (m, M).

Teraz uz mozeme pocitat

//f(:v,y)dxdyz/ab[[an*(x,y>dy} i =

b w(x) () M
/[/ f*(x,y)dy+/ @ y)dy + f*(x,y)dy}dxz

m e() ¥(z)

B[ o) (z) M
=/ [/ Ody+/ f(a:,y)dy—l—/ Ody} dr =
a L/m o(x) ¥(x)
br ()
=/ U f(fv,y)dy] dx
a LJo(x)
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Dostali sme vzorec:
2.4. Veta. Ak f je spojitd na elementdrnej oblasti

A={(z,y) eR*:a <2 <b, p(z) Sy < P(a)},

//f(w,y) dxdy = /ab {/::) f(z,y) dy} dzx.
A

2.5. RieSenie prikladu 2.1. Vzhladom na symetriu staci pocitat Stvrtinu
objemu:
V:4-//(x2—y2+1)da:dy,
D

kdeD:{(x,y)€R2:0§x§1,0§y§\/1—x},teda

V:4/01U0 1_w<x2—y2+1>dy}da:=

1 y3 1—x
4/ {aﬁy——%—y] dr =
0 3 0

1 1—
:4/ \/1—x(x2— Sx—f—l)dm
0

tak

Substiticia 1 — x = t by nas priviedla k rieSeniu. Ind moznost spociva vo
vymene poradia integrovania:

2

1 1—y
V= /[/ ($2—y2+1)dx}dy:
0 0
17,3 1-y?
0 3 0

— /01(1—y2) (%—y%l) dy =

4 1
=§/(—y6+6y4—9y2+4)dy=
0
AT T 6y ; 196
3[ A T

Podobne ako v prvej kapitole aj tu sa musime vyrovnat s jednym defici-
tom. V definicii 2.3 sme definovali integral z funkcie f pomocou integralu z
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funkcie f*. Patri sa dokazat, ze funkcia f* je integrovatelna. Ako inak, nech
e > 0 je Tubovolné. Ak

D={A;i=1,...,nj=1..,m}
je Tubovolné delenie intervalu B, zvolme
Mi; = max{f*(z,y); (z,y) € Aij, (x,y) € A}
ak A;; NA#0, M;; =0 ak A;; N A= 0. Podobne
mi; = min{f*(z,y); (z,y) € Ay, (z,y) € A}

ak A;; NA#0, my =0ak A; N A=10. KedZze f je rovnomerne spojita na
mnozine A | existuje také § > 0 , Ze

Vie—u) +(y—v)? <= fz,y) - fluv) [<e.

Zvolme také delenie D, aby

\/(xZ —2; )2+ (yi—yi1)?2<0i=1,...,n,7=1,...m.
Potom
S(f*,D) = S(f*, D) = S S5 (Mi; — mag) (s — xio1)(y; — y5-1) <
< e X (v — w1 )(yy — yi-1) < e(b—a)(d - o),

teda f* je integrovatelna, teda existuje prave jedno také ¢islo I, Ze pre vSetky
delenia D intervalu B plati

S(f*,D) <I<S(fx,D).
Ale to ¢islo 1 je

kde

Totiz

b T; T; Yj
[o@ar=x [ gwar<z [ [T sy <
a Ti—1 Ti—1 Yj—1

< 85 Mij (i — 2i-1) (y; — yj—1) = S(f*,D).

Pritom sme pouzili skuto¢nost, ze pri danom x funkcia y = h(y) = f*(z,y)
je integrovatelna. Prva nerovnost sa dokaze podobne.
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3  Obsah plochy

Ide o obsah plochy urenej grafom funkcie z = f(x,y), (z,y) € A, teda
mnoziny
B={(z,y,2) €R’: (z,y) € A, z = f(z,9)}.
Inpirovat sa budeme, pravda, najprv dlzkou krivky. V tom pripade ta krivka
je mnozina
C={(z,y) eR*:a sz b y= f(z)},
kde f je funkcia so spojitou derivaciou v kazdom bode intervalu (a, b).
Urobme delenie D intervalu (a, b),

Dia=xg<1 < < Ty <x,=0.

V kazdom bode P; = (x;_1, f(x;_1)) urobme doty¢nicu. Nech @Q; je priese¢nik
tej dotycnice s priamkou x = x;. Lahko sa vypocita, Ze

Qi = (i, f(xia) + [1(i1) (i — i)

Preto
—

FQ;

Dlzku krivky C' mézeme aproximovat suc¢tom

) PQl| = Z V 1+ f(@io) (@ — i) = S(9, D),

=1

¢o je integralny sacet patriaci k funkcii y = g(z) = 1/1 + f'(z)” a deleniu D.
Aby sme mohli analogicku tivahu realizovat v dvojrozmernom pripade, na
to potrebujeme robit doty¢nice, a teda derivovat v dvoch smeroch, v smere

13



osi z-ovej a v smere osi y-ovej. Uvazujme bod (z, yo) a funkciu f definovani
v nejakom okoli bodu (zg, o), teda v nejakom kruhu so stredom v bode
(20, 90). Rovinou y = yo pretneme plochu z = f(z,y) a dostaneme krivku C'
urcenu rovnicami

= f(x>y)7 Y = Yo-

Odpoveda jej funkcia g dana vztahom
z=g(x) = f(z, ).
Doty¢nica k nej v bode (g, yo) ma smernicu

L — g/(x(]) _ h_>m 9(x) : g(xo) — lim [z, y0) : f(%,yo)'
T—xQ x Zo T—x0 xr i

Toto ¢islo, teda derivaciu funkcie g v bode g, nazyvame parcialnou deri-
vaciou funkcie f v bode (zg, ) a oznac¢ujeme znakom

0
8_J;($0, Yo).

3.1. Definicia. Hovorime, ze funkcia f ma v bode (xg, o) parcialnu deri-
véaciu podla z, ak existuje limita
of f(z,90) — f(0, Y0)

— (o, = lim )
895( 0> %) z—x0 T — X

M4 parcialnu derivaciu podla y, ak existuje limita

?(xo,yo) — lim f(xvy()) - f('r();y())'
Y Y=Y Y—Yo

3.2. Priklad. Vypocitajte parcidlne derivacie funkcie z = 3z%y — 4x%y3
v Iubovolnom bode (z,y) € R%

RieSenie. Mame

0 0
e _ 6y — Sxy?, 7= _ 322 — 122%%
ox oy
Po tomto priklade vratme sa k nasej ulohe — vypocitat obsah plochy

B. Namiesto delenia jednorozmerného intervalu (a, b) budeme uvazovat dele-
nie D dvojrozmerného intervalu (a,b) x (¢, d), ako karteziansky sucin dvoch
delent:

a=29g<x1<-<xp_1<xy=>,

c=1Yy <Y1 <+ < Ypo1 < Yp =d.

14



Vezmime pravouholnik

Ajj = (@ic1, i) X (Yj-1,Yj)

a v bode (x;_1,y;_1) zostrojime dve doty¢nice k patricnym krivkam. Najprv
v smere osi z, teda y = y;_;. Dotykovy bod ma siradnice

P = (xi—layj—la f(xi—hyj—l))-

Podla predoslého, priese¢nik doty¢nice s rovinou z = x; mé suradnice
Y
(y-ova stradnica je konstantna, teda y;_1)

0
Q= (xiu Yi—1, f(@ic1, yj—1) + a—i(ﬂﬁi—h Yj—1)(xi — xz’—l)) .
Preto vektor ]W mé sturadnice
— 0
PQ = («Tz — 1,0, a_i(xi—la yj—1)(xi — x; — 1)) =

_ (1,0, g—f<y>) (i — 1),

Ak nie¢o podobného spravime v smere osi y-ovej, dostaneme vektor

. B
PR = (0, 1, a_i(xi—17yj—1)> (Y5 = yj—1)-

15



e
Zostrojme rovnobeznik uréeny vektormi PQ) a PR . Jeho obsah (teda
obsah Supinky nad intervalom A;; primykajuici sa k ploche z = f(z,y) v bode

(%i—1,y;-1)) bude aproximovat obsah plosky

Bij == {(xaya Z) € Rg : (1',3/) € Aija Z = f(xay)}a

a to tym lepsie, ¢im budid vzdialenosti z; — x;—1, y; — y;—1 mensie, teda,
¢im bude delenie D hustejsie, jemnejsie. Ten obsah sa da vypocitat pomocou
absolutnej hodnoty vektorového stcinu ‘PQ x PR ‘ Ale

i J k
—_— =
PQ xPR =|1 0 % (x; _xifl)<yj —Z/jfl) = (
of
01 5y

teda

af of

Ak tuto proceduru urobime nad kazdym z intervalikov A

Supinovu plochu s obsahom

16
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¢o je integralny sucet patriaci k funkcii

Integral

//g(way) dzdy

je limitou tychto integralnych sactov. Ale aj obsah plochy B je limitou ob-
sahov tychto Supinkovych ploch. Preto ten obsah

P(B) = //g(x,y) ddy = // \/1+ (%(I,y))2+ <g—£(x,y))2dxdy. (3.1)

3.3. Priklad. Vypocitajte obsah ¢asti kuzelovej plochy z = /22 + y? ohra-
ni¢enej valcovou plochou 22 + 3% = 4.

RieSenie. Mame
0z B T 0z B z
ox w/372—|—y2’ay ‘/$2+y2.

Preto podla predoslého vzorca (3.1)

xr2 y2
P(B) = 1 dxd
(B) // +x2+y2+x2+y2 e
A

kde A je kruh so stredom v zaciatku a polomerom r = 2. Preto

P(B) = // V2drdy = V2rr? = 44/2r.

Vzorec (3.1) mozno zovseobecnit, ked namiesto plochy z = f(x,y),
(x,y) € A uvazujeme plochu dant parametricky:

z = ¢(u,v)

Y= ¢(Uav)
z=x(u,v), (u,v) € A
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3.4. Priklad. Zostrojme parametrické rovnice gulovej plochy
YR+ =17

ak za parametre vezmeme uhol 6, ktory zviera polpriamka OM, kde
M = (z,y,2), s kladnym smerom osi z a uhol ¢, ktory zviera polpriamka
OM;, kde M je priemet bodu M do roviny xy, s kladnym smerom osi x.

RieSenie. Sturadnica z bodu M je priemetom toho bodu do osi z, teda
2z =rcosf.

Podobne
|OM,| = rsin.
Preto

x =rsinfcos, y = rsinfsin p.

Zovseobecnime teraz vzorec (3.1). Opéat predpokladajme, ze A je rovno-
beznik a ku kazdému okienku A;; zostrojme rovnobeznik urceny dotyc¢nicami
ku krivkam

Cl T = QO(U,U]'), Y= w(uavj)a z = X(uvvj)
Cy = @(u,v), y = P(ui,v), 2 = x(ui,v)

Il
=

Funkciu vektorov P—Q> , ﬁ tentoraz prevezmu vektory
Ox Oy 0z P Jx Oy 0z
o' ou ou)’' " \ow v ov)’

18
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kde prislusné parcialne derivacie berieme v bode (x;_1,y;_1). Preto obsah
prislusného rovnobeznika, za predpokladu, ze P, x P, # 0 je

| Py x Py p(As),

cel& Supinata aproximéacia
E § |Pu XPU|M(AZ']‘),
i

jej limita

P(B) = // P, x P,| dudv (3.2)
A

[steze, patrilo by sa dokazat, ze ¢islo P(B) nezavisi od parametrizacie.
To je analogicka tuloha, ako dokaz toho, ze dlzka krivky

B
S(L) = / NEOEERTOE

nezavisi od parametrizacie © = ¢(t),y = ¥(t),t € |, 8]. V jednom i druhom
pripade je hlavnym pracovnym prostriedkom transformacia integralu.

3.5. Priklad. Vypocitajte obsah gulovej plochy s polomerom 7.
RieSenie. Sta¢i nam vypocitat obsah jej osminky

x = rcosfcosp,
y = zcosfsin p,

z=rsinb,
0S60=7,0=¢p=7 Mame

Py = (—rsinf cos p, —rsinfsin p, r cos ),
P, = (—rcosfsiny,rcosf cosy,0),
Py x Py = (~1% cos? Dcos g, —1 cos?fsin g, —17sin 0 cos ),
|Py x P,| =r?|cosb|.

3 (3 3 3
P = 8/ / r?cosfdf = 87"2/ [sinﬁ} do = 47r?.
o Jo 0 0

3.6. Priklad. Zo vztahu (3.2) odvodte vztah (3.1).

Preto

19



Riesenie. Mozeme pouzit parametrické rovnice:

T =1U

&= f(u7 U)
(u,v) € A. Potom

of
P, (1,0, %)
of
e (0120}
(a_f of 1)
ou’ v’

2 2
|Pu><PU|:\/1+g +ﬁ

P, x P,

ou ov
teda

p)= [0 Paauto = [ s (30 (Y ey
A A

z

3.7. Priklad. Odvodte vzorec pre obsah rotacnej plochy
B={(r,y,2) eR*ra<x <b ¢y’ +2° = f(a)},

kde f je nezaporna funkcia so spojitou derivaciou.
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RieSenie. Mozné parametrizacia:

r=u
y = f(u)cosv
z = f(u)sinv

f(u)sin(v)
f(u)
: [ (u) cos(v)
Méme
P, = (1, f'(u) cos v, f'(u) sinv)
P, = (0, f(u)sinwv, f(u) cosv)
Py x Py = (f(u)f'(u), = f(u) cosv, — f (u) sinv)
[Py X B[ = f(u)v/ f(u)?+1
Preto

P = [(an [ sV TT PR =2n [ Vi T

4 Transformacia dvojnych integralov

V jednorozmernom pripade sme ¢asto pocitali integral fab f(x) dr pomocou
substitucie:

b b
/ f() d = / Flo(t) - £'(t) dt.

Nieco podobné sa da aplikovat aj v dvojrozmernom pripade

[[ st.v) s,
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kde dosadime = = p(u,v), y = ¥ (u,v) a namiesto byvalého ¢'(t) este nieco
navyse.

4.1. Priklad. Vypocitajte obsah mnoziny B tych bodov (¢, ) v rovine (¢
a o st ich polarne suradnice), pre ktoré plati

P12 9= 0o, flp) S 0= g(p)
RieSenie. Mnozinu B budeme chapat ako plochu
T =pcosp,y=psinp, z =0,

kde (p,0) € A={(p.0): f(p) S 0= 9(p): 1 = v = pa}.

9(¢2)

flp2)
P1

Mame

P, = (—osing, 0c039,0)

P, = (cos p,sinp,0)

x P, = (0 0,—po)

|P x P,| =

Preto

9()
//stodg—/ ds@/ odo=
o)

:/@1 STyt ] e )

1

Nie¢o podobného mozno urobit aj vo vSeobecnom pripade
7= o, ), y = $(u,0)
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(u,v) € A, pricom
B ={(z,y,0) e R : 2 = ¢(u,v), y = (u,v), (u,v) € A}.
Mame parametrické rovnice
z = p(u,v), y =(u,v), 2 =0,

(u,v) € A, teda

<V
|
7N

9 W
ou’ ou’
8_908_@/’0)

P’U ) b
ov’ Ov
Pu X Pv = (anaJ(u7U))7
kde
e 0w
ou

o
ov ov

u(B) = / / |7 (u, v)| dudv.

4.2. Veta. Nech x = p(u,v), y = ¥ (u,v) si funkcie so spojitymi parcidalnymi
derivdciami na elementdrnej oblasti A, zobrazenie (u,v) — (x,y) je proste,
1 (u,0)| # 0 pre (u,v) € A,

B={(z,y) € R? : v = p(u,v), y = ¥(u,v), (u,v) € A}.

P(B) = / / 1T (u, )] dudo.
A

Veta 4.2 je kIi¢om k transformécii dvojnych integralov. Funkciu derivacie
z jednorozmerného pripadu prebera v dvojrozmernom pripade funkcionalny
determinant J(u,v), tzv. jakobian.

J(u,v) =

EE

Preto

Potom

4.3. Veta. Nech si splnené predpoklady vety 4.2. Nech f je funkcia spojitd
na mnozine B. Potom

[ swdoty= [ [ tetw o) 0000100, 0) dud.

23



Doékaz. Uvazujme delenie D = {A;,..., A,} mnoziny A. Jemu zodpoveda
delenie D' = {By,..., B,} mnoziny B. Podla vety o strednej hodnote in-
tegralneho po¢tu (ktora sa dokéze v dvojrozmernom pripade prave tak ako
v jednorozmernom) existuje (u;,v;) € A;, Ze

/ | (u, )| dudv = |J (u;, v;) |11 A;).

Polozime x; = p(u;, v;), y; = ¥(u;, v;). Uvazujme integralny sucet

S(f,D') = Zf i, Yi)

=" Few) / 11, 0)] dudo =
—Zf (s, vi), ¥ (g, vi)) | J (wi, vs) [ (Ag)

Ak definujeme g(u,v) = f(p(u,v),¥(u,v))|J(u,v)|, tak posledny sucet je
vlastne

S(g, D),

teda
S(f,D') = 5(9,D).

Pretoze f, g su spojité funkcie, st integrovatelné. Preto

/ f(z,y) dxdy://g(u,v) dudv://f(gp(u,v),w(u,v))\J(u,v)]dudv.

4.4. Dosledok. (Transforméacia pomocou polarnych suradnic.) Ak f
je funkcia spojitd na mnoZine B, tak

é/f(fﬂ,y)dxdy:{/f(QCOSgp,Qsjn(p)ngd@
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Doékaz. Mame g(p, 0) = ocos g, h(p, 0) = osing. Preto

99 0Oh :
(. 0) = 9o og| |Tosinp pcospl
e o9 oh| cos sin @ a
dp Oy

= —psin® ©— o cos? Y =—0 (sim2 +cosQ) = —p,
(¢, 0)| = o

4.5. Priklad. Vypocitajte objem telesa ohrani¢eného kuzelovou plochou
2 = \/x? + y? a paraboloidom z = 2 — 2% — 3%

RieSenie. Najprv najdeme priesec¢nicu tych dvoch ploch:
2=2—-22 2 +2-2=0,2,9=1 -2
Pretoze z > 0, mame jediné rieSenie z = 1, teda
1=2—a2 =y 22 +4° =1

prieseCnicou je kruznica so stredom v zaciatku a polomerom 1. Integrovat

budeme cez kruh B, ktory tato kruznica ohranicuje. Nase teleso je zhora

ohrani¢ené paraboloidom z = 2 — 2? — y2, zdola kuZelovou plochou z =

v/ 2% + y2. Preto jeho objem bude rozdielom objemov:

//Z—x — o) dady — / Va2 +y?dedy =
// 2—95 -y —\/.Q:Q—i-y)dxdy
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Ak zavedieme polarne siradnice x = pcos, y = osin ¢, dostaneme

V=//<2—92—\/?>9d90d9,

kde A = (0,1) x (0, 27). Preto

5 Aplikacie

Dotkneme sa len troch: obsahu rovinnej mnoziny, jej taziska a taziska telesa.

V tom tretom pripade trochu rozsirime nas arzenal tym, Ze bez akejkolvek

tedrie pouzijeme trojné integraly.

5.1 Obsah rovinnej mnoziny

Zakladnou geometrickou interpretaciou dvojného integralu [ f(z,y) dzdy
A

bol objem telesa, ktorého strecha mé rovnicu z = f(x,y) (f je nezaporna,
spojita funkcia na mnozine A). Ak je ta strecha rovna, t.j f(x,y) = 1, do-
staneme valcovité teleso

B={(r,y,2) €eR*: (z,y) € A, 0 < 2 < 1}.

Jeho objem je
V(B) = u(A) -1 = u(A).

Preto obsah p1(A) mnoZiny A mozno vyjadrit aj pomocou dvojného integralu,

teda
u(A) =V (B) = l/ 1dxdy.

5.1. Priklad. Vypocitajte obsah mnoziny ohranicenej elipsou z—z +3z =1
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[N

RieSenie. Zavedieme transforméciu £ = gcos g, ¥ = gsin g, teda
T = apcos, y = bosin p. Kedze nam stac¢i vypocitat stvrtinu toho obsahu,
vezmeme 0 = o < 7 a pravdaze, 0 < ¢ < 1. Vypocitajme hodnotu jakobianu:

| acosp  bsingp | 2 .9
J(o,¢) = apsing bgcosgp‘ = abp cos” ¢ + abosin® ¢ = abo.
Preto
z 1 z 1
M(A)Z//ldxdyZ/ ds@/ 1-|J(9,w)!d@=/ ds@/ abodo =
0 0 0 0
A

1

jus 2 s
—an []2 _ by )r _ mab
_ab/o [QLCZ@_QMO_ 1

teda obsah celej tej mnoziny je wab.

Na obsah rovinnej mnoziny sa mozeme divat eSte z iného hladiska, totiz
ako na obsah plochy. V §3 sme sa zamysleli nad vzorcom

s~ ] i (%) () e

C={(z,y,2) eR’: (r,y) € A, z= f(z,y)}.

kde
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. ) ) 0
V nasom pripade f(z,y) =1, teda 8—?: =0, 6—’; =0, teda
S(C) = //\/1+0+0dxdy: // dxdy.
A A

Konecne, rozpaméatajme sa na vypocet obsahu pomocou jednorozmernych
integralov. Ak

A={(z,y) eR*:a <z <b, p(z) Sy < (x)},

tak

u(a) = [ [ ey~ [ da / T(j)ldyz / b[y}zg i [ (W)~ ple) do.
| e a a

¢o uplne koresponduje s nagimi predoslymi vedomostami.

5.2 Tazisko

Budeme sa inSpirovat konec¢nou stustavou hmotnych bodov leziacich na priam-
ke. Nech tie hodnoty maja stradnice zq,...,x, a hmotnosti mq,...,m,.
Potom tazisko T" mé sturadnicu

n
Z Timy
=1

= n
Z my
=1

T =

V pripade rovinnej elementérnej oblasti

A={(z,y) eR*:a <2 < b, o(x) Sy < Y(z)},

namiesto z; budeme pracovat s lubovolnym bodom (z,y) € A, namiesto m;
s mernou hmotnostou g(x,y). Potom

!;f ro(x,y) dxdy
- T ela.y) dzdy

xT

a analogicky sa vypocita yr.

5.2. Priklad. Vypocitajte tazisko homogénneho stvrtkruhu.
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Riesenie. V tomto pripade o(z,y) = k je konStantna. Preto po zavedeni
poléarnych suradnic mame

bl R bl 31"
//xkdmdy:k/ dcp/ Qcosg0~gdgzk/ coscp{—] dp =
0 0 0 3 1o
A
. 3[ ]’5 kR3
= sin = —
3 707 3
kRS
Tr = 25 = 43—173. Vzhladom na symetriu aj yr = %, teda T = (é—f, 43—]:).
4

5.3. Priklad. Odvodte vzorce pre vypocet taziska homogénnej elementarne;j
oblasti A = {(z,y) e R*:a S x < b, p(x) Sy < Y(x)}.

Riesenie. KedZe merna hustota je konstantna, v Citateli, aj menovateli sa
nam vykrati. Stac¢i vypocitat

//xdxdy - /ab dz [pj:j)mdy - /ab [a;y]z((z dr = /abx(¢(x) — o(z)) dr,
A

kde

Dalej,

P(z)
//ydxdy—/ dx/ ydy =

:/a [%ind‘r: E/a ((@)* = o(2)?) da,
Yr = ﬁ /ab(@/)(xf — o(x)?) d.

5.3 Tazisko telesa

Mozno postupovat analogicky s dvojrozmernym pripadom, len dvojné integ-
raly nahradime trojnymi:

fgf zo(x,y, z) dedydz

v - Y
" T el y, ) dudyd:
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kde o(z,y, z) je merna hmotnost v bode (z,y, z). Ak

B={(z,y,2) eR*: (x,y) € A, p(x,y) £ 2 S ¥(x,y)},
tak (Fubiniho veta)

// F(z.9.2) d:cdydz—//{/m (e, y.2)dz| ddy

5.4. Priklad. Vypocitajte tazisko osminy gule s polomerom R.
Riesenie. Mame ¢(z,y) =0, ¥(z,y) = \/R2 — 22 — 12,

A={(z,y) eR*:0< 2 <R, 0<y < VRZ— 22}
Preto

///mdydz_ // [/ ]dxdy_ e
_ / / oV/EE— & — g2 dedy

a pri integrovani nam velmi nepomozu ani polarne siradnice, hoci integru-
jeme cez stvtkruh. Pouzit mézeme sférické suradnice (priklad 3.4):

x =rsinfcosy

y =rsinfsing

z=r7rcosb
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kde 0 S o = 7,060 = 7,0 = r = R. Pravda, podobne, ako v dvojroz-
mernom prlpade nestaci do prisluénej funkcie len dosadit, ale vysledok treba
vynasobit funkcionalnym determinantom

sin 6 cos ¢ sin 6 sin ¢ cosf
J(r,0,¢0) = | rcosfcosp rcosfsing —rsinf| =
—rsinfsing rsinfcosy 0
= sin 0 cos @r? sin? 6 cos ¢ — sin@sin ¢ - (—r? sin®  sin @)+
+ cos O(r? sin f cos 0 cos® o + r* sin 0 cos O sin® @) =
= r%sin® f(cos® p + sin® ) + r*sin cos® § =

= r*sinf(sin® 0 + cos®0) = r’sin 6

Preto
3 3 R )
///md:vdydz:/ dgo/ dé’/ rsinf cos g - r*sinf dr =
J 0 0 0
3 21— cos26 R R* 7R
:/2cos<pdg0'/2$d0/ r?’drzl.ﬁ._zw_7
0 0 2 0 4 4 16
7\'R4
Ty = L5 = 3R a vzhladom na symetriu

w

o (3R 3R 3R\
8 8 8

5.4 Objem telesa

Hmotnost telesa B je trojny integral

/// o(z,y, z) dzdydz,
B
kde o(z,y, z) je merna hmotnost v bode (x,y, ). Totiz, ak uvazujeme integ-
ralny sicet
= Z Z Z o(s, yj, 21)V (Aijik),
i ik
pre "dost maly" A, ¢islo o(zs,y;, z1)V (Aijr) predstavuje hmotnost kitska

Aijk, teda uvedeny integralny St’léet aproximuje teleso B, uvedeny integral sa
rovna jeho hmotnosti. Ak o(z,y, z) = 1, dostaneme objem V' (B) telesa B

/ [ [ 1dsiyi
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5.5. Priklad. Vypocitajte objem gule s polomerom R.

RieSenie. Zavedieme sférické suradnice:

/ dgp/ dﬁ/ (r*sin®) d

L e B

5.6. Priklad. Vypocitajte objem telesa

B={(r,y,2) €R*: (z,9) € A, p(z,y) £ 2 S P(z,y)}.

///1dwdydz—//{/w(x;y 1dz} drdy =
o(zy
/wxyda:dy // (x,y) dzdy.

RieSenie.

5.7. Priklad. Odvodte vzorec pre vypocet objemu rotacného telesa

B={(z,,2) R :a<a b y?+ 22 < f(a)}.
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RieSenie. Zavedieme transformaciu

T =1
= UCOSV
z =usinv,

kdea St <b, 0= u = f(t), 0 < v £ 27, Prislusny jakobian:

1 0 0
J(t,u,v) =10 cosv  sinv | = u(cos’v +sin®v) = u.
0 —wusinv wucosv

Preto

b 2m f®) b w27 f@®) b
V(B):/ dt/o dv/o udu:/ |5 dt:w/ F2(t) dt.

6 Nevlastné integraly

Popri vypocte obsahu mnoziny (z,y) € R*:a <2 <0, 0=y < f(z) (¢o je
integral fab f(x)dx) je rozumné uvazovat aj o vypocte obsahu neohranicenej
mnoziny {(z,y) ER?*:a <z, 0= y < f(x)}, ¢o sa vyznacuje ako

o0

f(x)dx.

Napr.

1

by mal byt obsah mnoziny ohranic¢enej priamkami y = 0, z = 1 a krivkou
y = . Lahko sa vypocita napr.
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Ak nahradime ¢islo 3 dostatoéne velkym c¢islom, ovela lepsSie sa priblizime
k ¢islu floo x% dx, teda obsahu tej neohrani¢enej mnoziny. Ntka sa pristup

& t 11t 1
/ —2de lim —2de lim [——} = lim (———l—l) =
1T t—oo |1 t—o00 xrl1 t—o00 t

6.1. Definicia. Nech f je funkcia ohrani¢ené na intervale (a, 00) a nech exis-
tuje fat f(x) dx pre lubovolné ¢t > a. Potom f je integrovatelna na intervale
(a,00), ak existuje limita

t@()/jf(@@:/ff@)@.

6.2. Priklad. Zistite, ¢i existuje [~ 1 dz.
RieSenie. Mame
t 1 '
/ —dx = [lnm}l =Int—Inl=1Int.
1T

Pravda, tlim Int = oo, preto funkcia y = i nie je integrovatelna na inter-
—00

vale (1,00). Pouzivame aj terminologiu faoo f(z) dr konverguje, ak existuje

1tlim fat f(z)dz, resp. f; f(x) dx diverguje, v opa¢nom pripade.
—00

6.3. Definicia. Nech f je funkcia ohrani¢ené na intervale (—oo, a) a integ-
rovatelna na mnozine (t,a) pre vSetky ¢ < a. Potom f je integrovatelna na
mnozine (—oo, a), ak existuje

tggloo/taf@) iz = /OO (@) da.

6.4. Priklad. Vypocitajte [ ! 5 dx.

—0o
RieSenie. Podla definicie

1 ) 1 ) 1 7-1 ) 1 1 1
= [ = [-5a) —tilinm(—rﬁ)——g-

o0

Pravdaze, vysledok vysiel zaporne, lebo cela td4 mnozina sa nachadza pod
osou z, teda obsah tej neohranic¢enej mnoziny je %
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6.5. Definicia. Hovorime, Ze funkcia f je integrovatelna na (—oo,o0), ak
existuje také a € R, Ze f je integrovatelna na (—oo, a),aj na (a,o0). Integral
definujeme rovnostou

/_Zf(:c)da::/_:f(:c)da:Jr/:of(x)dx

Vsimnime si, ze definicia integralu f_oooo f(x) dz nezéavisi od vyberu ¢isla
a. Nech b € R je Tubovolné. Nech napr. a < b. PretoZe f je integrovatelné na
(a,00), je integrovatelna aj na (a,b) a preto aj na (t,b) pre lubovolné ¢ < b.
Existuje teda f_boo f(x) dz a navyse

/_Zf( )dz = lim f( da:_tl}moo/f dx+/f d:c _

/f d:v+/f

Podobne sa ukaze, Ze existuje fboo x)dzx. Z predoslej rovnosti a rovnosti
[ f(x)de = f; f(x)dx+ [ f(x)dx dostavame, Ze

/_;f(x)dxnt/boof(:ic)da::/_;f(x)dx+/abf(x)dx+/boof(x)dx:
:/_Zof(l’)d$+/aoof(:v)dx

Nie vzdy, ba mozno povedat mélokedy, sme schopni najst primitivnu funkciu
k danej funkcii a tak Standardnym sposobom, vyssie uvedenym sposobom
vypocitat faoo f(z)dz. Napriek tomu niekedy mozno dokazat, ze dany in-
tegral konverguje. UkdZeme to na jednom jedinom priklade — Laplaceovom
integrali, ktory hra kIi¢ovia ulohu v teorii pravdepodobnosti a jej aplikaciach.

$2
6.6. Propozicia. Integrdl [~ e~z du existuje.

N

x

Dokaz. Pretoze funkcia y = e~ 2 je spojitd na (—oo,00) je spojita aj na

intervale (—1, 1), teda je tam integrovatelné. Zostava nam dokéazat existenciu
1,2 z2

integralov [ :Olo e~ 2 dz, [~ e~z dz. Urobime tak v druhom pripade, v prvom

to mozno urobit podobne. Polozme pre ¢t > 1



Funkcia ¢ je neklesajuca. Chceme dokazat, Ze existuje thm g(t). To sa vsak
—00

stane vtedy a len vtedy, ked bude g ohrani¢ené (zhora; zdola je, pretoze je
nezapornd). Lahko vidiet, Ze pre x > 1 plati < e*. (Podrobny dokaz napr.:
funkcia f : z +— €® — x je neklesajuca na (1,00), lebo f'(x) =e* -1 =0
pre z € (1,00); preto 0 = f(1) < f(z) = e” — x pre v8etky x > 1.) Odtial
dostavame

teda

(pozri priklad pred definiciou 6.1).

6.7. Propozicia. Ak ezistuje [~ f(z)dz, tak

/_Z f(z)de = tlg&/_if(m) dx.

Doékaz. Podla definicie

/Ooo (@) dz = lim /Otf(x) iz,

t—o00

/OOO f(z)de = lim /Otf(:zz) dz.

t—o00

Preto

/_Zf(x)dx:/_iof(a:)der/Ooof(I)dx:tliglo/_if(x)der
+ lim /Utf(x)dx: lim</if(x)dx+/0tf(a;)dx> :}H?O ttf(x)dx.

t—o00 t—o00

Obratenie tvrdenia 6.7 nie je pravdivé:

6.8. Priklad. Zostrojte taku funkciu f, aby existovala tlim fft f(x)dzx, ale
— 00

integral [ f(z) dz neexistoval.
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RieSenie. Zostrojime funkciu f tak, aby bola neparna. V tom pripade to-
tiz fftf(x) dr = 0 pre kazdé t > 0, teda nulova je aj uvedend limita. Na
druhej strane zostrojime funkciu f dostato¢ne velkd, aby napr. floo f(x)dx
neexistoval (pozri priklad 6.2):

r,ak —1< 21
f@) =14, y ,
v opac¢nom pripade

Priklad 6.8 sluzil na vystrahu. My sme vSak ukazali (Prop.6.6), ze Lap-

. 4 oo _ﬁ . . AN vz s
}aceov integral f_ooe 2 dr existuje. Mozeme ho teda vypocitat pomocou
imity

o 2 t 2
_z_ . _z_
/ e 2 dxr = lim e 2 dx.

t—oo [ 4

[e.e]

00 z?
6.9. Veta. Pre Laplaceov integrdl plati f_oo e~z dr = /2.

Doékaz. Urobime ho pomocou dvojnych integralov. Nech A je Stvorec,
A = (—t,t) x (—t,t). Podla Fubiniho vety plati

z2+y2 t t 322 y2
//6_ 2 dxdy:/ dx/ e 2 -e 2dy=
' ¢ ¢
L 2 t e L2 2
:</ e‘?dx)(/ e_Tdy> = (/ 6_7d£L‘) .
—t t t
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Bt

S

Bb

Nech B’ je kruh so stredom v zac¢iatku a polomerom 7. Ak pouZijeme polarne
suradnice, dostaneme

22442 27 T 2 297 2
// e dxdy = / dgo/ e~ T odo =27 [—6_%} =27 <1 — e_7> )
B 0 0 0

Ak B! je kruh opisany stvorcu A (mé teda polomer tv/2) a BY je kruh vpisany
do stvorca A (polomer t), tak

902+y2 x2+y2 x2+y2
// e~z dxdy = // ez dxdy < // e~z dxdy,
Bb A Bt
2 t z? 2 2
27r(1—e_2>§</ e_de> §27T<1—€_t>.

—t

¢ 22 2
lim (/ e 2 dx) = 2,
t—o0

—t
t

x2
lim e 2dxr = V2.

t—o0 ¢

Preto

Skutoénym cielom tohto paragrafu bolo ukéazat, ako vtipne mozno pouzit
dvojné integraly v redlnej analyze. Ked sme vSak uz zaviedli nevlastné integ-
raly, bolo by hriechom nepouzit ich na zistovanie konvergencie nekone¢nych
radov.

6.10. Veta. (Cauchyho integralne kritérium.) Nech f je nezdpornd,
nerastica funkcia na intervale (1,00), f(n) = a, (n = 1,2,...). Potom
integrdl floo f(z)dx konverguje prdve vtedy, ked konverguje nekonecny rad

> ay.
n=1
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Dokaz. =: Uvdzme, Ze as +as + -+ a, < [|" f(x) da.
Preto S, < a; + floo f(z)dx (n = 1,2,...). Vzhladom na to, Ze postup-
nost ¢lastocénych suctov (S5,)5, je neklesajuca a zhora ohrani¢ena, existuje

lim S, teda rad ) a, konverguje. <=: Nech ffo f(x) dx diverguje.
n—oo —

n=1

Plati nerovnost S, = a; +--- +a, > 1"“ f(z)dx.

Preto lim S, = lim,_ o flnH
n—oo

f(z)dx = oo, teda rad ) a, diverguje tiez.

n=1
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