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FUNKCIONALNE PRIESTORY

8.1 HILBERTOV PRIESTOR

8.1 Definicia. Predhilbertovym priestorom nazyvame linedrny priestor H so
skaldrnym sicinom, t.j. s takym zobrazenim (*,-): HXH-R, Ze plati

1. (x, x)=0 pre vietky xe H; (x, x)=0 prive vtedy, ked x =0

2. (x,y)=(y, x) pre vietky x, yeH,

3.A(x, y)=(Ax, y) pre vetky x, y eH, LeR,

4. (1t x2, y)=(x1, y) + (x2, y) pre vetky xi, x,, y € H.

b

8.2 Priklady

1. Priestor R"
Prvkami si usporiadané n-tice redlnych cisel. Ak opericie definujeme po

zlozkich, teda pre x=(x,..,x,), y= (¥15 .., ¥n), @ €R definujeme x +y
= X1+ Y1, oo, Xa+Y0), ax = (axy, .. ., @X,), potom R" je zrejme (redlnym) linedr-
nym priestorom. Skaldrny si¢in v fiom definujeme rovnostou (x, y)= > xyi.
i=1
Vlastnosti 1—4 si zrejme splnené. Osobitnd pozornost si zashiZia pripady n =2,
pripadne n =3, ktoré si nam znime z geometrie. Ak definujeme skalarny sigin
vektorov x, y ako |x||y| cos @, kde [x|, |y| st ich dizky a uhol, ktory zvierajd, a ak
X = (%1, X2), ¥ = (¥1, ¥2) s vyjadrenia tychto vektorov pomocou sdradnic, potom sa

skaldrny saéin vypocita pomocou formule (x, Y)=x19:1 + x2¥-.
2. Priestor I*

Prvkami si vietky postupnosti (x,), realnych &isel také, Ze > x7 < =, Operacie
i=1

st definované opit po zlozkich, teda ()2 + )ie = (+y)imi, a(x)im
= (ax)iZ1, pravda, treba dokdzaf, e postupnosti x +y a ox patria do [I°. O

postupnosti ax = (ax;)i-, je to jasné, pretoze Slox) = a® 3 xi Z elementdrnej
=1 =1
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nerovnosti (a + b)* = 2(a*+ b*) a z porovnavacieho kritéria vyplyva konvergencia

radu Y (x: + y.). Priestor [* je teda linedrny. Skaldrny scin budeme definovat

i=1

pomocou vztahu (x, y)=>.xy:.. Tento rad konverguje, dokonca absolitne, ¢o
i=1 ’

vyplyva z nerovnosti‘]ab]é%(a2+ b?). Overenie samych vlastnosti 1—4 je uZ

Tahké.
3, Priestor C(a, b)
Prvkami si vietky funkcie spojité na intervale (a, b). Opericie definujeme opaf
po zlozkich (f+ g)(x) = f(x)+g(x), (af)(x) = of(x), skaldrny si¢in pomocou
b

integralu (f, g) = I f(x)g(x) dx. Overenie kaZdej z axiom je fahké. V pripade

axiomy 1 si sta¢i uvedomit, Ze urcity integrél z nezdpornej, spojite] funkcie je nula
vtedy a len vtedy, ked f=0.

8.3 Propozicia (Cauchyho nerovnost). Nech H je predhilbertov priestor, potom
pre vietky x, y € H plati

I(x, YI=V(x, x) VO, ¥).

Dékaz. Pouzitie axiomy 1, ako aj ostatnych (najmid distributivneho zékona)
okamzite vedie k nerovnosti

0=(ax+y, ax+y)=a’(x, x)+2a(x,y)+(y, y)

ktora plati pre kazdé a € R. LenZe kvadraticky trojclen aa’+ ba + ¢ 20 pre vietky
a € R préve vtedy, ked tento trojélen nemd realne rozne korene (obr. 16), a to je

Obr. 16
prave vtedy, ked b®— 4ac =0. Dostévame teda (a = (x, x), b =2(x, y), ¢ =(y, ¥))
4(x, ) —4(x, x)(y, ) =0,
o je ekvivalentné s nerovnostou
(e, PI=VE, x) Vi, ). O
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8.4 Priklady

Z propozicie 8.3 bezprostredne vyplyvaji viaceré znime nerovnosti, napr. pre
vietky redlne &isla x,, y; (i=1, 2, ..., n) plati

x| = \/Exf \/Zy?
i=1 i=1 i=1

(Cauchyho nerovnost aplikovand na R™), alebo, ¢o je to isté,

(Z) 53 (39

Pre vietky postupnosti (x,)7s, (y:)i €I plati

@

(3) =(20) (B).

i=1

Pre kazdé dve funkcie f, g spojité na (a, b) plati

= \/ffz(x) dx \/LbQQ(x) dx.

Cauchyho nerovnost viak m4 aj désledky iného druhu. Jeden z nich uvedieme.
8.5 Definicia. Linedrny priestor H sa nazyva normovanym, ak existuje také
zobrazenie |- ||: H— R, Ze plati
L ||x[[Z0 pre vSetky xe H: |x]|=0 prdve vtedy, ked x =0,
2. |lax]| =|a||lx]| pre vietky x e H, €R,
3. lx+yli=llxll+lyll pre vsetky x, y € H.
8.6 Propozicia. Nech H je predhilbertoy priestor. Pre Iubovolné x € H poloZme

[t ax

lxl|=V(x, x), potom je H s normou li-I| linedrnym normovanym priestorom.
Dékaz. Prvd viastnost je zrejmd, druhd vyplyva fahko z definicie llox|I*= (ax,
ax) = a’[[x[? teda [lax|| = |a|lx]. K dokazu tretej vlastnosti normy pouzijeme

Cauchyho nerovnost

e+ 31*=(x +y, x+y) = (x, x) +2(x, y) + (y, y) =
=[BelP+ 20yl + Uy 1= (el + Iyl o

8.7 Priklady

1. Priestor R". Ukdzali sme, e je to predhilbertov priestor so skaldrnym

sucinom (x, y)= 3 xy,, teda s normou fxll= \/Exf. Norma ||x||, je obvykld
i=1 i=1

Euklidova vzdialenost bodu x od zadiatku (na obr. 17 vidiet jednotkovi gufu, t. j.
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mno¥inu {x € R?; [|x|l.=1}). Lenze v priestore R" moZno zaviest aj in¢ funkcie
|l || také, aby R" bol normovany. Uvedieme este dve:

"

”x“1=§1|xi1, ||x ||« = max {{xa, |x2l, ..., Lol

2. Priestor [*. Normu ||x||- v I* mozno odvodit od skalirneho sicinu

Ielli= VG0 = S = Sl

@

Obr. 17

///
////

Obr. 18

3. Priestor '. Je to mnoZina vietkych postupnosti (x,)-1, pre ktoré rad Eix,

=1

=

konverguje. Ak definujeme ||x||= > |x:|, dostdvame, zrejme, normovany priestor.
i=1

4. Priestor C(a, b). Videli sme, Ze priestor vietkych funkcii spojitych na
b
intervale (a, b) je predhilbertov, (f, g) = J' f(x)g(x) dx, takZe jednu normu by

I7ik= [ 0" ax

Ind, obvyklejsia norma je tzv. supremalna

lIfll = max |f(x)I.

sme mali
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8.8 Propozicia. Nech H je linedrny normovany priestor, o: HxH—R,
o(x, y)=|lx—yl|l, potom je (H, o) metricky priestor.
Doékaz je trividlny. Napriklad trojuholnikovd nerovnost

ex, M=|lx-yll=llx-2)+z-yI=
Slx-zl[+llz=yll=0(x, 2) +o(z,y). O

8.9 Definicia. Predhilbertov priestor sa vold Hilbertovym, ak je uplny (t.]. kazd4
Cauchyho postupnost je konvergentnd) v metrike odvodenej od skaldrneho siéinu

(t.j.e(x,y) = llx—y| = V(x—y, x - y)). Linedrny normovany priestor, ktory je
dplny v metrike odvodenej od pormy (t.j. v metrike o(x, y) = ||x —y||) sa vol4
Banachov.

8.10 Propozicia. Priestor |' je Banachov, priestor I> Hilbertov.
Dékaz. Obe tvrdenia dokaZeme naraz. Nech (x.)n-, je Cauchyho postupnost
v priestore [°, kde p je 1 alebo 2. Ozna¢me

() @ )
By SUXE X ey i)

o i/p
takZe ||x.||, = (Z e ) . KedZe postupnost (x.)n-: je Cauchyho, k Tubovolné-
=1

mu ¢ >0 existuje také no, Ze pre vietky n, m=Zn, je o(x,, x.) <e. Aviak
(k) (k)Ip <Z[x(i) (l) [ Q(xn, xm)p <E

teda postupnost redlnych ¢isel (x5”)r-s je Cauchyho pre kazdé k. Kedze priestor R
s obvyklou metrikou o(x, y) = |x — y| je iplny, existuje ku kazdému k také x™, 7e

lim 2 =x®
n—som N :
Dostali sme vlastne schému
W @ K
=i 1 ast )

(x(ll (2) x(k)’ B )

i 1) ) (k)
x,.—(x,. N o S

Limitny prvok xel” pozbierame z jednotlivych limit x®, teda x=(x™)_..
PravdaZe, treba eSte dokdzat, Ze x € I” a navySe, Ze x,—x v priestore [”. Zrejme
plati

Zq Iﬂ.k) (k)lp<z Ix(k) xg:) P g?
=1

pre vietky n, m =n,. Fixujme g, n a nech m— =, dostaneme
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q q
> |28 = x®|P = lim ;: |x¥— x PP =er,
k=1 m—sw £
KedZe poslednd nerovnost plati pre kaZdé g, mame

2|xf,"’-—x“"|"§e", n = n,. (8.1)
=1

Z (8.1) vyplyva, Ze postupnost x, —x = (x® —x®)¢_, patri do I”, lenze I je
linedrny priestor, preto

x=x,~(x,—x)el’ (8.2)

Z (8.1) dalej vyplyva, 7e k fubovolnému kladnému ¢islu ¢ existuje také n,, e pre
vietky n = n, plati

o i/p
00 1) == xll=(F 10~ xP) s,
- =1

teda x,—x, xel”, I’ je Gplny. O

8.2 UPLNE ORTONORMALNE SYSTEMY

UZ sme nadpisov a nazvov uviedli dost. V tomto odseku chceme poukazat na
opodstatnenost a uZito¢nost ich zavedenia.

8.11 Definicia. Postupnost (e,);; (kone¢nd alebo nekonecnd) prvkov predhil-
bertovho priestoru H tvori ortogonalny systém, ak pre vetky i, jel, i+ j plati

(e:, €)=0.
Ortogonalny systém (e:).c: sa vold ortonormalnym, ak lle:ll =1 pre vsetky ie1.
Inak povedané (e.)..: je ortonormélny vtedy, ak

_s (1, ak i=j,
(e e")"‘s""‘{o, ak i#j.

8.12 Priklady. V priestore R? ortonormélny systém tvoria napr. vektory
i=(1,0), j=(0, 1). KedZe pre skaldrny sucin vektorov x = (x;, x2), Y=V, ¥2)
plati (x, y) = xiy1+x2y2 = ||x]|||y|| cos, dva nenulové vektory sii ortogondlne

prave vtedy, ked cosg =0, t.j. ¢ =g. Odtial je aj ndzov ortogondlne (kolmé).

V priestore I” ortonormalny systém tvoria vektory ey, e, ..., kde e, je postupnost
samych nil, iba na i-tom mieste je jednotka. Inak povedané

e = (8y)ima.
V priestore C(~x, ) ortogondlny systém tvoria funkcie
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1, sinx, cosx, sin 2x, cos 2x, ...
Netvoria sice ortonormalny systém, ale to nie je Ziadne nestastie. Ak (Xi)ier je

. . - i . " .- 1 =
ortogondlny systém a Ziaden z vektorov x; nie je nulovy, sta¢i polozit y, = m X; a

dostaneme ortonormdlny systém (y;);.;. V naSom pripade trigonometrickych
funkcii to bude systém

1 sinx cosx sin2x cos2x
V2r' Vo' Va' Va ' Vx '

Podobne ako v klasickom pripade, aj vo vieobecnej tedrii pojde o aproximéciu.
Hodne svetla do situdcie vnasa nasledujiice, inak veImi jednoduché tvrdenie.

8.13 Propozicia. Nech e, ..., e, tvoria ortonormdlny systém, x e H. Definujme
funkciu f: R"— R rovnosfou

f(a1, s an)“_" x_Eaiei 3

i=1
potom funkcia f nadobtida najmensiu hodnotu v bode (O w55 i), Kde &= (x, 61)
(i=1, 2, ..., n).

Dékaz. Potitajme f*(ay, ..., a,)

n
X = e
=1

1= (x ~2ﬂa,-e,-, X —éa,-e,—) -
=l = S e 1)~ Sz, o) +
+an gaia,-(e,-, e)=|x|I’-2 g:afc,'-%
+Sai=lxlP+ 3 (@ -y - 3el

KedZe ||x|°, = cf si konstanty, meni sa iba stredny élen, ktory je najmensi, ked
i=1

je nulovy. A to je vtedy, ked ai=c¢ (i=1,2,...,n). O

8.14 Definicia. Nech (e)..: je ortonormdlny systém, x € H, potom é&isla ¢, =
(x, e), i€l sa nazyvaji Fourierovymi koeficientami prvku x.

8.15 Propozicia (Besselova nerovnost). Nech (e,)=, je ortonormdlny systém,
¢ =(x, e;) si Fourierove koeficienty prvku x, potom

|ix||2_?-,2cf.
i=1

Dokaz. Pre Iubovolné n plati




0=

n 2 n n
x - ;cie,— = (x - ;ciei, x— ;c,-e,-) =
n n n n
=|lxl*= X ci = el + Def=lx|I* - ek
=i =1 =1 =t

KedZe nerovnost Y ¢i=||x||* plati pre kazdé n, plati aj 3¢ =|x|*
i=1 i=1

8.16 Definicia. Ortonormdlny systém (e;);~, nazyvame iiplnym, ak je mnozina
jeho linedrnych kombindcii '

{Za;e‘-; a%€R, n eN}
i=1

hustd v priestore H, t.j. ak k Tubovolnému x € H a k IubovoInému ¢ >0 existuje
také ne N a také o, eR (i=1, 2, ..., n), Ze

“x —Ea;e.{ =0 (x, Za,-e;) <eg.
i=1 i=1 °

8.17 Priklad. Systém e, = (8;);=,, i =1, 2, ... je dplny ortonormalny systém v I2.

Skutocne, nech x €I°, x = (x,)i2,. Kedze S xi <o, existuje k Tubovolnému ¢ >0

i=1

také n, 7 Yy x;<e”. Potom

i=n+1

>xe=(x1, Xz, ..., %, 0, 0, ...),
=1 i

X=X, X5, v Eing By By 260)s
teda

= \/ Y xi<e.

i=n+1

0 (x, Ex.-e,-) =fx- Zx,ef{
i=1 =

8.18 Lema. Ak a,—a, potom (a., b)—(a, b).
Dékaz. Z Cauchyho nerovnosti (propozicia 8.3) vyplyva

(an, b)~ (a, b)| =|(a. — a, b)| = ||a, - a|||Ib]]. O

8.19 Veta. Nech H je Tubovolny predhilbertov priestor, ()", je ortonormdlny
systém, potom sii ekvivalentné nasledujiice tri podmienky:

1. (&)~ je uplny ortonormélny systém.

2. Pre kazdy prvok x € H plati Parsevalova rovnost

1= 3Gz, e = Siet
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3 Pre kazdy prvok x € H plati rovnost x = Y, c;, t.J- Scei—x (n—®).
i=1

i=1
Kazd4 z tychto podmienok implikuje podmienku.
4. Ak (c, e)=0 pre vietky i, potom x =0,
Ak je H Hilbertov, potom st ekvivalentné vietky $tyri podmienky.

Dokaz. 1> 2.
PodIa definicie Gplného systému existujt ku kazdému £ > 0 také a, ..., On, Z€

B

Podla propozicie 8.13 viak

IS = - Zee

2
=

n 2
x—Zaie,-\ <E,
i=1

teda

nxllz<zlci2+ eézlcf+ E.

Kedze posledna nerovnost plati pre kazdé >0, plati aj Ix|P =3 ¢i. Opalni
i=1
nerovnost ddva Besselova nerovnost (propozicia 8.15).
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2 n
Kedze (e)i=: je ortonormalny, plati = x|P-Sci. Z Parsevalovej
i=1

x = cej
=1

rovnosti dostaneme, Ze uvedend postupnost konverguje k nule, teda @ (x, Ec:ie,-)
i=1

n
x = Ce
i=1

351
Kedie |x — Y, ce
i=1

(dokonca to plati pre vietky dost velké n).

24 .
Ak (x, &)= 0 pre vietky i, potom x| =3 (>, e’ =0, teda aj x=0.
=

—0.

<&

‘ﬂ
x =, ce
&

—0, k TubovoInému & () existuje také n, 7e
i=1

4=>3 (H je Hilbertov priestor)
Najprv ukdZeme, Ze postupnost (Sa)n-1, kde Sa = 2,081 JO Cauchyho. Za tym
i=1

igelom poéitame (n> m)
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n

2 1c;-e i

i=m+

i=m+1

~ 2 ci. (8.3)

s = nll*= |

Uvazime (propozicia 8.15), 7e D, ¢! =||x|’ teda >.c? je konvergentny. To znadi,
i=1 i=1

Ze postupnost (0,).-1 Ciastoénych siactov tohto radu je konvergentnd, a teda aj
Cauchyho, teda k lubovoInému ¢ > 0 existuje také no, Ze pre vietky n, m = n, plati
(nZm) ‘

n

> =0 0n=|0.—0u|<e’. (8.4)

i=m+1

Z.(8.3) a (8.4) skuto¢ne vyplyva, Ze (s.)r-1 je Cauchyho. Z toho, 7e H je Hilbertov,

t.j. Gplny vyplyva, Ze postupnost s, = ce; konverguje; jej limitu oznaCujeme
5 i=1 i

o

znakom Y ce;.
i=1

Vezmime Tubovolné e;, n Zj a po&itajme

(x ~ % G, e,-) =(x, )= cle, g)=¢—¢=0.
i=1 i=1

Vidime, ze ) ,

lim (x - > e, e,-) =0.

o 4
n— i=1

PodIa lemy 8.18 vSak plati

(x —chei, e,-) =lim (x —Ec,-e,-, e,-) =0, j=1,2,...
i=1 o

i=1

Z podmienky 4 potom vyplyva, ze x — Ec,-ei =0, teda x = zc,-e‘-. O
=1 i=1

8.3 PRIESTORY %7
V predollom odseku sme naznatili zmysel celej teérie. Zakladné aplikacie
b )
naznacuju priklady 8.12, resp. 8.7, kde H=C(a, b), (f, g) = f f(x)g(x) dx.

Pravda, potrebovali by sme priestor tiplny v odpovedajicej metrike. Tito dlohu
spliia Hilbertov priestor %°. Znakom . budeme oznadovat mnoZinu vietkych
merateInych funkcii (vzhfadom na dany merateiny priestor (X, )).

8.20 Definicia. Nech (X, &, ) je priestor s mierou. Znakom L*=L*(X, &, y)
budeme oznacovat mnoZinu vsetkych meratelnych funkcii s integrovatelnym

kvadritom
L’={feM;f eZ).
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8.21 Propozicia. Priestor L* je linedrny. Pre kazdé f, g eL’ je fge . Ak
polozime (f, g)= [ fg du, potom plati

1. (f, f)=0 pre vietky feL’,

2. (f,9)=1(a. ) pre vietky f, geL’,

3. (af, g9)=a(f, g) pre vetky f, geL’, a €R,

4. (fu+ f2, 9)=(fi, 9) + (f2, @) pre vietky fy, fz; g €L,

Dokaz. Nech f, geL?, potom funkcia f+ g je meratelna,

0=(f+g)y=2("+g",

teda (f+g)’ e a f+ge¥’ Zrejme tieZ af € £’, teda L” je linedrnym priesto-
rom. Ak f, g € #°, potom aj fg je meratelnd a z nerovnosti

0SIfgl=3 (P +0)

vyplyva, 7¢ |fg| € £, teda aj fg € £. Vlastnosti 1—4 si zrejmé. [

Priestor L° so ,,skalarnym sicinom* (f, g) = [ fg du sa podoba na predhilbertov
priestor. Jediny defekt je vo vlastnosti 1. Mbze sa stat, ze (f, f)=[f*du=0, ale f
nie je nulova funkcia. Vieme iba (propozicia 7.42), 7e f*, a teda aj f sa p-skoro
véade rovna 0. Preto funkcie lifiace sa na mnoZine nulovej miery stotoZnime.
Zopakujme, 7e f=g p-skoro viade, ak existuje také Ee€ ¥, ze u(E)=0 a
f(x)=g(x) pre vietky x ¢ E.

8.22 Lema. Pre feL® polozme [fl={geL’; g=f u-skoro viade}, potom
systém {[f]; feL?} je rozkladom mnoZiny L?. Ak f.e[f], g.€lg], a e R, potom
fi+gielf+4gl, ofielaf], [figidu = [fg du.

Dokaz. Nech [fln[g]# 9. UkaZeme, ze [f]=[g]. Nech totiz h e[fln[g], teda
h = f u-skoro viade a tak isto h =g p-skoro viade. Zo vztahu

(x: fx)#£g(x)} e {x; fe) = h(x)yu{x; h(x)#g(x)}

vyplyva, Ze aj f =g u-skoro viade. Ak f,e[f], potom fi=f, f =g oboje pu-skoro
véade, teda f,=g p-skoro viade, takze f,€[g]. Dokdzali sme teda, ze [fl=lgl.
Podobne mo#no dokizat, ze [g]<[f], preto [fl=[g]. Ostatné tvrdenie mozno
dokéazat podobnou technikou. Posledné vyplyva z toho, Ze f.g, = fg u-skoro viade.

8.23 Definicia. Pre Tubovolny priestor s mierou (X, ¥, u) definujeme ¥*=
FAX, ¢, u)={[fl; feL?). Pre [f], [g] € L* dalej definujeme

[fl+[g1=[f+4]. alfl=[of], (fl.laD=(F 9).

8.24 Propozicia. £’ je predhilbertov priestor.
Dokaz. Hoci verifikdcia vietkych axiém je rovnako trividlna, vSimneme si

aspoi implikéciu ([f], [f1)=0 = [f]=[0]. Nech teda [ f* du = (f,f) = (If}.[fD=
0, potom f=0 u-skoro viade, teda f€[0]. Pretoze stcasne fe[f], plati rovnost

(f1=[0l. O
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8.25 Désledok. Pre victky f, g e L? plati

[ fa dul =V du Vg dp.

Dokaz. Vyplyva z propozicie 8.24 a Cauchyho nerovnosti (propozicia 8.3). O
PravdaZe, my by sme potrebovali dokdzat, ze #° je Hilbertov priestor. To nie je

take taZzké. Lenze podobne ako v propozicii 8.10 radi by sme tak urobili naraz pre
dvojku aj pre jednotku. '

8.26 Definicia. Nech (X, &, ) je priestor s mierou, p=1. Znakom L7 =
LP(X, &, u) budeme znacit mno¥inu

{fed;|f|” e2)}.

Pre p=1 je lahké dokazat, 7e L' je pseudometricky priestor, v pripade L? to
zase vyplyva z nadich vedomosti o predhilbertovych priestoroch. V pripade
[ubovolného p =1 u? tito skutoénost nie je zrejmd a vyZaduje si osobitny, sice
jednoduchy, ale trochu umely dokaz.

8.27 Propozicia (Hélderova nerovnost). Nech p, g > 1, I—}+ é= 1,feL? gelL?®,
Pofom fgelL' a plati

£ fa dul S (FIFP dpy™ (f g]* du)"=.

D&kaz. V pripade, Ze niektori z funkcii f, g je u-skoro viade nulovi, nemame

velmi €o dokazovat, pretoze aj fg je u-skoro viade nulov4 a &slo na Tavej strane
nerovnosti je 0.

V opaénom pripade najprv povZijeme ti skutodnost, Ye funkcia y=@(x)=
—logx je konvexnd na (0, »), teda pre kazdé a e (0, 1) a Tubovolné a, b >0 plati

elaa+(1-a)b) = ag(a)+(1-a)p(b). Ked to prepiSeme a dosadime o =§,

t.]. 1—a=1—§= , dostaneme

WY |

a b 1 1 1py. 17
—lo (g+—)§—klo a——logh=—loga'"b"?,
B\pTg)= T plosa—log £

a b

E+ —iallpblm,

pretoZze y = —logx je klesajicou funkciou. Nakoniec poloZime

TP du fgl" du’
teda
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fl el o U, g
(I dw)™ (lgl* dw)™ -~ p JIfF" dn g 191 dut

odkial po integrovani (|f]°, |g|* € £)

JIfg| du
U 11> du)™(J 1g]* du)'™

< .rlflpd“ s I|Q|qdu =1‘_+_1_=1
“pflfPdu qflgl*du p g

1A

teda
ffgl du=(JIfl° du)”(f1g]* ). O

8.28 Propozicia (Minkowského nerovnosf). Nech p =1, f, geL”, potom aj
f+gelL” a plati

(U1f+gl” du)™” =(FIfI° dw)*” + ([ lg]” du)*”.

Ddkaz. Pripad p =1 je zrejmy. Ak p > 1, poloZime g = ;Lf, potom jeajg>1

Py | P . . .
a plati E+ %= 1. Prvé tvrdenie vyplyva z nerovnosti

|f + 91" =2 max {|fl", |gI"}y =2°(If[" + |g ").

V druhom pripade musime postupovat rafinovanejSie; kliCom je Holderova
nerovnost

JIf+gl” dus=flfllf+ 9" du+
+[gllf+gl” " dus(fIfIP du)™® (8.5)
(flf+gl® 2 dp)" +(f |gl* du)*”
(JIf +gl® P du)" = ([ If|* du)"” +
+([lgl” dw)" (fIf + gl du)™.

(V Holderovej nerovnosti sme pouili to, Zze [f+g|* 'eL?, &o viak vyplyva
z rovnosti (p — 1)q = p.) Dokazovana nerovnost je zrejm4, ak [|f+g|" du=0.V
opacnom pripade zo vzfahu (8.5) uz dostivame

(JIf+gl” du)™ =([If +g|* du) ™=
=(JIfI" dw)™ + Sl dw)™. O

8.29 Propozicia. Nech p =1, potom L” je linedrnym priestorom. Ak pre kazdé
feL? polozime ||fll, = ([|f|” du)"?, potom ||-||, je polonormou, t.j. plati

1. Ifl, =0 pre vietky fe L*,

2. |lofll, = lal lIfll, pre vsetky feL”, a €R,

3. lf+gll=Ifll. + lgll, pre vietky f, geL’.
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Dékaz. Jedinou netrividlnou vlastnosfou je tretia. A td sme dokazali
v828. 0O

8.30 Lema. Pre fe L’ poloime [f]={g eL?; g=f u-skoro vsade}, potom
systém {[f]; feL"} je rozkladom mnoZiny L°. Ak f.elf), g:€lgl, potom
fi+gielf+al, afielofl, SIf]" du = JIfI" du.

8.31 Definicia. Nech p Z 1. Pre Tubovolny priestor s mierou (X, &, w) definuje-
me £° = {[f]; fe L"}. Pre [f], [g] € £’ definujeme [f] + lg] = [f+ 4], alf] = [of],
Nt = el = (FIF17 dm)™™.

8.32 Propozicia. ¥° je linedrny priestor, Il-ll, je norma, teda £* je linedrnym
normovanym priestorom. :

Dékaz. Vzhladom na propoziciu 8.29 stadi dokazat implikéciu [|[flll, =0 =
[f]=[0]. Aviak z toho, Ze (f1f17 aw)”® = Nliflll, =0 vyplyva, ze f=0 p-skoro
viade, preto plati [f]=[0]. O ‘

8.4 UPLNOST PRIESTOROV #*

Aby sme sa vyhli tazkopadnej praci s triedami patriacimi do L" a shfasne, aby
sme boli akurétni, budeme dokazovat najprv aplnost L” s tym, Ze k L’ sa uZ potom
fahko dostaneme.

§.33 Definicia. Postupnost (x.)a-1 pseudometrického priestoru (Y, d) sa nazyva
Cauchyho, ak k Tubovolnému € > () existuje také no, Ze pre vietky n, m = n, plati
Ak, i) <E: Postupnost (x.)s-1J€ konvergentnd, ak existuje taky prvokx e Y, Ze

plati lim d(x., x)=0. Priestor (Y, d) sa vold dplnym, ak kazdd Cauchyho postup-

nost je konvergentnd.

Na prvy pohlad vietko tak ako v metrickom priestore. Je tu, pravda, rozdiel.
Postupnost moZe konvergovat aj k viacerym limitim nielen k jednej. Najbliz$im
prikladom ndm moZe posliZit L2=L*({0, 1), %, 1). Postupnost konstantnych

©

funkcii (f.)n-1 = (%) konverguje nielen k nulovej funkcii, ale ku kazdej, ktora
n=1

sa rovna nule p-skoro viade.
8.34 Lema. Nech (h,).-1 je neklesajiica postupnost nezpornych, meratelnych,

integrovatelnych funkcif, lim | h, du <, potom u ({x ; lim ha(x) = oo}) =i,

Dokaz. Polozme najprv h(x)=lim h,(x) a skimajme (pre pevné k) mnoZinu

E={x; h(x)>k}. Ak efte polozime E,={x; h.(x)>k}, potom E./E, teda
podla vety 5.13 plati

I b du=Tim [ . dpZlim ku(E) = ku(E)- (8.6)
E ol

n—= Jg
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PoloZme este F={x; h(x)=}, F,
(8.6) na mnozinu E =F;, potom

={x; h(x)>k). Zrejme F,\F. Aplikujme

u(ﬂ)éé—f h duéélim fhn s
Fp i

a preto z polospojitosti zhora

0% u(F) = fim u(F) = im £ (tim [mau)=0. o :

8.35 Lema. Nech (ha)n-i je postupnost nezipornych, mera telnych, integrovater-
nych funkcij, konvergujiica u-skoro viade k meratelnej funkcii h. Nech K je také

cislo, Ze [h, du =K pre vsetky n, potom funkcia h je integrovatelni a plati
ThdusK.

Dokaz. Stadi zostrojit takd postupnost (Gn s meratelnych funkcii, aby 0=

g./"h u-skoro viade (napr. g,.=}f1=1£ h;

). Podrfa Leviho vety (veta 7.33) potom

funkcia £ je integrovatelna a plati

fh du=1lim [g, du=K,

pretozZe g, sii meratefné (podIa vety 6.23), integrovateIngé (vzhladom na lemu 7.21
a nerovnost 0=g,=h,) a platia nero

vnosti [g,duy = [, du = K (n=1,

N =

8.36 Propozicia. Nech (f,)z_, Je takd postupnost funkci z L%, Ze 3 1fi— fudll, <
i=1

%, potom existuje taky prvok feL”, Ze ||f. ~fll,—>0af,—f u-skoro viade.
Doékaz. Oznaéme >t
i=1

iillo = M a polozme g, =>|fi~ fiv]. Podra propozi-
=
cie 8.29 g, eL? a

Flanl” )™ < lgully S 316 £, =,
preto

Ngal” du=m?, n=1,2, .

Na funkcie 4, = |g,|” mozeme aplikovat lemu 8.34. Podla nej je lim |g,|* u-skoro

viade koneéna, a preto je aj lim |g,| u-skoro vSade koneéna, o vlastne znaci, 7e
n—s0

2~ fial =lim g, = lim |g, |
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konverguje p-skoro viade. MoZeme teda definovat funkciu f pomocou predpisu

ak ten rad
absolitne konverguje

{fl(x)+g(ﬁ+l(x)—ﬁ(x)),
flx)= 0 v opac¢nom pripade.

Funkcia f je merateInd a pre p-skoro véetky x plati

F)=Fix) + 3 (fin06) — ) =

= 100+ lim 3 ()~ ) = im £u()

teda (f.).-1 konverguje k f u-skoro viade, a preto konverguje p-skoro viade aj

B = fa = ful” = |fa = {17 (m > ). (8.7)
Navyse )
hm d)™ = Mlfo = follo = 3 Mfies = fill, =
S S lfii=fll =K,
odkial

(hw dusK®, m=1,2,... (8.8)

Z (8.7), (8.8) a z lemy 8.35 vyplyva, Ze limitn4 funkcia |f, — f|” je integrovateIna
a plati

[1 =11 qu=(Shfr=fll) (8.9)
Odtial dostdvame, Ze f,—feL" a kedZe L” je lineirnym priestorom, aj
F=lh—L—1EL".
Nech ¢ je TubovoIné kladné ¢islo. Vyberme n, tak, aby
5 lfivs = fllo <e.
i=ng
Z (8.9) potom vyplyva, Ze pre vietky n=n, je
fo = fllo = 2 fors = fills = 2 Ufirs = fillo <e,

teda f,—f v zmysle konvergencie v L?. O
8.37 Propozicia. Pseudometricky priestor (Y, d) je dplny prdve vtedy, ked je

konvergentnd kazda postupnost (x.).-., pre ktorii Zd(x,-, Xivy) <00,
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Doékaz. <

ZaCneme tou Casfou, ktori vlastne potrebujeme. Nech (y:)iZ: je Cauchyho
postupnost. Vyberme z nej taka podpostupnost (y, )i, aby

1

d(yms yﬂi+1)<2i 2

i=1,2,..

a poloZme x; =y,, potom
Zd(xi, xi+1)<z '1_,=1., {
i=1 i=1 2 .;

teda existuje xeY, pre ktoré d(y,, x)=d(x;, x)—0. K Tubovolnému £>0
vyberme také n,, aby pre vietky n, m Zn, platilo

£
d(y,,, yrn)<§ ’

a dalej také i,, aby

d(Yn, X)=d(x;, x) <§
pre vietky i =io. Vyberme také i Zi,, aby n, =n,, potom pre vietky n =n, plati

d(Yn, X)=d(Ya, ynu) + d(yn, ¥)<e, :
teda y,—x. [

=

Obritene, nech Y je uplny a nech konverguje rad » d(x, x.,). Potom |
i=1

k Tubovolnému kladnému ¢islu e existuje také no, 7e
2 d(xi, x,-+|)< £y
i=ng

Potom pre vietky n, m Zn, plati (nech napr. n>m)

n—1 =
d(x., x,)= Z A(xi, xi1) = 2 d(x:, xiv1) <e,
i=m i=ng

teda (x,).-1 je Cauchyho a vzhladom na to, e Y je uplny, aj konvergentni. O
8.38 Veta. Priestor L" so pseudometrikou o, (f, g) = ||f — g |, je tplnym pseudo-
metrickym priestorom.
Ddokaz. Vyplyva bezprostredne z propozicie 8.36 a z propozicie 8.37. 0O
8.39 Veta. Priestor £” je Banachov pre kazdé p=1.
Dékaz. Nech ([f.])=-1 je Cauchyho postupnost v £°, potom (f,, ).~ je Cauchyho
postupnost v L”. Podla vety 8.38 existuje také feL®, 7e ||f, — fll,—0, aviak
potom (definicia 8.31)
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L= U = MILfa = £1lle = 11f. = £l >0,

teda £ je Gplnym linedrnym normovanym priestorom. [J

8.5 LINEARNE OHRANICENE FUNKCIONALY

8.40 Definicia. Nech H je linedrny normovany priestor. Zobrazenie ft H-R
nazyvame linedrnym ohranienym funkciondlom, ak je linedrne a ak plati tito
podmienka :

Existuje také K, Ze pre vietky x € H plati |f(x)|=K||x]|.

8.41 Propozicia. Linedrny funkciondl f: H— R je ohrani¢eny prive vtedy, ked je
spojity v kaZzdom bode priestoru H,

Dokaz. Nech f je ohrani¢eny linedrny funkciondl, K taka konjtanta, 7e pre
vietky u e H plati |f(u)| =K||ull, potom pre kaidé x, xo€ H plati

|f(x) = f(xo)l = If(x — xo)| = K||x — xo|.
Vidime teda, Ze k [ubovolnému £ >0 existuje také & >0, Ze pre vietky x, pre ktoré

Q(x! xD) = “x - xU” = 69 plati I.f(x) - f(xo)i <E&.
Naopak, nech f je spojity v kazdom bode, teda aj v bode x,=0, potom aj k ¢islu
e =1 existuje také 6 >0, Ze

llxll = llx —0ll <6 = |f(x)| <1.

Polozme K = 62 Nech x# 0, potom

Lo 8 4 ..o
Vo A = 2 el =3 <.
teda
0 &
el V@I =1 (3 %) <1
odkial .
F@)I<Z llxl|=K]lx].

Nerovnost |f(x)|=K]||x|| plati trividlne pre x=0. O
8.42 Priklad. Nech H je predhilbertov priestor, y € H. Definujme f: H—>R
rovnostou -
fx)=(x,y),
potom f je linedrnym ohrani¢enym funkciondlom. Za konitantu K modZeme vziat
lyll. Z Cauchyho nerovnosti totiz vyplyva, Ze
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FCOI= 1, =yl = K x|,

Pod normou Ilinedrneho ohranic¢eného funkciondlu f rozumieme

8.43 Definicia.
Cislo
Ifll =inf {K ; pre vietky x e H: |f(x)| S K ||x|]}.

8.44 Propozicia. Nech f

je linedrny ohraniceny funkciondl, potom pre vietky
x € H plati

HEITHNET (8.10)

Platia tieZ rovaosti

£l =sup {IfCe)]; llx]| =1} = sup {fFC s Nlxfl =13
Dokaz. K fubovolnému & > @ existu
xeH je |[f(x)|=K]||x| a preto

(8.11)
je také K, [Ifl S K <||f|| + ¢, 7e pre vietky

FEI=KIN= (Il + )llx]).

KedZze tito nerovnost plati pre kaZdé >0, plati aj (8.10).
Aby sme dokizali (8.11), najprv uvaZme, Ze trividlne plati

UFCOMs Hxll S 1) = {IFCol; Ml =1,

teda
sup {[f(x)[; [lx||S1) Zsup {FCl; llxll =13, (8.12)
Nech [[x[[=1, potom poda (8.10) IFI= NN = N1Fl, esto [If]| je hornym
ohrani¢enim mnoziny {|f 5 Ixf|=13, teda
IFllZsup {[f(x)]; xll=1}. (8.13)

Nakoniec oznaéme a = sup { IFGl; llx

ff ([‘[}fﬂ) =0, teda [f(x)| = al|x||. Posledna nerovnost plati aj p
|
patri teda do mnoziny,

[=1}. Ak x#0, potom

IT;T” =1, teda

re x =0. Cislo o
ktorej ||| je infimom. Odtial dostaneme

IFll= e =sup {}f(x)]; ljx|| = 1}. (8.14)

Z nerovnosti (8.12), (8.13) a (8.14) vyplyva (8.11). O
8.45 Prikiad. Pokracujme v prikiade 8.47 a vypocitajme normu funkcionalu 27
fx)=(x, y). Uz sme zistili, 7e FE=ylllix|l pre vietky x, teda Il =1yl
Ukdzme, 7e plati rovnost ifl=llyll. Ak y=0, rovaost je zrejmd. Ak y#0,

mdZeme pracovat s prvkom ﬁﬂ, ktorého norma je 1, a preto

IFl Zsup {IFG; f1xli=1) =
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A = - =A1-~ =JM‘ 2
jr(I|yll) (Ilyll’y) i @ =17 P IF= 1yl

8.6 RIESZOVA VETA O REPREZENTACII

V tomto paragrafe dokdZzeme, Ze kaidy linedrny ohranifeny funkciondl na
Hilbertovom priestore ma taky typ, ako sme uviedli v priklade 8.42. Pravda,
chvilu bude trvat, kym to dokdZeme, ale vynaloZzend ndmaha stoji za to.

8.46 Propozicia (Stvoruholnikova rovnost). Nech H je predhilbertov priestor x,
y € H, potom

llx + ylI*+ llx = p[IF=2(lx[I” + lIy [I*).
Dokaz. Stadi pouzit definiciu

2||x+yllz+|!Jc—2y||2=(2x+y,x+y)+(12c—y,'x—zy)= Z
= [IxlP+2Cx, y)+ Ny P+ lx11?=2(x, )+ Iy lIP=2(lx >+ Iyl ©

8.47 Propozicia. Ak H je linedrny normovany priestor a x,— x, potom ||x,|| —
llxIl-

Doékaz. Stadi sa opriet o nerovnost ||jx.|| = [[x]|| = llx.—x]|. O

8.48 Veta. Nech H je Hilbertov priestor, C = H je neprdzdna, konvexnd (t.j.
plati implikdcia x, yeC, ae(0,1) = ax+(1-a)yeC), uzavretdi mnoZina,
potom existuje také xq,€ C, Ze

llxoll =inf {llx]|; x € C}.

Dokaz. Polozme d=inf {||x||; xeC} a zvolme x,eC tak, aby ||x.||—d.

Stvoruholnikova rovnost (propozicia 8.46) aplikovana na prvky % %’1‘ ddva

2 2

X Xl A 0% RPN [ Xn X
=51 =2 (B 13 -5+ s (8154
% : F Xi | Xm . o [1%n | Xm .
KedZze C je konvexnd, prvok 5+—2— patri do C, teda ‘2“+? =d. Z rovnosti

(8.15) dostaneme nerovnost
l 21 215 4 2 2
4 1= xmlP=5 Ml + 5 llxnll* = 2%,

KedZe ||x,||*— d?, postupnost (x,)r-; je Cauchyho. Podrobnejsie zvolime n, také,
£

2
aby pre vietky n = n, platilo ||x.||*<d®+ (5) , potom pre vietky n, m = n, plati
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2 2 . i
%o = xm[*<2d%+ 54 247+ 5 4d7= ¢, | odki

2 z Col
teda 0(xn, Xm) = ||Xx — Xm|| <E. ‘ 1:;
KedZe H je tplny, existuje také x, € H, Ze x, — xo. PretoZe x, € C amnoZina C je \ po
uzavretd, aj xo€ C. Podla propozicie 8.47 bude ||x.||—|lxol|. Pretoze podla
definicie ||x.||—>d, plati ||xo||=d. O teda
8.49 Propozicia (Pytagorova veta). Nech x, y su také prvky predhilbertovho
priestoru H, Ze (x, y)=0, potom
I +ylI*=[Ix]1>+ Iyl
| e+ 1=l Dy e
' 8.50 Veta (Riesz). Nech H je Hilbertov priestor, f: H— R linedrny spojity (x,
funkciondl, potom existuje prave jeden prvok y e H, Ze pre vsetky x € H plati yi—
f(x)=(x, y). e
Dokaz. Ak f=0, stadi poloZit y=0. Ak f#0, existuje prvok x, pre ktory prv
1
. x)# 0. Potom (—— x) =1, teda mnoZina
| @ Fre
C={xeH;f(x)=1} P"‘;
Ll
. je neprizdna, konvexnd, uzavretd. Nech xo€ C je taky prvok, Ze exi
l llxoll = d =inf {||x||; x € C}.
| Dokazeme implikdciu , pre
i (1) =02> (u, xo) =0. (8.16) |
' | 3 Nech f(u) =0, u# 0. Najprv zvolime &islo a také, aby (au, xo— au) = 0. Stadi vziat i
il :
| _(u, x0) |
I T ¢
_ ' potom
" : (ou, xo— au)=alu, xo)— a’*(u, u)= 4
. s
w | =q ((u, xo)-——(u’ Xo) (u, u)) =0. :
‘ (u, u) .
1' ' ke
H KedzZe f(xo— au)=f(xo) — af (u) =1, plati xo— aueC, teda
i“ %o~ oul| Zd.
1" | || Of(dtial a z Pytagorovej vety dostaneme 0
|
il 'hf _ d* = | xoll* = [l (xo— au) + au||*=
i = llxo— [+ llawlPZ d? + o . | P
i 1
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odkial vyplyva, Ze ||au||’ =0, teda au = 0. LenZe u je nenulovy prvok, preto a =0,
z ¢oho podla (8.17) vyplyva, ze (u, xo)=0. Tym je implikécia (8.16) dokédzana.

Nech x je TubovoIny prvok z H. Pretoze f(x — f(x)xo) = f(x)— f(x)f(x0)=0,
podIa (8.16)

0= (x — f(x)x0, X0) = (%, Xo) — f(x) (X0, Xo),

= (x 2 u) cH.

Zostiava dokazat jednoznaénost vyjadrenia. Ak pre vietky x € H plati f(x)=
(x, y) = (x, v2), potom (x, y»—y,)=0 pre- vietky x € H, teda aj pre prvok x =
— y,. Dostaneme, Ze ||y:—y:|* = (y1—y2 y1—y2)=0, odtial y,—y,=0, teda

yi=y:. U
8.51 Désledok. Nech F je linedrny spojity funkcional na °, potom existuje taky

teda

v

prvok [gle ¥?, Ze
F([fl)=[fg du
pre vietky feL”.
Dokaz. Kedze #° je podla vety 8.39 Hilbertov priestor, podla vety 8.50
existuje taky prvok [g]e £?, ze

F(fD=(fl.[gD={fg du
pre vietky [f]e &7, t.j. vietky fe L®. O

Ulohy

A n-rozmerny priestor
UvaZujme o priestore R"={(xi, ..., X»); xi€ R} s metrikou odvodenou od

skaldrneho sdcinu xy = > xy;.
i=1
(a) Dokajte, 7¢ postupnost prvkov (x®)7, priestoru R" x@=(x?, ..., xf")

konverguje k prvku x = (x4, ..., X.) prave vtedy, ked x’—>x. pre k=1, ...,
(b) Na zéklade (a) dokéite, 7e R" je Hilbertov priestor.

B Vnorenie R" do I’

Definujme zobrazenie ¢: R" —[* pomocou vztahu @((xy, ..., X.)) = (X1, ...; X,

0,0,0,...).
(a) Dokazite, Ze @ je izometrickym zobrazemm priestoru R" na uzavretd

podmnozinu priestoru [,
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(b) Dokazte, 7e uzavrets
metrickym priestorom.
(c) Na zdklade (a), (b) a

podmnozina tiplného metrického priestoru je dplnym

propozicie 8.10 dokézte, J¢ R" je uplnym metrickym

2 2 2 |
0> llx+yll? = Ylx]P+ [y
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priestorom.
| i
| C Komplexny predhilbertoy priestor ‘
; Axiémy st podobné ako v odseku 8.1, lenze ide o zobrazenie (-, -): Hx H— 5
| a druha axioma md tvar: (x, y)= (;Trj kde Z je komplexné &islo zdruzené k &islu
z. Dokaizte, Ze plati '
(@) (x, ay)=a(x, y) pre vietky x, y eH, aeC. &
(b) (x, yi+ya) = (x, y:) + (x, ys) pre vietky x, yi, y,€ H.
© (e, »IP=(x, x)(y, y).
(Ndvod. Vezmite q ER, BeC, vypocitajte (ax + By, ax + fBy) a dosadte
B=(x,y)/|(x, y)[~)
D Priklady komplexnych priestoroy n
@ C"={(zy, ..., 2.); z€C}, (x, y)=>xy.
i=1
(b) Priestor /2 vietkych postupnosti (z,);7, komplexnych &isel takych, 7e
;!Z‘|2<m; (x, Y)zzxi}’—i-
(c) Priestor vSetkych komplexnych funkcii spojitych na intervale (a,b); (f, g)
b
.: . f f(x)g(x) dx. k
;'!1 E Linedrne normované priestory “
‘ E’ | (a) Dokizte, ze aj v komplexnom pripade je kazdy predhilbertov priestor &
| E]‘ i linedrnym normovanym priestorom, ak ||x|| = V(x, x).
} I (Nédvod. Pri dokaze trojuholnikovej nerovnosti pouZite vzfah 2 Re 7 =2|z].)
e (b) Dokazte, 7e priestor !' vietkych Postupnosti (z).Z, komplexnych &isel takych,
- Ze Y z| <, je linedrnym normovanym priestorom s normou lzll =3zl
i =1 : i=i
| , _ (c) Dokazte, ze aj v komplexnom pripade si priestory [, upiné.
11' F Identity v predhilbertovom priestore ‘ I
ii! | Dokiéite, Ze aj v komplexnom pripade plati ' i 4
il (a) Stvoruholnikova rovnost: lx+ylP+ |lx -y = 2701112+ NIy 1.
E (b) Pytagorova veta - (x,y)=
|




G Konvergencia v predhilbertovom priestore

Nech (a,)n-1, (bn)n=1 51 postupnosti prvkov v predhilbertovom priestore, @, ->a,
b,— b. Dokazte, Ze plati

(a) an+b,—a+b.

(b) (an, bn)")(as b).
(c) AK (0tn)n=1 j€ postupnost komplexnych gisel, a.

— o, potom a,a,—> 0d.
H Ortonormilne systémy
Nech (¢)i-; je ortonormaln

a=(x,e),i=1,2, ..

(a) Dokaite, Ze l{x -3 ce
i=1

y systém v predhilbertovom priestore H, x € H,

= el - 5l

(b) DokaZte Besselovu nerovnost: llx[[zi'Z]c;lz.
i=1.
2

nadobuda

% n
X — zaiei
=

(c) Dokazte, 7e funkcia f: C" >R, f(G, ...y On) =
minimum v bode (c1, ..., €a)-
(Ndvod. VyuZite tito vlastnost komplexnych ¢&isel:
la—b|*=|al*~ab—ab + |6]%)

1 Fourierove rady

Rad Y ce, kde ¢; = (x, &), nazvime Fourierovym radom patriacim k prvku x a
=1
k ortonormalnemu systému (e)iz1
(a) Zostrojte Fourierov rad patriaci k Tubovolné
e = (8;)i=:. Napiste jeho n-ty Giastoény sacet.
(b) Zostrojte Fourierov rad patriaci k funkcii fe C (—o, ) a k ortenormdlnemu

systému

mu prvku x €%, x=(x)i-1 a

1 sinx cosx sin2x cOSZx
Var' Vx' V' Vm ' V=
J Priestor L’
(a) Dokaite, ze L'=2Lndl, kde M je mnoZina vietkych

v danom priestore.

(b) Nech pre fe X je [fl={geL; f=g u-skoro viade}, [£]={[f]; feZ}.
Dokéjte, 7e [£] je linedrny normovany izometricky izomorfny s priestorom AT
existuje linearne bijektivne zobrazenie @: [£]— %', ktoré zachovava normu

oDl = AN pre kazdé fe £,

merateInych funkeii
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K Uplnost #*

(a) Dokdzte Cebysevovu nerovnost. Ak feL”, potom

w(lx; ) zen= L [r au.

1
~(b) Nech g, eL?, 196~ genll < %

Ze gi(x)— g(x) pre u-skoro vietky x
(Ndvod. Polozme Ac={x;

|9¢(x) ~ g.1(x)| 227} ; potom 2 (a) vyplyva, 3e
K(A) <27, u () U4 =0)

n=]1 k=n
¢) Pomocou (b) a Fatouove
Nivod. 7, danej Cauch

' 1
o= focls < .

j lemy (iiloha LL z kap. 7) dokdite, 7e L7

je tplny.
yho postupnosti ()

i-1 Vyberte takd (fur)i-1, aby

L Priestory I”

Nech X =N je mnozina

vietkych prirodzenych ¢&isel, & je o-algebra vietkych
podmnozZin mnozin

Y N, u(E)=pocet prvkov mnoziny E, ak je E koneéna,
apu(E)=wvy opacnom pripade. PoloZme |7 = L°(N, %, u).

(a) Dokazte, 7e |° Pozostdva zo vietkych p
o 1/p
pre ktoré je Dlxlf <o, I1x]l, =(Z fx,-[") ;
i=1 =1

(b) Pomocou (a) dokaite pro
(c) Najdite taky priestor (X,

ostupnosti (x,);, (t.j. funkcii na N),

oziciu 8.10.
&, 1), aby R =L*X, #, ).

M Linedrne ohraniéené funkciongly

Pomocou Rieszovej Vety o reprezenticii urgite vieobecny tvar linedrneho
ohrani¢eného funkcionily

(a) v priestore R",

(b) v priestore /2,

N Priestory linedrnych ohranicenych funkciondlov
Znakom H' oznaéme Zi
definovanych na linedrn
(@) Dokdzte, 3¢ H je linedrny normovany priestor, ak definujeme ||f]| =
sup {|f(x)]; [lx|l=1). '
(b) Dok4ste,
(Nédvod. Pou

Om normovanom priestore H.

Ze H' je Banachov priestor.
Zijeme nerovnosti [fm () — f (x)]

= = fall xll= eflx]l.)
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(c) Nech H je Hilbertov priestor. Dokaite, 7e H' je izometricky izomorfny

s priestorom H.
(Ndvod. Pouzite Rieszovu vetu o reprezentacii.)

O Ortogonilny rozkiad

Podmno¥ina L line4rneho normovaného priestoru H sa nazyva podpriestorom,
ak je uzavretd vzhfadom na linedrne kombindcie prvkov z L (t.j. x, yeL =
ax + By € L) a uzavretd podmnoZina metrického priestoru H (t.j. X, €L, X, —>x =

xelL.)
(a) Nech J je predhilbertov priestor, L < H.Poloime L*={xeH;(x,y)=0pre

véetky y e L}. Dokazte, Ze L™ je podpriestorom.

(b) Nech H je Hilbertov priestor, L jeho podpriestor. Dokazte, Ze ku kazdému
x € H existuji také yeL a zeL*, Ze x=y +Z.

(Ndvod. Zobrazenie f: L—R definované rovnostou f(t)= (¢, x) je linedrnym
ohraniéenym funkciondlom ; existuje teda také y € L, 7e f(t)=(t,y),teL;z=x—"

y.)

P Porovnatelné miery -

Nech p, v st koneéné miery definované na g-algebre ¥ podmnoZin mnoZiny X,
v=p. Oznaéme L*(u)=L*(X, %, 1), L'(v)=L'(X, &, v).

(a) Dokaite, ze L*(p)cL'(v). ‘

(Névod. Pouzite Cauchyho nerovnost.)

(b) Definujme F: L*(u)— R predpisom F(f)= [ f dv. Dokatte, 7e F je linedr-
nym ohrani¢enym funkcionalom. :

(c) Dokdzte, 7e existuje také g € L*(n), Ze pre vietky fe L*(u) plati ffdv=

[ fq du. -
(Ndvod. Pouzite Rieszovu vetu o reprezenticii.)

(d) Dokazte, ze 0=g =1 p-skoro viade.
(Nivod. PoloZte f=xg.)

Q Radonova—Nikodymova veta .
Nech p, v si koneéné miery na o-algebre &. Nech u(E)= 0 implikuje v(E)=0.

Poloime fi=u+v.
(a) Dokazte, ze @i je miera a pre kazdd {i-integrovateInd funkciu f plati

ffdi=ffdu+[fdv.
(b) Dokézte, Ze existuje takd funkcia g € L%(ii) a-skoro véade medzi O a 1, Ze pre
vietky feL*(d) plati
[f(1—g)dv={fg du.
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(Ndvod. Pouzite (a) a ulohu P(c).)
(c) Dokazte, ze g <1 p-skoro viade.
(Ndvod. Polozte v (b) f=yxe, E={x; g(x)=1}.)

(d) Existuje taka funkcia h e L'(u), Ze pre vietky Ee & v(E)=j h du.
E
n—1

(Névod_ V (b) polozZte f= yexa 2. 9i, kde A-={x; g(x)<1} a pouiite tej

i=

skutocnosti, ze

xa(x) gjg"(X)/’xA(x) T—Lﬁ)

Poznamky a doplnky

Priestory £ st peknou ukaZkou poufZitia tedrie Lebesguovho integrilu. Na o st
dobré, to sme sa pokisili naznacit na priklade Hilbertovho priestoru £°. Citatela
upozoriiujeme na to, Ze keby sme mali k dispozicii iba Riemannovu tedrin
integrovania a nie Lebesguovu, odpovedajice priestory £ by nemuseli byt plné.
Pokial ide o ortogondlne systémy, tato partia je velmi dokladne a precizne popisani
v knihe Jarnika [1].

Pravda, nezostali sme len pri priestoroch ¥*. Nezdrzali sme sa, aby sme
neuviedli eSte aspon nieco z funkciondlnej analyzy. Skuto¢nym dévodom pre vyber
Rieszovej vety o reprezentdcii (ktord je aj sama osebe krdsna) bola moZnost
alternativneho dokazu Radonovej—Nikodymovej vety (iloha Q: pozri tieZ vetu
10.17). Funkciondlna analyza patri inak medzi ozdoby si¢asnej matematiky
a kniha venovanid Lebesguovej tedrii integrovania nemdZe nezddraznif dlohu,
ktort tato tedria vo funkcionalnej analyze hra. So zdkladmi funkciondlnej analyzy
sa mo7e Citatel zoznamit z prekladov Silova [2], Taylora [1], Kolmogorova—Fomi-
na [1], Rudina [3], zo skript MiSika [2], dalej napr. z Riesza—Nagya [1]
a z Ljusternika—Soboleva [1]. Literatira venovanda funkciondlnej analyze sa bude
u nds aj dalej rozvijat a stoji za to ju sledovat.

Pokial ide o vyskumni problematiku, mdZeme snad upozornit na drobnosti
tykajice sa priestorov £°, obsiahnuté v priacach Vavrovej [1], Kulcsirovej [1],
Riegana [22] a Siposa [5].
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