— text obsahuje znenia viet, ktoré budeme dokazovat’ na prednaskach

— text je doplneny aj o poznamky, ich cielom je dopomdct’ sStudentom k lepsiemu
pochopeniu pojmov aj sivislosti medzi nimi

— text je tiez doplneny aj o niekolko tloh, vyrieSenie ktorych by tiez malo
§tudentom poméct’ k lepsSiemu pochopeniu prednasanych tém

G. Monoszova, Analyticka geometria 2 - Kapitola IV
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ANALYTICKA GEOMETRIA 2

KAPITOLA 1V
ZHODNE ZOBRAZENIA

IV. 1. ZHODNE ZOBRAZENIE - DEFINICIA, VLASTNOSTI, ANALYTICKE VYJAD-
RENIE

Definicia.
Nech E(A;V; —), E'(A’; V’; —) st euklidovské podpriestory. Zobrazenie

fiA— A

nazyvame zhodné zobrazenie, ak vzdialenost’ 'ubovolnych dvoch bodov eukli-
dovského priestoru E sa v zobrazeni f zachovava;
t.j.

VX,Y € A: [FOOF(Y)] = [XY].

Uloha 1.
Dokazte, ze v euklidovskom priestore je nasledovnd definicia deliaceho pomeru ekvivalentna s
definiciou deliaceho pomeru v Kapitole I, ¢ast’ 1.7, str 9.

Definicia. Nech A, B, C, A # B # C, s kolinedrne body euklidovského priestoru. Potom pod
deliacim pomerom usporiadanej trojice bodov A, B, C rozumieme

AC
2el ak —wACB),

(ABC) := 4
C
—L54, ak wACB).
Veta 1.
KazZdé zhodné zobrazenie je prosté a afinné.

Veta 2.
Afinné zobrazenie je zhodné prdve vtedy, ked’ jeho asociované zobrazenie zachovdva normu vek-
torov.

Veta 3.
Afinné zobrazenie je zhodné prdve vtedy, ked’ jeho asociované zobrazenie zachovdva skaldrny sucin
vektorov.

Veta 4.
Afinné zobrazenie je zhodné prdve vtedy, ked’ jeho asociované zobrazenie zachovdva skaldrny sucin
na vektoroch bdzy.

Veta 5.
Nech Bog, Bi,...,Bn st linedrne nezdvislé body euklidovského priestoru K, . Afinné zobrazenie
f: E, — E je zhodngm zobrazenim prdve vtedy, ked’

(f(Bi) = f(Bo)).((f(Bj) = f(Bo)) = (Bi — Bo).(Bj — Bo), i,j € {1,2,...,n}.
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Veta 6.

Nech Py, Py, ..., Pn st linedrne nezdvislé body euklidovského priestoru ., nech P§, Py,..., P},
st body euklidovského priestoru IE/. Potom existuje zhodné zobrazenie f : E, — I/, také ze
f(P)=P/,ie€{0,1,...,n} prdve vtedy, ked’

77
|P{Pj| = |P;iPj|, i,j € {0,1,...,n}.
Navyse takéto zobrazenie existuje jediné.

Uloha 2.
Pouzite vetu 6 Specidlne pre jedno, dvoj a trojrozmerny euklidovsky priestor a dopliite nasledujtice
tvrdenia tak, aby vznikol pravdivy vyrok.

a) Zhodné zobrazenie f : [£; — [E je jednoznaéne uréené obrazmi ... bodov, pricom ... .
b) Zhodné zobrazenie f : [E3 — &’ je jednoznaéne uréené obrazmi ... bodov, pricom ... .
c) Zhodné zobrazenie f: [E3 — [E/ je jednoznaéne uréené obrazmi ... bodov, pricom ... .
Pozndmka.

1. Nech f : [E,, — [E/, je zhodné zobrazenie a nech st dané kartézske siradnicové ststavy
v E,, repérom {P;e1,€2,...,e,} a v £ repérom {Q;di,dz,...,dm}. Nech f(P) =

m m
Q+ Z bjd;, f(&) = Z ajjd;, i € {1,2,...,n}. KedZze kazdé zhodné zobrazenie je
j=1 j=1
afinnym zobrazenim (pozri vetu 1), tak analytické vyjadrenie zhodného zobrazenia f je
nasledovné
fi @i =anz +aize + -+ anizn + b1
w5y = araw1 + azaT2 + - + anatn + ba

’
Thy = A1mT1 + A2m@T2 + - + ApnmTn + bm

a zapis analytického vyjadrenia v maticovom tvare je

all ai2 e a1m
, , , a1 a2 cee a2m
(ml x4 ...mm)z(:cl Ty ... In) +(b1 ba ...bm,)
anl Qan2 Anm
pripomenme, ze maticu
ail a2 cee A1m
a1 a2 ... Ga2m
My =
anl Aan2 ... Gnm

nazyvame maticou zobrazenia f.

Veta 7.
Afinné zobrazenie f : E, — !  je zhodngm zobrazenim prdve vtedy, ked’ sicin matice zo-
brazenia f a transponovanej matice k nej je jednotkovd matica, t.j.

Mp.(Mp)T = In.

Uloha 3.
Ak f je zhodné zobrazenie euklidovského priestoru do seba (f : [E — E), tak f je bijekcia.
Zdovodnite.

Definicia.
Zobrazenie euklidovského priestoru IE do seba nazyvame zhodnost’ (v [E).
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Veta 8.
Vsetky zhodnosti euklidovského priestoru tvoria vzhladom na skladanie grupu, tzv. grupu zod-
nosti.

Veta 9.
Absolitna hodnota determinantu matice zhodnosti sa rovnd 1.

IV. 2. Samodruzné prvky zhodnosti

Postup pri uréovani samodruznych bodov, samodruznych smerov a samodruznych
priamok zhodnosti je analogicky ako pri urcovani samodruznych prvkov afinného
zobrazenia.

Uloha 4.
Co viete povedat’ o charakteristickom ¢isle zhodnosti?

IV. 3. Simernost’ podla nadroviny - definicia, analytické vyjadrenie

Uloha 5.
Nech g je nadrovina euklidovského priestoru IE,,. Zdévodnite, Ze existuji prave dve zhodnosti v
E,., pri ktorych st vietky body nadroviny ¢ samodruzné.

Definicia.

Zhodnost’, ktorej mnozina samodruznych bodov je nadrovina, nazyvame stimernost’ podla
nadroviny.

Veta 10.

Nech f je sumernost’ podla nadroviny o : ci1x1 + c2x2 + -+ - + cnZTn + co = 0. Potom analytické
vyjdrenie zhodnosti f moZeme zapisat’ v tvare

f:

z) =x1 + Ai(caz1 + cawa + - + cnTn + c0)
xh = z2 + A2(c121 + c2z2 + -+ + CnTn + co)

x{n =Tn + >\7L(CISU1 +c2x2 + -+ Cnn + co)

kde \i = ——a—, i € {1,2,...,n}
j=1 cj
Poznamka.
2. Kazdd zhodnost’ v [E,, moézeme dostat’ zloZzenim maximélne z n + 1 stimernosti podla
nadroviny.
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IV. 4. Klasifikacia zhodnosti v euklidovskej rovine

Dohovor. Nakolko nemoéze déjst’ k nedorozumeniu, kvoli jednoduchosti nebudeme rozliSovat’ v
zépise medzi uhlom a jeho velkost'ou.

Nech f je zhodnost’ v E;. Potom médme dve moznosti pre analytické vyjadrenie f.

1. mozZnost’ (analytického vyjadrenia zhodnosti f)

fia' =xcosa—ysina+p

y =zxsina +ycosa +q

Potom pre samodruzné body zobrazenia f plati:

(1 —cosa)z+ (sina)y —p =0
(=sina)z + (1 — cosa)y — ¢ =0

pre determinant sistavy (sb) plat{

a) je rdzny od nuly alebo b)  je rovny nule
t.j. t.j.
(1 —cosa)? +sin?a # 0 (1 —cosa)? = —sin®
cosa # 1 sina =0 & cosa=1

b1) akp#0Vg#0
bs) akp=g=0

a) V tomto pripade existuje jediny samodruzny bod (oznac¢me ho P)
zvol'me P za pociatok KSST | potom p = ¢ = 0. L'ahko ukazeme, ze
VX € Ey; <(PX,PX') = a.
Je zrejmé, ze f je rotédcia so stredom v bode P a uhlom rotécie f je orien-
tovany uhlol «; pre analytické vyjadrenie f plati
f=0pPa, [f:2/=xzcosa—ysina
Yy = zsina + ycosa
b1) V tomto pripade neexistuji samodruzné body zobrazenia f.
b2) V tomto pripade st vsetky body samodruzné v zobrazeni f.

TKSS - kartézska suradnicové sdstava
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Pozrime sa teraz, ¢o plati pre samodruzné smery zobrazenia f;

Ar =xcosa — ysina
) (ss1)
Ay =xsina + y cosa

Potom charakteristickd rovnica ma tvar

A — cosa sin a
—sinae A —cos«

po uprave

(A —cosa)? = —sin’ a

Zrejme rieSenie charakteristickej rovnice (v obore redlnech éisel)

1) existuje, 2) neexistuje,
ak sina=0 ak sina # 0
I
cosa=+1\cosa= -1
11) sina=0 & cosa = —1
teda Ay = —1
podla (ssl) —r=—zx

Y=Y
t.j. vSetky smery st samodruzné
13) sina=0 & cosa=1
teda Ao =1
podla (ssl) r=z
y=y
t.j. vSetky smery st samodruzné
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Vzhl'adom na samodruzné body a samodruzné smery mézu pre zobrazenie f nastat’
teda nasledovné Styri moznosti:

ak platia zaroven pripady
a) a 11), potom f je STREDOVA SUMERNOST

f = 0p.180° = 0P

fia =—x
y'=—y
a) a 2), potom f je ROTACIA
[ = 0P, @ # 180°
f:a =rcosa —ysina

y =xsina +ycosa

b1) a 13), potom f je TRANSLACIA
=T, W= (p,q)

fiad =x+p
¥ =y+q
by) a 13), potom f je IDENTITA
f=1
f:a =x
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2. moznost’ (analytického vyjadrenia zhodnosti f)

f:a =xcosa+ysina+p

Yy =zsina —ycosa+q

Potom pre samodruzné smery zobrazenia f plati:

AT =xcosa + ysina

. ss2
Ay =xsina — ycosa (552)
a charakteristickd rovnica ma tvar
A—cosa —sina |
—sina A+ cosa
po uprave dostaneme
A —cos?a—sin?a=0
A2 =1
A =1 Ay =—1
oznac¢me u charakteristicky vektor oznac¢me v charakteristicky vektor
prisluchajuici ku charakteristickému ¢islu A; | prislichajuici ku charakteristickému ¢islu Ao
fu) =7 fw)=-v

L’ahko mozno ukazat’, ze vektory w, v zvieraju pravy uhol,
moézeme teda zvolit’

za smer osi x vektor u, teda @ = (1;0)

za smer osi y vektor T, teda 7 = (0;1)

Pre obrazy vektorov @ a v plati

ﬂéﬂ
1 =1.cosa—+0.sin«
0=1.sina — 0.cos«
vy -

0=0.cosa+ 1.sina

—1=0.sinav — 1. cos «

Pre uhol « teda plati
cosa =1
sina =0

a pre analytické vyjadrenie zobrazenia f dostavame

fiad=xz+p
Y =-y+gq
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Co modze nastat’ pre samodruzné body zobrazenia f, I'ahko zistime rozliSenim

parametra p:

1) akp=0
r=x
y=-y+gq
Fix; = {[x; %],x € R}
t.j. samodruzné body tvoria

(silnosamodruzni) priamku

y:g
2

zvolme pociatok KSS
. . _ 49
na tejto priamke Yy = 5

potom ¢ =0

pre tento pripad zobrazenie f je

0SOVA SUMERNOST

f:O'I

2) akp#0
rT=T+p
y=-y+gq
FinZ@

t.j. samodruzné body neexistuju,

ale existuje slabosamodruznd priamka

y:g
2

zvolme pociatok KSS
. ) _ g
na tejto priamke Yy = 5

potom ¢ =0

pre tento pripad zobrazenie f je

POSUNUTA SUMERNOST

f=o0y0m, w=(p0)

fiad=xz+p
!/

y=-v



50

Na zaver uvedieme este prehladné tabulky zhodnosti v dvoj a trojdimenzionalnom

euklidovskom priestore.

PREHL'AD ZHODNOSTI Vv E,

ss: ﬂ

ss: dva navziajom

ss: vSetky

kolmé
sb:ﬂ ' =xz+p ' =xz+p
Yy =-y v =y+q
p#0 (p,q) # (0,0)
posunutd simernost’ posunutie (neidentické)
sb: 3! 2’ =xcosa—ysina = —x
y' = rsina + ycosa y = —y

sina # 0

otocenie (neidentické)

stredova siumernost’

sb: tvoria priamku

=z
Yy =-y

osovd sutmernost’

sb: vsetky

sb - samodruzné body
ss - samodruzné smery

=z

Yy =y
identita



PREHL’AD ZHODNOSTI Vv Eg

ss: d!

ss: jeden a vsSetky
na tento smer kolmé
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ss: vSetky

sb: ﬂ

' =xcosa—ysina
y' = zsina + ycosa
z=z+b3
sina # 0
b3 #0
otocenie okolo priamky
zlozené s

posunutim v smere tejto
priamky

' =x+b
Y =y+bo
2 =—z

(b1,b2) # (0,0)

sumernost’ podl'a roviny

zlozend s
posunutim v smere tejto
roviny

!

' =x4+b
Yy =y+be
z=2z+b3

(b1,b2,b3) # (0,0,0)

posunutie(neidentické)

= —z
Y =-y
z =z+b3
bz #0
sumernost’ podl'a priamky
zlozend s
posunutim v smere tejto
priamky
z/ =xcosa—ysina ' =—x
sb: 3! y' = zsina + ycosa y = —y
2 =—z 2= —z
sina # 0
otocenie okolo priamky stredovd siumernost’
zloZené so
stimernostou podl'a roviny|
kolmej na tito priamku
' =xcosa—ysina = —x
sb: tvoria priamku y' = xsina + ycosa y = —y
2=z 2=z

sina # 0

otocenie okolo priamky

sumernost’ podla priamky

sb: tvoria rovinu

[

!

x
Yy
= —2

SRS

stimernost’ podl'a roviny

sb: vsetky

sb - samodruzné body
ss - samodruzné smery

N e 8
I
N e oy

identita



