— text obsahuje znenia viet, ktoré budeme dokazovat’ na prednaskach

— text je doplneny aj o mnozstvo poznamok, ich cielom je dopoméct’ studentom
k lepsiemu pochopeniu pojmov aj stvislosti medzi nimi

— text je tiez doplneny aj o niekolko tloh, vyrieSenie ktorych by tiez malo
§tudentom poméct’ k lepsSiemu pochopeniu prednasanych tém

G. Monoszova, Analytickda geometria 3 - Kapitola VII
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ANALYTICKA GEOMETRIA 3

KAPITOLA VII
KUZEL'OSECKY

VII. 1. ROZNE POHL'ADY NA POJEM KUZEL'OSECKY

Este predtym ako odvodime analytické vyjadrenie kuzelosecky, ukdzeme si rézne
pristupy k pojmu kuzelosecky.

o Kuzelosecka - ako mnozina bodov danej vlastnosti

Pripomenme si definicie elipsy, paraboly a hyperboly zo strednej skoly.

Nech Fiy, F5 su dva rézne body euklidovskej roviny E,. Pod elipsou rozu-
mieme mnozinu vsetkych bodov z roviny Eo, ktoré maji od danych bodov Fy, F5
konstantny stcet vzdialenosti, ktory je vacsi ako je vzdialenost’ |Fy Fy|.

Nech F' je bod euklidovskej roviny Eq a d je priamka v E,, ktord neprechadza
bodom F'. Pod parabolou rozumieme mnozinu vsetkych bodov z roviny Eo, ktoré
maju rovnaki vzdialenost’ od daného bodu F' a danej priamky d.

Nech Fi, F5 st dva rozne body euklidovskej roviny Es. Pod hyperbolou rozu-
mieme mnozinu vSetkych bodov z roviny Eq, ktorych absolitna hodnota rozdielu
ich vzdialenosti od danych bodov Fi, F» je konstantny, mensi ako je vzdialenost’
|Fy Fy|.

o Kuzelosecka - ako rovinny rez rotacnej kuzelovej plochy

Veta 1 (Quetelet - Dandelinova).
Rezom kuZel'ovej plochy rovinou, ktord neprechddza jej vrcholom je

a) elipsa (pripadne kruznica), ak rezovd rovina pretina vsetky tvoriace priamky
kuzelovej plochy,

b) parabola, ak rezovd rovina je rovnobeind prdve s jednou tvoriacou priamkou
kuzel'ovej plochy,

¢) hyperbola, ak rezovd rovina je rovnobeznd prdve s dvoma tvoriacimi priamkamsi
kuzel'ovej plochy.

Veta 2.
Oznacme w uhol, ktory zvieraju tvoriace priamky kuzelvej plochy s rovinou kolmou
na os kuzelovej plochy a oznacme ¢ uhol rezovej roviny a roviny kolmej na os
kuzel'ovej plochy. Rovinnym rezom kuzelovej plochy je

a) elipsa (pripadne kruznica), ak uhol ¢ je mensi ako uhol w,

b) parabola, ak uhol ¢ je zhodny s uholom w,

¢) hyperbola, ak uhol ¢ je vicdsi ako uhol w.

o Kuzelosecka - ako obraz kruznice v perspektivnej kolinedcii medzi dvoma rovinami v Eg
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Definicia. B
Nech gy, 05 st (vlastné) réznobezné roviny v projektivnom priestore Ez, nech S je
vlastny bod, S € Es \ (g, Ud,). Zobrazenie

©:0, — 0y
Xy —> Xs, pricom S, Xi, X5 st kolinedrne body,

nazyvame perspektivnou kolinedciou (medzi rovinami g;, 9, v E3). Bod S
nazyvame stredom a priese¢nicu g, N9, nazyvame osou perspektivnej kolinedcie.

Priamky v, € 9; a va € 0y, pre ktoré plati, ze obrazom w; a vzorom vy v kolineacii
O su idedlne priamky, nazyvame tibeznice.

Pozndmky.

1. Perspektivna kolinedcia medzi dvoma rovinami v projektivnom priestore Es
je bijektivne zobrazenie bodov projektivnej roviny p; na body projektivnej
roviny o,.

2. Priamka a jej obraz v perspektivnej kolineacii medzi dvoma rovinami v
projektivnom priestore E3 sa pretinajii na osi kolineécie.

3. Deliaci pomer nie je invraiant perspektivnej kolineécie.

4. Dvojpomer je invariantom perspektivnej kolineacie.

Veta 3.
Nech © : 9, — 0y je perspektivna kolinedcia (medzi dvoma rovinami v pro-
jektivnom priestore Ez) a nech uy C 9, je jej tibeinica.
a) Obrazom bodu v perspektivnej kolinedcii © je bod.
b) Obrazom priamky v perspektivnej kolinedcii © je priamka.
c) Obrazom idsecky AB v perspektivnej kolinedcii © je
- dsecka, ak ABNuy =0,
- polpriamka, ak AB Nuy = {A}, pripadne ok AB Ny = {B},
- zjednotenie dvoch polpriamok, ktoré leZia na jednej priamke a si dis-
Junktné, ak ABNwuy = {C}, pricom bod C lezi medzi bodmi A, B (t.j.
plati u(ACB)).
d) Obrazom kruznice k v perspektivnej kolinedcii © je
- elipsa, ak wbeznica ui je neseénicou kruznice k,
- parabola, ak wbeznica ui je dotyénicou kruznice k,
- hyperbola, ak ubeznica uy je seénicou kruZnice k.

o Kuzelosecka - ako obraz kruznice v perspektivnej kolinedcii v projektivnej rovine Eo

Nech © : p; —> 0, je perspektivna kolineacia so stredom S v projektivnom priestore
E;. Zvolme vlastny bod O, O ¢ 7, U2, U {S} a vlastni rovinu 7, 7 # 3,, i €
{1,2}. Stredovym premietanim perspektivnej kolinedcie © zo stredu O do roviny 7
dostaneme tzv. perspektivnu kolineaciu 0 v projektivnej rovine 7. Stredom
tejto perspektivnej kolinedcie 6 v rovine 7 je stredovy priemet bodu S v stredovom
premietani zo stredu O do roviny 7 a osou je obraz priamky g; N9, v spominanom
stredovom premietani. Zrejme plati, ze stred perspektivnej kolineacie 6, l'ubovolny
bod X (X € 7) a jeho obraz §(X) su kolinedrne body, a tiez l'ubovolna priamka p
(p C 7) a jej obraz 6(p) sa pretinaji na osi perspektivnej kolinedcie 6.



61

Veta 4.
Nech 0(S; 0;u) je perspektivna kolinedcia v projektivnej rovine dand stredom S, osou
o a tbeznicou u. Nech k je kruznica. Potom 0(k) je

a) elipsa (v Specidlnom pripade kruznica), ak ubeZnica u je nesecnicou kruznice k,
b) parabola, ak wbezinica u je dotycénicou kruinice k,
c) hyperbola, ak vbeznica u je secnicou kruznice k.

VII. 2. ANALYTICKE VYJADRENIE KUZEL'OSECKY. OHNISKOVA, VRCHOLOVA, STRE-
DOVA ROVNICA.

Pri odvodeni analytického vyjadrenia kuzelosecky sa ststredime na kuzelosecku z
pohl'adu mnoziny bodov danej vlastnosti. VyrieSte najprv nasledovné tlohy.

Uloha 1.
Uréte analytické vyjadrenie mnoziny bodov X[z;y] roviny Es, ktoré maji od daného bodu Ala, b]
vzdialenost’ rovnii danému kladnému ¢&islu r.

Uloha 2.
Uréte analytické vyjadrenie mnoziny bodov X([z;y] roviny Ea, ktoré maji od danej priamky
p: ax + by + ¢ = 0 vzdialenost’ rovnid danému kladnému ¢&islu r.

Uloha 3.

Uréte analytické vyjadrenie mnoziny bodov X|[x;y] roviny o, ktoré maji rovnaki vzdialenost
od danych dvoch roznych bodov Ala; 0], B[b; 0] (t.j. pre pomer vzdialenosti k od bodov A, B plati
k=1).

Uloha 4.
Uréte analytické vyjadrenie mnoziny bodov X[z;y] roviny [Eg, ktorych pomer vzdialenost{ od
danych dvoch réznych bodov Ala; 0], B[b;0] je dané kladné &islo k, k # 1.

Hladajme teraz

mnozinu bodov X|[z;y] roviny E; ktorych pomer vzdialenosti
od daného bodu F a od danej priamky d sa rovnad danému
kladnému é&islu k.

Pre hladané body X|[z;y] teda plati
% = k (pricom zrejme |Xd| # 0, t.j. X ¢ d).
Ozna¢me p vzdialenost’ daného bodu F od danej priamky d,
p = |Fd|.
V d'alsom budeme postupne volit’ KSS (kartezidnsku siiradnicovii sistavu) ¢o najvyhodnejsie

vzhladom na vyjadrenie pomeru vzdialenosti hl'adaného bodu od daného bodu a
od danej priamky.

& Vol'ba KSS — nech siiradnicova os x prechadzala bodom F' a je kolma na priam-
ku d.
Potom
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d:xz=c

Fle; 0]

e=c+p.

Teda
(XF| _
[Xd|
(=)’ +y* = k*(z — ¢)?
22(1—k?) —2(e—k*c)z +y* +e* —k*c? =0
A)ak Fed

& — umiestnime pociatok KSS do bodu F
potom

e=0=p apretoc=0
(:Rle(l—kQ)erQ:o

pre k < 1 je hl'adana mnozina bodov
PRAZDNA MNOZINA
(vyhovuje len bod F0;0], ale F' € d)

pre k =1 je hl'adand mnozina bodov
TOTOZNE ROVNOBEZKY okrem bodu F
(rovnica je y? = 0)

pre k > 1 je hl'adand mnozina bodov
ZJEDNOTENIE ROZNOBEZIEK okrem bodu F
(ich rovnice st y = zvk?2 — 1, y = —zvk? — 1)
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B) ak F¢d
potom zrejme p # 0 a hladand mnozina bodov je simerna podla osi x;
nazyvame ju KUZEL’OSECKA,
F' je ohnisko kuzel'osecky,
d je riadiaca priamka kuzel'osecky,
ak k < 1, kuzelosecka sa nazyva elipsa,
ak k = 1, kuzel'osecka sa nazyva parabola,
ak k > 1, kuzelosecka sa nazyva hyperbola.

k - nazyvame d¢iselnd excentricita kuZelosecky
e - nazyvame linedrna excentricita kuzelosecky
p - nazyvame parameter kuzelosecky

Teraz z rovnice (R) odvodime takzvanu ohniskovi, vrcholovi a stredovid rovnicu
kuzelosecky. Urobime to tak, ze dokonéime uz zacati (# zo str. 61) volbu
kartézskej siuradnicovej ststavy, t.j. postupne budeme volit’ jej pociatok réznym
sposobom.

& — zvol'me pociatok KSS v bode F,
potom
e=0atedac=—p

& 22(1—k?) = 2(k*p)x — k*p* + 4> =0
o® +y? = k*(a® + 2px + p?)
x? +y?*’=Kk*(x+p)? (OhR)

ohniskova rovnica kuzel'osecky

& — zvolme pociatok KSS tak, aby v rovnici (R) vypadol absoliitny ¢len,
t.j. €2 = k2c?, ked’ze moznost’ e = kc nevyhovuje pre 'ubovolné kladné k,
tak budeme predpokladat’, ze e = —kc;

potom
P pk
2

C= "1 8¢~ itk

(Rg 2 2 pk 2 P p*k? 2 p? 2
1—-k%)—2 k —k =0
TR A Mt g R e Y

k(14 k)
21— g2y P T 2
x4( ) Tk z+y =0
z? — 2%k? — 2pkx + 42 =0
y?= 2pkx + (k? — 1)x? (VIR)

vrcholova rovnica kuzelosecky

Pozndamka.
3. Z vrcholovej rovnice kuzelosecky je zrejmé, ze pociatok KSS je bodom
kuzelosecky (pre parabolu je to jej vrchol, pre elipsu a hyperbolu je to
jeden z jej hlavnych vrcholov).
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& — skisme teraz dokoncit’ vol'bu KSS tak, aby v rovnici (R) vypadol

linearny clen
21—k =2 —k%c)z+ e — k> +¢y*> =0 (R)

teda nech e = k?c
zdroven e = ¢ + p (z predchddzajiicej volby LSS)
U
Kc=c+p
a) pre k = 1 (t.j. pre parabolu) zrejme tento pripad nemoze nastat’

2
b) ak k # 1, tak ¢ = o, e = B

B) 20 g2 k'p? 2 P 2
1—k —k =0
TA-E) Y e M oy Y

k2p2
2 2 2 —
A=k +y*+ 5 =0
k2p2
2 2 2
1-k = t
P-k) 4y =0 (StR)

stredova rovnica kuzel’'osecky

pre k < 1 — elipsa
prek > 1 - hyperbola

Poznamka.

4. V&imnime si, ze elipsa aj hyperbola st stredovo stiimerné krivky, hovorime
im aj stredové kuzelosecky. NavySe maji dve osi simernosti, tzv. hlavni
a vedl'ajsiu os elipsy, hyperboly (pri nasej vol'be siradnicovej sistavy ide o
x-ovi a y-ovu stiradnicovi os).
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¢ F[—Va? —b%0] $H:Flva? +b%0]
F'[va? —v?%;0] F'[—Va? + b3 0]
2 2
d:x=——m d = ¢
o N
dlix_ a2 d/ Tr = — a2
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- najprv sa sustred'me na elipsu:
vieme, ze (StR) je rovnica elipsy pre k < 1

k.2p2
2 2 2
1—k =
z( )ty =T
2?(1-k)(1—k)  y?(1—Fk?)
k2p2 K2p? 1
2 2
- 7+ z 5 =1
kp kp
(#) (=)
ak oznac¢ime a = 15722
b= 22
V-5
22 g2
tak ? + b_2 =1

a je tzv. hlavnd polos elipsy
b je tzv. vedlagsia polos elipsy

(StR)

Odvodime este vzt’ahy medzi hlavnou a vedl'ajSou polosou elipsy na jednej strane a
¢iselnou excentricitou k, linedrnou excentricitou |e|, parametrom p na strane druhej,
ako aj vyjadrenie polohy riadiacej priamky vzhl'adom na zvolent stiradnicovi stistavu.

k2c=c+p (str. 64)
b kp p
i 1 — k2 — - T
a v R ‘TRl
L _al =k O
2 K Vo=
b2 b2 a a?
B=1-— P=a a2 cTTY
a a® va? —b a? — b2
a? — b2 b2
k= =
a p a2 — b2
k2 _ 1_E (_a_z)_bZ—QZ
KE2—-1 a2 w2/ b2

e = k2c (str. 64)
k2%p
k2 -1
b2 b2 _ a2

e =

(posledny vztah odvodeny pre &iselnd excentricitu k je mozné vhodne vyuzit' pri odvodeni vztahu

medzi linedrnou excentricitou |e| a hlavnou a vedlajsou polosou elipsy)

Na zdklade poznamky 4 plati, Zze k danému bodu F' a danej priamke d existuje podla stredu elipsy
stredovo stimerny bod F” a stredovo simerna priamka d’, pri¢om pre body elipsy plati (analogicky
ako pre F' a d), Ze ich podiel vzdialenosti od bodu F’ a od priamky d’ je rovny danej konsStante k

(k< 1).
Symbolicky mdzeme teda zapisat’

. I XF| _ [XF'| _
VXEEQ.XEQE@W—IC@ xa =k

kde F’ = 05(F), d = o5(d) a S je stred stimernosti elipsy &,
(obrazok elipsy &, str. 65).



- teraz sa sustred'me na hyperbolu:

vieme, ze (StR) je rovnica hyperboly pre k > 1

22(1 — k) 4 o2

ak ozna¢ime a =

tak

a je tzv. hlavnd polos hyperboly
b je tzv. wvedlajsia polos hyperboly

k21

k2p2

1—k2

k2p2

k2p2
/ <_k2 -1

)

67

(StR)

Odvodime este, podobne ako u elipsy, vzt'ahy medzi hlavnou a vedl'ajSou polosou
hyperboly na jednej strane a ¢iselnou excentricitou k, linedrnou excentricitou |e|,
parametrom p na strane druhej, ako aj vyjadrenie polohy riadiacej priamky vzhl'adom

na zvolenu suradnicovu sustavu.

bV -

a

b2 5

a_2:k —1 p
b2

2 _

k_1+a_2

L YT
a

k%c=c+p (str. 64)

_r_
k2 -1

b2 a?
ET

a2

Va? + b2

c=

Cc= —

e = k2c (str. 64)
_ K
k21
a? + b? b2 a?

e=1/a? + b2

e

e =

Na zédklade poznamky 4 plati, ze k danému bodu F' a danej priamke d existuje podla stredu
hyperboly stredovo stimerny bod F’ a stredovo stiimernd priamka d’, pricom pre body hyperboly
plati (analogicky ako pre F a d), Ze ich podiel vzdialenosti od bodu F’ a od priamky d’ je rovny

danej konstante k (k > 1).

Symbolicky mdzeme teda zapisat’

VXeE2:Xeﬁ<=>M—k<:>‘XF"‘:

[Xdl —

kde F’ = 95(F), d’ = 05(d) a S je stred simernosti hyperboly ),

(obrazok hyperboly ),

Poznamka.

str. 65).

5. Na zéklade vztahov odvodenych v predchadzajicich castiach a pre stredovi
kuzelosecku plati nasledovny vzt'ah medzi ¢iselnou excentricitou, linedrnou excentricitou

a hlavnou polosou

k=

Lel
.
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VII. 3. VSEOBECNA ROVNICA KUZEL'OSECKY

Definicia.
Kvadraticki rovnicu s redlnymi koeficientami o dvoch premennych

Az? 4+ 2Bay + Cy? + 2Dz +2Ey+ F =0 (A#£0VB#0VC #0) (VsR)
nazyvame vSeobecnou rovnicou kuzeloseéky.

Veta 5.
Kazdd kuzelosecka md analytické vyjadrenie v tvare rovnice typu (VsR), a naopak kaZdej rovnici
typu (VsR) prislicha prdve jedna kuZelosecka.

Dokaz tejto vety je Casovo pomerne narocny. Preto z dovodu efektivnejsieho vyuzitia ¢asu na
predniske budeme vyuzivat’ ako pomodcku nizsie uvedeny text, v ktorom prehladnou formou
struéne naznac¢ime myslienku dokazu tejto vety.

& 1. — Najprv ukdzeme, 7e ku kazdej kuzelosecke(®) existuje kvadraticky polyném dvoch pre-
mennych tak, ze dand kuzelosecka je jeho nulovou mnozinou;

(®) kuzelosetka ako rovinny rez kuzelovej (valcovej) plochy, t.j.

: . ? Y
elipsa (kruznica) = + =i 1 (aka=0d)
hyperbola Z—z — z—z =1
parabola y2 = 2px
totozné rovnobezky k222 —2kzy+4° =0 (<= (y—kx)2=0)
roézne rovnobezky V¥—c?2=0 (<= (y—c)(y+c)=0)
roznobezky k222 — y2 =0
bod z2+42 =0
prazdna mnozina 22+ +K2=0, k #0

Vsetky kuzelosecky sme analyticky vyjadrili v KSS (kartézska stradnicovd sustava) Specidlne
zvolenej tak, ze v pripade, ak je prislusnd kuzelosecka stredovo stimernd, tak jej stred je zv-
oleny za pociatok suradnicovej stistavy, v pripade paraboly je jej vrchol zvoleny za pociatok KSS;
suradnicovd os x je zvolend za os sumernosti kuzelosecky. Je zrejmé, ze kazdé iné umiestnenie
ktorejkol'vek kuzelosecky v KSS mozeme dostat’ zo spominanej polohy transforméciou f, ktora je
bud’ posunutim v smere osi z, t.j. f = 75, kde u(u;0),

alebo posunutim v smere osi y, t.j. f = 75, kde T(0;v),

alebo otocenim so stredom v pociatku KSS o orientovany uhol «, t.j. f = o0p;a,

alebo zlozenim ktorychkol'vek zo spominanych zhodnosti.

Pripomenme analytické vyjadrenia tychto troch zhodnosti:

! ! ! .
i =rx+u TG L =T QP;o 1T =T cCOsa —ysina

y':y y':y—i—v y’:xsina—i—ycosa

Potom lahko odvodime rovnicu kuzelosecky po prislusnej transformécii.

Tlustrujme tdito dvahu na priklade elipsy. (Po pouzit{ prislusnej transformdicie f dostdvame
sdiradnice bodov elipsy oznacené [z’;y’] vzhladom na stradnicovi sustavu, ktord vznikla trans-
formaciou pdévodnej sdradnicovej sustavy. V uvedenom priklade sme ¢iarky z dovodu lahsej
Citatelnosti, pri oznaceni siradnic vynechali.).
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2262 + y2a? —a?b? =0 (t.j. 222 + 0.2y + a?y® + 0.2 + 0.y — a?b? = 0)

v
22 Ty y? T y
f=mg b2a? +a?y?—2ub’z + u?b? — a%b? =0
f=m b2z2 +a2y2 —2a2vy + av? — a?b?
f=mgom b2a? +a?y? —202uz—2a%vy + b?u? + a?v® — a®b? =0
f=o0pPa (b2 cos? +a? sin?)x2+2(b? cos sin —a? sin cos)zy+(b? sin? +a? cos?)y? —a?b? =0
f= opaorgors Az? +2Bxy +Cy* +2Dx +2By+ F =0
—_——

v l'ubovolnom poradi{

Schéma ukazuje ako sa menia koeficienty v jednotlivych ¢lenoch horeuvedenej vieobecnej
rovnice elipsy, po zobrazeni tejto elipsy v spominanych zhodnych zobrazeniach a ich
moznych zlozeniach. V prvom stipci schémy mozeme sledovat’ zmenu koeficientu

(v zévislosti od pouzitého typu zobrazenia) v kvadratickom ¢lene s premennou 22,
v druhom stipci zmenu koeficientu v ¢lene, ktory obsahuje sic¢in premennych xy, v
tret'om stfpci zmenu koeficientu v ¢lene, ktory obsahuje y2, atd’.

Oznacenie, ktoré sme pouzili pre jednotlivé koeficienty vzniknutej rovnice v posled-
nom riadku schémy si Standardne zauzivané. A a C sme oznacili koeficienty v
kvadratickych ¢lenoch rovnice, B, D a E sme oznacili vzdy polovicu koeficientu pri

xy, , y, v poradi a absolitny ¢len rovnice je oznaceny F'.
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# 1. — Teraz ukdzeme, ze kazda rovnica typu
Ax? +2Bay+ Cy?> + 2Dz +2Ey+ F =0 (A#0VB#0VC #0) (VsR)
je vseobecnou rovnicou nejakej kuzelosecky.

Skiimajme mnozinu bodov X € [E,, stradnice ktorych vyhovuji rovnici (VsR). Pos-
tupne rozlisime pripady pre vSetky moznosti, ktoré mézu nastat’ pre koeficienty A, B, C.

1) Ak B=0, ~(A=C =0)
) 422 4 Cy? 42D+ 2By + F = 0

la) nech AC > 0 (potom mozno predpokladat, ze koeficienty A aj C si kladné)
2D 2F
A2+ Fa)ve (e izy)er
(:c + 27 + Yo+ cY +

D\? E\?2 D? E?
A = C —) == 4+—_—_F
(x-i—A) + (y+0) 2 +C’

Il
o

lal)ak%z+%2—F>0

O 7Y
( D72+%2F) ( DT?+ET2F)
A T
ELIPSA
D. E
stred [_X’_ﬁ]
ak A < C, tak
D2, B2
hlavnd polos a = A +AC l
D2, B2
vedlajsia polos b = A +CC ul
ak A > C, tak

AN

2 52
) [ D24+E_F
hlavnd polos a = |/ 4—&F—

2 2
BB
A

ak A = C, tak ide o KRUZNICU (s polomerom
r = a = b ako Specidlny pripad elipsy)

vedlajsia polos b =

1a2)ak%2+%2—F<0

D2 E\2 D2 g2 D2 _ g2
o+ 2 y+E _D-_EB-,p _D-_E-,p
(=+%) +(U+c) -1, kde o2 = — A _C T pR=_a_ct
a2 b2 A

- )

PRAZDNA MNOZINA
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1a3)ak%2+%2— =0

A(m+—D)2+C(y E)2_0
JEDNOPRVKOVA MNOZINA D._E
I {[ A? C]}

1b) nech AC < 0, potom A, C maji opacné znamienka
potom z rovnice (VsR) dostaneme

D\? EN? D?  E?
A — C -) ==—4+—=—-F [ ]
(++3) +e(+2) = T+3 -
1b1)ak%2+%2— =0
potom
(+2) =2 (=+3)
Z) =S (x4 2
vTo c A
y’2:k2m’2
ROZNOBEZKY y = ko', y' = —ka'
1b2) ak D72 + %2 — F a A maji rovnaké znamienka, potom z rovnice (ll) dostaneme
o+  _ weB?
2 —C
HYPERBOLA
D._E
stred [—27—5]
D2 22 p

hlavné polos a =
D2 B2 _p
vedlajsia polos b = \/E
B2

2
1b3) ak DT + & — F' a C maji rovnaké znamienka, tak zamenime osi z, y a
dostdvame pripad 1b2);
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1c) nech AC = 0, potom podla predpokladu pripadu 1) prave jeden z A, C je nulovy;
nech A =0a C # 0 (v opatnom pripade zamenime osi z, y), potom z rovnice (VsR) dostaneme

ak D #0

(<+E)2 2D F
gy 2

T e ctT T

PARABOLA

vrchol V' ;
2DC

D

C

parameter p =

E? - FC

2

E\?2 E
c@+—) +2Dz+F—— =0

C

E2

o2
F E?
2D 2DC
FC — E?
2DC

E

C

jej os je rovnobeznd s os. =

C

g>0

ROZNE
ROVNOBEZKY

E
y——5+\/§

E
y——E—\@

g<o0

PRAZDNA
MNOZ.

0

TOTOZNE
ROVNOBEZKY

y=—5

2) Ak B # 0, tak pouzijeme vhodnu transformdciu KSS (oto¢enim tak, aby koeficient v ¢lene pri
zy bol nulovy) a dostaneme jeden z predchddzajucich pripadov z Casti 1).
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VII. 4. VELKY A MALY DISKRIMINANT KUZEL’OSECKY
REGULARNE A SINGULARNE KUZEL'OSECKY

V tejto poslednej casti VII. kapitoly budeme pracovat’ v projektivnom rozsireni
euklidovskej roviny Es.

Vseobecni rovnicu kuzelosecky K v kartezidnskych siradniciach (X [z; y] - kartezidnske
suradnice bodu X)

Ax? +2Bry + Cy? +2Dx +2Ey + F =0 (1)
mozeme prepisat’ v projektivnej rovine Eo do homogénnych siradnic nasledovne
(X[x1; x2; x3] - homogénne siuradnice bodu X)

Az? + 2Bxixy + C22 + 2Dz 23 + 2E2023 + Fxg =0. (2)

Vseobecni rovnicu (2) mdzeme prepisat’ do maticového tvaru

A B D X
(5[:1 xZ9 ,Tg) B C FE To :0, (3)
D E F T3

struény zapis maticového tvaru (3) je nasledovny

XT M. X =0.
Maticu
A B D
My=|B C FE
D FE F

nazyvame maticou kuzelosecky K, budeme ju oznacovat’ My, determinant ma-
tice My nazyvame velky diskriminant kuzel'osecky /X, oznacovat’ ho budeme
AICu

A B D
B C EJ,
D E F

Ax =

pod malym diskriminantom kuzelosecky I rozumieme determinant dx,
P A B
KB ¢
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Pozndmka (zopakujte si z linedrnej algebry).

6. Nech V je vektorovy priestor nad polom T. Zobrazenie
f:VxV—T,

pre ktoré plati

VYe,d €T, Vu,v,7,5€V,
fle@+7),d(T+73)) =cd.f(w,7) + cd.f(w,s) + cd.f(T,7) + cd. f (T, 3),

nazyvame bilinearna forma.

Zobrazenie

iV —T,
pre ktoré existuje bilinedrna forma f : VxV — T, takd, ze f'(z) = f (T, T),
nazyvame kvadraticka forma.

Vseobecni rovnicu (2) moézeme zapisat’ aj nasledovne, kde f je zrejme bilinedrna
forma,

Il(A.Il —|— B{EQ —|— DIg) —|— xg(Bdfl —|— CIQ —|— EIg) —|— .Ig(DZEl —|— E{EQ —|— FIg) = O
FX,X) =0.

Namiesto f(X,X) = 0 budeme casto stru¢ne pisat’ len f(X) = 0, pricom f je
zrejme kvadratickd forma.
Poznamka.

7. Zrejme f vo vySSie spomenutom zapise je symetricka bilinedrna forma, t.j.
pre T'ubovolné dva body P, @ plati rovnost’ f(P,Q) = f(Q, P).

Oznacme funkcie

f1(X) = Az, 4+ Bxy + Das,

f2(X) = Bxy + Cxg + Eu,

f3(X) = Dx1 + FExo + Fus,
kde X|[x1;x2,x3).

Veta 6.

Nech K je kuzel'osecka v projektivnej rovine Ey. Potom projektivna priamka md s
kuzeloseckou IC spoloéné vsetky body, alebo dva body, alebo jeden bod, alebo nemaji
Ziadny spoloény bod.

Definicia.
Priamka leziaca v rovine kuzel'osecky sa nazyva dotyénicou kuzel'osecky, ak ma
s kuzel'oseckou prave jeden spolo¢ny bod, alebo ak je sticast'ou kuzelosecky.

Definicia.
Bod P kuzelosecky K nazyvame singuldrny bod kuzelosecky K, ak plati fi(P) =
f2(P) = f3(P) = 0.



75

Veta 7.
Bod P je singuldrnym bodom kuZelosecky prdve vtedy, ked kaZdd priamka nim
prechddzajica je dotycnicou kuZel'osecky.

Definicia.
Kuzelosecku nazyvame regularnou, ak neobsahuje ziaden singularny bod a nazyvame
ju singularnou, ak obsahuje aspon jeden singuldrny bod.

Veta 8.
Kuzelosecka K je singuldrna prdve vtedy, ked’ jej velky diskriminant Ax sa rovnd
nule.

Dosledok vety 8.
Kuzelosecka IC je reguldrna prdave vtedy, ked’ jej velky diskriminant A je rézny od
nuly.

Veta 9.

Reguldrne kuZelosecky si elipsa (kruZnica), parabola, hyperbola.

Singuldrne kuzel'osecky su bod, totozné priamky, rézne rovnobezky, réznobezky.
Prazdnu mnoZinu nazyvame formdlne redlnou kuzeloseckou.

Veta 10.
Reguldarna kuzelosecka K je
a) elipsa prdve vtedy, ked’ jej maly diskriminant ok je vacsi ako nula,
b) parabola prdve vtedy, ked’ jej maly diskriminant ok je rovny nule,
¢) hyperbola prdve vtedy, ked’ jej maly diskriminant dxc je mensi ako nula.

Veta 11.
Singuldrna kuzelosecka IC je

a) jednobodovd mnozina prdve vtedy, ked’ jej maly diskriminant ok je vacsi ako
nula,

b) zjednotenim rovnobeziek prave vtedy, ked’ jej maly diskriminant i je rovny
nule,

¢) zjednotenim réznobeZiek prdve vtedy, ked’ jej maly diskriminant dic je mensi
ako nula.



