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Kapitola 1

Postupnost a jej limita

1.1 Pojem postupnosti a jej vlastnosti

Definicia 1.1. Postupnostou redlnych ¢isel rozumieme redlnu funkciu s definicnym
oborom N. Ak je definiény obor mnozina {1,2,...,k}, hovorime o konecnej postup-
nosti.

Namiesto pojmu ”konecéns postupnost” sa ¢asto pouziva pojem ”usporiadand
n-tica”. V nasledujicom texte bude D; oznacovat defini¢ny obor funkcie f a H; jej
obor hodnot.

Zapis:
e konecnej postupnosti: (an)k_, Dy={1,2,...,k},ieN

Hf = {al,ag,...,ak},ai eR
e nekonecnej postupnosti:  (a,)%, Dy={1,2,...} =N

Hf = {al,ag,...},ai eR

Sposoby urcenia postupnosti:
a) vymenovanim hodnot
2,7,10,12 a1:2, CIQ:?, CL3:10, CL4:12
Dy ={1,2,3,4}

Hy={2,7,10,12}

b) udanim analytického predpisu
a, =2", neN

¢) udanim rekurentného predpisu
aq :5, Ap41 :an—l—n—i—l

Typy postupnosti:

e konStantna - ak 3¢ € R také, ze Vn € N plati a,, = ¢, resp.
ak VneNplatia, =as=...a, = ..., t.j. ap = api1.

- zépis: (€)%,

e prosta - jej hodnoty sa neopakuju, t.j. Vn, k € N také, ze n # k plati a,, # ay,
resp. ak Vn, k € N také, ze a,, = a; plati n = k.
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e periodicka - ak Ip € N také, ze Vn € N plati a,4, = a,
- konstantné postupnost je periodick,
- prosté postupnost nikdy nie je periodicka.

Grafické znazornovanie postupnosti:

A
a,
[ J

4

Obrazok 1.1:

Prejdime teraz k samotnym vlastnostiam postupnosti.
Definicia 1.2. Hovorime, Ze postupnost (a,)>2, je zdola ohranicend, ak

dk € R také, Ze Vn € N plati a,, > k.

Cislo k nazyvame dolné ohranicenie.

N\ 4

Obrazok 1.2:

Definicia 1.3. Hovorime, Ze postupnost (a,)>2, je zhora ohranicend, ak

JK € R také, Ze Vn € N plati a, < K.

Cislo K nazgyvame horné ohranicenie.
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=V

o1 e

Obrazok 1.3:

Definicia 1.4. Hovorime, Ze postupnost (a,)5%, je ohraniéend, ak je ohranicend

zdola aj zhora, t.j.
dk, K € R také, zZeVn € N plati k < a,, < K.

n

K_
[ ]

Obrazok 1.4:

Veta 1.1. Postupnost (a,)S%, je ohranicend prdve vtedy, ked existuje éislo K € R

take, Ze
Vn e N plati |a,| < K.

Dokaz:
”=" Nech (a,), je ohrani¢ena. Potom 3k, ky € R Vn € N plati k; < a,, < ks.
Zvolme K = max{|ki|,|ks|}. Nech K = |ky| ak k1 < ky. Potom
—K <k <a,<ky=K

Teda |a,| < K.
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K. Potom

7« Nech Vn € N plati |a,| < K. Potom —K < a, < K. Zvolme k; = —K,
ko =

ky < ap < ko.

Teda (a,)22, je ohrani¢end. O

Definicia 1.5. Hovorime, Ze postupnost (a,)> je

a) rastica, ak ¥n,k € N

b) klesagica, akVn,k € N

n< k= a, <ay,

n< k= a, > a.

Tieto postupnosti nazyvame aj rydzomonotonne.

® °
°
°
° °
°
° °
°
°
° °
°
1 2 3 4 5 6 n 1 2 3 4 5 6 n
Obrézok 1.5: Rastica postupnost Obrazok 1.6: Klesajica postupnost
Definicia 1.6. Hovorime, Ze postupnost (a,)>, je
a) neklesajica, akVn, ke N : n<k = a, < a,
b) nerastica, ak¥Vn,k €N : n < k= a, > a.
g °
e o
° o o
° [ J
°

° ® o o
1 2 3 4 5 6 n 1 2 3 4 5 6 n

Obrazok 1.7: Neklesajiica postupnost

Obrazok 1.8: Nerastiica postupnost

Poznamka 1.1. Postupnosti v definiciach 1.5 a 1.6 nazgvame monotonne.
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Veta 1.2. Postupnost (a,)52; je
a) rastica prdve vtedy, ked ¥n € N plati a, < apyi1,
b) klesajiica prdve vtedy, ked ¥Yn € N plati a, > a1,
c) neklesajiica prave vtedy, ked’ ¥Yn € N plati a, < a1,
d) nerastica prave vtedy, ked ¥Yn € N plati a, > a1

Dokaz:

a) "=" Nech (a,)>, je rastica, t.j. Vn,k € N n < k = a, < a. Zvolme
k =mn+ 1, z toho potom dostavame a,, < a@,1.

7«<” Nech Vn € N plati a, < ap1. Zvolme k > n a oznacme r = k — n. Teda
k = n +r. Podla predpokladu a, < @ni1 < tpio < ... < Gpyr_1 < Qnir = ap. Teda
Vn,k € N n<k= a, <ag, t.j. (a,)32, je rastica.

b) 7=" Nech (a,)52; je klesajuca, t.j. Vn,k € N n < k = a, > a;. Zvolme
k =n+ 1, z toho potom dostavame a,, > a,1.

7<" Nech Vn € N plati a, > a,,1. Zvolme k > n a ozna¢me r = k — n. Teda
k = n + r. Podla predpokladu a, > @,i1 > Gpio > ... > Qppro1 > Uppyr = ag. Teda
Vn,k € N n<k= a, > a, t.j. (a,)22, je klesajica.

c) "=" Nech (a,)°2, je neklesajica, t.j. Vn,k € N n < k = a, < a;. Zvolme
k =mn+ 1, z toho potom dostavame a,, < a,1.

7«" Nech Vn € N plati a, < a,+1. Zvolme k > n a ozna¢me r = k — n. Teda
k = n +r. Podla predpokladu a, < i1 < tpio < ... < Gpyro1 < Apyy = ag. Teda
Vn,k e N n<k= a, <ag t.j. (a,)22, je neklesajica.

d) 7= Nech (a,)%%, je nerasttica, t.j. Vn,k € N n < k = a,, > aj. Zvolme
k =n+ 1, z toho potom dostavame a,, > a,.

”«<” Nech Vn € N plati a, > a,,1. Zvolme k > n a oznacme r = k — n. Teda
k = n +r. Podla predpokladu a, > tni1 > Gpio > ... > Gpyr_1 > Upay = ap. Teda
Vn,k € N n< k= a, > ag, t.j. (a,)22, je nerastica. O

Postupy pri dokazovani monoténnosti:

> 0= (a,), je rastica
1. Vysetrime a,11 —a, = ... =1 < 0= (a,)22, je klesajica
=0 = (a,)>2, je konstantnd

4 > 1= (a,)p, rastica
2. Ak a, >0 Vn € N, tak vysetrime —= = ... ={ < 1= (a,)>2, klesajtica

Gn = 1= (a,)>2, konstantna

3. D4 sa aj polozit napr. a,,; > a, a ekvivalentnymi ipravami dospiet k urcitému
vyrazu, o ktorom vieme rozhodnit, ¢i to je pravda Vn € N (teda (a,)>2, je
rastiica) alebo nepravda (teda (a,)%; je nerastica). Podobne mozno vysetrit
VYTAzZY Gpt1 < Gp, Gpt1 2 Qpy Qppl < Qg Qpgg = G,
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1.2 Aritmetickd a geometrickd postupnost

Definicia 1.7. Postupnost (a,)5%, sa nazjva aritmetickd, ak ezistuje konstanta d
(tzv. diferencia) takd, Ze

pir =ap+d, n=1,2...
(t.g. ak rozdiel susednijch clenov je konstantny).
Veta 1.3. Nech (a,)2, je aritmetickd postupnost s diferenciou d. Potom plati:
a) ap=a;+(n—1)-d, neN,
b) as=a,+ (s—r)-d, s,reN,

pocet clenov
2

7

¢) sp=a1+as+...+a, = (a1 + a,) - = = (prvy + posledny))

|3

Dokaz:
a) Matematickou indukciou (MI):

1°n=1
a1:a1+(1—1)-d:a1+0-d:a1

20 Indukény predpoklad (IP): a, = a1+ (n—1)-d, Vn € N
i1 =an+dZay+(n—1)-d+d=a;+n-dD

b) Podla pripadu a) pre as a a, mozeme pisat
as=a;+(s—1)-d
a=a+(r—1)-d

a teda a; —a, = (s —r) - d. Z toho méme a;, = a, + (s — ) - d.
c¢) Napisme dvakrat stcet s, pod seba nasledujicim spésobom:

S, = a1+as+...+ap1+...+a,, 0<k<n-—-1
Up+Cp 1+ ...+ 0 p+...+a;, 0<k<n-—1

Sn

25, = (a1+ay)+ (ag+an_1)+ ...+ (@1 + i) + ...+ (an + a1).
Dalej plati
agr1=a1+k-d, apr=a,+((n—k)—n)-d=a,—k-d.

Teda
g1+ anp=a1+k-d+a, —k-d=a + a,.

7 toho mame
25, = (a1+an)+ (az+an1)+...+ (ahg1+ )+ ...+ (a,+a1) =
— (al +an) ' n,

S, = (al—i—an)-g. O



1.2 Aritmetickd a geometrickd postupnost 13

Veta 1.4. Aritmetickd postupnost s diferenciou d je
a) rastica pre d > 0,
b) klesajica pre d <0,
c) konstantnd pre d = 0.

Veta 1.5. Pre aritmeticki postupnost s diferenciou d plati:
a) Ak d > 0, potom je ohranicend zdola, ale nie zhora.
b) Ak d < 0, potom je ohranicend zhora, ale nie zdola.
c) Ak d =0, potom je ohranicend zhora i zdola.

Veta 1.6. Ak je postupnost (a,), aritmetickd, tak pre kaZdé prirodzené éislo n > 2

plati
4. — Ap—1 + Qp41
" 2

t.g. pre kazdé n > 2 je n-ty clen aritmetickej postupnosti aritmetickym priemerom
(n—1)-ho a (n+ 1)-ho ¢lena.

Poznamka 1.2. Majme aritmeticki postupnost (a,)S%, s diferenciou d. Upravme
jej predpis pre n-ty élen a, = a; + (n — 1) - d na tvar

ap =d-n+ (a; —d).
Oznacme a, =y, n=2x,d=a a ay —d=">. Dostavame tak predpis
y=a-x+b
linedrnej funkcie s Dy = N. Teda graf aritmetickej postupnosti je castou priamky.

Definicia 1.8. Postupnost (a,)°, sa nazjva geometrickd, ak existuje ¢ € R tak, Ze
pre kazdé n € N plati
Apy1 = Ay * Q.
Cislo q sa nazjva kvocient.
Veta 1.7. Nech (a,)32, je geometrickd postupnost s kvocientom q. Potom plati:

(l) a’n:a’l'qn_lv TLEN,

b) as=a,- ¢, s>r, s,reN,

qn -1 pocet ¢lenov __ 1

. - 7 élen -
— prvy clen — ,

q71
c) sp=a1+ay+...+a, =

Dokaz:
a) Matematickou indukciou (MI):

1°n=1
1-1

_ _ 0_ _
a=a-q¢ =a-q¢ =a-1l=a
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20 Indukény predpoklad (IP): a, = a1 - ¢!, Vn e N

P _1
pt1 =an-q=a1-¢" " -qg=ay-q¢" O

b) Podla pripadu a) pre a,s a a, mozeme pisat

s—1
s = ay - g
r—1
ar =4ay +q
a teda as = aj - qs—l =a - qs—r+r—1 =qy - qs—r . q’r—l =a, - C]S_T.

¢) Nech ¢ # 1. Napisme dvakrat sucet s, pod seba. Prvy z nich vyndsobime
¢islom (—1) a druhy z nich vynasobime kvocientom g:

2 n—2 n—1
S5 = —m—@-q¢g—a1q¢ —...—a1-q¢ " —ar-q

Spq = a1-q+a-¢C+a-¢C+...+a-¢" +a-q"

Spnq— S, = al'qn_ala
sn-(g—1) = a1-(¢"—1), ¢#1

qt—1

S, = ap- .

1 C]—].

Ak ¢ =1, tak a,, = ay pre kazdé n € N. Teda s, =a;+a1+...+a;=n-a;. O
Veta 1.8. Geometrickd postupnost s kvocientom q je

a) rastica prdve vtedy, ked a; > 0,q > 1 alebo a; < 0,0 < g < 1;

b) klesajiica prdve vtedy, ked a; > 0,0 < g < 1 alebo a; < 0,q > 1.
Veta 1.9. Geometrickd postupnost s kvocientom q je

a) ohranicend, prdve vtedy, ked |q| <1 alebo a; = 0;

b) ohranicend zdola, ale nie zhora, prdve vtedy, ked a; > 0,q > 1;

c¢) ohranicend zhora, ale nie zdola, prdve vtedy, ked a; < 0,q > 1;

Veta 1.10. Ak je postupnost (a,)>>, geometrickd, tak pre kazdé prirodzené éislo
n > 2 plati

|an| =/ 0n-1 " Gnt1
t.g. pre kazdé n > 2 je absolutna hodnota n-tého clena geometrickej postupnosti
geometrickym priemerom (n — 1)-ho a (n + 1)-ho élena.

Poznamka 1.3. Vo financénej matematike sa vyuZivaji pri drokovani vzorce

p n p n
K =Ko 14+ 22— K =Ko 122
" 0( 100)’ " D( 100)’

kde p je roc¢nd tirokovd miera v % pre jedno trokovacie obdobie, n je pocet trokovacich
obdobi, Ky je zaciatocny vklad a K, je hodnota na konci n-tého obdobia. Znamienko
+ pouZivame pri pripisovani p percent a znamienko — pri odpisovani p percent z
hodnoty K.
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1.3 Zakladné vety o limitach

Nech je dand postupnost (z,) Ideme definovat, ¢o to znamend, ze L € R je

n=1 *
limita postupnosti.
Definicia 1.9. Povieme, Ze ¢islo L € R je limitou postupnosti (x,)0°,, ak plati:

Ve>0 dngeN YneN n>ny=uz,€ (L—¢,L+¢)

|z, — L| <e

Cislo L € R zvykneme nazgvat vlastnou (konecnou) limitou.

N T

Obrazok 1.9:

Poznamka 1.4. V definicii limity ng zdvisi od €, t.j. ng je funkciou epsilonu ng =
no(e).

Poznamka 1.5. Zmysel definicie sa nezmeni, ak v nej urobime jednu alebo viac z
nasledujicich zmien:

(1) 3ng € N zamenime za Ing € R

(2) n > ng zamenime za n > ngy

(8) |, — L| < e zamenime za |z, — L| < e

Veta 1.11. Nech (a,)2, je postupnost redlnych ¢isel a mnech Ly, Lo € R. Ak Ly aj
Ly su limity postupnosti (a,)2,, tak Ly = Lo.

n=1»

Teda postupnost mé najviac jednu vlastnud (t.j. koneént) limitu.

Dokaz: Nepriamo.

Nech by L; # Lo boli limity postupnosti (a,). Zvolme ¢ > 0 také malé, aby sa
g-ové okolia ¢isel Ly, Ly neprekryvali.

Celu situaciu si nakreslime:



16 KAPITOLA 1. POSTUPNOST A JEJ LIMITA

"8_“"._ ____________ W
L,gg . 7.
o7

Vel

Obréazok 1.10:

=V

Kedze L; je limita postupnosti (a,)2,, tak k tomuto ¢ > 0 In; € N Vn > ny
a, € (Ly —e,Ly + ¢). Podobne kedze Lo je tiez limita postupnosti (a,)5°, tak k
tomuto € > 0 Iny € NVn > ny a, € (Ly — €, Ly + €).

Oznac¢me ng = max{ny, ne}. Potom pre Vn > ng plati, ze a, € (Ly — &, L1 +¢) A
a, € (Ly —e,Lo+¢)=a, € (L1 —e,L1+¢e)N(Ly —e,Ly + €) = (). Teda dostali
sme, ze od istého indexu n prvky postupnosti (a,)2; si z prazdnej mnoziny, z ¢oho
vyplyva spor s tym, Ze uvazovand postupnost m4 nekonecne vela ¢lenov. O

Poznamka 1.6. Predchddzajica veta hovori: Bud’ Ziadne z cisel z mnoziny R nie je
limitou postupnosti (a,)>, alebo len jedno éislo je jej limitou. Mozme teda pouZivat
zdpis lim a, = L. Emzistuji pripady, ked’ postupnost (a,)°%, md limitu a existuji

n—oo

pripady, ked’ uvaZovand postupnost nemd limitu.

Priklad 1.1. Postupnost (¢)°, = c,¢,c, ... ¢, ... md limitu rovnajicu sa ¢islu ¢ €
R.

,_

[\

w

n
SV

Obrazok 1.11:
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Dokaz:
Dané postupnost nadobiida v kazdej hodnote n € N éfslo ¢ € R, teda pre
I'ubovol'né e > 0 mozeme zvolit hocijaké ng > 1. Potom Vn > ng plati

la, —¢c| =10—-0]=0<e.0

(N . )
Priklad 1.2. Postupnost (—) ma limitu rovnajucu sa ¢islu 0.
n/

anA
1+ e
1
—t °
2 o
[ ] ° o
0 1 2 3 4 n

Obrazok 1.12:

Dokaz:
Nech € > 0. Chceme néjst ng tak, aby Vn > ng
1
‘— — 0‘ < €
n
1
- < €
n
1
n > -.
€
) 1 )
Zvolme ngy € N tak, aby ng > —. Potom Vn > ng plati
€
1
n > ng> —
€
1
n > -
€
1
- < €
n
1
’— — 0) < €
n

O
Priklad 1.3. Postupnost 1,2,1,2,1,2,... nemd limitu (Ziadne L € R nie je jej
limitou,).

Dokaz:
Vsimnite si obr. 1.13.
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anA
24 ° ) °
T T
e ®_
1 2 3 4 n

Obréazok 1.13:

Cislo 1 nie je limita danej postupnosti, lebo nendjdeme také ng € N, ze by vsetky
¢leny danej postupnosti boli v epsilonovom pase. Tie, ¢o nadobudaji hodnotu 2,
vyskakuji. Analogicky sa dd ukdzat, Ze ani ¢islo 2 nie je jej limitou a ani ¢isla 3 73
nie su jej limitami.

Nech teda L € R. UkdZeme, Ze nie je jej limitou. Zvolme € > 0 tak, aby interval
(L — e, L+ ¢) neobsahoval obe ¢isla 1,2 (jedno moze, ale nie obe). Staci, aby 2e < 1,
potom je predchadzajica podmienka splnena a teda nendjdeme také ng € N, aby pre
Vn > ng boli vSetky cleny postupnosti v danom epsilonovom péase. O

Veta 1.12. Nech (a,)%, je postupnost, nech L € R. Potom nasledugice tvrdenia si
ekvivalentné:

(1) lim a, = L;

(2) lim (a, — L) =0;

(3) lim |a, — L| = 0.

Dokaz:

Tvrdenie (1) mozno na zdklade definicie limity postupnosti prepisat na tvar
Ve >0 dng € NVn > ngn € N plati |a, — L| <.

Podobne tvrdenie (2) mozno na zdklade definicie limity postupnosti prepisat na
V€>OElnoENVn>n0n€Nplatflan—L—0| <e

la, — L| < ¢
A nakoniec tvrdenie (3) mozno tiez na zaklade definicie limity postupnosti prepisat
Ve >0 3ng € NVn > ng n € N plati ||a, — L| — 0| < ¢

|, —z| <e
Ako mozete sami vidiet, vsetky tri tvrdenia sa dajd upravit na rovnaky tvar.
Teda (1) & (2) < (3). O

Désledok 1.1. lim a, = 0 <= lim |a,| =0

n—oo

Veta 1.13. lim a, = L = lim |a,| = |L]

n—oo
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Dokaz:
Nech lim a, = L. Potom z definicie limity postupnosti mame |Ve > 0||dng € N

n—oo

"v’n>n0 nEN‘|an—L|<s.

Avsak vyuzitim vlastnosti absolitnej hodnoty Hx! — |y|‘ < |z — y| dostdvame, zZe
|lan| = |L|| < |an — L|. Nésledne pouzitim nerovnosti |a, — L| < £ méme

Han] = |L|| <e.

Ordmované ¢asti nam dévaji priamo zdpis definicie hladanej limity lim |a,| = |L|.O
n—oo

Poznamka 1.7. Obrdtené tvrdenie k vete 1.13 neplati! Vezmime napriklad postup-

nost (a,)%, = (5)>, a ¢islo L = —5. Potom
lim |a,| =|—5| # lim a, = —5.

Pozor! Ak L = 0, tak tvrdenie plati aj obrdtene, vid désledok 1.1.

Poznamka 1.8. Ak postupnost (a,)>, md limitu (rovni éislu L), tak aj postupnost
(lan)32y md limitu (rovni cislu |L|). Ale ak postupnost (|a,|)Se, md limitu, tak z
toho nevypljva, Ze aj postupnost (a,)S>, md limitu.

Napriklad postupnost (a,)>%, = ((—1)")20:1 = —1,1,—-1,1,... nemd limitu, ale
postupnost (|a,|)>2, = (](—1)"|)Zo:1 = (1), =1,1,1,1,... md limitu rovni ¢islu 1.

Veta 1.14. (Nutnd podmienka existencie vlastnej = konecnej limity)
Ak ezistuje lim a,, = L € R, potom postupnost (a,)S%; je ohraniéend.

Dokaz:
anlk
[ ]
[ ]
[ ]
L+lf{—-——f——————————— ~
° T
D W
L G A
L4 I
L4 I
d |
1 2 3 4 . omyomtlm+2 7

Obrazok 1.14:

Nech lim a, = L. Potom z definicie limity postupnosti mame Ve > 0 dng € N

n—od

Vn>ng ne€N|a, — L| <e.
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Vezmime ¢ = 1 > 0. K tomuto zvolenému epsilonu existuje dny € N také, ze
Vn > ng n € N plati
la, — L| <1

t.j. L—-1<a,<L+1 (pozri obr. 1.14).
Definujme konstanty k£, K € R nasledujicim sposobom:

k = min{as, as, ..., an,, L — 1},

K = max{ai,as, ... ,an,, L+ 1}.
Potom Vn € N plati, ze k < a,, < K, teda postupnost (a,)S>; je ohrani¢end. O

Poznamka 1.9. Veta 1.1 sa nedd obrdtit, wvezmime napriklad postupnost
1,2,1,2,1,2,....

Veta 1.15. (O limite si¢tu postupnosti)
Nech lim a,, = Ly, lim b, = Ly, Ly, Ly € R. Potom aj postupnost (a, + b,)°>, md

limitu a plati lim (a, + b,) = L1 + La.

Teda lim (a, + b,) = lim a, + lim b, = Ly + Lo, ak obe (vlastné) limity vpravo
existuji. Bez poznamky o existencii limit vpravo uvedend rovnost nemusi mat zmysel.
Vezmime napriklad tieto postupnosti:

(an)zo:1 = ((_1)n+1)20:1 = 17 _17 17 _17 17 _17 s

(bn)oy = (1)), =-1,1,-1,1,-1,1,...
Potom pre zapis

lim (a, +b,) = lim a, + lim b,

n—oo n—oo n—oo

dostavame
0 = neexistuje limita + neexistuje limita,

pretoze postupnost
(an + by = (0)2, =10,0,0,0,0,0,...
ma limitu rovnu ¢islu 0.

Dokaz:

Skor nez zacneme samotny dokaz, urobime rozbor toho, ¢o chceme dokazat.
Rozbor:
Nech teda € > 0. Chceme dokézat, Zze Ing € N také, ze Vn > ng, n € N plati

|(an+bn) — (Ll +L2)| < €.

Po tuprave mame
|(6Ln — Ll) + (bn — L2)| < €.

Stacilo by teda, keby platilo:

|an — L1| + |bn — L2| < g,
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a k tomu by stacilo, aby
|CLn — L1| <

|bn — L2| <

NCENON RN

Moézme teda pristipit k samotnému dokazu vety:

n—oo

— dny €N Vn>ny la, — L] <

lim an=L1 e

- 2
Nech e £ g
lim bn=Lo
RS e €N Yn>ny |by — Lo <§
Oznacme = max{n, ny}. Potom ’Vn >ng, neE N‘ plati:
|(an +b,) — (L1 + Lo)|| = |[(an —L1)+ (b — La)| < lan — L1| + |bn — Lo| <

9 £
5 T3 =Ll

Ordmované ¢asti nam ddvaju priamo zdpis definicie hladanej limity lim (a, + b,) =
Li+ Ly O

Veta 1.16. (O limite niasobku postupnosti)
Nech lim a, = L € R a nech ¢ € R. Potom existuje aj limita postupnosti (ca,)s, a

n—oo

plati lim ca,, = cL.
n—odo

Teda znova plati, ze lim ca, = ¢ lim a,, ak existuje limita vpravo.

n—oo n—oo

Dokaz:

Rozoberieme dva pripady podla hodnoty konstanty c.

1. pripad: ¢ =10

V tomto pripade postupnost (ca,)s>; = (0)°°, je konStantnd postupnost, ktorej
limita je 0, ¢o je vlastne ¢- L =0- L.

2. pripad: ¢ #0

Opat skor nez zaéneme samotny dokaz, urobime rozbor toho, ¢o chceme dokézat.
Rozbor:
Nech teda € > 0. Chceme dokézat, Zze Ing € N také, ze Vn > ng, n € N plati

|ca, — cL| < e.
Po tprave méame

le| - la, — L] < e
lan — L] < —.
||

Prejdime teraz k samotnému dokazu vety:
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lim an,=L e

Nech [e > 0] prirﬂmela>0”*&> [Tno| Vn>np, neN, !an—L!<H.
~——_— ———

I
|can, — cL| < e.

Oramované ¢asti ndm ddvaji priamo zdpis definicie hladanej limity lim ca, = cL.
n—oo
O

Veta 1.17. (O limite troch funkcif)
Nech a,, < b, < c,, Vn € N a nech lim a, = lim ¢, = L € R. Potom aj lim b, = L.

n—oo n—oo n—oo

A
m
" a
u | | cn
L_________T_I_A__A__:_%____
T e o * °* Tq
A o
°
°
1 2 3 4 5 6 1 n
Obréazok 1.15:
Dokaz:
lim an=L

"F—  dneN Vn>n; a,€(L—¢e L+e)

Nech

lim c¢p=L

"= dnpeN Vn>ny ¢, €(L—¢,L+e)

Ozna¢me = max{nj,ny}. Potom ’Vn > ng, nE N‘ plati:

an € (L—¢e,L+¢€) aj ¢, € (L—¢e,L+¢)

Ja, <b,<c,, VneN
b, € (L—¢,L+¢)
Oramované ¢asti ndm ddvaji priamo zapis definicie hladanej limity lim b, = L.O

Poznamka 1.10. Veta 1.17 sa dd zosilnit. Staci, ak Inf Vn > nf, n €N

min{a,, ¢,} < b, < max{a,,c,}.

Veta 1.18. Nech lim a, = 0 a nech postupnost (b,)°2, je ohranicend. Potom
lim (a,-b,) =0

Dokaz:
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Najprv si pomocou vety 1.17, "o limite troch funkcii”, ukazeme, ze

lim |a, - b, — 0] = 0.
n—oo
Na to potrebujeme ohranicit |a,, - b, —0| dvomi postupnostami s rovnakou limitou.
Vyuzijeme pri tom vlastnost absoltitnej hodnoty a predpoklad, ze postupnost (b,)%,
je ohranic¢end. Z toho mame pre Vn € N:

0<lan: b, —0|=lan-by| <K -|ay|,

kde K je také, ze |b,| < K pre ¥n € N. Dostali sme dve postupnosti (0)22, a
(K - an|)22,. Je zrejmé, ze
lim 0 = 0.

Dalej vyuzijeme poznatok, ze lim a, = 0, potom podla dosledku 1.1 aj lim la,| = 0.

Z toho podla vety 1.16 mame
lim (K -|a,|)=K-0=0.

n—oo

Teda postupnost (|a, -b, —0])2; je ohrani¢end dvomi postupnostami, ktorych limita
je rovnd ¢islu 0. Podla vety 1.17 z toho méme, Ze

lim |a, - b, — 0] = 0.

Nakoniec vyuzitim vety 1.12 dostavame lim (a, -b,) =0. O

n—oo

i 1 veta 1.
Priklad 1.4. lim (( - i n> = lim ( — (=D (si n)) tal1.18 0.
n—oo n— oo
n N S———

. ohranicend
lim=0

Veta 1.19. (O limite si¢inu postupnosti)
Nech lim a, = L; € R, lim b, = Ly € R. Potom existuje aj limita postupnosti

n—oo n—oo

(an - b,)32, a plati lim (a, - b,) = Ly - Lo.

Teda lim (a,-b,) = lim a, - lim b, = Ly - Ly, ak obe (vlastné) limity vpravo
existuju.
Dokaz:

Znovu vyuzijeme vetu 1.17, 7o limite troch funkcii” a ukazeme, ze
lim ’CLn : bn - L1 : LQ‘ =0.
n—oo
Na to potrebujeme ohrani¢it |a,, - b, — Ly - Ls| dvomi postupnostami s rovnakou
limitou. VyuZzijeme pri tom vlastnost absolitnej hodnoty. Z toho méme pre Vn € N:
0 S ]an-bn—Ll-Lg\ = ]an-bn—an-Lg—i—an-Lg—Ll-L2] S |CLngn—L2|+‘L2H(In—L1’
Dostali sme dve postupnosti (0)°2; a (|an| - [bn — La| + |La| - |an — L1])52,. Je
zrejmeé, ze

lim 0 = 0.

n—oo
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Z predpokladov vieme, ze lim a,, = Ly. Z toho podla vety 1.13 mame lim |a,| =

|L1| a teda podla vety 1.14 je postupnost (|a,|)?°; ohranicend. Skimajme te-
raz lim |b, — Ly|. Z predpokladov méme lim b, = Ly, teda podla vety 1.12 je

n—oo n—oo

lim |b, — Ls| = 0. Z toho z vety 1.18 dostdvame
lim (|an| - |b, — La|) = 0.

Teraz sa pozrime blizsie na lim (|Ly| - |a, — Ly]). Kedze lim a, = L; podla vety

112 je lim la, — L1| = 0. Potom podla vety 1.16 dostdvame
nh_{go(|L2| “lan = Ly|) = [La| - 0 = 0.
Nakoniec z vety 1.15 mame
JLIEO(|an| |by — Lo| + | La| - |an, — Ly]) =0+ 0= 0.

Teda postupnost (|a, - b, — Ly - L»|)S%, je ohrani¢end dvomi postupnostami, ktorych

limita je rovnd ¢islu 0. Podla vety 1.17 z toho méme, ze
lim |CLn . bn - L1 . L2| = 0.

Nakoniec vyuzitim vety 1.12 dostavame lim (a, -b,) = L1 - Ly. O

Veta 1.20. Nech lim a, = L # 0. Potom existuje také ng € N, Ze pre Vn > ng

3|L| L]
2

> |a,| > R

Dokaz:
1. pripad: L >0

aA
[ J

3L o ]
B 7
L+ (]
Ly e LZ
2 . 1 1 | 1

i 2 3 4 I I rlzo n(;+11|10+2 n

Obréazok 1.16:

L
Vezmime ¢ = 3 Kedze lim a, = L, tak k tomuto epsilonu dng € N, ze pre
Vn > ng

L 3L
anG(L—S,L+5): (5,7)

ht
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3L L
7 > Ay > 5
Ale L > 0, a,, > 0 pre n > ny, teda |L| = L a |a,| = a,. Potom po dosadeni z toho
mame
IL]

2

3L

5 > |a,| > —

2. pripad: L <0

l I

L 1 2 3 n0+1 n0+2

V

Obrézok 1.17:

L
Vezmime ¢ = % Kedze lim a, = L, tak k tomuto epsilonu dny € N, zZe pre
n—oo
Vn > No
3L L
L—¢ L =—,=
a, € ( e, L+¢) (2,2)
1
3L cu L
2 2
3L - - L
P _an _—
2 2
Ale L <0, a, < 0 pre n > nyg, teda |L| = —L a |a,| = —a,. Potom po dosadeni z
toho mame
SLL s L g
2 tn 2
. 1 1
Veta 1.21. Nech lim a, = L # 0. Potom lim — = I
n—00 n—0o0 Uy
Dokaz:
Vyuzijeme vetu 1.17, 7o limite troch funkcii” a ukazeme, ze
li ! ! 0
im |—— —| =0.
n—oo an L
Na to potrebujeme ohranicit |— — Z’ dvomi postupnostami s rovnakou limitou.
an

VyuZijeme pri tom vlastnost absolitnej hodnoty. Z toho mame

1 1

L—a,
ap - L

o |an_L|

el - [L]

an, L
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L

Kedze lim a, = L # 0, tak z vety 1.20 plati, ze I3ny € N, ze pre Vn > ng |a,| > |2—|
£y — < —.
an] ~ I

Teda dng € N Vn > nyg

0 < 1 1 L—a, ]an—L]< 2 | I
— | = = a, — L|.
“lan Ll Jan- L] fan|- L] (L))
: : 2 = .
Dostali sme dve postupnosti (0)°, a <W|an - L|) . Je zrejmé, ze
n=1
lim 0 = 0.

2 )
Teraz sa pozrime blizsie na lim (W|an - L|) Kedze lim a, = L podla vety

1.12 je lim |a, — L| = 0. Potom podla vety 1.16 dostdvame

2 2
lim (—|an—L|) =———=-0=0.
n—oo \ (| L[)? (IL1)?
) 1 1 . . s % s . bl .
Teda postupnost |— — —| je od istého ny ohrani¢ena dvomi postupnostami,
Qp

ktorych limita je rovnd ¢islu 0. Podla silnej verzie vety 1.17 z toho mame, Ze

1 1
~-4-o

I
im o L

n—oo

Nakoniec vyuzitim vety 1.12 dostavame lim — = —. O
n—o0 A,

Veta 1.22. (O limite podielu)

n L
Nech lim a, = Ly, lim b, = Ly # 0. Potom lim dn _ L_l
n—oo n—oo n—oo n 2
a lim a,
Teda lim — = 2= ak limity vpravo existuju.
n—oo by, lim b,
Dokaz:
lim a, = L 1 1
n— oo vetal.19 ;.
veta 1 1 = lim (a, - — | =Ly-—. O
lim bn:LQ#O t—_1>21 lim b_:L_ n—»oo( bn) ! L2
n—oo n—oo n 2

1
Veta 1.23. Nech a > 0. Potom lim — = 0.

n—oo N
Dokaz:

Pozri riesenie prikladu 1.18 na strane 54.

Veta 1.24. Nech a > 0. Potom lim /a = 1.

n—oo
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Veta 1.25.

(1) ak|a] <1 = lim a" = 0;

(2) aka=1= lim a" =1;

n—oo

(3) ak a = —1 = neeristuje lim a™;

n—oo

(4) ak |a| > 1 = neezistuje (vlastnd) lim a™ € R.

Veta 1.26. lim {/n=1.

n—oo

Veta 1.27. Ak lim a, = L € R, k € N, potom lim af = L*.

n—oo n—oo

Dokaz:
Pozri riesenie prikladu 1.24 na strane 59.

Veta 1.28. Ak lim a, = L > 0, k € N, potom lim {a, = /L.

n—oo

Veta 1.29. Ak lim a, = L >0, ¢ € Q, potom lim al = L9.

n—oo

Veta 1.30. Ak lim a, =0, a, >0, k € N, tak lim ¢/a, = 0.

n—oo n—oo

Dokaz:
Pozri riesenie prikladu 1.25 na strane 59.

Veta 1.31. Ak lim a, =0, a,, >0, g € Q, tak lim al = 0.

n—oo n—oo

Definicia 1.10. Povieme, Ze +00 je limitou postupnosti (a,)> ;, ak VK € R3ny € N
také, Ze ¥n > ng plati: a, > K.

ah

n

1 )

[ ]
1 2 3 4 . omyomtlm+2 T

Obrazok 1.18:

Definicia 1.11. Povieme, Ze —o0 je limitou postupnosti (a,)> ,, ek VK € R 3dng € N
také, Ze ¥n > ng plati: a, < K.



28 KAPITOLA 1. POSTUPNOST A JEJ LIMITA

] !
T T

n
ny+1 ny+2

v

(] 1,
|
T
I

L

.

Obréazok 1.19:

_
NSRS

Poznamka 1.11. Zmysel tychto definicii sa nezmend, ak

ng € N nahradime ny € R,
a, > K nahradime a, > K,
a, < K nahradime a, < K.

Pri+o00 navyse staci YK > 0 resp. VK > konstanta. Pri—oo staci VK < konstanta.
Poznamka 1.12. Limity £0o sa nazgvaji nevlastné (nekonecné) limity.
Veta 1.32. Ak a > 0 potom lim n® = 4o0.
Dokaz:
Skor, nez zacneme samotny dokaz, urobime rozbor toho, ¢o chceme dokézat.
Rozbor:
Nech K > 0. Chceme ukézat, Ze Ing € N také, ze Vn > ng plati:
n® > K.
Po uprave dostavame )
n> Ka.
MoéZme teda pristipif k samotnému dokazu vety:
Nech Zvolme € N hocijaké, ale také, aby ng > K «. Potom VYn > ng
plati:
n > ng>K a
n > Ka | ¢

Oramované ¢asti ndm ddvajui priamo zapis definicie hladanej limity lim n® = +o00.0

n—oo
Lema 1.1. Ak postupnost (a,)°; md limitu +o00, potom (a, )%, je ohrani¢end zdola,
ale nie zhora. Ak postupnost (a,)S%, md limitu —oo, potom (a,)>, je ohranicend
zhora, ale nie zdola.
Dokaz:
lim anp=+4o00

Pre Zvolme K =1 " %— dng € NVn >ng a, > 1.
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N )

] !

>
n

Obrazok 1.20:

Vezmime A := min{ay, as,

ey Gy, 1}, Potom Vn € N je a, > A, teda (a,)32, je
ohranicend zdola.

Preco (a,,)22, nie je ohranic¢end zhora? Lebo VK € R dng € N Vn > ngy a, > K.
Teda VK € R dn a, > K.

lim ap=—oc0
Pre Zvolme K = -1 " “—

dng e NVn > ng a, < —1.

an
7 S
([ ]
° °
1 2 3 4 +n0+1n0+2 n
[ J
K=-14+————-—— =

ety lpy, —1}. Potom Vn € N je a, < A, teda (a,)22,

Obréazok 1.21:

Vezmime A := max{a, as,
je ohranicend zhora.

Preco (a,)?2; nie je ohrani¢ena zdola? Lebo VK € R dny € N Vn > ngy a, < K.
TedaVK € R dn a, < K. O

Veta 1.33. Pre kazdi ciselni postupnost (a,)S2, nastane prdve jedna z nasledujicich
4 mozZnosti:
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(1) nhjgo a, je vlastnd . . .... postupnost (a,)S2, konverguge;

(2) nlLrgo p = +00 ...... postupnost (a,)%, diverguje do +00;

(3) nh_{go Uy = —00 ...... postupnost (a,)2, diverguje do —oo;

(4) neezistuje vlastnd ani nevlastnd nh—>nolo Qp e postupnost (a,)S>, osciluje.

V pripadoch (2), (3) a (4) hovorime, Ze postupnost (a,)S>, diverguje.

Vdaka tejto vete mozeme pouzivat symbol lim a,.

n—oo

Dokaz:

1. Ukazeme, ze nastane |aspon jedna | zo 4-och moznosti.

Nech (a,)%%; je postupnost. Potom nastane niektord z moznosti (1), (2), (3) alebo
ziadna z nich, teda nastane (4) = =((1) v (2) V (3)).

2. NavysSe nastane ’najviae jedna‘ 70 4-och moznosti, lebo kazdé dve sa vylucuju,
t.j. nemozu nastat stcasne. Moznost (4) sa vylucuje s kazdou z (1), (2) a (3). Este
treba dokdzat, ze moznosti (1), (2) a (3) sa vzdjomne vylucuju.

Z (1) = postupnost (a, )22 je ohranicena.

Z (2) = postupnost (a, )22, zhora nie je ohranic¢end, zdola je.

Z (3) = postupnost (a, )22, zhora je ohranicend, zdola nie je. O

1
Veta 1.34. Nech hm |a,| = +00. Potom lim — = 0.

n—o0 an
Speciélne:
. .1 . :
lim a, = 400 = lim — =0, lim a, = —-0c0o= lim — =0
n—oo n—00 n—oo n—00
Dokaz:

Pozri riesenie prikladu 1.26 na strane 60.

Veta 1.35. Ak lim a, = 400 a postupnost (b,)5%, je zdola ohranicend, potom

n—oo

lim (a, + b,) = +o0.

n—oo

1
Veta 1.36. Nech lim a, =0, nech Vn € N a, >0, potom lim — = +o0.

n—oo n—oo a?’l

Dokaz:

Pozri riesenie prikladu 1.27 na strane 61.

Veta 1.37. Nech lim a, = 400, nech 3b > 0 Vn € N b, > b > 0, potom

n—oo

lim (a, - b,) = +o0.

n—oo

Poznamka 1.13. V nasledugiicich tabulkdch uvedieme d'alie varianty viet o limitdch.
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lim a, by, lim (a, + by,)
400 ohranic¢end zdola +00
—00 ohranicéend zhora —00

Tabulka 1.1:
1
lim a, an, lim —
n—0o0 n—00 an

0 kladné +o00

0 zaporné —00
Tabulka 1.2:
lim a, bn lim (a, - by,)
n—oo n—oo
+00 ohranicena zdola kladnym ¢islom +00
+o00 | ohranicend zhora zapornym ¢islom —00
—o0 | ohranicend zhora zapornym c¢islom +00
—00 ohranicend zdola kladnym ¢islom —00
Tabulka 1.3:

Poznamka 1.14. (O skratenych zapisoch viet o limitach)
V predchddzajicom texte sme mali uvedeni nasledujicu vetu:

lim a, = 400 )
n—00 — lim (a, + b,) = +o0

s
n—oo

(bp)52_, zdola ohranicend

Tuito mozno skrdtene zapisat:
(+00) + (2dola ohranicend) = 400

Dalsie skrdtené zdpisy:
+00) + ¢ =400, c € R; (—00) + ¢ = —00, c € R;

(

(+00) + (+00) = 400; (—) + (—00) = —o0;

(+00) —c=c—(—0) = (+0) — (—0) = +00, ¢ € R;
(—o0) —c=c— (+00) = (—00) — (+0) = —00, ¢ € R;
(+00) - c=c- (4+00) = 400, ¢ > 0,

(+00) - c = ¢ (+0) = —0o0, ¢ < 0;
(—00)-c=c-(—00) =—00, ¢ > 0;
(—00)-c=c-(—00) =400, ¢ <0,

(+00) - (+00) = (—00) - (—00) = +00;

(o0) - (=00) = (=oc)  (+00) = =2

O ‘
O
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—+00 —00

— = —00, — = +00, ¢ < 0
c c

c c
—=—=0,ceR;

+00 —00

ct® =400, c>®=0,c>1;
ct®=0,c*®=400,0<c<1;
(+00)¢ = 400, ¢ > 0;

(+00)¢ =0, ¢ < 0;

(ii—oo) = —iioo, (+00)™>° = 0;

oF = T pm = T

Avsak pozor!  Symbol +oo nie je redlne cislo (rovnako ani —oo) a memozno s
nim pocitat ako s redlnym cislom. Teda vyssie uvedené zdpisy mie si aritmetické
rovnosti, ale su to len skrdtené zdpisy viet o nevlastnych a vlastnijch limitdch!

Poznamka 1.15. (Prehlad tzv. neurcitych vyrazov)
Medzi neurcité vyrazy patria:

Limita sictu: (+00) + (—00), (—00) + (+00)

Limita rozdielu: (+00) — (+00), (—00) — (—00)

Limita sicinu: (+00) -0, (—00) -0, 0 (4+00), 0+ (—00)
+o0 +00 —00 —00

0
Limita podielu: —, , , ,

0 400" —00 +00  —00
Limita mocniny: 17°°, 17, 0%, (+00)°

Pri tychto limitach nemdme jednoznacné pravidlo na urcenie vyslednej hodnoty
limaty. Napr.

hocijaké ¢islo c € R

lim a, =0 . oa, 400
lim b, =0 [ Ay — ) —X
e A lim b_

s, . . A ’ A 7 , . ’ - - % ’
Musime ju zistit inym sposobom. Napriklad vhodnymi upravami previest vyraz, z

s ., . . . o« . ) , . .,
ktorého pocitame limitu, na tvar, pri ktorom uz vieme pouZit zndme vety o limitdach.

n a

Veta 1.38. Pre kaZdé a € R plati: lim - =0, lim o 0.

n—oo Ml n—oo N

] n
Veta 1.39. Pre kazdé n € N plati: lim o 0, lim n_' = +00.

n—oo n n—oo MN!

V nasledujicej vete budeme potrebovat dohovor o usporiadani.
Rozsirena realna os:

R=RU{—00,+00}
Usporiadanie na R:

c,deR = c<dakovR
ceER = —0<cc<+00=— —00 < +00

Veta 1.40. Ak lim a, < hm b,, potom dng Vn >ng a, < b,.

n—oo
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Dokaz:

1. pripad: lim a, = L; € R, lim b, = Ly, € R, L1 < Ls.

Vezmime také ¢ > 0, aby sa e-ové okolia bodov L; a Ly neprekryvali, t.j. € <
Lo ; Ll, vid obr.1.22.

Ve % a
7

:V

Obréazok 1.22:

Z definicie limity mame, ze In; ¥Yn > ny a, € (L1 — e, L1 + €) a zdroven dny
Vn >ny b, € (Ly—¢,Ly+ ¢). Vezmime teraz ng = max{ni,ns}. Potom Vn > ny
plati a,, < b,.

2. pripad: lim a, = L; € R, lim b, = +o0.

n—oo

Vezmime € > 0 a K € R tak, aby K > L; + ¢, vid obr.1.23.

i—

A

|

| >
1 'n
n,

I
I
' !
1 2 3 4 n,

Obrazok 1.23:

Z definicie limity méme, ze dny VYn > ny a, € (L1 — e, L1 + €) a zéroven Iny
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Vn >mny b, > K. Vezmime teraz ny = max{ni,ns}. Potom ¥Vn > ng plati a,, < b,.

3. pripad: lim a, = —o0, lim b, = Ly € R.

n—oo

Vezmime K € R a € > 0 tak, aby K < Ly — ¢, vid obr.1.24.

:V

Obréazok 1.24:

7. definicie limity mame, ze dn; Vn > n; a, < K a zaroven dns Vn > no
b, € (Ly—e, La+¢). Vezmime teraz ng = max{n, ny}. Potom Vn > ng plati a,, < b,,.

4. pripad: lim a, = —o0, lim b, = 4o00.

n—oo

Vezmime K, Ky € R tak, aby K, < K5, vid obr.1.25.

A

I
T T I T

>
n

|
|
|
n,

J i

Obréazok 1.25:

7 definicie limity mame, ze dny Vn > ny a, < K; a zaroven dns Vn > no
b, > Ks. Vezmime teraz ny = max{n;,ny}. Potom Vn > ng plati a, < b,. O
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Poznamka 1.16.

(1) lim a, < lim b, & 3dng Yn >ng a, < by;

(2) Veta sa nedd obrdtit! T.j. Vn a, <b, # lim a, < lim b,, napr.
1\ 2\
n S ’ bn e .
@iz=(3) o= (3)
Awvsak plati: Vn a, <b, = lim a, < lim b,.

n—oo n—oo

Veta 1.41. Ak existuji vlastné limity lim a,, lim b, a ak plati Yn € N a, < b,,

n—oo

potom lim a, < lim b,.

n—oo n—oo

Dokaz:
Keby lim a, > lim b,, potom podla vety 1.40 3ny ¥n > ng a, > b,. Co je spor

n—oo n—oo

s predpokladom, ze Vn € N a,, <b,. Teda plati:

lim a, < lim b,. O

n—oo n—oo

Skisme teraz zjednotit definicie limit postupnosti (vlastnej a nevlastnych) do
jednej. Na to potrebujeme definovat okolie bodu.

Definicia 1.12. Okolim bodu ¢ € R nazveme kazdy interval tvaru (¢ — e,c+ €), kde
e > 0. Okolim bodu —oo nazveme kazdy interval tvaru (—ooLd), d € R. Okolim bodu
+00 nazveme kazdy interval tvaru (d,+00), d € R. Ak a € R, okolie bodu a znacime

O(a), U(a).

Definicia 1.13. Nech (a,)$° je postupnost redinych cisel. Povieme, e L € R =
R U {—o00,+0o0} je limitou postupnosti, ak ¥ O(a) FO(+o0) Vn € Nn € O(+0)
plati a,, € O(a).

Teda:
VO(a) 3ng €N YneNn>ny = a, € O(a)

acR ..¥e>0 dngeN VneNn>ny=a, € (a—¢c,a+¢)
a=4x|...VKeR dngeN VneNn>nyg=a, > K

...VKER dngeN VneNn>ng— a, < K

Lema 1.2. Ak Ly, Ly € R, L, # Ly, tak potom existujii okolia O(L,), O(Ly) také, Ze
O(Ly) NO(Ly) = 0.

Dokonca ak Ly < Lo, daji sa O(Ly), O(Ly) zvolit tak, ze Va,y € R z € O(L,),
y€O(Ly) =z <uy.

Veta 1.42. lim q, < lim b, =— dng Vn >ng a, <b,

n—oo n—oo

Dokaz:
Ozna¢me L, = lim a, a Ly = lim b,. KedZze L, < L,, tak podla lemy 1.2

existujui okolia O(Ly), O(Ls), také, ze O(L1) N O(Ls) = 0, t.j. sa neprekryvaju. Z
definicie 1.13 dostavame:

K okoliu O(L;) dny VYn > ny a, € O(L;) a k okoliu O(Ly) dny Vn > ny
b, € O(Lsy). Vezmime ny = max{ny,ns}, potom Vn > ng plati a, < b,. O
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1.4 Zakladné pojmy z topoldgie ciselnej osi
Definicia 1.14. Nech A C R, x € R. Povieme, Ze

(1) z je horné ohranicenie mnoziny A, akVa € A a < x;

(2) x je dolné ohranicenie mnozZiny A, akVa € A a > x.

Oznacenie:
Al = mnozina vsetkych hornych ohrani¢eni mnoziny A
Al = mnozina vsetkych dolnych ohrani¢eni mnoziny A

Definicia 1.15.
(1) A C R je zhora ohranicend, ak Al # ()
(2) A CR je zdola ohranicend, ak Al # ()
(83) A CR je ohranicend, ak je ohranicend zhora aj zdola

Veta 1.43. Nech A C R. Potom nasledujice turdenia su ekvivalentné:
(1) A je ohranicend, t.j. 3k e R IK €R Vae A k<a<K;
(2) ddeR VYVaec A |a| <d.

Dokaz:
(1) = (2)| Najprv ukdzeme, ze z tvrdenia (1) vyplyva tvrdenie (2). Nech A je

ohranicena, t.j. 3k € R 3K € R Vaec A Vezmime d = max{|k|, | K|}.
Nech napr. |k| < |K]|, potom staci zobrat |d = |K|.| Z toho méme, Ze lebo
|k| < |K| =d. Z oramovanych casti dostavame

—d<k<a<K<|K|=d
—d<a<d
la| < d

Teda dostali sme tvrdenie (2).
(2)= (1)|Nech3d e R Vae€ A |a| <d. Potom Va € A

—d <a<d.

Teda A je ohrani¢end, lebo 3k =—-d€R IK =de€R VYVac A k<a<K. Coje
vlastne tvrdenie (1). O

Definicia 1.16. Povieme, Ze x je najudcsi prook mnozZiny A (x je maximum mnoZiny
A, oznac. v =max A), ak x € A a zdroven x € A'.

Povieme, Ze x je najmensi prvok mnoZiny A (xr je minimum mnoZiny A, oznac.
r=minA), akx € A a zdroven x € Al.

Veta 1.44. MnoZina ma najviac jedno maximum. MnoZina md najviac jedno mini-
mum.
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Dokaz:

Nepriamo. Nech A C R a nech A ma dve maximé alebo viac. Oznacme c¢; =
max A, co = max A, ¢; < ¢c. KedZe ¢,y st maximé, z definicie 1.16 mame ¢; €
Acie Al acy € A cy € AT Vsimnime si nasledujtici obrazok.

9! C,

c,ed
cleAT

Obrazok 1.26:

Zakrizkované tvrdenia v obrazku ndm dévaji nerovnost Podobne z
ostavajucich dvoch tvrdeni nakriz vyplyva, ze Oramované casti nam davaju
C1 = Co.

Nech A C R a nech A méa dve minimé alebo viac. Ozna¢me d; = min A, dy =
min A, d; < dy. Ked'ze dy,ds si minimd, z definicie 1.16 méame d, € A,d; € Al a
dy € A,dy € A'. Vsimnime si nasledujtici obrézok.

]
T

d, d,

d eA d,e 4
dleAJ’ dzeAi

Obrazok 1.27:

Zakrizkované tvrdenia v obrdzku ndm davaji nerovnost|d, < d;.| Podobne z

ostavajucich dvoch tvrdeni nakriz vyplyva, ze Oramované casti nam davaju
d1 == dg. O

Definicia 1.17. Najmensie spomedzi horngch ohraniceni mnozZiny A sa vold supre-
mum mnoziny A (oznacujeme sup A).

Teda sup A := min A'.
()Vae A a<s A
(2)VteR t<s = JacA t<a
PN (1) Vae A a<s A
(2)Ve>03dac A a>s—¢

s:supA<:>{

Obrézok 1.28:
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Bod (1) sa nazyva 1. vlastnost suprema a bod (2) sa nazyva 2. vlastnost suprema.

Definicia 1.18. Najvdicsie spomedzi dolnijch ohraniceni mnoziny A sa vold infimum
mnoziny A (oznacujeme inf A).

Teda inf A := max A'.

N ()Vae A a>r A
N 2)VpeR p>r = Ja€ A a<p

PN (H)Vae A a>r A
(2)Ve>03dae A a<r+e

Obrazok 1.29:

Bod (1) sa nazyva 1. vlastnost infima a bod (2) sa nazyva 2. vlastnost infima.
Priklad 1.5. Urcte supremum a infimum mnoziny A = (0,1).
Riesenie:
1 =min AT = 1 = sup A;
0 = max A} = 0 = inf A.
Veta 1.45.
(1) x =max A =z =sup A;
(2) © =min A = x = inf A.

Pozor! Veta sa nedé obratit.

Otazka: Ktoré mnoziny maji supremum?

A= Al =R = Amin A" = Asup A
A je zhora neohrani¢end ........................... Al =) = Fmin A" = Psup A
A =0 A A je zhora ohranicen4 ................. ?

Veta 1.46. (O supreme)
Kazda neprdzdna zhora ohranicend mnozina redlnych ¢isel ma prdve jedno supremum.

Otazka: Ktoré mnoziny maju infimum?

A= Al =R = Amax Al = Pinf A
A je zdola neohrani¢end ...............ccccvvvee. Al =) = Fmax Al = Pinf A
A =0 A A je zdola ohranicend ................. ?

Veta 1.47. (O infime)
Kazdd neprdzdna zdola ohranicend mnoZina redlnych ¢isel md prdve jedno infimum.
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1.5 Limity monoténnych postupnosti

Uz sme mali, ze postupnost (a,)°; moze mat limitu ale aj nemusi mat limitu. Ale
ak postupnost (a,,)S%; je monoténna, tak m4 limitu.

Veta 1.48. Nech (a,)S2, je neklesajica postupnost, potom

(1) ak (a,)32, je zhora ohranicend, tak md vlastni limitu

lim a, = sup{ay,as,as,...};
n—oo

(2) ak (a,)>2, nie je zhora ohranicend, tak

lim a, = +o0.

n—oo

Dokaz:

Nech (a,)%, je neklesajica. Uké&zeme najprv, ze plati tvrdenie (1). Kedze
(a,)$°, je ohranicend zhora, tak 3K Vn a, < K. Teda mnozina A = {ay,as,as, ...}
je neprazdna a zhora ohranicend. Na zdklade vety 1.46 z toho vyplyva, ze

oznac.
3 sup{ay,as,as, ...} =
Dalej ukazeme, ze lim a, = s.
n—oo
A
a}'l
S+t ———— - ——
€
S - — o — — — — — — =
Ne ) ®
Y T T T T T T e e Y
S—€f ° T
I
o o I
°
— >
1 2 3 4 ny, ny+1 ny+2 n

Obrazok 1.30:

Nech Kedze s — e < s = sup{ay, as, as, ...}, podla 2. vlastnosti supréma
musi § —& < ap, < s (pozri obr.1.30). Dalej vieme, 7e (a,)>, je neklesajica,
teda Vn > ng plati a,, < a, < s. Pouzitim predchédzajicej nerovnosti dostavame

§—€<lp, < ap < 8,

ap € (s —¢e,s) C(s—e,s+¢).

Ordmované casti ndm dévaju priamo, ze lim a, = s.

n—oo

Teraz ukézeme, ze plati tvrdenie (2). Nech Kedze K nie je horné
ohranicenie, potom také ze a,, > K.
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] !

T T
ny+1 ny+2

S

»
>
n

N+ e
|98}
B

0

Obrazok 1.31:

Ale (a,)2, je neklesajuca. Teda |Vn > ng ’an > ap, > K.| Ordmované Casti
nam davaju priamo, ze lim a, = +oo. O

n—oo

Analogicka veta plati aj pre nerastice postupnosti.
Veta 1.49. Nech (a,)%%, je nerastica postupnost, potom
(1) ak (a,)22, je zdola ohranicend, tak md vlastni limitu

lim a, = inf{ay,as,as,...};

n—o0

(2) ak (a,), nie je zdola ohranicend, tak

lim a, = —o0.
n—oo
Poznamka 1.17.
Qp — L oo lim a, = L;
an /L i lim a, = L, (a,)22, je neklesajica;
an L lim a, = L, (a,)22, je nerastica.

Veta 1.50. (O ¢isle e)
1 n 1 n+1

Nech a,, = (1 + —) , by = (1 + —) . Potom postupnost (a,)S>, je rastica,
n n

(bn)52, je klesagiica a obe postupnosti maji ti istid limitu (oznacime ju e) a pre kazdé

n € N plati: a, < e <by,, by —a, < —.
n

Dokaz:
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o (a,)2, je rastica

Ap+1

1\ n+2\" [n+2
1+ :
n+1 B n+1 n+1)

n \"
" ()
n

. 1 " n-+ 2
n?2+2n+1 n+1

n+1
&
B n+2 n "o (n+2 B 2 " n+2 B

<n+1'n+1)'(n+l>__ﬂﬂ+2n+1).(n+1>_

;

n‘ 4+ 2n

Dalej vyuzijeme Bernoulliho nerovnost: (1 +z)* > 1+nx Yne€ NVa > —1.

¢ l > < 1
Oznacmex:—m_ 1 ebon +2n+1 4 tedam_z,
7 ¢oho mame —m > _Z_l > —1. Teda

n 1 " 2 1 2
Ant1 1_ n+ T n+
ay, n2+2n+1 n+1 n?+2n+1 n+1
B 1 n n—+ 2
N n2+2n+1) n+1
Dalej vyuzijeme fakt, ze S U > __r retoze n? +2n + 1 >
) vyl ’ n?+2n+1 n2+on P

n? + 2n. Z toho mame

Gnt1 > (1- n _n+2> 1 n .n+2:

a, n+2n+1) n+1 n2+2n) n+1
 n*+n n+2 n-(n+l1) n+2 n+l n+2
 n2+2n n+l n-(n+2) n+l n+2 n+l

Teda dostali sme

an+1

VneN

Qn

hd (bn);.zozl

je klesajtca

()

>1=VneN a,<an1 = (an)5, je rastica

n+1 n+1
n

~
—|— S

n+1

<1+n—1kl) (n
()™ (

1 n+1
1
( + n? + Qn)

)
iy

)~

n+2

n2+2n+1 ntl
N n2 + 2n

n+2\"" /n+2\
(T (e

n+1 B
n+2

Dalej vyuzijeme Bernoulliho nerovnost: (14 z)* > 1+nx Vn € NVz > —1.
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1
Oznacme x = > —1, lebo >0 > —1. Teda
n? + 2n n? +2n

by 1 (AP | 1 n+1

- 1 . > 1 ]_ . . —
brt1 ( +n2+2n) n—|—2_[ +n+1) (n2+2n)} n+ 2

_ (14 n+1 n+1

N n?+2n/) n+2

n—+1 n+1

Dalej vyuzijeme fakt, ze

Z toho mame

b, n+1

<
n24+2n+1 n?24+2n

, pretoze n?+2n+1 > n?+2n.

> (14 n+1 (14 n+1 n+1
boi1 n2+2n) n+2 n2+2n+1) n+2
n+1 n+1 1 n+l n+2 n+1
— 1+ . — ]_+ . — . =
(n+1)2) n+2 n+1l) n+2 n+1 n+2

Teda dostali sme

n

VneN

>1=VYVneN b, >b,1 = (bn)r2, je klesajica

=

n+1

e existencia limit
(an)22, rastie
(b,)22, klesa
VneNa, <b,

(an)5e, rastica, zhora ohr. = 3 lim a, =a € R
(b,)5°, klesajica, zdola ohr. =3 lim b, = € R

n—oo

Y . 7
e rovnost limit

b, = ap, -(1—|—l)
—  ~~ n
N——
! ! !
I} Q 1
!
o
/BZO{OZI]:&C.e

e q,<e<b, YneN

a1 < as < az < ... = rastica a ohranicena kazdym z cisel b, =

: nlgrolo a, = sup{al,az,a& - } 2 Ant1 >

by > by > a3z > ... = klesajica a ohranic¢ena kazdym z cisel a,, =

[e)= lim b, = inf{by,bs, b3, ...} < byi1 <|by]

—a,<eNe<b, VneN=VneN aqa, <e<b,.
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obn—an<§ Vn eN
n

1\ 1\" 1\" 1
= (102 (1 2) - (1) (10 20) -
n mn n n

1\" 1 b 2,985984 3
= <1+—> —SE e VneNDO
n n-n

n n n

Poznamka 1.18.
e=2,7T18281828.........
—

neperiodicky
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Poznamka 1.19. Na zdver uvedieme dalsie vzorce, ktoré budeme potrebovat pri
vypocte limit postupnosti:

e lim n® =+o00,a >0

n e lim /n =+
e lim (1 + E) =e°
n—00 n e lim Inn = +o00

e lim a" =+o0,a>1

Dalej budeme vyuzivat':

Ak lim a, =L € R, L >0, tak lim Ina, =In L.

n—oo n—oo

Vyssie uvedené vzorce a pravidlda budi dokdzané vo wvyssich rocnikoch. Tu sme ich
wviedli preto, aby sme mohli pocitat priklady.

1.6 Limity vybranych postupnosti

Definicia 1.19. Nech (k,)>2, je rastica postupnost prirodzenijch cisel, (a,)5%, je
lubovolnd c¢iselnd postupnost. Potom postupnost (ax, )%, nazjvame vybranou pos-

tupnostou z postupnosti (a,)>,.

Veta 1.53. Z kazdej postupnosti redlnych c¢isel mozino vybrat monoténnu podpostup-
nost.

Definicia 1.20. Nech (a,)2, je postupnost a nech (b,)2, je jej podpostupnost. Ak
(b,)5° ma limitu (Ulastml alebo nevlastni), tak tito limitu nazgvame hromadnou hod-
notou postupnosti (a,)>,. Mnozinu hromadnych hodndt postupnosti (a,)>2; budeme
oznacovat HH (a,).
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Priklad 1.6. Majme postupnost (a,)>>, = 1,2,1,3,1,4,1,5,1,6,.... Urcéme
mnozinu jej hromadnich hodnot.

Riesenie:
Z uvedenej postupnosti vyberieme dve podpostupnosti:

1,1,1,1,... — jej limita je ¢islo 1

2,3,4,5, ... — jej limita je + oo

Teda 1 a +oo si hromadné hodnoty postupnosti (a,)% ;. Iné hromadné hodnoty

postupnost (a,)%; nema. Mnozina hromadnych hodn6t postupnosti (a,)%2; ma dva
prvky:
HH(a,) = {1, +oc0}.

Désledok 1.2. Z vety 1.53 vypljva, Ze kaZdd postupnost redlnych &isel md aspor
jednu hromadni hodnotu. Nasledne pouzitim vety 1.48 dostavame, Ze mnozina hro-
madnych hodnot je neprdzdna.

Veta 1.54. Ak lim a, = L (viastnd alebo nevlastnd), potom kazdd podpostupnoet

n—oo

postupnosti (a,)>, md tiez limitu a to L.

Désledok 1.3. Z vety 1.54 vyplyva, Ze ak postupnost (a,)5, md dve podpostupnos-
ti a réznymi limitami, tak (a,)>, nemd limitu. Dalej, ak postupnost (a,)>, md
podpostupnost, ktord nemd limitu, tak ani (a,)°>, nemd limitu.

Teda postupnost (a,)>2, md limitu prdve vtedy, ked kazdd podpostupnost postup-
nosti (an)o, mad limitu.

Priklad 1.7. Postupnost 1,2,1,2,1,2,... nemd limitu.

Dokaz:

Z uvedenej postupnosti vyberieme dve podpostupnosti:
1,1,1,1,... — jej limita je ¢islo 1
2,2,2,2,... — jej limita je ¢islo 2

Nasli sme dve podpostupnosti s roznymi limitami, teda podla dosledku 1.3 postupnost
1,2,1,2,1,2,... nemé limitu. O

Definicia 1.21. Nech (a,)$° je postupnostredlnych éisel. Potom najvicsiv (nag-
mensiu) hromadni hodnotu postupnosti (a,)3>; voldme limes superior (limes inferior)
postupnosti (a,)> ;. Oznacenie: limsup a,, (liminfa,).

Poznamka 1.20. Limes superior a limes inferior postupnosti (a,)>2, vidy existuji,
lebo mnozina hromadnijch hodnét postupnosti (a,)>2, je neprdzdna (pozri désledok

1.2).

Priklad 1.8. Majme postupnost (a,)s>, = 1,2,1,3,1,4,1,5,1,6,.... Uréme jej
limes superior a limes inferior.

RieSenie:
Mnozina hromadnych hodnot postupnosti (a,)2%, je HH(a,) = {1, +oc}. Teda
limsup a,, = +o00 a liminf a, = 1.

n—oo n—oo
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Veta 1.55. Pre kazdi postupnost (a,)S%, plati

(1) liminf a, <limsupa,

n— n—00

(2) liminf a,, = limsup a, <= 3 lim a,. Vtedy liminfa, = limsupa, = lim a,.

n—00 n—00 n—00 00 n—00

1.7 Cvicenie

1.7.1 Urcovanie vlastnosti postupnosti

Priklad 1.9. Vysetrite ohranicenost (resp. ohranicenost zdola a zhora) postupnosti:

) n?+n+2\%
a —_—
n? 4+ 4n

n=1

n+1\%
b 2 —
) (n + 2n + 3) el
Riesenie:
2
2
a)Vsimnime si blizsie n-ty ¢len a,, = % Zrejme a, > 0 pre kazdé n € N,
n n

teda (a,)?, je ohranic¢end zdola, napr. ¢islom 0.
Skiisme teraz zistit, ¢i postupnost (a,)32, je ohranicend zhora. Upravme jej n-ty
¢len:

n?4+4n —4n+n +2 3n — 2
ap = =1- =
n? 4+ 4n n? + 4n
Vsimnime si, ze zlomok 2+_ je kladny pre kazdé n € N. Z toho dostavame
n n
3n — 2
—— > 0 |- (-1
i |- (=1)
3n — 2
— < 0 1
n? 4+ 4n 1)
3n — 2
1-— n < 1, neN
n2+4n
a

Teda postupnost (a,)S2; je ohrani¢end zhora, napr. ¢islom 1.

n+1l 2n% +6n+5

2n+3  2n+3
a, > 0 pre kazdé n € N, teda (a,)$2, je ohranic¢ena zdola, napr. ¢islom 0.

Skisme teraz zistit, ¢i postupnost (a, )%, je ohrani¢end zhora. Upravme jej n-ty
¢len:

n+1 1 2n + 2 1 2n+3—-1
a, = n+2— =n+2——-- =n4+2—=- | —— | =
4 2 2 2n + 3

. Zrejme

b) Vsimnime si blizsie n-ty ¢len a, = n + 2 —

+2 1 ! TP I S S
— n —_ — . — =N —_ — =N —
2 2(2n+3) 2 2(2n + 3)



46 KAPITOLA 1. POSTUPNOST A JEJ LIMITA

Ked'ze
1
22n+3) — 7
potom
n+ -+ ! >n+ 3
. 2 2(2n+ 3)4 - 2

[e.9]

, 3 . N . .y
Avsak postupnost (n + 5) nie je ohranicena zhora, pretoze pre kazdé K € R

n=1

3 ; .
existuju n € Nyn > K — 5 také ze n + 5 > K. Teda ani postupnost (a,)5, nie je
b

ohranicéend zhora.

¢) Vsimnime si blizgie postupnost ((—1)"-2n)"" . Tdto pre prne n nadobida
hodnoty a,, = 2n a pre nepdrne n hodnoty a, = —2n. Avsak postupnost (2n), nie
je ohranic¢end zhora, pretoze pre kazdé K € R existuji parne n € N, n > §K , také
ze 2n > K. Teda ani postupnost (a,)%; nie je ohrani¢end zhora.

Podobne postupnos (—2n)32 ; nie je ohranic¢ena zdola, pretoze pre kazdé k € R
existuju neparne n € N, n > —§k, také ze —2n < k. Teda ani postupnost (a,)%,

nie je ohranicend zdola.

Priklad 1.10. Vysetrite monoténnost postupnosti:

) 2n+ 3\~
a o)
3n—2 el C) (3n2—|—2)

3n2+1
b) (1+(=1)"+n?)

(o) n=1

n=1

Riesenie:
)~ 2n + 3 ~ ’ A~ 7 ) ’ J
a) Kedze a, = p— > 0 pre kazdé n € N, mozeme skimat monoténnost
n—
. Ap+1
pomocou podielu .
Teda
2(n+1)+3
ny1 3n+1)—2 2n+2+43 3n—2 2n+5 3In—2
an 2n+3  3n+3-2 2n+3 3n+1 2n+3
3n — 2

6n2—4n—|—15n—10_6n2+11n—10
6n2+9m+2n+3  6n2+1ln+3

<1

7 toho mame, Ze postupnost (a, )%, je klesajica, pretoze a, 1 < a, pre kazdé n € N.
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b) Skumajme rozdiel a, 11 — a,:

Unp1 —p = 14+ (D" 4+ (n+1)2=1—(=1)"—n*=
= (-1)"- (=D +n*+2n+1—(=1)"=n?=(-1)"-(-2)+2n+1=
2n+1—-2-(=1) =2n+3 > 0, n je neparne
= 2n+1-2-(-1)"=
2n+1—-2-1=2n—1> 0, n je parne

Teda a,1—a, > 0 pre kazdé n € N, t.j. a,+1 > a, pre kazdé n € N, preto postupnost
(an)$e, je rastica.

Y 3 2 2 J )
c) Kedze a, = % > 0 pre kazdé n € N, mozeme skimat monoténnost
n
. Ap+1
pomocou podielu .
Teda "
3n+1)2+2
a1 3n+1)2+1  3n*P+2n+1)+2 3n°+1 3n*4+6n+5 3n°+1
an ?2+2  3m242n+1)+1 3n2+2 3n2+6n+4 3n2+2
3n? +1

Int 4+ 3n? + 18n% +6n + 1502 +5 B Int + 18n3 + 18n% +6n +5
A +6n2+18n3 +12n +12n2 +8  9n* + 18n3 + 18n2 + 12n + 8

Z toho méame, Ze postupnost (a, )%, je klesajica, pretoze a,.1 < a, pre kazdé n € N.
Iny sposob riesenia spoc¢iva v uprave n-tého clena postupnosti na tvar:

342 N 1

S 3n241 3n?+1

Qn

Potom mozeme skimat rozdiel a,,1 — ay:

1 1 1
(n+1 =4 TS 3211 3(m+12+1 3211
3 +1-3n*—6n—4  —6n—3
N 3n2 4+ 6n+4  3n2+6n+4

Z toho opéat mame, ze postupnost (a,)>2, je klesajica, pretoze a,.1 < a, pre kazdé
n € N.
Dalsim sposobom riesenia je skiimanie vyrazu a, > a,.1:

Qp > Apy1

1 1
l+— > 14+ ——
+3n2+1 +3(n+1)2+1
1 1
_— > -
3n? 41 3n+1)2+1

3n+1%4+1 > 3n*+1
3(n+1)* > 3n?
(n+1)* > n?

Ekvivalentnymi tipravami sme dostali nerovnost (n + 1) > n?, ktora plati pre kazdé
n € N. Teda a, > a,.; pre kazdé n € N, preto postupnost (a, ), je klesajuca .
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48
Ijlohy
1.1 Overte, ¢i v kazdom riadku ide skutoéne o dve vyjadrenia tej istej konecnej
postupnosti
8
a) 1,2,3,4,5,6,7,8 (M)n=1
(n*)o=
b) 1,4,9,16,25 n=1
(5)5—
¢) 5,5,5,5,5,5,5 n=1
n 10
d) 3,-3,3,-3,3,-3,3,-3,3,-3 (=D t-3),_
) 111 1 1 1\°
e) —, —,. —., — _
379°277817 243 (3n)n1
1.2 Napiste prvych 5 ¢lenov postupnosti danych vzorcom pre n-ty ¢len:
a) (3n);2, ) ((n=1)-n),-,
n—1\" 1\
b —1)". —
) < n >n=1 e) << 1) n3)n:1
¢) (0,5+0,5-(=1)"), f) (singn),”,

1.3 Vyjadrite dané konecné postupnosti pomocou vzorca pre n-ty clen:

12345 n \°
a) PSS EERES
2'3"4'56 n+1)

b) 1,-1,1,-1,1,—-1,1,—-1,1 (( 1)n+1)9:1]

2 2 n—1\ 6
54, 18,6, —2, =, —= 54 -
gmoso2ig (o (o5) ) |

d) 1,8,27,64,125,216 [(n®)5_1]

1.4 Vysetrite ohranic¢enost (resp. ohranicenost zdola a zhora) postupnosti:

)
b) (“‘”")m foh]

n n=1

@(2:;)il[mq

Q) (”+1)m lohr ]

n n=1

1.5 Vysetrite monoténnost postupnosti:

a) < n ) [rasttical
n+1/,

1 oo
b) (n i ) [klesajuca]
1

n

) <n2+2n—|—7

e) (”—2— )OO [ohr. zdola]

2 n=1
2n + 3\~
f) ( - ) . [ohr.]
g) ((— ) en 201 [neohr.]
1 n

) ohr

2 1\*
c) ( nt ) [rasttcal
1

n+ 2
) [rasttcal
1

n?4+2n+8
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2 9]
e) (% — 6) [rastical g) ((=1)"-n)]" [ani rast. ani kles.]
1
oo 14+ (=1)"\~ . :
2n + 3 . h) 1+ (D [ani rast. ani kles.]
f) [klesajucal n 1
n 1

1.7.2 leohy na aritmetickd a geometricki postupnost

Priklad 1.11. Volne padagiice teleso prejde za prvi sekundu drdhu 0,5u; za kaZdi
dalsiu sekundu drdhu o u vacsiu ako v predchddzajicej sekunde. Akt drdhu prejde
teleso za t sekund?

RieSenie:
Najprv si urobime zapis idajov zo zadania:

l.s ...... 0,5u

2.8 ...... 0,5u+u

3.5 ...... 0,5u + 2u

ts ...... 0,5u+ (t — 1)u

Z udajov vidime, ze prejdené drahy v jednotlivych sekundach tvoria aritmeticku
postupnost s diferenciou u a prvym ¢enom a; = 0,5u. Potom za t sekind teleso
prejde drahu s;:

| =~

tu
7

st = (0,5u +0,5u + (t — L)u) -

DN | o+

=(u+t-u—u)-

DN

2u

Odpoved': Teleso prejde za t sekind drahu TR

Priklad 1.12. Ndjdite vsetky pravouhlé trojuholniky, ktorych dl/zvky stran tvoria
konecni aritmeticky postupnost.
Riesenie:
Oznacme dlzky stran pravouhlého trojuholnika pismenami a,b,c. Kedze tvoria
kone¢nu aritmeticki postupnost (AP), musi platit:
a=b—db=bc=b+d,
kde d je diferencia spominanej AP. V pravouhlom trojuholniku plati pytagorova veta:
a+0 =
(b—d)?+b* = (b+d)?
b> —2bd + d* + b = b+ 2bd + d
b’ = 4bd
b = 4d

Z toho pre ostatné diiky stran dostavame

a = b—d=4d—d=3d,
c = b+d=4d+d=5d.
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Urobime este skusku spravnosti:
a@+v = &
(3d)* + (4d)* = (5d)
9d* + 16d° = 25d°
25d> = 25d

Odpoved: Vsetky pravouhlé trojuholniky, ktorych dfiky stran tvoria konecnu
aritmetickd postupnost, majui 3 strany nasledujicich dizok: 3d,4d, 5d, kde d > 0.

Priklad 1.13. Urcite tri za sebou idice cleny aritmetickej postupnosti, ktord md
13
diferenciu d = 3 ak viete, Ze sucin tychto cisel sa rovnd ich suctu.
RiesSenie:
13 13

Ozna¢éme hladané tri ¢leny ako a — 5 a + 3 Hladdme a tak, aby platilo

(a=5 ) +a+ (et F) = <_§)<+§)
w3

Skimajme teraz dva pripady:

Potom
0=0
; , .13 13
a teda hladané cleny su: 3 0, 3
:
Potom
169
3 = a*——
“ T
169
2
— 34+ 2
¢ 9
PR
9
14
= 4+
¢ 3
1 14 14 1
a teda hladané cleny st: 33 9 a zaroven aj —9, —3 73
Odpoved: Hladané tri za sebou idtice ¢leny danej aritmetickej postupnosti s diferen-
] 13 , 13 13 ) .1 14 ) . 14 1
ciou d = — si: ——,0, — a zaroven aj —, —, 9 a zaroven aj —9, ——, ——.
3 3 3 33 37 3

Priklad 1.14. Poléas premeny radia C je priblizne 20 minit. (Polé¢asom premeny
nazyvame dobu, za ktoru sa premeni polovica pociatoénej hmotnosti rdadioaktivne;j
latky.) Pociatocnd hmotnost rddia C je 8 mg. Akd bude jeho hmotnost za 2 hodiny?
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RieSenie:
NapiSme hmotnosti radia C' po kazdych 20-tich minutach:

na zaciatku ...... 3 mg
1
po 20-tich minutach ...... 3- 5 mg
40-tich minutach 3 L1 3 1y’
o 40-tic ach ...... = —=3-|=
p ich minu 55 5 ) ™8
60-tich minutach 3 L1l 3 Ly’
-tich mintutach ...... 3---—-- —=3-|z] m
po c utac 555 5 g
1111 1\’
po 80-tich minttach ...... 3= 3 9~ 3- (§> mg

po 100 mindtach ...... 3-

N~ N~

~ —
[

=

2]

po 120-tich minutach ...... 3 - mg

/N 7 N N

, : 1)
Odpoved: Po dvoch hodinach bude hmotnost radia uhlika 3 - (§> = 0,046875 mg.

Priklad 1.15. Stroj straca opotrebovanim kaZdy rok p percent zo svojej ceny. Za
kolko rokov klesne jeho hodnota na polovicu?

Riesenie:

Opat si napiseme, ¢o vieme zo zadania:

pociatocna cena ...... a...... Ky
konec¢nd cena ...... g ...... K,
strdca rocne ...... %
pocet rokov ...... n

Pri vypocte vyuzijeme vzorec

=
Il
(e
VR
—_
|
—_
o‘%
o
SN
3

a p
p— f— a . —_— —
2 100
1 n
R (ST
2 ( 100)
ln1 = In(1-— P
2 100

E
o

)

ot
|
S
=2
VR
—
|
—_
==
=)
~
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Odpoved’: Hodnota stroja klesne na polovicu za n = _ 05 _ rokov.
— In (1 - _>

100

Priklad 1.16. Polcas premeny rdadioaktivne; latky je cas, za ktory sa polovica jej
povodného mnozstva prement na rozpadové produkty. Aky vek md archeologicky ndlez,
ak sa v spolocnej vrstve s nim naslo 2,1g radioaktivneho uhlika s polcasom premeny
5570 rokov a 300q rozpadovych produktov.

RiesSenie:
Najprv si urobime zapis tdajov zo zadania:

na zacCiatku ...... 302, 1g
. 302, 1 ,
po 5570-tich rokoch ...... 5 9 rozpadovych produktov
302, 1 302, 1 1 1
po 2 - 5570-tich rokoch ...... 2’ g+ 4’ g=302,1- (5 + Z)g rozp. produktov
. 1 1 1 )
po t - 5570-tich rokoch ...... 302,1 - (5 + 1 +...+ 5)9 rozpadovych produktov

Zo zadania este vieme, ze po t-5570-tich rokoch sa naslo 300g rozpadovych produktov.
Teda dostavame

1 1 1
302,1-(—+—+...+—) = 300

274 ot

1 (2 =1
302,1'(—'(2’1)—) — 300

2 11

1 t
i i (1] - o

L (] 300
2/ 3021

(1 - 399
302,1)  —4,9688
1 - —0,6931

= 7,16895

Potom ¢-5570 = 39931. Odpoved’: Archeologicky nélez mé priblizne vek 39931 rokov.

[e.9]

Priklad 1.17. Je dand geometrickd postupnost (b,)32,. Urcte ss, ak sy =4 a s3 =

13.

Riesenie:

Zo zadania vieme, Ze sy = 4 a s3 = 13. Avsak podla vzorca pre sticet n ¢lenov
geometrickej postupnosti plati:
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n_1
Sn:bl'q .
qg—1
Teda dostavame ststavu dvoch rovnic o dvoch nezndmych b; a g¢:
2
qg —1
52 1 —1 1 (g+1)
31
S3 = blq :bl(q2+q+1):13
qg—1
4 = b-(g+1) = b= 1
= 01-q 1_q+1
13 = bi-(¢*+q+1)
4
13 = —— - (¢"+q+1
1 (" +q+1)

13¢+13 = 4¢*+4q+4
0 = 4¢°—9¢—9

Dostali sme tak kvadratickd rovnicu, ktorej korene ¢1, g2 vypocitame podla vzorca:

924 4
iy S A S |
b4+ VP2 —dac  9++225 9+15 8 3+1
q1,2: p— pr— p—
2a 8 8 6 3 4
et = ———— =16
8 341

Méame teda dve geometrické postupnosti:

GPy:b =1,g=23

3
GP2 : bl = 16,q: —_——
4
Este vypocitame prislusné hodnoty ss:
3P -1 243-1
GPy:s;=1- = =121
pre GP; : s5 51 5
(-3)° -1 243 4 1267 4 181
GP, s =16-~—4/  ~ _1¢g.1024  ~ _ 1. .- =
pre e s B z 10247 16
p— . , 181
Odpoved: Hladané hodnoty s5 su dve a to 121 a 6"

fJ’lohy

1.6 Cast strechy domu ma4 tvar lichobeznika a treba ju pokryt skridlami. Viete, e na
hrebeni (vrchole) sa zmesti 85 skridiel. Do spodného radu sa zmesti pri odkvape
102 skridiel. Skridly budd kladené tak, ze v kazom nasledujicom rade bude o
jednu skridlu viac ako v predchddzajicom. Kolko skridiel treba na pokrytie ¢asti
strechy?  [1683]

1.7 V nasledujicej tabulke st v kazdom riadku uvedené niektoré idaje o aritmeticke;j
postupnosti (a,,)S2 ;. Doplite vietky prazdne bunky tabulky.
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d ap | Gs | G410 510
041 2 [ag = 0;a10 = —1,6; 19 = 2]
-2 4 [a1 = 14; a19 = —4; s10 = 50
-1 |75 [d=1,7;a10 = 14, 3; s10 = 66, 5]
221 7 [d=1,2;a; = —3,8; 519 = 16]
225 | 112,5 [d =25 a1 = 0; a6 = 12, 5]
3 145 [a1 = 1; a6 = 16; a1 = 28]
Tabulka 1.4:

1.8 Urcte s, a a, v aritmetickej postupnosti, pre ktort plati az + a; = 38, a5+ a9 =
58. [sp =n(2n+1),a, = 4n — 1]

1.9 V aritmetickej postupnosti plati: ay = 0, ag = —4 a s, = 12. Urcte, pre ktoré
prirodzené n to plati. [n = 3,n = 4]

1.10 V nasledujicej tabulke si v kazdom riadku uvedené niektoré idaje o geometrickej
postupnosti (a,,)% ;. Doplite vietky prazdne bunky tabulky.

q ap | az | Ge | Se
05| 2 a3 = 0,55 a6 = 15: 56 = 5]
9 3 la1 = 2; a = 64; 56 = 126]
B 2 [ -8v2 —14(vV2+1)
-2 -4 q= _\/§ﬂ6_ 8\/5’6 14(\/5_1)
1
3 | —3 [q = —%,al = 27; 8¢ = 132]
2 63 la; = 15 a3 = 4; a6 = 32]
Tabulka 1.5:

1.11 Aky velky vklad vzrastie za 15 rokov na 1346 Eur, ak sa urokuje 2% celoro¢ne?
[1000 Eur]

1.12 Nech (b,)%, je geometrickd postupnost. Urcte by a ¢, ak by + by + by = 31,
b1+63:26 [b1:17q25’b1:25’q:%]

1.13 Nech (b,)2, je geometricka postupnost. Uréte by, ak by = 18, s3 = 26.
[51 =2;b = %]

1.14 Nech (b,)%, je geometrickd postupnost. Urcte bs, ak by — by = 18, by — b3 = 162.
[b5 =729 ;b = — 22

1.7.3 Ijlohy na dokaz limity postupnosti z definicie

Pri dokazoch limity postupnosti z definicie budeme dodrZiavat nasledovny postup:

1. napiSeme, ¢o chceme dokazat;
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2. urobime rozbor;

3. napiSeme samotny dokaz.

1
Priklad 1.18. Z definicie limity dokazte, Ze lim — = 0.

n—oo 1,
RieSenie:
1
CHCEME: Ve >0 dnpe N Vn >ng,néeN ‘—2—0 <e€
n
ROZBOR:
1
E—O‘ < £
1
2 < c
1
- < n?
3

DOKAZ: Nech [£5 0] Zvolme | 3ny > /1| Potom plats

1
n>nyg > -
g
1
n > -
g
1
2 > =
€
— < £
n2
1
—2—0 <e|O
n

Priklad 1.19. Nech a > 0. Potom lim i =0.

n—oo N
RieSenie:
1
CHCEME: Ve >0 dnge N Vn >nygnéeN ——0'<5
n(l
ROZBOR:
: ‘
— —0] < ¢
na
1
— < €
na
1 ol
- < n|e
€
1
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DOKAZ: Nech Vezmime |ng > (é) ’ , Potom plati

(1)é
n>ng > —
€
1
(l)a
n > -
€
a 1
n > =
15
1
— < €
na
1
——O‘ <e|O
na
—1
Priklad 1.20. Z definicie dokdzte, Ze lim n T = 1. Pre e = 0,001 najdite ng.
n—oo N
RieSenie:
—1
CHCEME: Ve >0 3nge€N Vn>ngneN ”+1—1‘<5
n
ROZBOR:
n—1 <
— 15
n+1
n—1-n-1
_— < €
n+1
€
n—+1
2 <
€
n+1
2
- < n+1
€
2
-—1 < n
€

DOKAZ: Nech Vezmime |ng > 2 1], Potom plati

2
n>ng > —--—1
15
2
n > —-—1
€
2
n+1 > -
€
2 <
€
n+1
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-1
- 1l<elD
n+1
P 0,001 j > 2 1 =2000 -1 = 1999
re € = eny> —— — 1= —1= )
IS0 =5 001
Priklad 1.21. Nech 0 < ¢ < 1. Potom lim ¢" = 0. Dokdzte z definicie limity.
RieSenie:
CHCEME: Ve>0 dnpeN Vn>npneN |[¢"—-0/<e
ROZBOR:
" —0] < ¢
" < ¢ |log
logq" < loge
n-logg < loge |:logq, ale0<qg<1=1logq<0
1
n > ok
log q
. 1
DOKAZ: Nech Vezmime |ng > IZEZ ) Potom plati
loge
n>ny >
log q
1
n > loge
log q
n-logqg < loge
logq" < loge
g < ¢

" — 0| <e|O

2 g —7 1
Priklad 1.22. 7 definicie dokdste, se lim "0~ 1 _ 1
n—oo  2n2 — 3 2
Riesenie:
2 qn—7 1
CHCEME: Ve>0 3InmgeN VYn>ngneN |t —0_ 2|,
m2_3 2
ROZBOR:
n+4n—-7 1 -
—_— — = 5
m2—3 2
o2n2+8n—14 —2n?2+3 -
19
2(2n? — 3)
8 — 11 -
in? —6 c

Dalej plati:
|8n — 11| < 8n
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apren >3 je
|4n® — 6| > [4n? — n?| = 3n?

7Z toho dostdvame nasledujicu nerovnost

8n — 11 - 8n 8
4n? —6| 3n2  3n
My chceme:
8n — 11 -
mz—6| = °
Teda stacilo by, keby
2o
3n
8 <
— n
e

. 8 8
DOKAZ: Nech Vezmime |ng > 3 Ang > 3 t.j. ng > max {3—,3} ,
€

€
Potom plati

n>ny > —n>3J3

n > —n>3

a teda

n?+4n—7 1 |8n — 11| 8
— = | =t < —[< €]
2n? — 3 2 |4n? — 6| ~ 3n

3 —
Priklad 1.23. Z definicie dokdste, s lim o209 _ 5

noco b3 +mn 5
RieSenie:
8n3 —5 9 8
CHCEME: Ve>0 3ngeN Vn>ngneN |o_°2tT9 5 .
5n3 4+ n 5
ROZBOR:
8n3 —5n+9 _§ - .
5nd +n 5
40n3 — 25n + 45 — 40n? — 8n -
€
5(5n% 4+ n)
—33n + 45 - .
25m3 + 5n
33n — 45 ~ .
25m3 + bn
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Dalej plati:
133n — 45| < 33n

125n% + 5n| > |25n%| = 25n°
7Z toho dostavame nasledujiicu nerovnost

33n 33

< =
25n3  25n?

33n — 45
25m3 + 5n

My chceme:
33n — 45 -
2513 + 5n

Teda stacilo by, keby

33

25n2
33 )

25¢
/33 -
_— n
25¢e

DOKAZ: Nech Vezmime |no > /2| Potom plat

3

\]

n>nyg > —

a teda

$n —5n+9 8||  [33n—45] 33
- Z = < [<e]DO
B3+ 5||  |25m3 +6n|  26m2 O

2" + 1
Priklad 1.24. 7 definicie dokdzte, Ze lim i

n—oo 2N

=1.

RieSenie:
2"+ 1
CHCEME: Ve >0 dngeN Vn>ng,neN

2n

—1‘<6
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ROZBOR:

2" 41

+ -1
2n
2" 41— 2n
2n

1

2n
1

on

—_m | = 3

|
0g9 -

1
1 il
0g9 -

27L

| log,

log, 2"

DOKAZ: Nech Vezmime

n > ny

n

271

; Potom plati

2" +1
2n

—1‘<8

Priklad 1.25. Ak lim a, = L € R, k € N = lim af = L*¥. Dokdzte.

n—oo

n—oo

RieSenie:
Dokaz Matematickou indukciou (MI):

19 k=1
lim a) = lim a, = L =L*

2% Indukény predpoklad (IP): lim af = L* Vk € N

n—oo

s gkl
lim a;"" =

n—oo

lim (a, - a®)
n—oo

T lYma, - LF=L LF=LF10O
n—oo

Priklad 1.26. Ak lim a, =0, a,, >0, k € N, tak lim {/a, = 0. Dokdzte.

n—oo

RieSenie:

CHCEME: Ve >0 dnge N Vn >ngnéeN

n—oo

|¥/a, — 0| <e
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ROZBOR:
|/a, — 0] < e
1
‘a,’i‘ < g a,>0
1
af < ¢ |F
a, < ¢&*

VIEME: lim a, =0<= Ve>0 dnyeN Vn>ny,neN |a,—0<e¢

n—oo
lan| < e, a, >0
a, < €

lim a,=0

DOKAZ: Nech pidie gk > 0" [Ing €N

Vn >ng,neN

)

la, —0] < «
la,| < €% a,>0
a, < &
af < €

1
Priklad 1.27. Nech lim |a,| = +o00. Potom lim — = 0. Dokdzte.

n—0o0 A,
Riesenie:
1
CHCEME: Ve >0 dnpe N Vn >ng,néeN ——O‘<€
Qp,
ROZBOR:
1 ‘
——0] < ¢
Qp,
1
— < €
Qp,
1
- < ay
€

VIEME: lim |a,| =400 <= VK e€R dngeN Vn>npneN Ja,|>K

lim |an|=+oc0

DOKAZ: Nech [¢ > 0] "Ed™ é >0""—  |3ng €N||[Vn>no,neN]

la,| > -
1

— < €
an

1
——0'<5 |
Qn
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1
Priklad 1.28. Nech lim a, = 0 a nech Vn € N a, > 0. Potom lim — = +4o0.

n—oo n—oo an
Dokdzte.
RieSenie:
1
CHCEME: VK €R dngeN Vn>nyp,neN —>K
a’n
ROZBOR:
1
— > K
an
1 >
K n

VIEME: lim a, =0 <= Ve>0 dngeN Vn>ng,neN |a,—0]<e

n—oo

la,| < e, a,>0

a, < €
A riradfme 1 nh—>m<>o an=0
DOKAZ: Nech [K > 0] P22 7>0"% = [3neN][Vn>noneN
1
»—0 < —
an—0] < —
la,| < ! >0
Qn, K an
- 1
G, —
K
1
— > K|0O
G,
Ulohy
1.15 Na zaklade definicie limity postupnosti dokazte
2 —4
a) lim L ¢) lim - =—1
n—oo 1 + 2 n—oo 2 —n
1
) T T3 ) A

1.7.4 Vypocet limit postupnosti pouzitim vzorcov

e lim —=0,keN e lim n®=+o00,a >0

n—00 nk n—0o0

Priklad 1.29. Vypocitajte limity postupnosti

y —3n3+2n*+5 ¢) lim n® —3n®+5
o) s nmoe n? —2n — 1

2 —2n* 4 3n — 8
b) lim —— - 2 @) tim —

n—oo N4t — n3 +2n+1 n—00 (1 - Tl)Q
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RieSenie:
/0 /0
~ = =
=3+ 2% +5 . n n3 3
a) lim = lim =——
n—00 2n3 —2 n—00 5 2 ) 2
no(2- =
n
~—
.0
0
~ =
2 1 2
n? + 2 N 1
b) lim = lim = lim — =0
n—oont*—n3+4+2n+1 n—oco 1 2 1 n—oo N2
nt-(l—- — + = + —
n n3 nt
~ S
.0 .0 .0
0 0
~ =~ ~ =~
5. (4 3 n 5
n . — JE— —_—
. n°—=3n%+5 n? nd N
c) lim = lim = lim n° = 4+
n—oo N2 —2n —1 n—oo ( 2 1 ) n—00
n.l1— 2 - —
n n?
~— =
AN .0
o =t +3n-—28 . —2n*4+3n -8
d) lim = lim =
n—00 (1 — TL)2 n—oo 1 —2n + n?
0 0
3 8
. ( Loy 208 )
n3 nt
= lim = (—2)- lim n* =
(L2
n n
~— =
0 0

= (=2): (+00) = =00
Poznamka 1.21.
e Limita podielu dvoch polynémov rovnakého stupna sa rovnd podielu koeficientov
pri najvacsom stupni.
e Limita podielu dvoch polymomov, kde v cCitateli je mensi stupen ako v meno-

vateli, je 0.

e Limita podielu dvoch polynémov, kde stupen cCitatela je vacsi ako stuperi meno-
vatela, je +oo-c, kde ¢ je podiel koeficientov pri najvicsich mocnindch v éitateli
a v menovateli.

Priklad 1.30. Vypocitajte limity postupnosti

a) lim
n—oo n+1 . nt+1
c) lim
_ 1 n+7 n—oo —(n + 2)
b) lim ( — —
n—oo \ N n—1
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RieSenie:

Ijlohy
1.16 Vypocitajte

2) lim (n? +1)(n* —2) H

n—oo  2(n*+1) 2 . nd—n+2 1
m\3 e) lim — 5 — —
_ (n—5) n—oo bnd 4+ 2n2 +n — 1 5
b e ey U 2
f) L
_ (n+4) ) m o, e
¢) Jim 1 —n? [~oo] n(n+1)
! g) lim ———= 1]

n—oo M2+ 1

2 2
q) lim (2n° +n+1)

i Dm—g

1.7.5 Vypocet limit postupnosti typu 17> pouzitim vzorcov
n

O
o lim (1+3) —e"aeR e lim <1+3> — ¢f
n Ul

n—o0 O—o0

Priklad 1.31. Vypocitajte limity postupnosti

2 n—2
. n?+2\" . 2n—5
@) lim (n2_3> 4) Nim <2n+1
n " —3n+2 2
) I
) nh—%lo (n—l—l) ¢ nLHc}o<—3n+1>

n—oo n—oo

, 1\" ™"
¢) lim In (1+ﬁ) f) lim In <1+ﬁ>
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RieSenie:

) 1 n2+2 " 571+oo>7 1 n2_3+3+2 n
a 1m == = 11m —=
n—oo \ N2 — 3 n—00 n2—3
n?—3+3
. )
- (1425) -

. 5 n%-3 5 3

N — _ N —
€5 .0
= (1+0°=¢

n 1-1 n 1 n+1—1
b) lim (——) =717 — lim (250 = gim (1— _

1 n+1 1 —1
=1 1-— {1- =e 1. (1-0)"'=
nzaz( n+1) ( n+1> e -(1=0)
g ~ \\,—/

J/

et .0
= 6_1
: I 1\"
¢) imn{l+—) =limn(l+—-) =lhe=1
n—oo n n—oo n
——
e

n—2 o
d) hm 2”—5 :771+oo;7 _ hm 2n—|—1—1_5 _
6 n—2
= lim (1-— _
e 2n+1
6 " 6 -2
~——
.0
6 n 6 277,%
— (1=0)2 lim (1 = lim (1— _
= lim 1 — 6
n—oo 2n + 1
)

2n+1-1 %
= lim 1-— =
n—o0 2n+1

2n+1 —-1]2
= lim 1-— 0 o 0 =
——

1
—3n+2\2 3n—2\°? 3n—1-1\"]"
e) lim n—+ — a71+oo7a = lim n = lim TL— =
1
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i 1 3n %
= lim (1 — ) ] =
n—o0 3n —1
I 1 3n—1+1 é
= lim (1 — ) ] =
n—0o0 3n—1
[ 1 3n—1 1 175
= lim — 1= =
i ‘\,671 0
=l (10 =[e)s = e
1 —1
. N . 1\" . 1\"
f) limIn {1+ — =limIn|({1+— =limIn| (14— =
n— o0 n n— o0 n n—00 n
e
=Inle] ' =-1
Priklad 1.32. Vypocitajte limity postupnosti
a) lim {n|In(n+1) —1nn -1
n—oo n
b) lim {(6n+4)[In(12n) —In(12n —2)] }
e e
_ nt2 e) lim | 3nln ¢
c) lim <—nlne n ) n—00 e sn

Riesenie:
1 1\"
a) lim {n[ln(n+1)—Inn]} = lim (n-lnn+ > = lim In (1+—) =
n—o0 n—oo n n—oo n
1 n
= lim ln<1+—> =lne=1
n—oo n
N————
e
. . 12n
b) lim {(6n+4)[In(12n) —In(12n —2)]} = lim <(6n +4)-1n T
n—oo n—oo n —
' 121 6n+4 . 197 — 2 + 9 6n+4
= lim In =limn|—— -
2 6n+4 1 6n—1+5
= limIn (1 = limIn (1
nllf}on( +12n—2) nllilon( +6n—1>
1 6n—1 1 5
= lim 1 1 {1 =
oo (+6n—1) (+6n—1)]
- ~~ >y W
e N0
=Inje-(1+0)°]=lne=1
n 2
c) lim(—nlnezz)—lim(—n~n+ )—lim(—n—Z)——oo
n—oo n—oo n n—oo
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d) lim n-

n—oo

( —3nln
<3n In ——

n

2n+1

e) hm 3n+1
n—oo

€ 3n

= lim

n—oo

)

= lim

n—o0

= lim

ﬂlohy

p—

.17 Vypocitajte

a) lim

n—oo

b) lim

(-3)

c) lim

n—oo

n—oo

e

(1 + %)n [e"]

-2

(-2)

1 —3n 1
limln<n ) :limln[(l——
n—oo n n—oo n

1
e~
In[e']? =e*=3
[Bnln( 27’:::»1 3321)} _
5 2n+1 3n +1
n- —
3n
6 3 3n—1
(?m w30 )zlim (3n +2)

n—oo

d) Tim (0 "
1m
n—oo \n+ 7
3 3 n
n 2
i

1.7.6 Vypocet limit postupnosti pouzitim vzorcov

e lima"=0,la| <1 o lim a" = +o00,a >1
n—oo n—oo
Priklad 1.33. Vypocitajte limity postupnosti
. qn _ gn ‘ 32n—1<22n + 5271)
@) Jm e b) Jim ——
RieSenie:
(3)
g4 4 (8 i
a) lim = lim <§n = lim =-1
n—oo 3" + 4" n—oo 47 (4_71 o <3>
-] +1
4
. 321171(2271 + 52n) ) 32n . 371 . (22n + 5211)
b) Jim —— i - 7}1_{50 1027 - 10 -
1 /3-2\* 1 (3.5
nbo 30 \ 10 30 \ 10
S—— S———
AN NFoo
Loyl - (+o00) = +
= — _ [0@)] = xXO
30 30

:+OO
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Priklad 1.34. Vypocitajte limity postupnosti

3n+ 5\ n+2\"
li i
Q)ngg>(2n—%1> b)n5§><3n-1>
RieSenie:
/+oo
a) lim 3n +5 3”—2_ lim 3n+5 e = § +OO——|—oo
n—oo \ 2n + 1 n—00 2n+1 4
——
N3
' +oo

n 4TL +00
n+2\" n+2 1
b 1. == 1. = — — 0
) nzzlo(gn_l) i (3n_1) (3>
——

1

3

leohy
1.18 Vypocitajte
) 4n+1 + on
a) nh—%lo 4n—1 — gntl [16] (—2)m+!
3n—2 3n lim ———— -2

TEen(3 e (3)']

1.7.7 Vypocet limit postupnosti pouzitim vzorcov
n a

) .n
o lim — =0 e lim — =0
n—:oo TL' n—00 n'

Priklad 1.35. Vypocitajte limity postupnosti

, (n —2)! . nl+3n+4
lim ———— e
Y - D 2 R ]
RieSenie:
(n —2)!
l.
. (n—2)! . (n =4 =)
a) lim ————— = lim =
n—oo (n —4) +2n  n—oo 2n
n—4- [ 1+
(n —4)!
(n—2)-(n—3)-(n—4)!
: (n—4)!
= lim =
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=
. (n—2)-(n—23) +00
— 1 frd —
nEEol , (=1 1 1120 ' °
(n—4)! " (n—4)!
— =
\0 N0
/0 /0
A~ /=

! n_ 4 3n 4

n 1+ + 14+ — 4+ =
n!+3n+4 . n!  n! : nl [ 1
b) lim = lim = lim : ==
n—oo omn! n—00 n!-2 n—o0 2 2

Ijlohy
1.19 Vypocitajte
3)!
a) lim (n+3) [+00]
n—oo (n+2)! — (n+1)! . 3n*+n—2
¢) lim 0]

b) Im ——— [0
) n1—>1£10n!+2<n+1>! 0

1.7.8 Vypocet limit postupnosti pouzitim vzorcov
n
e AP :a,=a1+(n—1)-d, s,=—=-(a1+ay)

2
1_ n
e GP:a,=a,-¢" Y, s, =a;- q
l—gq
Priklad 1.36. Vypocitajte limity postupnosti
" g L3t ) fim 2TOFEFLIY .+ (Bn—1)
o 5 n—oo VI6n' — 1
Riesenie:
R B L =G 3 [1_(1)”“}
; 3 9 3n 5 . B
a) Jim 3 = lim 3 = lim . =
2 2 9
/0
——N—
1 n+1
’ [1_ §> } 3-(1-0)
e D +00
N\ +oo
n
b) 1 24548 +11+.. . +(3n-1) 5 (2+3n—1)
m = lim —
o Vo =1 Y
n . J—
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. 1+3n 1 . 1+3n
th = —— - ]1IIm =

n—oo \/_ n— oo 8’]7,

Ijlohy
1.20 Vypocitajte
(2+4+6+...+2n 2) [1]

a) lim

n—00 n2+n+3 n
14243+...+n 1
b) i —
) m 3 M
. 1 2 3 n

1.7.9 Vypocet limit postupnosti obsahujicich odmocninu

Priklad 1.37. Vypocitajte limity postupnosti

a) lim (v3n—5—+v3n) b) lim —2v/n
n—00 n—oo \/n2 +2 —/n? —3
Riesenie:

a) lim (v3n =5~ v3n) = lim {(m_@).ﬁ”—“m] -

n—00 n—00 V3n —5++3n
) 3n—5—3n ) -5
= lim = lim =
n—00 \/3n — 5+ V3n  no/3n — 5+ V3n
-5
= lim =
Vn +x/§)
~—~
\t+oo
(+00) - (V3= 0+ V/3)
-2 -9 2 2 2 __
b) lim Vi :lim( v Vit 24n 3):
n—oo\/n24+2—yn2—3 noo\\V/n2+2—-vn2—-3 Vn2+24+vVn2-3
. =2yn(vn?2+2++/n?—3)
= lim =
n—oo n2+2—-—n?2+3
0 0
/+oo
—— o 3
—2vn-n-|\1+ 5 +\1- =
n
= lim =
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—2-(400) - (v/1+0++/1-0) —2-(400)-2

5 5
Ulohy
1.21 Vypocitajte
a) lim (2n* —=Vn? —n)  [+o0] d) lim (n—+vn2+2n) [~1]
. 3 . 5
) jm va(vaT3-va) 2] ) Jim e [0
¢) lim (Vn2+5—+v3n2) [—od] f) lim (Vn+2—+vn+3) [0]

n—0o0 n—o00

1.7.10 Ijlohy z topoldgie ciselnej osi
Priklad 1.38. Vyphite tabulku

A Al Al | maxA | minA | supA | inf A

Tabulka 1.6:
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Kapitola 2

Nekonecné c¢iselné rady

2.1 Konvergencia a divergencia nekonecnych
Ciselnych radov

Definicia 2.1. Nech (a,)>%, = a1, as, ... je postupnost redlnych &isel. Viyraz a; +

n=1
[e.e]
as+ ...+ a, + ... sa nazyva nekonecny ¢éiselny rad. Iné oznacenie: » . ay,
n=1
Pozor! Hovorit, Ze sc¢itame nekonecne vela ¢isel je nezmysel. Vieme scitat len
dve ¢fsla a konecéne vela éisel.

K danému nekoneénému éfselnému radu mozno vytvorif tzv. postupnost
¢iastocnych sictov:
S1 = ay
So 1= a1 + a9
S§3:=a1 + as + as

)

(5,)2, je postupnost ciastoénych suctov radu
: ap+as+...+a, + ...
Spi=ai+ay+...+ay

S1 moznosti:

(1) | lim s, =s€eR|...... povieme, Ze rad a; +as + . .. konverguje a ma sucet

n—oo

o0
s. Niekedy piseme > a, = s.
n=1

(2) | im s, =400|...... povieme, ze rad a;+as+. . . diverguje do +oo. Niekedy
n—oo
o0
vravime, ze ma sucet +oo, » . a, = +00.
n=1
(3) | im s, = —c0|...... povieme, ze rad a;+as+. .. diverguje do —oo. Niekedy
n—oo
oo
vravime, Ze ma sicet —oo, » . a, = —o0.
n=1
(4) | lim s, =A|...... povieme, ze rad a; + as + . . . osciluje.
n—oo
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V pripadoch (2), (3) a (4) hovorime, ze rad a; + as + . .. diverguje a v pripadoch (1),
(2) a (3), ze rad ma sucet.

1 1 1 - 1
Priklad 2.1. Rad — 4+ —— —_—— 4+ ... = — k ‘
i R R N  y are } il ;n-(n+1) onvergue
a md sucet rovny 1.
Dokaz:
Najprv si musime uréit postupnost ¢iastoénych siuctov (s,)2; tohoto radu. Plati:
1 1 1 ukdzeme na cviceni 1
n=—+—+..  F— = 1—
T R N R n+1
. . 1 : Lo A
Preto lim s, = lim (1 T 1) = 1. Teda rad konverguje a ma stcet 1. Mozeme
n—oo n—o0 n
pisat
Sl
—n (n+1)
Priklad 2.2. Rad 1+ (=1)+ 1+ (=1)+...= > (=1)""! osciluje.
n=1
Dokaz:
Opét si uréime postupnost ciastocnych suctov (s,)52 ;.
s1:=1 )
S9 1= 0 oo
s3:=1 % =} lim s,, teda rad > (—1)"*! osciluje. O
Syq 1= 0 oo n=1
Vs
Priklad 2.3. Rad 1+ 1+ 14 ... = > 1 diverquje do +cc.
n=1
Dokaz:

Uréime si postupnost ¢iastoénych stuctov (s,)°°; tohoto radu. Plati:

Sp=1+1+...+1=n-1=n.

n -krat

Potom lim s, = lim n = 4+o00. Teda rad diverguje do +00. Mdzeme pisat

n—oo n—oo

o0

Zl = +4o00. O
n=1

Priklad 2.4. (Geometricky rad)
Vezmime rad a+aq+aq*+... =Y. aq™. Skimajme jeho konvergenciu a divergenciu

v zdvislosti od hodnoty a,q € R.

RieSenie:
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(1) l[a=0]...... rad 0+0+0+...= > 0 konverguje a ma sicet 0.

n=1

(2) [a#0]...... vyuzijeme fakt, ze s, = a +aq+aq* + ... +aqg" ' =

_1y ak 1—q"
—a(l+q+@+. +q )" =L

l—q
/0
1 n
o |[g <1|...... lim s, = lim <a~ q ): a , teda rad
. 7 L~ a
konverguje a mé sicet 7 :
—q

° H ...... potom je rad tvaru
= rad diverguje do

at+a—+...= Za
n=1 = rad diverguje do
_ : _ - n—1
e lg=—-1|...... potomJeradtvarua—a—l—a—a—l—a—...—Za-(—l)
n=1

= rad osciluje
/oo

A~
o ...... JLI&SHZT}LIEO(Q.%>:Q.(+OO):
+o00, ak = rad diverguje do

—o00, ak = rad diverguje do

ﬂnlimoo qn
1 n
=] Jim = i () > B s,
= rad osciluje.
1
1
8 1
1 16
1 7 < 1

N

1

Obréazok 2.1:
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1 1 1 1 1
P Amka 2.1. Uz star? Gréci vedeli, ze —+ —+ -+ —+ ... = — =1 '
oznamka Uz stari Gréci vedeli, Ze 2+4—|—8—|— 16+ 2271 (pozri
obr. 2.1).
Priklad 2.5. (Harmonicky rad)
1 1 1 1 1
Rad 1—1—5—1—5—1-1—1-5—1-...—;5 diverguje do +0o0.
Dokaz:
Sktimajme hodnoty postupnosti ¢iastoénych suctov tohoto radu:
11
= 1+=->-
%2 373
>4
=
B 1+1+ 1 +1>2 1
T ST 3 Ty=g
>5 >3 >3
P N PN
1—|—1+1+1+ ! + ! + ! +1>3 L
S — — — — — — — . —
° 23 4 5 6 7 8772

n—oo

) 1 . n
Matematickou indukciou sa da ukazat, ze son > n - §,n € N. Avsak lim — = +o0o,

teda aj lim son = 400. Kedze

n—oo
s1<[s2] < s3<[s4]<s5< ...

lim s9n = +00

n—oo

= lim s, = 400,

n—oo

lebo neklesajica postupnost ma limitu bud éfslo alebo 4+00. Teda harmonicky rad
diverguje do +o00. Mozeme pisat

1
Sleie
n
n=1
Veta 2.1. Nech a;+as+az+...+a,+...=s (s moze byt popripade tieZ +oo alebo
—00) a nech ky < ky < k3 < ... je rastica postupnost prirodzenyjch cisel. Potom je

tiez (a1 +as+. .. +ag )+ (g +1+ap 12+ Faky) +(Apyr1+pyrot. . Fag,)+... = s.

Poznamka 2.2. Prvy élen radu (a1 +as+ ...+ ag, )+ (@g 41+ agyq0+ - .+ ag,) +- ..
je ¢islo ay + ag + . .. + ay,, druhyj je ag, 41 + ag, 1o + ... + ag, atd.

Ak zZlicime v rade vidy nickolko po sebe idicich ¢lenov v jeden clen, ktory md
urcity sucet, dostaneme novy rad, ktory md ten isty sucet ako povodny rad.

Veta 2.2. Nech > a, = s, Y. b, =t su konvergentné rady. Nech ¢, A, B si ¢isla.
n=1 n=1

Potom -

E c-Qp =C- S,

n=1

(A-a,+B-b,)=A-s+B-t
-1

n
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Poznamka 2.3. V siucte konecného poctu séitancov mozeme vynechat séitance rovné
0, sucet sa tym nezmeni. To isté plati u nekonecnych radov.

(1) Ak md rad len konecény pocet clenov roznych od 0, dd sa napisat v tvare
ai+ay+...+a,+0+04+0+...
Tento rad zreyme konverguje a ma sucet a; + as + ... + ay.

(2) Ak md rad nekonecne vela ¢lenov réznych od 0 a ak vynechdme (niektoré alebo
vsetky) nulové cleny, dostaneme opdt nekonecny rad. Napr. z radu

04+04+c;+c+04+04+0+c3+0+cs+ ... (2.1)

dostaneme rad
Cl+02+03+64+... (22)

Ak polozime s, = ¢1 + Co + ... + ¢p, tak rad (2.2) md ciastocné sucty
51,52, 53,54, ...
pricom rad (2.1) md ¢iastocné sicty
0, O, S1, 892, S2, S9,582,53,53,S54,....

Rozdiel medzi ¢iastocnymi suctami radov (2.1) a (2.2) je v tom, Ze okrem dvoch
nil sa v ¢iastoénijch siuctoch radu (2.1) niektoré cleny opakuji.

Teda:
Postupnosti sy, So,83,84,... a 0,0,81,Sg, So, So, So, 83, 83, S4,... maju tie isté
vlastnosti, co sa tyka existencie a hodnoty limity.
Teda:
Rady (2.1) a (2.2) bud’ oba osciluji alebo maji rovnaky sucet (éislo, +0o, —00).
Veta 2.3. Nech k je prirodzené ¢islo. Potom rady > an, Y. a, bud oba konver-
n=1 n=k+1

gquji alebo oba diverguji do +00 alebo —oo, alebo oba osciluji. Ak konverguji, plati
rovnost:

(o] (o)
E ap, =a1+as+ ...+ ap + E Ay,
n=1 n=k+1

Poznamka 2.4. 7 vety 2.3 wvyplyva, Ze pridanie, odstrdnenie alebo zmenenie
konecného poctu clenov v nekonecnom rade, nezmeni jeho charakter. Iba v pripade
konvergencie sa zmeni hodnota suctu samozrejmym sposobom.

Veta 2.4. Necha; +as+...=s aby+by+ ... =1 st dva konvergentné rady. Nech
a, < b,, Vn € N. Potom jes <t. A ak aspor pre jednu hodnotu n je a,, < b,, potom
dokonca je s < t.

Veta 2.5. (Nutnd podmienka konvergencie radu)
Ak rad Y a, konverguge, tak lim a, = 0.

n=1
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Dokaz:
Sp,
7 N\ Y e
Majme rad a; +as + ...+ a,_1 +a, +..., oznacme »_ a, = s € R. Potom
Sp—1
ap = Sp — Sp—1 a teda lim a, = lim (s, —s,-1) =s—s=0. 0

n—oo n—oo

Poznamka 2.5. Veta sa nedd obrdtit! Teda ak lim a, = 0 % a, konverguje,
n—oo n:l

00
: 1
vezmaime napr. rad E —.
n

n=1

Désledok 2.1. Ak lim a, # 0 (t.j. neexistuje alebo ezistuje ale nie je to 0), tak rad

a, diverguje.
n=1
Priklad 2.6. Rad i n diverguje, lebo lim "4 # 0.
—~n+ 1 n—oon + 1
Teda:
- lim a, # 0 = rad diverguje
D an—
n=1 lim a, = 0 = na zaklade vety 2.5 nevieme rozhodnut

n—~oo

Veta 2.6. (Cauchy - Bolzanovo kritérium konvergencie radu)
Rad ai+as+. . .+a,+. .. konverguje prave vtedy, ked Ve > 03ng € NVn > ng,n € N
Vp e N plati |aps1 + ango + ...+ angp| < €.

2.2 Rady s nezapornymi ¢lenmi

Ide o rady typu
Zan, a, >0 VYneN.

n=1
Z toho vyplyva, ze postupnost ¢iastocnych suctov (s,)52; u tychto radov je nekle-
sajuca, t.j.
S1 f; S9 f; S3 <....

Veta 2.7. Rad s nezapornymi clenmi alebo konverguje alebo diverguje do +oo.

Konverguje ak postupnost ¢iastoénych sictov je zhora ohranicend a diverguje,
ak postupnost ¢iastoénych sictov je zhora neohranicend.

Dokaz:
KedZe pre rad s nezdpornymi ¢lenmi plati, Ze s; < sy < s3 < ..., tak si dve
moznosti:

(1) (sn)22, je zhora ohrani¢end = 3 lim s, = s € R. Rad konverguje a mé sucet
n—oo
s.
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(2) (sn)22, je zhora neohrani¢end = 3 lim s,, = +00. Rad diverguje do +oo. O

n—oo

Poznamka 2.6. Pre vseobecné rady ohranicenost postupnosti éiastocnijch sictov nes-
taci ku konvergencii. Vidiet to napr. na rade 1+ (—1) + 1+ (=1) +....

Veta 2.8. (Prvé porovnavacie kritérium)
Nech >~ an, Y. b, si dva rady s nezdpornymi ¢lenmi a nech an, < b,, Vn=1,2,....

n=1 n=1
Potom

(1) ak Y b, konverguje = > a, konverguge,

n=1 n=1

(2) ak > a, diverguje = > b, diverguje.

n=1 n=1
Dokaz: -
Nech (s,)%, je postupnost ¢iastotnych stuctov radu . a, a nech (¢,)5°; je pos-

n=1
o
tupnost ¢iastocnych suctov radu > b,. Kedze a, < b,, Vn € N, tak aj s, < t,,
n=1
Vn € N. Potom
i . Veta 2.7 00 . .o , Sn<in 00 .
(1) ak > b, konverguje =" (¢,)5, je zhora ohrani¢end = (s,)>°, je zhora

n=1

o0
ohranicend a teda ) a, konverguje.
n=1

(2) je dosledok (1), lebo a = b je ekvivalentné s =b = —a. O

Poznamka 2.7. Vo vete 2.8 staci, aby a,, < b, Vn > nyg.

o0

1
Priklad 2.7. Vysetrime konvergenciu radu Z —.
n!
n=1
RieSenie:
1 : )
Skisme najprv zlomok — ohranicit zhora. Plati
n!
>2 >2
nl=1-2."3 ....."pn >>2""1
teda ] ]
— < , VneN.
n! 2n—1
~— =
an, b,
. =~ 1 — . 1 , .
Avsak Z 1 € geometricky rad s kvocientom ¢ = 2 ktory konverguje. Teda
n=1

e o . R .
podla prvého porovnavacieho kritéria (1PK) aj rad Z — konverguje.
n!
n=1
Veta 2.9. (Druhé porovnavacie kritérium)
00 00 " bn
Nech > an, > b, st dva rady s kladngmi ¢lenmi a nech Gt <l =1,2,...

b 7
n=1 n=1 Ay, n
Potom
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(1) ak > b, konverguje = > a, konverguje,

n=1 n=1

(2) ak > a, diverguje = > b, diverguje.

n=1 n=1
Dokaz: .
., @ . a Qa ,
Kedze L < 2L = 1,2, ... tak aj — < -2 pn=1,2,.... Z toho méme
(7% bn n+1 bn
p=2>BsBs s Ins  ypeN
by 2 3 n
Teda
ap,
— < k, VYneN
bn
0<a, < k-b, VneN
Potom

(1) ak 3 b, konverguje “2222 S k. b, konverguje © 28 (IPK) 2

n=1 n=1

> a, konverguje.

n=1

(2) je dosledok (1), lebo a = b je ekvivalentné s =b = —a. O

(41 < bn+1

Poznamka 2.8. Vo vete 2.9 staci, aby Vn >ng.

Veta 2 10. (Tretie porovnavacie kritérium)

Nech Z Qs Z b, su dva rady s kladnymi ¢lenmi a nech existuje lim 2 — = K, kde
n=1 n—00

n

0< K<L +oo Potom

(1) ak Z b, konverguje a K < 400 = > a, konverguge,

n=1 n=1

(2) ak Y b, diverguje a K >0 = Y a, diverguje.

n=1 n=1
Dokaz: u
(1) Kedze lim b—n = K < 400, tak K € R. Potom z definicie limity pre ¢ = 1

n

mame, Ze’EInO € NHVn > no‘plati

K—1<Z—"<K+1.

n

7 toho dostavame

< K+1,

S
S

a, < (K+1)-b,.

Zéaroven a, > 0, lebo > a, je rad s kladnymi ¢lenmi. Teda |0 < a,, < (K + 1) - b,

n=1

Dalej vieme, ze
o0

Z b, konverguje Veta g2 (K +1) - b, konverguje.

n=1 n=1
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Potom vyuzitim Vety 2.8 (1PK), Pozndmky 2.7 a z ordmovanych ¢asti a z poznatku,

ze >, (K +1) - b, konverguje, dostavame, ze » a, konverguje.

(2) Nech lim I _ K > 0. Potom mozu nastaf dve moznosti: K € R alebo

n—oo bn
K = +o0. %
1. pripad: lim In _ i e R, K > 0. Vezmime ¢ = 5 Potom z definicie limity k

n

tomuto epsilonu |dng € N‘ ’Vn > ng | plati

K a K
K——<2Z <K+ —.
7 <5, ~N TS
7 toho dostavame
K - an,
2 b,
K
. bn < n
5 a

0 K .
Zaroven b, > 0, lebo Y b, je rad s kladnymi ¢lenmi. Teda |0 < 5 b, < a, | Dalej

n=1

vieme, ze
oo

- eta K . .
Z b, diverguje Veta g2 5 b, diverguje.

n=1 n=1
Potom vyuzitim Vety 2.8 (1PK), Pozndmky 2.7 a z ordmovanych casti a z poznatku,
o K 00
zZe Z 5 b, diverguje, dostavame, ze > a, diverguje.
n=1 n=1

an, ) f e ) .
2. pripad: lim o= +00. Vezmime A > 0 Potom z definicie limity mame, ze

’Elno ENHVn>nO plati

Teda
A-b, <a,.

Zaroven b, > 0, lebo > b, je rad s kladnymi ¢lenmi. Teda |0 < A - b, < a, | f)alej

n=1

vieme, zZe

ta 2.2

Z b, diverguje Veta 2 Z A - b, diverguje.
n=1 n=1

Potom vyuzitim Vety 2.8 (1PK), Pozndmky 2.7 a z ordmovanych casti a z poznatku,
o0

o0
ze Z A - b, diverguje, dostavame, ze » a, diverguje. O
n=1 n=1

Désledok 2.2. Nech > a,, > b, st rady s kladnymi clenmi a nech 3 lim In _

n=1 n=1 n—0o0 Op

K € (0,400). Potom rady Y an, Y. b, maji rovnaky charakter.

n=1 n=1
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o0

1 1 1 1
Priklad 2.8. Zistite charakter radu Z o — 1 =1+ 3 + = + - + ...

RieSenie:

= 1 = 1
K radu E 5 ] vezmime rad E — , o ktorom vieme, ze diverguje.
n— n
n=1

=1 N — n=1 N~
Qn, by,
Skimajme limitu
1
. Gy . 2n — 1 . n 1
Jm g, A T = fim sy = 5 € (04e)
n
Potom na zaklade dosledku 2.2 mame, ze rad Z diverguje.
— 2n —1
- 1
Priklad 2.9. Zistite charakter radu ) .
—V/b5nd —2n2 + 7
Riesenie:
oo 1 [e.e]

K radu vezmime rad — , 0 ktorom vieme, ze konverguje
221\/5713—27124—7 Z; ni st
=1 $ . n=l

Qn, b,

3
(ide o Riemannov p-rad pre p = o1 pozri priklad 2.10). Skiimajme limitu

1
1; an I; v 5n3 — 2n? +7 I; \/ n3 \/T c (O I )
1m -— = 11m = l1im — - = —= o).
n—oo bn n—oo 1 n—oo 5”3 — 27’12 + 7 5 '

Vn3

Potom na zaklade dosledku 2.2 mame, ze rad Z konverguje.
n=1

1
Von3 —2n2 47
Veta 2.11. (Cauchyho kritérium)

Nech > a, je rad s nezdpornymi clenmi. Potom
n=1

n—oo

(1) ak limsup {/a, <1 = > a, konverquje,
n=1

(2) aklimsup /a, >1 = > a, diverguje.

n—oo n=1
(8) existuji konvergentné aj divergentné rady, pre ktoré limsup /a, = 1, dokonca

n—oo
lim /a, = 1.
i, o/
oo o0
Désledok 2.3. Ak Y a, md nezdaporné cleny a lim {/a, < 1, tak > a, konverguje.
— n—oo —
- n=1 - n=1
Ak > a, md nezaporné cleny a im /a, > 1, tak a, diverguje.
n—00 ]

n=1 n
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Veta 2.12. (D’Alembertovo kritérium)
Nech > a, je rad s kladngmi ¢lenmi. Potom

n=1

(1) ak limsup Intl 1 — > a, konverguje,

n— oo n n=1

(2) ak liminf Intl o1 — > a, diverguge.
n—oo Qa

n n=1

(p41 -1

(8) existuji konvergentné aj divergentné rady, pre ktoré lim
n—oo

Désledok 2.4. Ak Y a, je rad s kladnymi élenmi a lim o+l 1, tak > a,
n=1 n—=00  Qp n=1

Ap+1

> 1, tak Y a, diverguje.

n=1

konverguje. Ak > a, je rad s kladngmi clenmi a lim

n=1 n—oo  (p

Veta 2.13. (Kondenzac¢né kritérium)

Nech 1 > x9 > x3 > ... > 0. Potom ) x, konverquje <= 2F . 2ok konverguge.
k=0

n=1 =

Uvedené rady maju tvar
Zl’n = 1 +To+ T3+ Ty+T5+ ...
n=1
ZQk-mgk = X1+ 219 +4x4 + 825+ ...
k=0

Priklad 2.10. (Riemannov p-rad)

1
Majme rad E — Skimajme jeho konvergenciu a divergenciu v zdvislosti od hodnoty
n
n=1

p € R.
RieSenie:
>0
>~ q 0o AN
(D) |p<O|.coiii... Z — = Zn(_p). Pocitajme limitu: lim n*adné = oo,
n n—oo
n=1 n=1
Ked'Ze nie je splnend nutnd podmienka konvergencie
=1 .
(Veta 2.5), tak rad Z:l — diverguje.
(2) |lp=0|............ Z = Z 5= 1. Tento rad diverguje.
n=1 n=1 n=1
o0 1 ;
3)Ip>0]............ — . Kedze plati 1 > 29 > 23 > ... > 0, pouzijeme
P
n
n=1 "~~~

Tn
na zistenie konvergencie nasho radu kondenzacné kritérium.
Pocitajme
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i Qk c Lok = i Qk . i — i (Qk)(l—P) — i (21—p)k
k=0 k=0 (25)7 k=0 k=0

Dostali sme tak geometricky rad s kvocientom ¢ = 2P,
Tento rad konverguje prave vtedy, ked |g| < 1. Teda

27 < 1
2P < 1
1—p < O
1 < p
o s R |
Z kondenzacného kritéria potom mame, ze Z —
n=1 n
konverguje pre
Zaver:
f: 1 konverguje <= p >1
il diverguje <= p <1
— =1 o
Harmonicky rad Z — je hrani¢ny pripad.
n=1 n
»” ~ - 1
Priklad 2.11. Ur¢me charakter radu Z .
—mn- Inn
RieSenie:
1 ; o .
Oznac¢me z,, = o Kedze o > x3 > ... > 0, tak na zistenie konvergencie
n-Inn
tohoto radu mozeme pouzit kondenzacéné kritérium. Skiimajme rad
= = 1 = 1 = 1 1 1
2 xr == & —= [ p— —
; * kz_: 2k 2k £ Inok 2T 1n2kz_;k:

=1 =1
Avsak E z je harmonicky rad a ten diverguje, teda aj rad — E z diverguje.
n
k=1 k=1

diverguje.

(0.)

Potom podla kondenza¢ného kritéria mame, ze rad g
n-Inn

n=2

Veta 2.14. (Kummerovo (Jensenovo) kritérium)

Nech >~ a, je rad s kladnymi ¢lenmi. Nech (b,)°2, je nejakd postupnost kladngych
n=1
cisel. Potom

(1) ak liminf (bn Cn bn+1) >0 = > a, konverguge,

n—00 Qp+1 n=1

o 1 " 00
(2) ak Z ™ diverguje a lim sup (bn L bn+1) < 0= > a, diverguje.

n=1 M n—o0 Qp41 n=1
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Poznamka 2.9. Ak $pecidlne zvolime b, =1 ¥V n € N, tak dostaneme D’Alembertovo
kritérium. Ak specidlne zvolime b, =n Vn € N, tak dostaneme Raabeho kritérium
(pozri nasledujicu vetu,).

Veta 2.15. (Raabeho kritérium)
Nech > a, je rad s kladngmi clenmi. Potom
n=1

(1) ak liminf [n( n —1)

n—oo (n+1

>1= > a, konverguje,

n=1

(2) ak lim sup [n( n_ _ 1)} <1= > a, diverguje,

n—oo Qp41 n=1

(8) existuji konvergentné aj divergentné rady, pre ktoré lim [n( n__ 1)} =1.

n—oo |\ Gny1

2.3 VsSeobecné rady. Ich absolitna a relativna
konvergencia.

Majme vseobecny rad
a1+ay+...+a,+ ..., kde a; € R.
Z neho vieme spravit rad s nezdpornymi ¢lenmi
lag| + |as| + ... + |an| + ...

V tejto casti sa budeme zaoberat tym, ako tieto dva rady stivisia z hladiska konvergen-
cie a ako mozno vyuzit kritéria platiace pre rady s nezédpornymi élenmi u vseobecnych
radov.

Veta 2.16. Ak konverguje rad |ai| + |as| + ... + |an| + ..., potom konverguje aj rad
a+as+...+a, +....

Dokaz: .

Nech Y |a,| konverguje
n=1

Veta 2.6 (C-B) ’Vg >03ny € NVn >ng Vp e N| plati

an 1| + |ansal + o+ lang,|| <&

g

»U« lebO |an+1 4+ ...+ a’n+p’ S |an+1| + ...+ |an+p| =

= ’|an+1| + ...+ |an+p||

|an+1 + ...+ an+p| <e€
Z oramovanych casti vyuzitim Vety 2.6 (Cauchy-Bolzanovho kritéria konvergencie

radu) dostdvame konvergenciu radu ) a,. O
n=1
Definicia 2.2. Ak a;+ay+ ...+ an+ ... konverguge, ale |ai| + |as| + ...+ |an| + ...

diverguge, povieme, Ze a; + as + ...+ a, + ... relativne konverquje. Ak |ai|+ |as| +

oo+ lan] + ... konverguje (Vegﬁw a; + as + ...+ a, + ... konverguje), povieme, Ze

a1+ as + ...+ a, + ... absolitne konvergugje.
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U vseobecnych radov mozu nastat tieto pripady:

Z a, konverguje, Z la,,| konverguje ...... Z a, absolutne konverguje
=1 n=1 n=1
o o)
Z a, konverguje, Z |la,| diverguje ...... Z a, relativne konverguje
n=1 n=1 n=1
Z a, diverguje, Z la,| diverguje ...... Z a, diverguje
n=1 n=1 n=1
Pripad
Z a, diverguje, Z |a,| konverguje
n=1 n=1

nenastane, lebo plati Veta 2.16.
Poznamka 2.10. Veta 2.16 sa nedd obrdatit! Napr. rad

konverguje (pozri vetu 2.19) avsak rad

11| + 1+1+ 1+ —1+1+1+1+
21 13 407 T2 3 4

diverguge (ide o harmonicky rad).

Poznamka 2.11. (Ako pri vseobecnych radoch vyuzit kritérid pre
nezaporné rady)

o
Majme wvseobecny rad > a,, a, € R, n = 1,2,.... K nemu spravime rad s
nfl

nezdpornymi ¢lenmi Z lan| a budeme vysetrovat jeho konvergenciu pomocou kritérii
n—

pre tieto rady. Mozu nastat tieto pripady:

(1) | > |a,| konverguje Ven g 16 Z a, konverguje (absolitne);
n=1

(2) | > |a,| diverguje| = nevieme, co robi Y a,. Ale, ak divergenciu radu
n=1 n=1

> |an| ziskame z Cauchyho alebo D’Alembertovho kritéria, tak ako vy-

n=1
plyva z dokazu tychto kritérii vieme, Ze nie je splnend nutnd podmienka kon-

vergencie radu (Veta 2.5), t.j. hm lay| # 0 = hm a, # 0 Veta 2.5 >
n=1
diverguge.
Veta 2.17.
n=1

(1) Ak rad > a, absolitne konverguje a ¢ € R, potom aj rad »_ ¢ - a, absolitne
=1

konvergugje.
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(2) Akrady > ay, > b, absolitne konvergugi, potom ajrad »_, (a, + b,) absolitne

n=1 n=1 n=1
konverguge.
Dokaz: -
(1) Nech > a, absolutne konverguje, potom z definicie 2.2 mame, ze rad > |a,|
n=1 n=1

konverguje. Teda

[e.e] [e.e] o
Z |a,| konverguje Vet g2 (|| - |an|)konverguje = Z lc - a,| konverguje
n=1 n=1 n=1

o0
Znovu vyuzitim definicie 2.2 z poznatku, ze _ |c- a,| konverguje dostdvame, ze rad
n=1

oo
>~ ¢ - a, absolitne konverguje.
n=1

(2) Nech > a,, > b, absolitne konverguju, potom z definicie 2.2 méme, ze rady

n=1 n=1

> lanls D2 |bn] konverguji. Z toho vyuzitim vety 2.2 dostavame konvergenciu radu

n=1 n=1
S (|an| + [bn|). Kedze plati
n=1

|an + by| < lan| + [bal

a Y. (lan| +1bs]) konverguje, vyuzitim prvého porovnavacieho kritéria (veta 2.8)

n=1

mdme, ze rad Y. |a, + b,| konverguje. Opéat z definicie 2.2 spitne dostdvame ab-
n=1

o0
solutnu konvergenciu radu _ |a, + b,|. O
n=1

Definicia 2.3. Nech a; > 0 Vi. Potom rady > (—1)""a, =ay —as+az—as+ .. .,

n=1
oo
S (=1)"a, = —artas—az+as—. .. sa nazgvaji alternujice rady (rady so striedavgmi
n=1
znamienkami).

Veta 2.18. (Leibnizovo kritérium)

Nech Y~ (—=1)""ta, je rad so striedavymi znamienkami (t.j. a; > 0Vi !) a nech a; >
n=1

az > az > ...>0. Potom > (—1)""a, konverguje prdve vtedy, ked' lim a, =0 (&

n=1
lim ((—=1)"*'a,) =0).
n—oo
Teda to ¢o je vo vSeobecnosti iba nutnou podmienkou konvergencie je pre takéto
rady aj postacujicou podmienkou.

Veta 2.19. (Leibnitzov rad)

T +(1)”+11+ In2
——+-—=4... + (= —+...=In
2 3 4 n
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Veta 2.20. (Dirichletovo kritérium)
Nech pre rad > a, - by, plati:

n=1

(o9}
(1) postupnost (s,)2, Ciastoényjch suctov radu Y. a, je ohranicend

n=1
(tj. FAER Vn |s,] < A)

(2) postupnost (b,)2, monoténne konverguje k nule

n=1
(t.g. by > by > ..., lim b, =0, oznacujeme skratene aj b, \, 0;
alebo
by < by <..., lim b, =0, oznacujeme skrdatene aj b, /0).

Potom rad »’, a, - b, konverguje.
n=1

Poznamka 2.12. Tazsia cast Lebnitzovho kritéria vypljva z Dirichletovho kritéria,

£,

o0
> (=1)"*a, -
n=1 Dirichletovo kritérium n+1 .
a1 > ay > .. — Z (=1)""a, konverguje
lim a, =0 =t
n—oo

Dokaz:

[e.e]
Vsimnime si blizsie rad Y (—1)""a,:

n=1

(1) rad Y (—=1)"*! m4 ohranicené ¢iastotné sucty (t.j. (s,)%2; =1,0,1,0,1,0,...)
n=1

(2) postupnost (a,)%; monoténne konverguje k nule (a; > ay > ..., lim a, = 0)

- n—00

Z (1) a (2) vyuzitim Dirichletovho kritéria (vety 2.20) dostavame, ze Y. (—1)""a,
n=1
konverguje. O

11 1 1 1
Priklad 2.12. Majme rad 1 + 37371 + R + 6773 + .... Skisme vysetrit
jeho charakter.

RieSenie:
U tohoto radu sa nedd pouzit Leibnitzovo kritérium (veta 2.18), pretoze znamien-
ka sa striedaju systémom ++, ——, ++, ..., t.j. dvakrat plus a dvakrat minus. Avsak

z radu mozeme vytvorit dve postupnosti:

111 .
(bn)pzr = 1, 234 — postupnost ¢isel
(@)%, =+1,+1,—1,—1,+1,+1,—1,—1,... — postupnost ”znamienok”

Potom Y a, - b, je nas rad. Kedze

n=1
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(1) rad > a, mé ohranicené ¢iastocné sucty (t.j. (s,)>2, =1,2,1,0,1,2,1,0,...)

n=1

(2) postupnost (b,)°; monoténne konverguje k nule (t.j. by > by > ..., lim b, =
0)

Potom z (1) a (2) vyuzitim Dirichletovho kritéria (vety 2.20) dostavame, ze rad

konverguje.

Veta 2.21. (Abelovo kritérium)
Nech pre rad > a, - b, plati:

n=1
(1) rad Y a, konverguje (= postupnost ¢iastocnych sictov je ohranicend);

n=1

(2) postupnost (b,)2, je monoténna a ohranicend (< monoténne konverguje #
monotonne konverguje k 0)

Potom rad »_, a, - b, konverguje.

n=1
Dokaz:
Z (2) vyplyva, ze postupnost (b,)%,; konverguje, t.j. 3 lim b, = L € R. Rad
> ay, - b, mozno potom prepisat v tvare
n=1

ian i (bn— L)+ L - a,] Zan~b—L +ZL n,

n=1 n=1
ak oba rady vpravo konverguju.

o0 o0
Skidmajme teraz charakter radov Y an - (b, — L) a Y L - ay.
[es) n=1 - [eS)
Kedze > a, konverguje, tak z vety 2.2 mdme, ze aj rad > L - a, konverguje.
n=1 n=1
. 00
Dalej vieme, Ze rad »_ a, ma ohranicené ¢iastocné siucty, lebo tento rad konverguje

n=1
(t.j. existuje lim s, = s € R). NavySe postupnost (b, — L)°; monoténne kon-
n—oo

verguje k 0, lebo postupnost (b,)>>; monoténne konverguje k L. Z tychto dvoch
faktov pomocou Dirichletovho kritéria (veta 2.20) dostavame, ze rad > a, - (b, — L)

n=1
konverguje.
(0]
Nakoniec z vety 2.2 mame, ze aj rad > a, - b, konverguje, pretoze je suc¢tom

n=1
dvoch konvergentnych radov. O

= 1 1"
Priklad 2.13. Vysetrime charakter radu Z (1)t = (1 + —) .
n

n=1
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Riesenie:
Vyzna¢me premenné a,, a b, v rade, teda

> 1 1\"
§ (=)= <1+—> .
n n
n:l\—a;—/\ b ,

Potom rad Y a, konverguje (Leibnitzov rad) a postupnost (b,)%; je rastica

n=1
a ohranicend (b, " e). Teda z Abelovho kritéria (veta 2.21) méme, Ze rad

N 1 1
Z (-1t = (1 + —) konverguje.
— n n

n=1

2.4 Prerovnavanie radov

Majme rad

1 1—1-1 1+1 1—|— (2.3)
st3~ 2Tz gt .

Sktsme ho prerovnat, t.j. poprehadzovat jeho ¢leny. Tymto sposobom dostaneme

napr. rad

11 01 1 1 1 1
14+ - — == - — - == 24
t3T1 25T s 6" (2.4)

Hovorime, Ze je to prerovnany rad k radu (2.3), alebo Ze tento rad je prerovnanim
radu (2.3).

Otéazka: Ak rad prerovndme, moze sa zmenit jeho charakter? Jeho sicet?
Odpoved’: Ako kedy.

Priklad 2.14.

e radl+1+1+...+1+... diverquje do +oc.
Kazdé jeho prerovnanie:
1+14+14+...4+1+... diverguje do +00.

e rad2—-1+2—-1+2—-1+2—-1+... diverguje do +o0.
Jeho prerovnanie:

e 2—-1+4+2—-142—-142—1+... diverguje do +oo;
e2—-1—-1-142—-1-1-142—-1—-1—-1+4... diverguje do —oo;
e2—-1-142-1-142-1—-14+2-1-1+... osciluge.

Zaver:
U divergentnych radov to zavisi od toho, aky konkrétny rad mame.
U relativne konvergentnych radov sa da:

e divergovat do +oo

e divergovat do —oo
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e oscilovaf
e konvergovat a stcet aky chceme

U absolitne konvergentnych radov sa prerovnanim nezmeni charakter.

Definicia 2.4. Nech (K,)%, je postupnost prirodzenych cisel, v ktorej sa kazdé
prirodzené ¢islo nachddza prdve raz (t.j. zobrazenie n — K, je bijekcia N — N).

o0 (o)
Oznacme a,, = ag,. Potom rad E ag, je tzv. prerovnany rad k radu E Qp, .-

Veta 2.22. Nech Z a, je absolitne konvergentny rad. Potom kaZdé jeho prerovnanie

n=1
je tieZ absolitne konvergentny rad, a to s tym istym suctom ako povodny rad.

Veta 2.23. (Riemannova veta)

Nech rad Z a, je relativne konvergentny rad. Potom plati:

n=1

(1) Rad Z a,, mozno prerovnat tak, Ze jeho suctom bude lubovolné vopred zvolené

n=1
redlne c¢islo.

oo
(2) Rad Zan mozno prerovnat tak, Ze prerovnany rad bude divergovat do +oo

n=1
alebo —oo.

(8) Rad Z a, mozno prerovnat tak, Ze prerovnany rad bude oscilovat.

n=1
2.5 C(Cvicenie

2.5.1 ﬁlohy na nekoneény geometricky rad

Nekonecny geometricky rad:

o0

Za-q”, sn:a-l_q

n=0 1_(]

n

. ) > a prvy clen
- konverguje len ked < 1, vted gt = =
pverstye fen 4 viedy Z @ 1—¢q 1—kvocient

n=0

Priklad 2.15. Zistite, ktoré nekonecné rady su konvergentné a najdite ich sucet.

a) g+(g)2+(g)3+...
b) ?+(?)2+(?)3+...
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RieSenie:
a) Uvedeny rad moZno vieobecne zapisat ako

HORORS )

2 = /2\"
Z < 1, teda rad ) k ie. Est
eda ra Z (9) onverguje ste

n=1

2
Kedze ¢ = 9 tak |q| = ’

najdeme jeho sucet:

b) Zo zadania mame

22 £

n=1

20 201 20 = /20"
Teda g = - potom |g| = ‘7 =5 > 1. Z toho vyplyva, ze rad Z (7>

n=1

diverguje.

4 A\ 2 3
Priklad 2.16. Zistite, ¢i rad 1+ (— 5) + (— g) + (— g) + ... konverguje a

ak dno, ndjdite jeho sucet.

Riesenie:
Uvedeny rad mozno vieobecne zapisat ako

4 4\? 1\° > 4\"
1+ (= _ 2 ) 4= _ 2
(=) (5) +(5) -2 (-5)
, 4 41 4 d A\" _
Kedze g = —5 tak [g| = ‘ — 5‘ =% < 1, teda rad Z (— g) konverguje. Este
n=0

najdeme jeho sucet:
1 1 5

- -z 5
Priklad 2.17. Vyjadrite ¢islo 27,102 v tvare zlomku v zdkladnom tvare.

RieSenie:
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Pocitajme
27,102 = 27,140,002+ 0,00002 + ... = 27,1+ 2 + 2 + 2 +...=
I - I ) 9 P y 103 105 107 R
1
1 1 1 103
= 21142 | —=4+—=+-—=+...|=2714+2- =
1+ JO3+105+107+ : 1+ 1_L
o 102
geom. rad,qzl—o2
1
103 1 26831
= 27,142 - 5 =27142 — = ———.
A 99 27990 ~ 990
102

26831
990

Cislo 27, 102 mozno napisat ako

Ijlohy

2.1 Zistite, ktoré nekonecné rady su konvergentné a néjdite ich sucet.

2) % + (%)2 4 (%)3 b [konverguje,s _ \/;_ J
b) (VB—-2)4+(V5-22+(V5-27°+... [konverguje,s =
PEINE) R () —

2.2 Najdite sicet nekonecného radu:

1) [l

n=1

¢54— 1]

nxer()

n=1

2.3 Vyjadrite dané ¢islo v tvare zlomku v zédkladnom tvare:

_ 707 _ 18
2,12 o 1 =
a) 2,123 {3331 c) 1,63 {111
. 1009 _ 22

b) 1,07 -2 d) 0,21 i
) 1,0 [990] ) 0, [90}

2.5.2 Ulohy na urcenie su¢tu nekonec¢ného ¢iselného radu

(o]
Nekonecny éfselny rad »  a, mé sticet, ak 3 lim s,,, vtedy
n—oo

n=1

9] S € R

E a, = lim s, = ¢ 400 ,
n—oo

n=1 —0
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kde (s,)°%, je postupnost ¢iastoénych stuctov tohoto radu, t.j. s, = a1 +ag+...+a,
pre n € N.

Priklad 2.18. Ndjdite siucty nekonecnijch ciselnijch radov:

a)z n+1 0
b)z (n—1)-(n—2)

RieSenie:
a) Skisme najprv n-ty ¢len radu napisat ako sicet dvoch zlomkov, t.j.
1 A B An+1)+Bn |n(A+B)+ A
p =| ———|= — + = _
n-(n+1)| n n+l n(n+1) n(n+1)
Porovnanim ¢itatelov ordmovanych zlomkov dostdvame ststavu rovnic:
A+B = 0
A =1
Jej riesenim je B = —1 a A = 1. Po dosadeni do a,, mame
1 1
ap = — — .
n n+1
Teraz si moZeme vyjadrit s,,:
! + ! + = +...+ !
Sp = =
1-2 2.3 34 n-(n+1)
11 n 1 1 N 1 1 1 1 1 I
1.2 2.3 3 4 n—1._n n n+l
—_—— ——~
=0 =0 =0 ~0 =0
1
= 11—
n+1
/0
- 1 1
Pot —— =1 1— =1
Oomzn~(n+1) nLIgo( n—l—l)

n=1

b) Opét skisme najprv n-ty ¢len radu napfsat ako stcet troch zlomkov, t.J.

1 A B C
-1 m-2)| n n-1"n-2_
_ Aln—-1)(n—2)+Bn(n—-2)+Cn(n—1)
B n(n—1)(n — 2) B
 An*-3n+4+2)+Bn*-2n)+C(n*—n)
B n(n —1)(n — 2)

n*(A+ B+ C)+n(—3A—-2B—C)+2A
n(n —1)(n — 2)
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Porovnanim ¢itatelov ordmovanych zlomkov (t.j. koeficientov pri n?, n' a n?)
dostavame sustavu rovnic:
A+B+C = 0
_34-2B-C = 0

24 =1
C o 1 1 ) .
Jej rlesenlmJeA:§,B:—1aC:§. Po dosadeni do a,, méame
1 1
= 1 =
_2 _ 2
= n—1+n—2'
Teraz si mozeme vyjadrit s,,:
1 N 1 n 1 P 1
Sp = =
3-2-1 4-3-2 5-4-3 n-(n—1)-(n—2)
1 11 11 1 1 1
5 1 5 5 1 5 5 1 3 5 1 5
- 2 __-,2.,2 - 4,2,2_ " 42 2 _ 2
B A N R T v
a1 az as an
Teraz si podpiseme jednotlivé ¢leny radu aq, as, ..., a, v sucte s, pod seba nasle-
dovnym sposobom:
1 1
= 1 =
2/~ 42
3 2+1
1 1
2 _l.2
4 3| 2
1 1
= 1 =
2 _ -4 2
5 4+3
1 1
s 1 3
n—2 n—3 n—4
1 1
2 |__1 3
n—1 n—2 n-—3
1 1
PR
n n-—1 n—2

Sktsme jednotlivé zlomky séitovat po stfpcoch. Stfpce obsahujuce 3 zlomky davaju
1 1
1

3 + = =0, teda v sucte s, ostanud len ordmované zlomky

v sucte nulu, napr. %

1 1

1 1 N
n—1 4 2n-1) 2n

l—i—l—i—%—i— % %
Sp=——=+—+=+ —=— = —
2 2 2 n—1 n
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/0 /0

1 1 1 1 1
Pot = li et — | =-.
D D e N nzr;o(zl 2<n_1>+2n) 1

¢) Najprv si n-ty ¢len radu napiseme ako sucet styroch zlomkov, t.j.

B 2n+1 —A+ B +C D
= n2-(n+12 n2 +12 n n+l
A(n+1)®2+ Bn*+ Cn(n+1)*>+ Dn*(n + 1)

n? - (n+1)2
n*(A+ B+2C+D)+n(2A+C)+ A
n2(n_|_1)2

Porovnanim ¢itatelov ordmovanych zlomkov (t.j. koeficientov pri n?, n' a n°)
dostavame ststavu rovnic:

A+B+2C+D = 0
2A+C =
A

Jej riesenim je A=1, B=—1,C =0a D = 0. Po dosadeni do a,, mame

1 1
ap = — — ———=.
n?  (n+1)2
Teraz si moZeme vyjadrit s,:
S — 3 + D + 7 + + ﬂ —
To12.22 022032 0 32.42 0 T T g2 (4 1)2
1 1 n 1 1 n 1 1 44 1 1 n 1 1 B
12 92 22 32 32 42 7 (n—1)2 n2 n2 (n—|—1)27
~ ~ - ~ Ao —_——
=0 =0 =0 20 =0
B 1
B (n+1)2
/0
—~

Priklad 2.19. Urcte sucet nekonecnyjch ciselnych radov:
a) i In(1+ 1
n=1 n

b) S (V- Vi —1)

- 1
Z nz:lx/n+1+\/n—1
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RieSenie:
a) Najprv si uréime s,:

1 1 1\ matnb=1na
Sy = ha(1+—>+1n(1+—)+...+1n(1+—)l Hinb=Inab
1 2 n
| 1+1 1+1 1+1 =

~ lnle. 2. .ol
2 n—1 n

n—oo

- 1
Potom Zln (1 + —) = lim In(n+ 1) = +o0.
n

n=1

b) Uréime si sp,:

sno= (WVI=VO)+(V2-V1)+...+(WVn—1-Vn-2)+(/n—vn—-1)=
= (—VO+ V) + (—VI+V2)+.. .+ (—vVn—2+Vn— 1)+ (—Vn — 1+vn) =
_,—/ \:—1 s/ J/

g

=0 =0 =0 =0

— Vi

Potom Z (Vn—+vn—1)= T}Lrl;lo\/ﬁ = +o00.
n=1

¢) Najprv si upravime n-ty clen radu tak, ze zlomok vynédsobime ¢islom 1:

1 .\/n—l—l—\/n—l (atb)(a—b)=a2-5? VN +1—+/n—1
vnt+l+yn—1 yn+l—-yvn—1 n+l-n+1

-~

=1

a, =

= —%-(\/n—l—\/n—I—l)

Dalej si uréime s,,:

1 1 1 1 1
VIO VBV VARVE T2 Vi divao1
= (VB VI~ VB4V VA4 VE- VBt + Y3 i1+

+\ﬂf;ﬁ+m_pwwm:éﬂ_f_mrn

Sn =

kde podéiarknuté vyrazy vypadnd, t.j. napr. —v/2 sa vynuluje neskér s v/2. Potom

Z\/n—l—l%l—\/n—l - 7‘&11—{20 _%.(1_\/__ n+l)| =
1 1
= —5-(1—(+oo)—(+oo)) :—5-(—oo)z+oo.
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Ijlohy

2.4 Najdite sucty nekonec¢nych ¢iselnych radov:

0y (2n - 1)1(2n 1) H P> T H

b) g (3n — 1)1(3n 1 2) [é] 9 i:l m B]

2.5.3 VysSetrovanie konvergencie nekoneé¢nych radov

o.] oo
1. porovnévacie kritérium: > ay,, Y. bp; an, by > 05 a, < b, Vn
n=1 n=1

(1) > by, konverguje = > a,, konverguje

n=1 n=1

(2) > a, diverguje = >_ b,, diverguje

n=1 n=1

o0 o0
3. porovnavacie kritérium: > a,, Y by; an, b, >0
n=1 n=1

ak lim 2 — K € (0, +00), tak oba rady maju rovnaky charakter (t.j. bud oba

n—oo n

diverguji alebo oba konverguji).

Priklad 2.20. Pomocou porovndvacieho kritéria vysetrite konvergenciu radov:

> 1
G);100n+1 o
d) Zsin—
[e'e) 3n

n=1
b)Y (Vn—vn=1)

n=1 1 1
- 1 6);%'51115
2D

n=2

RieSenie:
a) Uvedieme dva sposoby riesenia.

1. sposob: Skisime ohranicif n-ty ¢len rad —— PreVn e N plati
SPOSO usime onranicCit n-ty clen radu nz::l 10071—}—1 re n platl
1 < n |+100n
100n+1 < 101n
1 1
<
10ln, — 100n + 1

Qp, bn
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Avsak rad Z— diverguje = rad ﬁz Zl()—l diverguje, teda z 1.

porovnavacieho kritéria (1.PK) mame, ze aj rad Z diverguje.

1
— 100n + 1

2. sposob: Najprv si najdeme pomocny rad Z by, ktorého n-ty ¢len bude zlomok

n=1

s menovatelom obsahujicim premenntd n v najvy$Sej mocnine akd je v menovateli
1 )
zlomku T00n =1 (u nés je to n' = n). Teda pomocny rad bude mat tvar ; -
tento rad diverguje. Zratame este limitu
1
S 100n+1 _ n 1
lim — = lim ————— = lim = € (0,400
n—oo b, n—00 1 n—oo 100n + 1 100 ( )
n
Teda podla 3. porovnavacieho kritéria rad i L diverguje
. VNAV: —— div :
P P ZeT00n+1 e

b) Najprv si upravime n-ty ¢len radu Z (Vn—+vn—1):

n=1

B o Va1 1
=vn—vVn—-1=(yn—vn-1) Vit Vn—1 Jn+vn-1

Vi1

Opat si uvedieme dva sposoby riesenia.

TedaZ(\/ﬁ—\/n— Z\/_+

n=1

Pre Vn € N plati

\/nT

1. sposob: Skiisime ohrani¢it n-ty ¢len radu Z \/_ n

n—1 < n
vn—1 < n |++vn
Vn+vn—1 < 2¢n
1 1
<
2y/n V4 vn—1
a b

1 1
Avsak rad Z \/_ Z_l diverguje (Riemannov p rad, p = 5) — rad

n=1 nz

—Z \/_ Z diverguje, teda z 1. porovnavacieho kritéria (1.PK) mdame,

Z (v/n —v/n — 1) diverguje.
n=1
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o

2. sposob: Najprv si ndjdeme pomocny rad Z by, ktorého n-ty ¢len bude zlomok
n=1

s menovatelom obsahujicim premennt n v najvyssej mocnine akd je v menovateli

NZESV =

1
Z —, tento rad diverguje. Zratame este limitu
=1 nz

zlomku (u nés je to n2 = /n). Teda pomocny rad bude mat tvar

NG

= lim ———— =

a, 1
i im Y = — € (0,400
n—oo by, n—oo 1 n—oo\/n++/n—1 2 ( )

Teda podla 3. porovndvacieho kritéria rad Z

ey DL

diverguje.
s . v ) /v > 1 z
c¢) Skusime ohranié¢it n-ty clen radu Z ——. Pre Vn € N plati
—~ Inn
Inn < n
1 1
J— < —_—
n Inn
~— L
an, b,
1
Avsak rad Z— diverguje, teda z 1. porovndvacieho kritéria (1.PK) méme, Ze aj
n
n=1

= 1
rad Z o diverguje.
n=2

d) Uvedieme znovu dva sposoby riesenia.

o
Y /v . m ’
1. sposob: Skisime ohranicit n-ty ¢len radu g sin - Plati

n=1

|sinz| < ||

S I
sin — —
3" 3n
0 < si s - m "
sin — — =7-|=
- 3n 3n 3
—— ~
an, b,
; =~ /1\" , .y 1 = (1\"
Avsak rad g 3 konverguje (geometricky rad, ¢ = g) — rad 7 g 3) =
n=1 n=1

o0 1 n
ZT{" <§> konverguje, teda z 1. porovnavacieho kritéria (1.PK) méme, ze aj rad
n=1
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> . T .
Z sin n konverguje.

™
2. sposob: Vezmime pomocny rad tvaru Z 3 tento rad konverguje. Zratajme

n=1

eSte limitu

=t—0
=~
, T
Sin o lim S2t—]
Qn n t—0
lim — = lim 7T3 = 1€ (0,+00)
n—o00 bn n—00 e
3n
=t—0

Teda podla 3. porovndvacieho kritéria rad Z sin 3171 konverguje.

n=1

e) Uvedieme dva sposoby riesenia.

s 1 ,
1. sposob: Skisime ohranicit n-ty ¢len radu Z \/_ sm —. Plati

|sinz| < |z|

1 1
sin —| < |—
n n
1 1
sin— < -
n n
1 1 - 1 1
— - Sln — = —

—_———— ——
(079 bn

3
Avsak rad Z — konverguje (Riemannov p rad, p = 2), teda z 1. porovnavacieho

n=1 n2
1
kritéria (1.PK) mame, ze aj rad Z \/_ sm — konverguje.
2. sposob: Vezmime pomocny rad tvaru Z 5, tento rad konverguje. Zratajme
n=1 nz
eSte limitu
=t—0
1 1 1
—= - Sl — Sln — lim sintil
an n no n t=0
e L I = 1€(4e)
Vn-n n
=t—0

; L s 1
Teda podla 3. porovnavacieho kritéria rad Z \/_ - sin — konverguje
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Nutnd podmienka konvergencie (NPK):

o0
Z a, konverguje =— lim a, =0
n=1

n—oo

t.j. lim a, #0 = Zan diverguje

n=1

Priklad 2.21. Vyuzitim NPK dokdzte, Ze rad Z 7 diverguge.

RieSenie:
Vypocitame lim a,,:
, , 2n 2 NPK s 27 . .
lim a, = lim =—#0 = diverguje.O
e = lim o T =77 ;m“ s

D’Alembertovo kritérium (D’AK): > ay, a, >0

n=1

an & .
(1) lim 2 <1 = Y a, konverguje
n—oo QA

n=1

(2) lim 22+

n—oo

>1= > a, diverguje

n=1

(3) lim 2t

n—oo  (y

= 1 = neviem rozhodnut

Priklad 2.22. Vysetrite konvergenciu radov pomocou D’Alembertovho kritéria:

b)z(> Sm_ 2 te

RieSenie:

Qn
a) Vypocitame lim —=L:

n—oo (O,

lim &L = ((n+1) )2 @n)t [(n+1)-n!}2‘(2n)! B
n—oo THOO( n+1) )l (nh2  n—co (20 +2)! (n!)2
T e D ) G ) | N U Vi

oo (2n+2)(2n + 1)(2n)1 ()2 nese (20 +2)2n+ 1)
1) 1 1
SO (b W TN U
oo 2n+ 1)2n+1)  new22n+1) 4
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= (n!)?
Potom z D’Alembertovho kritéria mame, ze rad E h konverguje.
n)!
n=1

a
b) Znovu vypoéitame lim —=*

n—oo (O

2
n+1 .
- S1n
2 2n+1 sin 2a=2sina cos «

= lim 5
n—oo (O n—oo n ) T
— .Sln —
~
T
) 2n+1
) s
1 sin ——
= lim (n—l— ) . 2 T
n—oo n .
2 sm2 —7 - Cos i1
1\? 1 1
- hm(”+> S =<
n—00 n . - COS
2 - cos i1

00 2
n
Potom z D’Alembertovho kritéria mame, ze rad E (§> - sin 21” konverguje.
n=1

Qn,
¢) Vypocitame lim =

n—oo

s [t

. Opy . (n+1)-tg on+2 . n+1 tg2n+2 tga=2010
lim lim m . =
n—oo  (y, n—00 ot n—oo M ™

n g2n+1 tg(2- 2n+2>
T s
: cos | 2-—=
— lim 1- S on+2 ] ( 2n+2) sin 2a=2sin o cos
 n—oe Cos n : T N
ont2  sin | 2- i
s s
sin 2:;2 oS (2 . 2%2) oS (2 . 2n+2>
0052n+2 2~31n2n+2~0032n+2 9. 0082:;2)
cos( 1 1
2-(cos0)? 2-12 2
Potom z D’Alembertovho kritéria mame, ze rad Z n-tg 2211 konverguje.
n=1

Cauchyho kritérium (CK): > a,, a, >0

n=1

(1) lim Va, <1 = > a, konverguje

n=1
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(2) lim Ya, >1= > a, diverguje

n=1
(3) lim {/a, =1 = neviem rozhodnut (skusim, ¢i je splnend NPK)
Priklad 2.23. Pomocou Cauchyho kritéria vysetrite konvergenciu radov:

a) nf:l (arctg %)n Z

— ln (n+1

)n+1

Riesenie:
a) Vypocitame najprv lim /a,:
n—oo

1\" 1
lim a, = lim ¢ (arctg —) lim arctg —=arctg0=0<1
n

n—oo n—oo n—oo

; . . 1\" .
Teda podla Cauchyho kritéria rad E (arctg —) konverguje.
n

n=1

b) Znovu si vypocitame lim /a,:

1 1 1
lim a, = lim p — = lim — = =
n—oo n—00 \/(ln (n+1)) e (In (n + 1))%1 (In (+00))"
= L =0<1
“+00

1

Teda podla Cauchyho kritéria rad Z (ln 1 1))n+1

konverguje.

Leibnitzovo kritérium (LK): > (=1)""a,, a, > 0,a1 > as > ... >0
n=1

Z (—1)"*"a,, konverguje <= lim a, =0

n=1

o0

1
Priklad 2.24. Vysetrite konvergenciu nekonecného radu —1)""—— pomocou
y g ;( )" N
Leibnitzovho kritéria.

RieSenie:

Najprv overime podmienky Leibnitzovho kritéria, t.j a, = > 0 a Vn plati

1 1
any+q - Teraz vypocCitame lim a,:

> e
2\/5 2\/71—}— 1 n—00

v

Ap —

lim a, = hm——O
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SR o S 1 .
Teda podla Leibnitzovho kritéria rad nz;: (—1)”+1m konverguje.
f]lohy

2.5 Pomocou porovnavacieho kritéria overte konvergenciu radov:

[e.9]

1
a) Z +n2 [diverguje]

— 1 + n [e%¢) T
=0 d) Zu [konverguje]
= 1 . n=1 n
b) Z m [konverguje] o )
n=1 . . .
e) Zsm —  [diverguje]
- 1 n=1 n
¢ ———F——  |konverguje
) ; oy il guje]
2.6 Vyuzitim NPK dokéazte, ze dané rady su divergentné:
= 1 = n
a) ;COSE b);n—i-l
2.7 Vysetrite konvergenciu radov pomocou D’Alembertovho kritéria:
= 2n —1
a) Z n [konverguje] .
n=0 (V2)" q) Z (=1)"-n lk o]
—_— onverguje
Sl — (n+1)! &4
b —  |konverguje "
);271 [ guje] )i”! . .
e — onverguje
> n' d . n=1 n" o
c) Zl—n [diverguje]

2.8 Pomocou Cauchyho kritéria vysetrite konvergenciu nekoneénych radov:

S 2 " ©° 2) 2n—1
a) ; (275;; 1) [konverguje] b) Z (?m Z 1) [konverguje]

n=1

2.9 Vysetrite konvergenciu nekone¢ného radu pomocou Leibnitzovho kritéria:

a) Z (—1)"*Ht m [konverguje]

n=1
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