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Uvod

Tento udebny text je uréeny pre studentov prvych roénikov uéitel'ského stadia
v kombindcidch s matematikou. Jeho zamerom je pomdct’ posluchaom preklenit’
potiatoéné t'azkosti siivisiace s prechodom od stredoskolskej matematiky, zameranej
na aplikicie matematickych poznatkov vhodnych pre Siroké spektrum pracovnikov,
k specializovanej priprave budicich uéitelov matematiky. Od budiceho utitel'a ma-
tematiky sa vyzaduje dokladné osvojenie si celej Skdly zdkladnych matematickych
poznatkov a metdd prace. Hlavna zmena sa prejavuje v tom, Ze nestali poznat’
,recepty® (ndvody) na riesenie tiloh, ale treba poznat’ aj moznosti a spdsoby tvorby
novych receptov a dokizat’ oddvodnit’ spravnost’ pouzivanych postupov. Znamena
to zvladnut’ specificky spbsob matematického myslenia a osvojit’ si istd ,matema-
tickd kultdru® pri dstnom a pisomnom prejave.

Pri pisan{ textu sme mali na zreteli nielen matematické, ale aj didaktické hladis-
k4, preto sme pri objasfiovani pojmov a réznych siivislosti (najmé pri prikladoch
a cviteniach) vychadzali Zasto z poznatkov, ktoré si Eitatel osvojil uZ v rémci
stredoskolskej matematiky. Takisto vo formuldcidch sme sa snaZili o presnost’ a
preciznost’, ale nie na tkor zrozumitel'nosti.

Usporiadanie uéiva je vidy problémom, ktory nemozno celkom uspokojivo vy-
riedit’, lebo kazdé z rozumnych alternativ mé prednosti aj nedostatky. Vnitorna
struktira kapitol je prispdsobend ich obsahu a rozsahu. Vety, definicie a priklady
sl &éislované, o pomdha pri odvolani sa na ne v daléom texte. Ak sa odvolavame
napr. na vetu 2 znamens to, Ze ide o vetu 2 v prisludnej (tej istej) kapitole. Ak sa
odvoldvame na vetu 3.2 tak ide o vetu 2 z kapitoly 3. Symbolom [0 oznatujeme
koniec prikladu a koniec dokazu.

Za cenné pripomienky, ktoré ndm pomohli pri konecnej dprave textu, dakujeme
obom recenzentom.

Banské Bystrica, november 1996

Autori



1. Rozsirovanie Ciselnych oborov

Jednym z najcastejsie pouzivanych pojmov, s ktorymi ste sa doteraz pri studiu
matematiky stretavali je pojem ¢isla. Postupne ste sa oboznamovali s prirodzenymi,
celymi, raciondlnymi a redlnymi ¢islami. Na strednej Skole niektori z vas preberali
aj ucivo o komplexnych ¢islach. Poznate zdkladné vlastnosti sc¢itania, nésobenia,
odcitania, delenia, umocnovania, odmocnovania a usporiadania. Nie vSetky vlast-
nosti st vak spolo¢né pre vsetkych pat’ spomenutych ¢iselnych oborov (o ¢iselnom
obore hovorime zvycajne vtedy, ked’ na danej ¢iselnej mnozine uvazujeme aj ne-
jaké operdcie, t.j. poctové vykony). Postupne ste sa dozvedali o potrebe rozsirit’
obor prirodzenych ¢isel na obor celych, obor celych na obor raciondlnych a obor
raciondlnych na obor redlnych ¢isel. Preberali ste zdkladné vlastnosti operacii a
usporiadania a s ich pomocou ste riesili r6zne tlohy.

V tejto Casti si struc¢ne niektoré vlastnosti dolezité pre d'alsie studium zopaku-
jeme. Neskor sa budeme vlastnost’ami Ciselnych oborov zaoberat’ podrobnejsie,
najmé v predmetoch matematicka analyza a teoreticka aritmetika tak, aby citatel
ziskal d’alsie poznatky a nadhlad potrebny pre budiceho ucitela matematiky.

Potrebu rozsirovania ¢iselnych oborov budeme demonstrovat’ na jednoduchych
typoch rovnic, ktoré v rozsirenom obore maji korene, hoci v pévodnom ziadny
koren nemaji. Tentoraz nas budu zaujimat’ len tzv. algebraické rovnice o jednej
neznamej, t.j. rovnice typu

(R) A" + ap_ 12"+ Far+ag=0, a,#0.

Cisla ap,an—1,--.,a1,a¢ volame koeficienty, nezndmou je x. Medzi takéto rovnice
patria vdm uz zndme linedrne, kvadratické, binomické a reciproké rovnice.

Prirodzené &isla. Prirodzené ¢isla si idedlne (t.j. nehmotné) objekty, ktoré
utvorili 'udia pri skimani vzt'ahov medzi sibormi redlnych objektov. Ich vytvorenie
bolo teda dosledkom prirodzenych potrieb pri rieSeni iloh bezného zivota, ked’ sa
abstrahovalo od velkosti, farby a d’alsich vlastnosti, ale podstatné bolo len to, ¢i
predmety dvoch stiborov mozno zoradit’ do dvojic, alebo ¢i jeden siibor mé menej
predmetov ako druhy. V tejto suvislosti boli zavedené vzt'ahy ,menej“ a ,viac“ a
ovela neskor aj ich symbolické vyjadrenie < a >.

Vztah (bindrna relicia) < mad tri zdkladné vlastnosti:

(1) ak m < n, tak neplati n < m (asymetricnost’),

(2) akm<nan<k,takm<k (tranzitivnost),
pre kazdé dve prirodzené cisla m, n plati prave jeden zo vzt'ahov
(3) m<n, m=n, n<m (trichotomi¢nost)).

Ukézalo sa uzitotnym aj pouzivanie vztahu <, ktory s predchadzajicim bez-
prostredne stvisi. Plati
a < b prave vtedy, ked’ a < b alebo a = b.

Vzt'ah < maé teda vlastnost: pre kazdé prirodzené cislo a je a < a, ktori
nazyvame reflexivnost’.



V praktickej ¢innosti ¢lovek utvara zo siborov objektov nové sibory. Ked’ si
zacal véimat’ suvislosti medzi poctami prvkov pévodnych siiborov a poc¢tami prvkov
z nich utvorenych suborov, zaviedol pocitanie s prirodzenymi ¢islami.

Zékladnymi operdciami (poc¢tovymi vykonmi) na mnozine prirodzenych ¢isel su
sCitanie a ndsobenie. Pocet prvkov kone¢nej mnoziny A oznacime symbolom |A|.
Ak |A| = n hovorime, zZe mnozina A ma n prvkov alebo, ze pocet prvkov mnoziny
A je n. Suvis medzi pot¢tami prvkov mnozin a operdciami je dany vztahmi:

akm=|A|,n=|Blaak ANB =0, tak m+n=|AUB]|,
akm:|A|,n:|B|,takm-n:|A><B|,

kde A x B je kartezidnsky suc¢in mnozin A, B, t.j. A X B je mnozina vSetkych
usporiadanych dvojic, ktorych prva zlozka je z mnoziny A a druhd z mnoziny B
(podrobnejsie sa budeme kartezidnskym sticinom zaoberat’ v kapitole 3).

[13

PozNAMKA. Pri ndsobeni ¢asto znak operdcie ,,.“ vynechdvame.
Uvedené operécie maju nasledovné zédkladné vlastnosti. Pre 'ubovol'né prirodze-
né ¢isla m, n, k plati

(4) m+n=n+m, m-n=mn-m,
(5) (m+n)+k=m+ (n+k)), (m-n)-k=m-(n-k),
(6) m-(n+k)=m-n+m-k.

V (4) je uvedend tzv. komutativnost’ operdcii, v (5) asociativnost’ operacii a (6) je
distributivnost’ ndsobenia vzhl'adom na sé¢itanie.

Operécie sCitania a nasobenia su kompatibilné s reldciou usporiadania v nasle-
dujicom zmysle: pre 'ubovolné prirodzené ¢isla m, n, k plati

(7 ak m<n, tak m+k<n+k,
(8) ak m<n, k#0, tak m-k<n-k.

Vlastnost’ (7) sa vold monoténnost’ séitania vzhl'adom k nerovnosti a vlastnost’ (8)
sa vold monoténnost’ nasobenia vzhl'adom k nerovnosti.

S usporiadanim prirodzenych ¢isel sivisi aj nasledujica, ¢asto vyuzivand vlast-
nost’, ktora sa nazyva vlastnost'ou dobrého usporiadania:

Kazd4a nepriazdna mnozina prirodzenych ¢isel obsahuje najmensi prvok.

Cislo 0 (ktorym oznacujeme pocet prvkov prazdnej mnoziny) sa niekedy nezara-
d’'uje medzi prirodzené ¢isla. My vSak nulu budeme povazovat’ za prirodzené &islo.

Mnozinu v8etkych nenulovych (kladnych) prirodzenych éisel budeme oznacovat’
N7 a mnozinu vsetkych prirodzenych ¢isel budeme oznacovat’ N.

Délezitou vlastnost’ou oboru prirodzenych ¢isel je tzv. princip matematickej
indukcie.

Predpokladajme, ze M je takd podmnozina mnoziny N, o ktorej plati:

(i) 0 je prvkom mnoziny M,
(ii) ak m je prvkom M, tak aj n + 1 je prvkom M.

Potom M = N.

Na predchadzajicej vlastnosti je zalozend metéda dokazu matematickou indukciou.
2



Matematickd indukcia. Nech a je prirodzené ¢islo a nech P(n) je tvrdenie o ¢isle
n (vyrokova forma s jedinou premennou 7). Ak dokdzeme
a) P(a) je pravdivé,
b) pre kazdé prirodzené ¢islo k > a z pravdivosti P(k) vyplyva pravdivost’
P(k+1),

tak P(n) je pravdivé pre vsetky prirodzené ¢isla n > a.

PrIKLAD 1. Dokdzte, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n > 1 plati

1
13+23+---+n321n2(n+1)2.

RIESENIE. a) Zrejme pre n = 1 uvedend rovnost’ plati (lava aj pravd strana sa
rovnd 1).
b) Ukazeme d’alej, ze ak uvedend rovnost’ plati pre k, tak plati aj pre k + 1, t.j.,
Ze z rovnosti 1
P42+ 4k = Z1g2(1<:+1)2

vyplyva rovnost’
1 .
PB+2+ + B+ (k+1)° = Z(Ic+1)2’(l~c+2)2.

Napiseme l'avi stranu poslednej rovnosti a s vyuzitim indukéného predpokladu (t.j.
prvej rovnosti) postupne upravujeme:

1. A 1.
P+22 4+ B+ (k+1)° :Zkz(k+1)2+(k+1)3:(k+1)2(1k2+k+1):

2K +4k+4 1

=(k+1) 1 = Z(lc+1)2(/c+2)2’.

Teda uvedend rovnost’ plati pre kazdé prirodzené ¢islon > 1. O

Uvedieme este tzv. druhy princip matematickej indukcie, ktory je s hore uvede-
nou metoédou ekvivalentny, niektoré problémy sa vSak riesia pomocou tejto druhej
metody.

Druhy princip matematickej indukcie. Nech a je prirodzené ¢islo a nech P(n) je
tvrdenie o n pre kazdé prirodzené ¢islo n > a. Ak
a) P(a) je pravdivé,
b) pre kazdé prirodzené cislo k > a z pravdivosti P(a), P(a + 1),...,P(k)
vyplyva pravdivost’ P(k + 1),
tak P(n) plati pre kazdé prirodzené &islo n > a.

Uz v dalsej kapitole o delitelnosti budeme vyuzivat’ obidva spésoby dokazu
matematickou indukciou, ktoré sme tu spomenuli.

Matematicka indukcia je metdda, ktorou sa moézeme pokisit’ riesit’ kazdy problém
typu: ,Dokézte, ze P(n) plati pre vSetky prirodzené ¢isla n > a“. Takéto tvrdenia
sa nazyvajui vSeobecné tvrdenia.

Iny typ tvrdenia je tzv. existencné tvrdenie, ktoré mozno vyjadrit’ v tvare:
,Existuje také x (patriace do nejakej mnoziny S), ze plati P(z)“. Tento typ tvrdenia
je mozné casto dokazat’ pomocou Dirichletovho principu.

3



Dirichletov princip. Nech k, n si nenulové prirodzené ¢isla. Ak je k-n + 1 ob-
jektov rozdelenych do n skupin, tak jedna zo skupin obsahuje aspon k+ 1 objektov.

Pouzitie tohto principu ukdzeme na nasledujicom jednoduchom priklade.

PRIKLAD 2. Vo vnttri §tvorca ABCD so stranou dfzky 1 je danych pat’ bodov
Py, P, P3, Py, Ps. Dokézte, Ze asponi jedna z useCiek P;P; mé velkost’ menSiu ako
V2

==

RIESENIE. Rozdel'me dany Stvorec isetkami, ktorych krajné body su stredy pro-
tilahlych stran, na styri zhodné stvorce. Velkost’ uhlopriecky kazdého z nich je ‘/75
Podl'a Dirichletovho principu (pre k = 1, n = 4) jeden z tychto stvorcov obsahuje
aspon dva body a ich vzdialenost’ je zrejme mensia ako @ d

Doésledkami uvedenych vlastnosti a d’alsimi vlastnost’ami prirodzenych cisel sa
budeme zaoberat’ este viackrat neskor.

Celé cisla. Uz jednoduchd algebraickd rovnica (teda rovnica typu (R)), napr.
z 4+ 2 = 0, ktorej koeficienty st prirodzené ¢isla nemd v obore prirodzenych Cisel
rieSenie. Suvisi to s tym, Ze k nenulovym prirodzenym c¢islam neexistuji opacné
cisla.

Ked’ chcel clovek vyjadrit’ hodnoty mensie ako nula (nadmorskd vyska pod
uroviiou morskej hladiny a pod.) zacal pouzivat’ aj opaéné ¢isla k prirodzenym
¢islam. Opacné &fslo k ¢islu z oznacujeme —z. Cislo opacéné k prirodzenému &islu,
ktoré uz nevyjadruje pocet prvkov nejakej mnoziny (nie je to uz prirodzené ¢islo),
nazyvame zaporné &islo. Opacné ¢islo —x je ¢islom z jednoznacne urcené a to
vzt'ahom

(9) x+ (—z) =0.

Treba si vSak uvedomit’, ze znak — pred symbolom premennej neznamena, ze ide o
zaporné ¢islo. Ak napr. x = —3, tak —z = 3.

Mnozinu v8etkych prirodzenych cisel a vSetkych k nim opa¢nych ¢isel budeme
oznacovat’ Z a nazyvat’ mnozina vsetkych celych ¢isel. Kazdé prirodzené cislo je
teda aj celym (celym nezdpornym) ¢islom.

Racionalne é&isla. Opit’ mozeme najst’ jednoduchu algebraicki rovnicu s celo-
¢iselnymi koeficientami, napr. 3 -z — 2 = 0, ktord nema celociselné riesenie. To je
dévod (matematicky) pre zavedenie raciondlnych ¢isel, ktoré zapisujeme pomocou
zlomkov. Ak a, b si celé ¢isla, pricom b # 0, tak § je zdpis (jeden zo zépisov)
raciondlneho ¢isla. Ku kazdému nenulovému raciondlnemu cislu 3 existuje tzv.

prevratené cislo %, ktoré je jednoznacne urcené ¢islom § a to vztahom

(10)

Q|

=1

Sl S|

Mnozinu vSetkych raciondlnych ¢isel budeme oznacovat’ pismenom @). Kazdé celé
¢islo je aj raciondlnym ¢fslom. V obore raciondlnych ¢isel ma kazd4 rovnica
a-z =b (kde a, b si raciondlne ¢isla, a # 0) riesenie.

Reidlne é&isla. Jednoduch4 rovnica s raciondlnymi koeficientami, napr. 2% —2 =

0 nemd v obore racionalnych ¢isel riesenie. Mdzeme to tiez interpretovat’ ako nasle-

dujici poznatok geometrickej povahy, zndmy uz starogréckym matematikom: ak
4



zostrojime rovnoramenny pravouhly trojuholnik, ktorého kazdé rameno méa dizku
1, tak dizku prepony (vieme, Ze je to \/§) nemozno vyjadrit’ ziadnym racionalnym
¢islom.

Kazdé raciondlne ¢islo mozno zndzornit’ (zobrazit’) na ¢iselnej osi. Z toho ¢o sme
uviedli ale vyplyva, ze nie kazdy bod ¢iselnej osi je obrazom niektorého racionalneho
¢isla. Znamend to, ze na Ciselnej osi existujui akési ,medzery“. Ak priddme k
raciondlnym ¢islam, ktorych tzv. dekadické zapisy si bud’ ukoncené alebo period-
ické neukoncené aj ¢isla s neukon¢enymi neperiodickymi zapismi (tzv. iracionélne
¢isla) dostaneme mnozinu vsetkych redlnych ¢isel. Budeme ju oznacovat’ pismenom
E.

Zakladné vlastnosti usporiadania a operdcii ostavaju v platnosti aj pre celé,
raciondlne a redlne ¢isla, avsak vlastnost’ (8) mé tvar

(8a) ak m<n a k>0, tak m-k<n-k,
(8b) ak m<n a k<0, tak m-k>n-k.

PRrIKLAD 3. Dokéaite, Ze pre I'ubovolné dve nezdporné reédlne éfsla a, b plati

aTH’Z\/a-b.

RIESENIE. Predpokladajme, ze uvedené tvrdenie neplati, teda ze plati: exis-

tuju také nezdporné redlne cisla a, b, ze “T“’ < va-b. Po umocneni postupnymi
(,,dovolenymi“) upravami dostdvame

a® + 2ab + b?

—— <ab,

4
a® + 2ab + b% <4ab,

a® — 2ab + b* <0,
(a —b)* <0.

Teda ak predpokladdme, ze plati negacia povodného tvrdenia, dostaneme neprav-
divé tvrdenie. To znamend, Ze pre I'ubovolné nezaporné redlne cisla a, b plati
povodné tvrdenie, t.j., ze aT—i-b >+Va-b. O

V predchadzajicom priklade bol pouzity tzv. dokaz sporom. Tymto aj d’alsimi
typmi dokazov sa budeme podrobnejsie zaoberat’ v Siestej kapitole. Po prestudovani
tejto kapitoly odporticame vratit’ sa k predchddzajicemu prikladu (a samozrejme
aj k d’alsim dokazom, ktoré sa dovtedy v texte vyskytnd).

Ku kazdému redlnemu c¢islu £ mézeme priradit’ nezdporné redlne ¢islo, ktoré sa
vold absolitna hodnota tohoto ¢isla. Absolitnu hodnotu redlneho ¢isla z oznacu-
jeme |z| a definujeme takto:

(11) |z| = =, ak z >0,
(12) |z| = —=, ak z < 0.

V nasledujicom tvrdeni si zhrnuté niektoré zakladné vlastnosti absolitnej hod-
noty.



VETA 1. Pre kaZdé redalne cislo a plati
a)  la|=]-adl,
b)  a<ld, —a<la.

Platnost’ tvrdeni uvedenych vo vete mézeme overit’ rozliSenim pripadov a > 0 a
a<0.

VETA 2. Pre lubovolné redlne ¢isla a, b platy

a)  |a+b| <la|+ b,

b)  la-bf =]al-[b].

DOKAZ. a) Nech a +b > 0. Pretoze (podla vety 1.b)) a < |a|, b < |b], s¢itanim
tychto nerovnosti dostdvame a + b < |a| + ||, t.j. |a + b] < |a| + |b]. Podobne v
pripade a + b < 0 (opdt’ podla vety 1.b)) —a < |a|, —b < |b|, z ¢oho —a — b =
—(a+0b) =|a+0b| <|a|+1b].

Cast’ b) je zrejme pravdivd, ak aspon jedno z cisel a, b je nulové a dokaz mozno
ukonéit’ rozlisenim nasledovnych §tyroch pripadov: 1. a > 0,56 >0,2. a > 0, b <0,
3.a<0,b>0,4.a<0,b<0. O

Komplexné c¢isla. Ukazuje sa, Ze ani rozsirenie ¢iselnej mnoziny na mnozinu
redlnych cisel nie je postacujuce. Opét’ existuje jednoduchd rovnica s redlnymi
koeficientami, napr. 2 + 1 = 0, ktord nem4 v obore redlnych &isel riegenie.
Mnozina redlnych ¢isel bola rozsirend na mnozinu komplexnych ¢isel, ktori budeme
oznacovat’ C.

Kazdé komplexné ¢islo mozno zapisat’ v tvare a + b - ¢, kde ¢ je tzv. imagindrna
jednotka, o ktorej plati
(13) i =1,

(t.j. 7 je vlastne jedno z rieSeni rovnice x> + 1 = 0 v obore komplexnych &isel).

Pouzivanie komplexnych ¢isel ma velky vyznam v aplikdcidch matematiky a to
najma vo fyzike a v technickych oboroch.

Pretoze ucivo o komplexnych ¢islach sa v niektorych triedach strednych §kol
nepreberd, budeme sa komplexnym ¢islam venovat’ trochu podrobnejsie.

Dve komplexné ¢isla a + bi, ¢ + di sa rovnaji, ked’ a = ¢, b = d.

Pre sicet a stucin komplexnych ¢isel a + bi, ¢ + di plati

(a+bi)+ (c+di) =a+c+ (b+ d)i,
(a + bi) - (¢ + di) =ac — bd + (ad + be)i.

Pri pocitani s komplexnymi ¢islami sa teda postupuje podobne ako pri s¢itovani a
nasobeni algebraickych vyrazov, pricom este pouzivame, ze > = —1.

PRrIKLAD 4. Néjdite redlne ¢isla z, y pre ktoré plati

2—d)z+ (5+6i)y =1-3i.

RIESENIE. Ak upravime l'avd stranu na tvar a + bi, dostaneme
(2x 4+ 5y) + (—x + 6y)i =1 — 34,
z ¢oho dostavame sustavu rovnic
20 4+ 5y =1, —x + 6y = -3,

O

I S
ktorej riesenim je x = {3, y = 7.



PRIKLAD 5. Néjdite vSetky komplexné &isla x +yi, pre ktoré (x+yi)? = —3 —4i
(tj. z +yi=+-3—4i).
RIESENIE. Po tprave dostavame
(2% — y?) + 22yi = —3 — 4i.
Tato rovnica je ekvivalentnd systému rovnic
2 —y® = -3, 2zy = —4.

Po umocneni obidvoch rovnic a séitan{ dostaneme (22 +y?)? = 25, z ¢oho 22 +y* = 5

(22 +y% = —5 nevyhovuje lebo x, y s realne ¢isla). Z tejto rovnice a z prvej rovnice
nasho systému rovnic dostdvame z? = 1, y> = 4 a teda z = £1, y = +2. Z druhej
rovnice sustavy vyplyva, ze ak x = 1, tak y = —2 a ak © = —1, tak y = 2. Dand

uloha maé teda dve rieSenia: 1 —2i a —1+2¢. O

Ak v rovine zvolime pravouhly suradnicovy systém, tak obrazom kazdého kom-
plexného ¢isla je préve jeden bod roviny. Obrazom ¢isla a+ bi je bod [a, b]. Niekedy
vSak za obraz Cisla a + bi pokladame vektor, ktory je dany orientovanou tseckou
so zaciatotnym bodom [0, 0] a koncovym bodom [a, b].

Komplexné ¢isla a + bi, a — bi sa volaju komplexne zdruzené cisla. Sucin
komplexne zdruZenych ¢isel (a + bi) - (a — bi) je nezdporné reélne &islo a? + b2
Cislo Va2 + b2 urcuje vzdialenost’ obrazu komplexného éfsla a + bi od zaciatku
suradnicového systému a nazyva sa jeho absolitnou hodnotou. Oznacuje sa |a+ bi|.

PrIikLAD 6. Uréte | 34i |

3—44
& 34+i _ (3+4)-(3444) _ 54155 _ 1 , 3. -~ , > 3+i
RIESENIE. 77 = G114 — 35 — 5 T5b 2 coho vyplyva, ze |374

1 9 _ V10
Vs ts="5% U
VETA 3. Pre lubovolné komplexné c¢isla u = a + bi, v =c+ di plati
lu+ o] <fu[+]ol o |u-v|=luf-]v].
DOKAz. Nerovnost’ |u + v| < |u| + |v| je postupne ekvivalentnd s nerovnost’ami
(pozor na umocnovanie, to nie je vzdy ekvivalentnd dprava):
[(a+ bi) + (¢ + di)| <|a + bi| + |c+ di],
la + ¢+ (b+ d)i| <|a+ bi| + |c+ dil,
Via+ e+ b+d)? <vVa2+ b2+ + 2,
(a+¢)? 4 (b+d)? <a®+bv* +2/(a® + ) - (3 + d?) + & + d°,
ac+bd <\/(a® + b2) - (2 + d?).

Ak ac + bd < 0, tak nerovnost’ ac + bd < /(a2 + b2) - (2 + d2) je pravdivé a teda
pravdivd je aj pévodna nerovnost’. Ak ac+ bd > 0, tak v ekvivalentnych tupravéach
pokracujeme d’alej a dostavame

(ac +bd)? <(a* +b?) - (* + d?),
<(ad)? — 2abcd + (be)?,

(ad — be)?.
7
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Pretoze nerovnost’ 0 < (ad — be)? je pravdiva pre I'ubovolné reélne ¢isla a, b, ¢, d,
je pravdiva aj povodnd nerovnost’.

Dékaz rovnosti |u-v| = |u|-|v| je jednoduchsi, pokiste sa ho zapisat’ samostatne.
O

Nech a+bi je komplexné ¢islo rozne od nuly. Velkost’ orientovaného uhla, ktorého
vrcholom je zaciatok suradnicového systému, zac¢iatotnym ramenom je kladné cast’
osi ¢ a koncové rameno prechddza obrazom ¢isla a + bi nazyvame argument alebo
amplitida ¢isla a + bi. Ak amplitidu komplexného ¢isla u = a + bi oznacime o, tak

a
Ccosp = —

|ul’

. b
singp = —.
|ul
7 toho dostaneme

a+ bi = |u| - (cosp + ising),

a to je tzv. goniometricky (trigonometricky) tvar komplexného ¢isla, ktory je
vyhodny najmé pri nasobeni a deleni komplexnych Gisel. Ak

u=|u|-(cosp+ising), v=|v|-(cosy+isiny),
tak

w-v =[ul - |v] - (cos(p +9) + isin(p + 1)),
u _Jul

- :m - (cos(p — 9) +isin(p —1)).

(%

Vzt'ah pre sucin dostdvame priamo pomocou suctovych vzorcov a pomocou neho
dostdvame vzt'ah pre podiel, ak si uvedomime, Ze pre prevrateni hodnotu cisla v

plati
1 1 .
>~ ol - (cos(—1) + isin(—v)))
(lebo prevratend hodnota je urcend rovnostou v - + =1).
Komplexné ¢&islo, ktorého absolitna hodnota je 1 (t.j. &islo, ktorého obraz lezi
na jednotkovej kruznici) sa nazyva komplexnd jednotka. Matematickou indukciou
mozno ukdazat’, ze pre mocniny komplexnej jednotky plati

(cos +isinp)” =cosn - @ +isinn - .

Uvedeny vzt'ah nazyvame Moivrova veta a pouzivame ho najméa pri umocnovani
komplexnych ¢isel.

Vznika prirodzend otdzka, ¢i aj teraz sa dd ndjst’ rovnica typu (R), ktord by
nemala v obore komplexnych ¢isel riesenie. V roku 1799 Gauss dokazal, ze kazda
algebraicka rovnica, ktorej koeficienty si komplexné ¢isla, méa v obore komplexnych
¢isel rieenie. To znamené, ze kvoli rieseniu rovnic typu (R) uz nie je potrebné obor
komplexnych ¢isel d’alej rozsirovat. Tymito otdzkami sa ale budete podrobnejsie
zaoberat’ neskor v predmete algebra.



Cviéenia.

1. Dokazte, ze pre I'ubovolné prirodzené ¢isla a, b, c,d plati: ak a < ¢, b < d,
taka+b<c+daja-b<c-d.

2. Dokazte, ze pre 'ubovolné prirodzené ¢&isla a, b, ¢ plati:

a)ak a+c<b+e tak a <b,
b)aka-c<b-cal<c tak a <b.

3. DokéZte, ze pre vSetky kladné prirodzené ¢isla n plati:

a) 142+ +n=3in(n+1),

b) 1*+2' +--- +n' = &5n(n+1)(2n + 1)(3n? + 3n — 1),
c)1—3+5 T+ —+—( N t2n—-1) = (- )*
d)1-2:3+2-3-44+---+nn+1)(n+2)= (n+1)(n+2)(n+3).

4. Dokézte, ze ak n je prirodzené ¢islo, tak:

a) 2 >2n+1 pre n > 3,
b) 27 > n? pre n > 5.

5. Dokazte ze pre kazdé prirodzené ¢islo n > 1 plati:
) S + et 1 — _n_

rz (n+1) i
b) nL—i-l n+2 +ot ﬁ = %

6. Nech S je stvorec so stranou dfzky 2 cm. Dokazte, ze z l'ubovolnych devi-
atich bodov leziacich v .S mozno vybrat’ také tri, ktoré si vrcholmi trojuholnika s
obsahom mensim ako %ch.

7. Dokazte, ze v kazdej skupine Siestich I'udi si bud’ aspon traja I'udia, ktori sa
navzajom poznajd, alebo aspon traja, ktori su si navzdjom neznami.

8. 7 aritmetickej postupnosti 1,4,7,...,100 vyberme 20 navzajom roznych
prirodzenych ¢isel. Dokazte, ze medzi nimi sd dve rozne ¢isla, ktorych sicet je 104.

8. Rozdiel 1/|40v/2 — 57| — v/40v/2 + 57 je celé ¢islo. Najdite ho.

9. Porovnajte cisla:

a) ﬁ, %, b) log; 108, logs 375.

10. Dokazte, ze pre 'ubovolné redlne ¢isla a, b plati:

a)a?+b*+1>ab+a+b,

b) (a® + %)% — (a® + %)% >

c) (a®> —b?)(a* — b*) < (a® — b%)2.

11. Dokazte, ze pre redlne &isla a, b, ¢ plati:

a)aka< —-1,b>2,tak2a+2—b—ab >0,

b)akl<a<b4+c<a+1,b<c tak b <a,

c) ak a+b > 0, tak a® + b® > a®b + ab?,

d) ak a > 1, b> 1, tak 4a’b* + 1 — a®(40* + 1) > 0.

12. Dokézte, ze pre kazdé kladné redlne a,b je (a+b) - (2 + §) > 4.

13. Dokazte, ze pre 'ubovolné redlne ¢islo a # 0, a > —1 a vsetky prirodzené
¢isla n > 2 plati tzv. Bernoulliho nerovnost’ (1 + a)” > 1+ an.

14. N§jdite redlne ¢isla x,y, ktoré vyhovuju rovnici

(1+20)zx+B3-5)y=1-3i.

o

15. Vypocitajte:
=\ 3
a) (2—-6i)+ (54+2i) — (7—5i), b) (5+3i)(2+2i), ¢ (—% + %) ;

d) (1+20)°, e) (1+2i)° — (1 - 2i)°,

4-3i  a+bi o (1+20)2—(1—i)

Divs Yaow Y arap—er
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16. Rieste sustavu rovnic

(3— i)z + (4 + 2i)y = 2 + 6i,
(4 + 2i)z — (24 3i)y = 5 + 4i.

17. Vypocitajte:

a) V2i, b)v8—6i, c)v2—-3i, d)V1-iV/3.

18. Vyjadrite v trigonometrickom tvare komplexné ¢isla 1+, 1 —1,
—1—-4, —1+iV3, 1—-iV3

19. Rieste rovnice:

a) |zl —x=1+2i, b)|z|+z=2+1.

20. Vypocitajte:

a) (L+40)*, b) (

1+iV3 * (=1+iV3)¥®  (=1-iV/3)
el B Ry g 1+

10
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2. Delitelnost’ celych cisel

V tejto casti pod pojmom ¢islo budeme rozumiet’ celé ¢islo.

Zo strednej aj zo zdkladnej Skoly pozndate delenie so zvySkom. Napriklad
70 : 11 = 6, zv. 4, t.j. 70 = 11 -6 + 4. Na zéklade takéhoto delenia moézeme
riesit’ napriklad nasledovnu ulohu. Aky den a kolko hodin bude o 194 hodin, ak je
dnes stvrtok 8 hodin rdno? Cislo 194 zapiSeme v tvare 194 = 24 - 8 + 2. Znamen4
to, ze o 194 hodin bude piatok 10 hodin dopoludnia, ¢o je hl'adané rieSenie nasej
tlohy. Pri rieSeni sme vyuzili nasledovné tvrdenie.

VETA 1 (0 DELENT SO zZvYSKOM). Ku kazdym dvom celym &islam a, b, b > 0,
ezistuje jedind dvojica celych ¢isel q, r, pre ktoré plati:

(1) a=b-q+r, 0<r<hb.

DOKAZ. 1. Najskor dokaZeme existenciu takej dvojice. Pretoze b > 0, tak b > 1,
z ¢oho dostdvame, ze —|a|-b < —|a| < a. To znamend, Ze existuje nejaky celociselny
nasobok ¢&isla b, ktory je mensi alebo rovny ako ¢islo a. Preto mnozina vsetkych
¢isel (rozdielov) tvaru a — bz obsahuje aspon jedno celé nezdporné (t.j. prirodzené)
¢islo. Na zaklade principu dobrého usporiadania existuje medzi ¢islami tvaru a — bx
najmensie prirodzené ¢islo. Oznacme ho r (nech je to napr. pre z = ¢q). Mdme
teda r = a — bg > 0. Dalej ukdzeme, 7e r < b. Ak by bolo r > b, tak &islo

r—b=a—bg—b=a—0b(¢g+1)>0

a—0blg+1)<a—bg

¢o nie je mozné, lebo a — bg je najmensie nezdporné z ¢isel tvaru a — bx. Preto
r <b.

2. Dokazeme jednoznacnost. Predpokladajme, ze okrem dvojice ¢isel g, r, pre
ktoré plati (1) a r je najmensie z ¢isel tvaru a — bz, existuje aj dvojica &isel ¢/, /,
pre ktoré plati

a=b-¢q +7, 0<7r <b.

Pretoze ¢islo 1/ je tiez ¢islom tvaru a — bz je r < r/. Potom 1’/ —r=b-(¢—¢') a
0 <r'—r < b. Odtial dostdvame 0 < b-(g—¢’) < b, ¢o je mozné len pre ¢ — ¢’ = 0,
t.j. pre ¢ = ¢ (podrobne to overte). Potom aj ' —r =0, t.j. ' =r. O

P0OzZNAMKA. Ak a, b st celé &isla, b < 0, tak podl'a predchadzajtcej vety existuje
jeding dvojica q, v, ze a = |blg+r, 0 < r < |b|. Potom a =b(—q) + 7, 0 <7 < |b).

PRIKLAD 1. a) Ak a =29,b=28,tak 20 =8-3+5, teda ¢ =3, 7 = 5.
b) Ak a =—-29, b= -8, tak —29 = (—8) -4+ 3, teda g =4, r = 3.

c) Ak a =—-29,b=38, tak —29 =8-(—4) + 3, teda ¢ = —4, r = 3.

d) Ak a =29, b= -8, tak 29 = (—8) - (—=3) + 5, teda ¢ = —3, r = 5.

s ovs

Budeme hovorit, ze éislo a # 0 deli ¢islo b ked’ existuje také ¢islo ¢, ze b = a - q.
Skutoc¢nost’, ze ¢islo a delf ¢islo b budeme zapisovat’ a | b a hovorit’ tiez, ze
¢islo b je delitelné ¢islom a alebo ¢islo b je ndsobkom ¢isla a. Symbol afb bude
znamenat’, ze a nedeli b.
V nasledujicej vete zhrnieme niektoré zékladné vlastnosti delitelnosti.
1



VETA 2. Pre kazdé a,b,c € Z plati:

a) 1| a; ak a#0, tak ala, a0,

ak a|b,b#0 tak |a| <|b,

ak al|b, tak a|-b, —a|b, —a|-b,

ak a|bblec, tak a]c,

ak al|b,c#0, tak a-c|b-c,

ak al|byalc, tak alb-z+c-y prelubovolné z,y € Z.

=3

- O &0
S N N N

Na ukézku urobime dokaz casti b) a d).

DOKAZ. b) Ak a | b, b # 0, tak existuje ¢ € Z, ze b = a - q. Potom |b| = |a| - |q|.
Pretoze b # 0, tak 1 < |g|, z ¢oho |a| < |a| - |q]| = |b]-

d) Ak a | b, b]| ¢, tak existuji q1,q2 € Z, ze b = a-q1, ¢ = b-qa, z ¢oho ¢ = a-q1 - qo,
kde q1 - q2 € Z, ¢o znamend, ze a | ¢. O

Cislo d sa nazyva spolocénym delitelom &isel a, b, ak d | a, d | b. Z vety 2
b) vyplyva, ze mnozina vsetkych spolo¢nych delitelov ¢isel a, b, z ktorych aspon
jedno je nenulové je kone¢na. Najvacsi prvok tejto mnoziny nazveme najvdcsim
spoloénym delitel'om &isel a, b a budeme ho oznacovat’ D(a, b).

Analogicky moézeme zaviest’ aj najvacsieho spolo¢ného delitel’a troch a viac ¢isel.

Z vety 2 b), ¢) vyplyvaji nasledovné tvrdenia.

LEMA 1. Ak a|b, tak D(a,b) = |al.
LEMA 2. Pre vietky a,b € Z také, Ze a # 0 alebo b # 0 je D(a,b) = D(|al, |b]).

Z lemy 2 vyplyva, ze pri urcovani najvacsieho spoloéného delitel'a sa moézeme
obmedzit’ na prirodzené ¢isla a tak to budeme vécSinou aj robit’.

LEMA 3. Ak a=b-q+r, tak D(a,b) =D(b,r).

DOkAZ. Ak d | a, d | b, tak podla vety 2 f) d | r. Ak d | b, d | r, tak (opat
podla vety 2 f)) d | a. To znamen4, Ze mnozina vSetkych spolo¢nych delitelov ¢isel
a, b sa rovna mnozine vsetkych spolo¢nych delitelov &isel b, r, z ¢oho uz vyplyva,
ze D(a,b) =D(b,r). O

Na vypocet najvacsieho spoloéného delitel'a dvoch ¢cisel existuje metdoda, ktora
sa nazyva Euklidov algoritmus.
Nech a, b # 0 st prirodzené ¢isla. Potom, podla vety 1, existuji prirodzené ¢isla
qi, T1, Z€
a=b-q + 71, 0<r <b.

Ak rqy # 0, k ¢islam b, rq existuju prirodzené ¢isla gz, ro, Ze
b=r1-q+ 73, 0<ry <rq.

Podobne, ak ro # 0 aj k ¢islam r1, ro existuju &isla gs, r3, ze
rL =" q3+T3, 0<rs <ry.

Takto mozeme postupovat’ d’alej. Pretoze ¢isla b, 11,72, 73, ... tvoria klesajicu pos-
tupnost’ prirodzenych ¢isel, bude po koneé¢nom pocte krokov niektory zvysok r,
2



nulovy. Dostaneme tak ststavu

a="b-q +rg, 0 <ri <b,

b=r1-q +1o, 0 <ry <y,

T =7T2-q3+ T3, 0 <r3z <y,
Th—3 =Th—2"qn-1+Tn-1, 0<r,_1 < Tn—2,

Tn—2 =Tn-1"qn + 0.
Z lemy 1 a lemy 3 dostavame, ze
D(aa b) = D(bv 7ﬂl) = D(rla TZ) == D(rn—QaTn—l) = D(Tn—l»o) =Tn-1-

Opisany postup hladania najvacsieho spolo¢ného delitel'a sa nazyva Euklidov al-

.....

Euklidovom algoritme.
VETA 3. Ak najvdcsi spoloény delitel’ ¢isel a,b € N je ¢islo D(a,b), tak existuji
také celé c¢isla x, y, Ze D(a,b) =x-a+y-b.

DOkAz. Ak b =0, tak D(a,b) =a=1-a+0-b. V pripade, ked’ b # 0 urobime
dokaz matematickou indukciou vzhl'adom na pocet krokov potrebnych na vypocet
najvécsieho spoloéného delitela ¢isel a, b.

1. Ak je na vypocet potrebny jeden krok, t. j. ak a = bq, tak D(a,b) = b =
0O-a+1-b.

.....

.....

jadrit’ v menej ako k krokoch, £ > 1. Nech najvacsi spolo¢ny delitel’ cisel a, b
mozeme vypocitat’ v k krokoch. K ¢islam a, b existuju ¢isla q, r, ze

(a) a=b-q+r, 0<r<hb.

D(b,r) mozeme vypocitat’ pouzitim Euklidovho algoritmu v k& — 1 krokoch, preto
podla indukéného predpokladu existuju také ¢isla u, v, ze

(b) Db, r)=u-b+v-r
Z (a) a (b) potom dostdvame
D(a,b) =D(b,r) =u-b+v-r=u-b+v-(a—b-q) =
=v-a+(u—q-v)-b=x-a+y-b,
kdez=v,y=u—qve Z. O
Ak D(a,b) = 1, tak hovorime, ze ¢isla a, b si nesiddelitelné.

PRIKLAD 2. Najvacsi spoloény delitel’ ¢isel 754 a 221 vyjadrite v tvare 754z +
221y, z,y € Z.

RIESENIE. Najprv pomocou Euklidovho algoritmu vypoéitame D(754, 221).

754 = 3. 221 + 91,
221 = 2-91 + 39,
91 =239+ 13,
39 =313,

3



teda D(754,221) = 13. Z predposlednej rovnosti vyjadrime ¢islo 13 a postupne
dosadzujeme z druhej rovnosti za ¢islo 39 a z prvej rovnosti za ¢islo 91. Dostdvame,
13=91-2-39=91-2-(221—-2-91) =5-91—-2-221 =5-(754—3-221) —2-221 =
5754+ (—17)-221. O

S vyuzitim vety 3 mozeme odvodit’ nasledovné dve tvrdenia.
VETA 4. Ak a|b-¢ a D(a,b)=1, tak a]c.

DOKAZ. Podla vety 3 existuji celé ¢isla x, y, ze 1 = az+by. Potom ¢ = axc+bcy.
Pretoze podla predpokladu a | be, je prava strana poslednej rovnosti delitelnd
¢islom a a teda aj a|c. O

VETA 5. Ak al|c¢, b|lc a D(a,b)=1, tak ab]c.

DOKAZ. Ak alc, b|c, tak ¢ = az, ¢ = by, teda ax = by, o znamena, Ze a | by.
Pretoze D(a,b) = 1, tak podla predchddzajicej vety a | y, teda y = az. Potom
¢ = by = baz, o znamend, ze ab | c. O

PRIKLAD 3. Dokézte, ze pre kazdé celé ¢islo n je n® 4 11n nasobkom é&isla 6.

RIESENIE. Vyraz n? + 11n upravime takto:
nP+1ln=n>-n+12n=(n— 1)n(n+1) + 12n.
Sicin (n — 1)n(n + 1) je delitelny dvoma aj troma lebo z dvoch po sebe idicich
(celych) ¢isel je jedno pérne a z troch po sebe iducich éisel je jedno delitelné tromi
(podrobne to preverte a zapiste). Potom podla vety 5 ¢islo 2 -3 = 6 deli (n —
L)n(n + 1) a pretoze 6 | 12n, tak (podla vety 2 f)) 6 | (n® + 11n). O

VETA 6. Nech a,b € Z, a # 0 alebo b# 0. Cislo d > 0 je najvicsim spolocnim
delitel'om ¢isel a, b vtedy a len vtedy, ak md nasledujice dve vlastnosti

a) d|a, d|b,

b) ak cla,c|b, tak c|d.

DOKAZ. 1. Nech d je najvacsi spolocny delitel ¢isel a, b. Vlastnost’ a) je splnend
a naviac d = axg + byo (zo,y0 € Z). Ak ¢ | a, ¢ | b, tak podla vety 2 f) ¢ | d a
teda aj vlastnost’ b) je splnend.

2. Nech ¢&islo d mé vlastnosti a), b). Ak ¢ je spolo¢ny delitel’ ¢isel a, b, tak podla

cisel a, b. O

Cislo m sa vold spolocngm ndsobkom &sel a # 0, b # 0, ak a | m aj
b | m. Najmens{ prvok z mnoziny kladnych spolo¢nych ndsobkov éisel a, b nazveme
najmensim spoloénym ndsobkom &isel a, b a budeme ho oznacovat’ n(a, b).

Analogicky mozeme zaviest’ najmensi spoloény nasobok troch a viac ¢isel.

.....

delitel’ a najmensi spoloény nasobok sme definovali jednoznacéne. Tento pristup je
obvykly v tedrii ¢isel (krdlovskej discipline matematiky s velkym poctom stirocia
otvorenych problémov). V modernej algebre sa skima delitelnost’ aj u inych objek-
tov ako celé ¢isla a tam sa stretnete s modifikovanymi definiciami, podla ktorych
napriklad 0 | 0 alebo n(4, 6) moze byt’ aj —12.

VETA 7. Nech a,b € Z. Cislon > 0 je najmendim spoloénym ndsobkom éisel a,
b vtedy a len vtedy, ak md nasledovné dve vlastnosti
a) aln, bl|n,
4



b) ak a|m,b|lm tak n|m.

DOKAZ. 1. Nech n je najmensi spoloény nasobok &isel a, b. Zrejme vlastnost’ a)
je splnena. Nech m je spoloény nasobok ¢isel a, b. Pre m, n existuje jedind dvojica
celych ¢isel ¢, r takd, ze

m=nq+r, 0<r<n.

Z toho vyplyva, ze a | r aj b | r. Pretoze n je najmens{ spoloény nasobok &isel a, b
jer=0atedan|m.

2. Nech pre n plati a), b). Ak m je kladny spolo¢ny ndsobok &isel a, b tak podla
b) n | m, ¢o znamend, ze n < m a teda n je najmensi spoloény nasobok. O

Nasledujice tvrdenie opisuje sivis medzi najvacsim spolotnym delitelom a naj-
mensim spoloénym nasobkom.

VETA 8. Pre lubovolné dve kladné celé éisla a, b plati

a-b
D(a,b)

=n(a,b).

DOkAzZ. Oznatme d = D(a,b). Potom a = d-d’, b = d -V, pricom zrejme
D(a’,b’) = 1 (lebo v opa¢nom pripade by ¢islo d nebolo najvaésim spoloénym
delitelom). Pretoze

a-b d-d-b - a-b a-d-bV y
— = a . —_— = = a .
d d ’ d d ’
je “T'b celé ¢islo a je spoloénym nasobkom ¢isel a, b.

Nech aj m je spoloény nasobok ¢isel a, b, t.j. m = a-u, m = b-v. Potom

a-u = b-v, z ¢oho po dosadeni a krdteni dostdvame o' - u = b - v. Pretoze

D(a’,b") =1, tak o’ | v, t.j. vza’-ram:b-a'-rz%'bW. Cl'slo%btedadeh’m,

¢o podla vety 7 znamend, ze %b je najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel a, b. [

s vz

Kazdé prirodzené ¢islo n > 1 je delitelné ¢islami 1 a n. Nazyvame ich trividinyms
delitel'mi ¢isla n.

Prirodzené ¢islo n > 1, ktoré je delitelné len ¢islami 1 a n sa nazyva prvoéislo.
Prirodzené ¢islo n > 1, ktoré nie je prvocislom sa nazyva zloZené ¢éislo.

VETA 9. Ak je prirodzené ¢islo a zloZené, tak jeho najmensi kladny netrividlny
delitel’ je prvocislo p, pre ktoré plati p? < a.

DOKAZ. Ak p je najmensi kladny netrividlny delitel’ &isla a, tak a = px, kde
p < z. Ak by p nebolo prvocislo, tak p = p; - p2, kde 1 < p; < p, 1 < ps < p.
Potom a = p;-p2 -z a p by nebol najmensi kladny netrividlny delitel’ ¢isla a. Preto
je p prvoéislo. Pretoze p < z, tak p> <pr=a. O

VETA 10. Existuje nekonecne mnoho prvocisel.

DOKAZ. (Sporom.) Predpokladajme, Ze vSetkych prvocisel je koneéne mnoho,
t.j., ze existuje k € N, Ze p1,pa,...,pr s prave vietky prvoéisla. Potom éislo
p=p1-p2-... Pk + 1 je prirodzené ¢islo a p > p; pre kazdé i € {1,2,...,k}. Ak je
p zlozené ¢islo, tak je delitelné niektorym z uvedenych prvocisel, teda existuje j €
{1,2,...,k}, ze pj | p. Potom podla vety 2 plati, ze p; deli ¢islo p—p1-pa-....pr = 1,
¢o je spor. [J

Aj ked prvocisel je nekonecne vela, existuji l'ubovolne dlhé tdseky po sebe iducich

¢isel, z ktorych ani jedno nie je prvocislo.
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VETA 11. Ku kaZdému prirodzenému ¢islu n existuje postupnost’n po sebe idi-
cich zloZengch prirodzengch éisel.

DOKAzZ. Skimajme n za sebou iducich ¢&isel
(m+1)!1+2, (n+1!+3, ..., (n+D!+n+1.

Vsetky tieto ¢isla si zlozené, lebo &islo (n + 1)! + 4 je delitelné &islom 4, ¢ €
{2,3,...,n+1}. O

VETA 12. Nech ay,as,...,a, su prirodzené Cisla a mech p je prvocislo. Ak
p | aias...an, tak pre niektory cinitel’ a; plati p | a;.

DOKAZ. (Matematickou indukciou.) 1. Nech p | ajas. Ak pfay, tak D(p,a1) =
1 a podla vety 4 plati p | as.

2. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n — 1 ¢initelov. Nech p | a1as. .. ay,.
Oznatme a = ajas . ..a,—1. Pretoze p | a- a,, z prvej casti dékazu vyplyva, ze p | a
alebo p | ay,. Cislo a je si¢in n — 1 Enitelov, s vyuzitim indukéného predpokladu
teda dostdvame, ze pre niektory ¢initel plati p | a;. O

VETA 13. KaZdé zloZené prirodzené éislo je sucinom konecného poctu prvodcisel.

DOKAZ. (Matematickou indukciou.) 1. Pre najmensie zlozené prirodzené &islo
tvrdenie plati, lebo 4 =2 - 2.

2. Nech n je zlozené ¢islo a kazdé zlozené ¢islo mensie ako n nech ma uvedeni
vlastnost’. Podla vety 9 je n = p-ni, kde p je prvocislo. Pretoze n; < n, na zaklade
indukéného predpokladu dostdvame, ze ak nj nie je prvocislo, tak n; je suc¢inom
kone¢ného poctu prvocisel. Z toho vyplyva, Ze aj n je suic¢inom kone¢ného poctu
prvocisel. [

DOSLEDOK. KaZdé prirodzené éislo n moZeme zapisat’ v tvare

Zn

(1) Pyt Py Dy

kde py < po < --- < py, su prvocisla a z1, 22, ..., 2z, st kladné celé éisla.

Sucin (1) voldme kanonicky rozklad. Ak pripustime aj nulové exponenty, tak
hovorime o zovseobecnenom rozklade alebo kratko o rozklade.

VETA 14. (Zikladna veta aritmetiky.) KaZdé prirodzené cislo n md jeding
kanonicky rozklad.

DOKAZ. Vzhladom na predchddzajici dosledok uz staéi dokdzat’ len jednoznac-
nost’.
Predpokladajme, ze n ma dva rozklady

n=p'...pF aj n=gq¢"...q".
Potom
(2) Pt =at gt
Z toho vyplyva, ze p1 | ¢i*...q;" a teda podla vety 12 existuje j € {1,...1}, ze

p1 | g; a pretoze pi, g; st prvocisla, tak p; = ¢;. Podobne, kazdé z ¢isel ps...py
6



je rovné niektorému z Cisel ¢ ...q;, ¢ize k < [. Analogicky | < k, teda k = L.
Pretoze py < -+ < pp, q1 < -+ < q, tak p1 = q1,...,pr = q&. Ostava dokazat’, ze
r1 = S1,...,Tk = Sg. Nech pre nejaké i € {1,2,...,k} je r; > s;, t.j. 7, —s; > 0.
Vydelme obidve strany rovnosti (2) ¢islom p;*. Dostdvame

(3) Py T g =ty

Lav4 strana rovnosti (3) je delitelnd ¢islom p;, ale pravé nie, ¢o je spor. Plat{ teda
1 =S81,...,Tp = Sk. [

VETA 15. Nech a = p{* -py?-...-pi» je kanonicky rozklad ¢isla a € N*. Potom
b e NV deli a prdve vtedy, ked’ md zovseobecneny rozklad tvaru

(4) b=pi"-py’ ..y,
kde 0 <s; <r;prei=1,2,...,n.

DOKAZ. 1. Predpokladajme, Ze b | a, t.j., Ze a = b- c. Potom kanonicky rozklad
¢isla a dostaneme upravou sucinu kanonickych rozkladov ¢isel b, c. Z jednoznac
nosti rozkladu ¢isla a vyplyva, ze ¢islo b moze mat’ len rozklad (4), pricom s; < r;
pret=1,...,n.

2. Nech b ma rozklad (4). Potom

_.r T Tn __ o S1+T1—S So+ro—s S +Tn—Sn __
a_pll_p22._._.pn _pll 1 1.p22 2 QP:L _
S S n r1—5 To—S§ n—Sn __
:pll-p22.._..pfl .pll 1.p22 2.'...p:l s _b.q
kde g =pi =t . p2752 . _.prn—sn ¢ Nt atedab|a. O

Vzhladom na to, zZe sa pri rozklade priptist’ajui aj nulové exponenty mézeme pred-
pokladat’ (bez ujmy na vSeobecnosti), ze v rozkladoch dvoch réznych prirodzenych
Cisel su rovnaké prvocisla.

VETA 16. Ak a, b st nenulové prirodzené c¢isla a

a=pit...p", b=rpi'...p"

st ich zovieobecnené rozklady, tak D(a,b) = pi* ...plr, n(a,b) = pi* ... pi», kde

n

t; = min(r;, s;), w; =max(r;,s;), i=1,2,...,n.

DOKAzZ. Oznaéme d = pi*...ptr. Podla vety 15 plati d | a, d | b. Nech g | a,
g | b. Potom g = plfl ...pﬁ”, kde k; <r;, ki < s;,i=1,2...n, z ¢oho vyplyva, ze
k; <t;,i=1,2,...,n, ¢o znamend, ze g | d. Podla vety 6 je teda d = D(a,b).

Analogicky sa dokéze aj Cast’ tvrdenia tykajica sa najmensieho spolo¢ného na-
sobku. [

S vyuzitim poznatkov o rozkladoch je dokaz vety 8 jednoduchy, podrobne si ho
zapiste.

PozNAMKA. Uvedeny sposob uréenia najviaésieho spoloéného delitel’a a najmen-
§ieho spolo¢ného nasobku pomocou kanonickych rozkladov je mozné prirodzenym
sposobom zovseobecnit’ pre 'ubovolny koneény pocet Cisel.
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Cvicenia

1. Dokazte, ze druht mocninu kazdého prirodzeného ¢isla mozno napisat’ bud’
v tvare 4k alebo v tvare 4k + 1, k € N.

2. Dokazte, ze stcet stvorcov styroch po sebe idiicich ¢isel nemoéze byt’ Stvorcom
celého cisla.

3. Dokazte, ze z n po sebe iducich celych &isel je prave jedno delitelné ¢islom

4. Dokézte, ze pre kazdé n € N je n3 4 17n nasobkom ¢isla 6.

5. Dokézte, ze sucet tretich mocnin troch po sebe idicich ¢isel je ndsobkom
¢isla 9.

6. Dokazte, ze ak a,b € Z nie st ndsobkom troch, tak a? + b? 4 1 je ndsobkom
troch.

7. Dokézte, ze pre kazdé n € N je 3" + 5 - 28715 ndsobkom &isla 23.

14n+3
2In+4"

9. N3§jdite také dve ¢isla, ze ich sicet je 60 a sicet ich najvacsieho delitela a
najmensieho nasobku je 84.

8. Zistite, ¢i pre nejaké n € N sa da kratit’ zlomok

10. Je dany trojélen 222 — x — 36. N4jdite vsetky prirodzené &isla, pre ktoré je
hodnota daného trojclena rovna druhej mocnine prvocisla.

11. N3jdite najvacsi spolo¢ny delitel’ a najmensi spoloény nasobok &isel
a) 32, 40, 54; b)840, 900, 1100.

12. Ktorym najmensim prirodzenym ¢islom je treba nasobit’ ¢islo 9450, aby sme
dostali druht mocninu prirodzeného ¢isla?

13. N§jdite najviicsieho spoloéného delitela éisel f(n) = 5375 — 227 n € N.

n

14. N4jdite najmensie prirodzené &islo n s touto vlastnostou. Cislo 5

mocnina, 7 tretia mocnina a ¥ piata mocnina prirodzeného cisla.

15. Dokazte, ze existuje prave jedno prirodzené éislo n, ze 28 4+ 21 +27 je druha
mocnina prirodzeného ¢isla.

je druha

16. Dokazte, ze pre I'ubovolné ¢isla a, b, ¢ plati
D(D(a,b),c) = D(a,b,c) = D(a,D(b,¢)), n(n(a,bd),c) =n(a,b,c) =n(a,n(b,c)).
17. Pomocou vety 16 ukézte, ze

D(a,n(b,c)) = n(D(a,b),D(a,c)), n(a,D(b,c)) = D(n(a,b),n(a,c)).



3. Zakladné pojmy tedrie mnozin

Skumanie nekoneénych siborov bolo pre nemeckého matematika G. Cantora im-
pulzom pre zavedenie pojmu mnozina. S uvahami tykajicimi sa mnozin sa mozno
stretnut’ uz aj u jeho predchodcov, ale az Cantor ukdzal aky silny aparat z hl'adiska
skimania nekonecna, ale aj z hladiska rozvoja vSetkych matematickych disciplin,
mozno ziskat’ zavedenim pojmu mnozina. Za zrod teérie mnozin mozno preto pok-
ladat’ rok 1872, kedy Cantor uverejnil prvi pracu o mnozinach. V sicasnosti mozno
tedériu mnozin a matematicku logiku pokladat’ za vychodiskd (zdklady) matematiky.
So zakladnymi pojmami, ktoré zavedieme v tomto ¢lanku sa budeme v matematike
stretavat’ pocas celého §tudia.

Primit{ivnymi pojmami teérie mnozin (ktoré nedefinujeme) st: mnozina, prvok
mmnoZziny, je prvok mnoZiny (prislusnost’ prvku mnozine). Rozsah a zmysel tychto
pojmov sa v tedrii mnozin vymedzuje pomocou zakladnych postulatov-axiom, ktoré
o nich predpokladdme. Vsetky ostatné pojmy tedrie mnozin a dokonca aj vsetky
ostatné matematické pojmy mozno pomocou nich postupne definovat’. S axiémami
tedrie mnozin sa vSak zoznamite az neskor. Zatial’ sa uspokojime s tym, ze pojmy
mnozina, prvok mnoziny, prislusnost’ prvku mnozine (vzt’ah byt’ prvkom mnoziny)
dobre poznate z predchadzajuceho stidia. Tiez predpokladdme, ze ste si uz osvojili
aj elementarne poznatky o mnozindch. Napriek tomu si niektoré z nich pripome-
nieme.

Mnozina je uréend (dand) vtedy, ked’ o kazdom objekte mozno rozhodnut’ (aspon
v principe), ¢i je jej prvkom, alebo nie je jej prvkom. Napriklad, nevieme zatial
rozhodniit’, ¢ éislo 3'°9%" 4 2 je alebo nie je prvoéislom, ale je to len désledok
nagich suc¢asnych ohrani¢enych moznosti. Napriek tomu tvahy o mnozine vsetkych
prvocisel si v matematike bezné.

Ak z je prvkom mnoziny A piseme z € A, v opa¢nom pripade piseme z ¢ A.
Ak prvkami mnoziny A su ¢isla 1, 2, 3 a iné prvky mnozina A nemd, piSeme
A={1,2,3} alebo A ={1,3,2} apod. V takomto pripade hovorime, ze mnozina
je dand vymenovanim prokov. Prazdnu mnozinu (t.j. mnozinu, ktord nemd ziadny
prvok) budeme oznatovat’ symbolom §.

DrerINiciA 1. Hovorime, Ze mnozina A je podmnoZinou mnoZiny B a piSeme
A C B, ak kazdy prvok mnoziny A je prvkom mnoziny B.

Ked’ chceme zdoraznit’, ze A C B a A # B, tak piseme A C B a hovorime,
7e A je vlastnou podmnozinou mnoziny B.

PozNAMKA. V niektorej literature (véitane stredoskolskych ucebnic) sa vak
namiesto A C B pise A C B anamiesto A C B sa potom pise A& B.

Rovnost’ mnozin je charakterizovana nasledovne:

A =B vprave vtedy, ked AC B aziroven B C A.

Teda mnozina je, na rozdiel napriklad od spolku (I'udi), jednoznacne dana svojimi
prvkami (rézne spolky mézu mat’ tych istych ¢lenov, ale rézne mnoziny nemozu
mat’ presne tie isté prvky).

Vel'mi uzitotnym matematickym pojmom je pojem usporiadand dvojica. Pre
usporiadané dvojice je charakteristickou nasledujica vlastnost’

(1) [z1,22] = [y1,y2] prave vtedy, ked z1 =y; atiez zy = ys.

Naproti tomu  {z1,22} = {y1,y2} ak =z; = y; alebo z; = y» a zdroven
To = y1 alebo xy = yo.



Pomocou pojmu mnozina mézeme usporiadani dvojicu definovat’ napriklad tak-
to.

DEFINiCIA 2. Usporiadanou dvojicou [z1,xs] s prvou zlozkou z; a s druhou
zlozkou x5 nazyvame mnozinu  {{z1,z2},{z2}}.

Overte, ze pre uvedenym sposobom zavedené usporiadané dvojice naozaj plati
(1).
Pod usporiadanou trojicou [z1,z2,x3] s prvou zlozkou z, s druhou z2 a s
tret'ou x3 budeme rozumiet’ usporiadand dvojicu [[z1, z2], z3]. Analogicky mozeme
zaviest’ usporiadani Stvoricu, péticu, atd’.

DrrINfcia 3. Nech n je kladné prirodzené ¢islo. Usporiadani n-ticu
[z1,%2,...,%,] definujeme indukciou takto:

1. [’El] =1T1.

2. Ak n>1, tak [z1,Z2,...,2,] = [[T1,22,-. ., Tpn1], Tn)-

PRIKLAD 1. |[a,b,¢,d] = [[a,b,c],d] =][[[a,b],c],d]. O

Zrejme plati

[Z1,. ., Zn] = [Y1,---,Yn] vtedy a len vtedy, ked z1 =y1, ..., Ty, = Yn.
PozNAMKA. U zdpisov typu [z1,...,2,] nevyluéujeme ani moznosti n =1 a
n = 2.V pripade n =1 chépeme zapis [z1,...,2,] ako [z1], v pripade n =2

ako [.’El,.’Ez].

U zépisov mnozin danych vymenovanim prvkov nie je zvykom pouzivat’ zapisy
typu {1,2,2,3}, kde sa opakuje zdpis ¢isla 2. Ak by sme vSak takito dohodu
vzdy dodrzali, mali by sme komplikiciu napriklad s uvedenim mnozinového mod-
elu usporiadanej dvojice. Preto tedria mnozin uvedeny zapis nezakazuje. Pritom
zapis {1,2,2,3} reprezentuje trojprvkovi a nie stvorprvkovi mnozinu, jej prvkami
su ¢isla, nie symboly (¢islice) vytlacené na papieri. V dalsom texte vsak aj my
napriklad u zépisu {a,b,c} budeme predpokladat’, ze a # b # ¢ # a.

DrrINfciA 4. Nech A, B st mnoziny. Pod kartezidnskym sti¢inom
Ax B mnoziny A a mnoziny B rozumieme mnozinu vetkych usporiadanych dvojic,
ktorych prva zlozka je prvkom mnoziny A a druha je prvkom mnoziny B.

PrRIKLAD 2. {1,2,3} x {a,b} = {[1,q],[1,0],[2,a],[2,0],[3,qa],[3,b]}. O

Kartezidnsky sucin A x A ¢asto zapisujeme struéne A2. Napriklad {3,5}% =
{[3,31,[3,51,[5,3], 5, 5]}

Podobne mozno definovat’ kartezidnsky sicin A x B x C' troch mnozin (ako
mnozinu usporiadanych trojic), styroch mnozin, atd’. Upozorfiujeme, ze v sulade s
definiciou 3 plati AXxBxC=(AxB)x(C, ale (AxB)xC#Ax(BxC().

V&imnite si, ze A x B = B x A vtedy a len vtedy, ked A = B alebo niektora
z mnozin A, B je prazdna.

V matematike sa Gasto zaoberame skiimanim vzt'ahov medzi objektami (¢islami,
priamkami, geometrickymi utvarmi a ¢islami, atd.) Rozsah pojmu vzt'ah vsak
nie je vymedzeny ani ziadnou definiciou ani skupinou nejakych zakladnych pos-
tuldtov (axiém). Preto zavedieme pojem reldcia, ktory mozno definovat’ pomocou
uz skor uvedenych pojmov a ktory pojem vztahu vhodne reprezentuje (a moéze ho
nahradzat’).



DEFIN{cIA 5. Bindrnou reldciou (stru¢ne reldciou) nazyvame kazdd mnozinu
usporiadanych dvojic.

Ak R je relicia a [a,b] € R casto piseme aRb a hovorime, ze prvok a je v
relacii R s prvkom b, alebo, ze relacia R prirad'uje k prvku a prvok b.

PRIKLAD 3. Vztah byt’ mensim na mnozine ¢isel {1,2,3,4} je reprezentovany
relaciou
{11,2],[1,3],[1,4],[2, 3], [2,4], [3, 4]}
Vzt'ah byt’ ndsobkom je (na tej istej mnozine) reprezentovany relaciou
{11,1],]2,1],13,1],[4,1],[2,2],[4, 2], [3, 3], [4.4]}. O

Pocas predchadzajiceho stidia matematiky ste sa obozndamili napriklad s rela-
ciami, ktoré oznacujeme symbolmi <, <, €, C, L, ||, &, ~.

DEFINiCcIA 6. Nech R je bindrna reldcia. Definicnym oborom (prvym oborom)
relacie R nazyvame mnozinu D(R), ktord je dana takto:

a € D(R) vtedy a len vtedy, ked existuje prvok b o ktorom plati [a, b] € R.
Obor hodnot (druhy obor) relicie R je mnozina H(R) dand takto:

be H(R) vtedy a len vtedy, ked’ existuje prvok a, o ktorom plati [a,b] € R.

PrikLaDp 4. Ak R ={[0,0],[0,1],[1,1],[1,2],[1,3]}, tak D(R)={0,1},
H(R) = {0,1,2,3}. O

Ak R je relacia a A, B su mnoziny, o ktorych plati D(R) C A, H(R) C B
hovorime, ze R je reldcia z mnoziny A do B. Ak R je relacia z A do A hovorime, ze
R je reldacia na mnoZine A. Napriklad reldcia, ktora bola dand v predchadzajicom
priklade, je relaciou z mnoziny {0,1} do {0,1,2,3}, ale aj reldciou z {0,1,2}
do {0,1,2,3,4,10,11}, aj reldciou na mnozine N, atd.

PRIiKLAD 5. Nech R je reldcia z E do E definovand takto:
[z,y] € R vtedy a len vtedy, ked’ 22 — 2zy +y? — 22 — y = 20.
Urcte prvy a druhy obor relacie R.

RIESENIE. Uvedent podmienku moézeme zapisat’ v tvare

(a) 2 2.2y +2)+y* —y—20=0
aj v tvare
(b) y> —y.(2r+ 1)+ 2% — 22— 20 = 0.

Ak (a) pokladdme za kvadratickd rovnicu s nezndmou z zistime, ze ¢islo x spliiajice
(a) existuje prave vtedy, ked’ diskriminant tejto rovnice je nezdporny, t. j. ked’
[~(2y +2)]> — 4y®> + 4y + 80 > 0. Po tprave dostaneme y > —7. Analogicky z
(b) mozno dostat’, ze x> —2T.

Z uvedeného vyplyva, ze D(R) = (-2, 00), H(R)=(-T7,00). O

4
S inymi, ako bindrnymi vztahmi (v ktorych nie si dvojice, ale iné skupiny ob-
jektov) sa stretdvame v matematike dost’ zriedka, preto terndrne, pripadne n-arne
(n > 3) relacie v tomto texte nedefinujeme.
Osobitny vyznam maju v matematike také binarne reldcie, ktoré k 'ubovol'nému
prvku prirad’'uji najviac jeden prvok.



DEFINICIA 7. Bindrnu reldciu f nazyvame zobrazenie, ak f priraduje ku
kazdému prvku z D(f) prave jeden prvok, t. j. ak o relacii f plati

[a,ble f & a,c]Jef = b=c

Ak A, B simnoziny a f je relaciaz A do B, ktora je zobrazenim, hovorime, ze f
je zobrazenie z A do B apiseme f: A5 B. Mnozinu D(f) nazyvame definicnij
obor zobrazenia f a mnozinu H(f) obor hodnit zobrazenia f. Ak D(f) = A tak
hovorime, ze f je zobrazenie mnoziny A do mnoZiny B a piseme f: A — B. Ak
[a,b] € f, obycajne piseme b= f(a) alebo b=af alebo f:a+— b ahovorime,
ze prvok b je obraz prvku a v zobrazeni f, resp. ze a je vzor prvku b v zobrazeni f.
Z definicie vyplyva, ze lubovolny prvok z D(f) mé v zobrazeni f len jeden obraz,
ale prvok z H(f) mo6ze mat’ v zobrazeni f aj viac vzorov.

PriKLAD 6. Nech S je zvoleny systém koneénych mnozin (napriklad
{0,{1},{2},{1,2}}) a nech f je relacia z S do N, ktora priraduje kazdej mnozine
pocet jej prvkov. Relédcia f je zrejme zobrazenie. [

PRIKLAD 7. Nech F je reldcia, ktord ku kazdému redlnemu ¢islu priraduje jeho
dekadicky zapis. Reldcia F' nie je zobrazenie, pretoze napriklad k ¢islu 2 si pri-
radené zapisy 2,0 aj 1,9. O

Namiesto nazvu zobrazenie ¢asto pouzivame nazov funkcia. Vtedy namiesto ,,b
je obraz prvku a v zobrazeni f“ hovorime ,b je hodnota funkcie f v bode a*.

Po7zNAMKA. Na strednej skole ste pouzivali nazov funkcia len u zobrazeni z
mnoziny E do E.

PRIKLAD 8. Dand je reldcia R z mnoziny Z do Z takto:
[z,y] € R préave vtedy, ked” 1522 — zy — 2y* — 5 = 0.
Zistite, ¢i reldcia R je zobrazenie.

RIESENIE. Uvedeni rovnost’ mézeme upravit’ na tvar (52 — 2y).(3z +y) = 5.
Pretoze hodnoty z, y st celé ¢isla dostavame 4 moznosti :

a) br—2y=1 a 3z+y=>5

b) bx—2y=-1 a 3z+y=-5

c) bx —2y=5 a 3zx+y=1

d) 52-2y=-5 a 3x+y=-L
Prvé dve sustavy rovnic majui rieSenia 3 =1,y =2 a x5 = —1, ys = —2,
d’alsie dve sistavy nemaji nad oborom celych ¢isel rieSenie. Z uvedeného vyplyva,
ze R ={[1,2],[-1,-2]}, teda relicia R je zobrazenie. (Ako sa zmeni vysledok
ked’ mnozinu Z nahradime v zadani mnozinou E 7) O

Fundamentalnym pojmom algebry je pojem operdcia.

DrFINfCIA 8. Zobrazenie, ktorého definiény obor je mnozina usporiadanych dvo-
jlc, sa nazyva bindrna operécia (stru¢ne operacia).

Ak f je bindrna operacia a ak  f : [a,b] — ¢ piseme f(a,b) = ¢, alebo
afb = c¢. Posledny typ zapisu pouzivame najméa vtedy, ked’ je bindrna operacia
oznacend niektorym zo symbolov +, -, — o, U, N, x a pod.

PRIKLAD 9. Obvyklé séitanie prirodzenych ¢isel je bindrnou operdciou. Zapis

247 =09 znamend, Ze u tejto opericie je obrazom usporiadanej dvojice [2,7]
¢islo9. O



PRIKLAD 10. Nech o je operdcia na mnozine Nt dané predpisom

(c)

Urcte

a)
b)

c)

aob=2a+b—-1

(304)0(102)
(3od)o1)02,
30(40(l02)).

RIESENIE. a) Vyuzitim (c) dostdvame

(304)0(102)=(23+4-1)0(21+2-1)=903=29+3—1=20.

b) Podobne pomocou (c) postupne dostdvame 304 =23+4-1=9,
901=29+1-1=18, 1802 =218+2—-1=23T7.

c)

Analogickym postupom dostaneme vysledok 15 (overte si to). O

Popri bindrnych operaciach (s ktorymi sa budeme stretdvat’ najcastejsie) sa v
matematike vyskytujui aj iné typy operdcii (u ktorych vzory su usporiadané trojice,
alebo $tvorice a pod.), ale v tomto texte sa takymi nebudeme zaoberat’. Bindrnymi
operaciami sa budeme podrobnejsie zaoberat’ v 12. kapitole.

1.

a)
b)
)
d)
e)

o

Cvicenia

Vymenovanim prvkov urcte nasledujice mnoziny.

:{er;\/zla:?—\/W:%—kl},

={z € N;/2z + 17— {2z — 9 = 2},

A
B
M={ven; Gyt =51,
D
K

— {CE c Q;m3+2.logz — 100.m2+10gw}=
={r € Q;z'°8% + 10.x~ 8% = 11}.

2. V priestore su dané nekolinedrne body A, B, C. Pomenujte geometrické
utvary, ktoré su identické s mnozinami bodov

a)
c)
)

@

3.

+¥)

)
)

)

SHR=>

4.

j+¥)

)

5.

a)
b)

a)
)
)

o o

{P;|PA| = [PB}, b) {P;|PA| = |PB| = 5cm},
{P;|PA| = |PB| = |PC|}, d) {P;|PA| = |PB|=|PC|=5cm},
{P;|PA| = |PB| > |PC|}, f) {P;|PA| 2 [PB|>|PCl}.

Zapiste nasledujice mnoziny ako intervaly alebo zjednotenia intervalov.
A={z € Ejllz +1| — |z —1]| < 1},

B={re E;%} — 148 > 1},

D ={z e E;| - 25| < |51}

Vymenovanim prvkov zapiste mnoziny

[a,b, ] , b) [a,b,c,d].

Dokazte, ze

{{a,0},{b}} = {{c,d} {d}} = a=c & b=4d,

[a,b,¢] = [x,y,z] <= a=2 & b=y & c=z.

6. Urcte vymenovanim vsetky (bindrne) reldcie na mnozine A = {0,1}.
7.
8

. Urcte defini¢né obory a obory hodnét nasledujucich relécii:

Uréte vsetky zobrazenia z mnoziny {0,1} do mnoziny {a,b}.

R:{[‘T:y] EEzay: V‘Tﬁl}/
[z,y] € B 2% — 2z +y® + zy = 20},

S =1
T ={[z,y] € B*y = #5}.
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9. Rozhodnite, ktoré z nasledujicich relacii si zobrazenia.

a) R={[z,y] € E*2° =y},

b) S ={[z,y] € E*2® = y°},

o) T={lz,y] € Bz +2=ly}.

10. N3§jdite defini¢ny obor a obor hodnot redlnej funkcie realnej premenne;j.

) y=f b)) y=a

11. Dohodneme sa, ze A, bude oznacovat’ obraz Cisla x na zvolenej Ciselnej osi.
Na mnozine E definujeme operacie o a x takto:

zoy ==z, ak A, jestred usecky A, A,,

roxr =um,

zxy ==z, ak A, jeobrazbodu A, v simernosti so stredom A,.
Vypocitajte

a) (11035)0(—2010), b) (=2)o (100 (5011)),

¢) (11%5)%(=2x10),  d) (=2)* (10 (5% 11)).



4. Vyrokovy pocet

Primitivnym pojmom, ktory vo vyrokovom pocte nedefinujeme, je pojem wvyrok.
Pod vyrokom rozumieme kazdy oznam, u ktorého méa zmysel hovorit’, ¢i je pravdivy,
alebo nepravdivy, pricom z oboch moznosti nastava prave jedna. Vo vyrokovom
pocte sa viak nebudeme zaoberat’ otazkou, ¢i je urcity vyrok pravdivy, resp. neprav-
divy. Podotykame len, ze v matematike sa (prirodzene) stretdvame aj s takymi
vyrokmi, u ktorych v suc¢asnosti ani nevieme urcit’, ¢i su pravdivé alebo nie.
Prikladom je vyrok: kazdé parne prirodzené ¢islo vicsie ako 2 je sicétom dvoch
prvocisel (Goldbachov problém z roku 1742).

Ak pismeno p oznacuje vyrok, tak zdpis ph(p) = 1 znamend, ze vyrok p je
pravdivy (md pravdivostni hodnotu 1). Analogicky ph(p) =0 znamend, ze vyrok
p je nepravdivy (md pravdivostni hodnotu 0).

Ak p je vyrok, tak —p je oznacenie tzv. megdcie vyroku p. O pravdivostnych
hodnotach vyroku p a jeho negéacie —p plati: ak p je pravdivy, tak —p je nepravdivy,
ak p je nepravdivy, tak —p je pravdivy. Ak je vyrok p zapisany prirodzenym
jazykom, tak pre utvorenie jeho negdcie mame viac moznosti. Casto ju tvorime
pomocou ,nie je pravda, ze“, zdmenou ,nie je* za ,je“ alebo pomocou predpony
ne.

PrikraD 1. Cislo 2 je parne. Negécia uvedeného vyroku: ¢islo 2 nie je parne
(alebo ,¢islo 2 je neparne*). O

Ak p, g si vyroky zapisané prirodzenym jazykom, tak ,p a ¢“ je opat’ vyrok a
nazyvame ho konjunkcia vyrokov p, q. Namiesto ,p a ¢“ pouzivame tiez spojenie
wpaj ¢¢, alebo .pa zaroven ¢“. Ked si vyroky p, ¢ zapisané formalizovane (nie
prirodzenym jazykom, ale pomocou matematickych symbolov), tak namiesto ,p
a ¢“ piseme ,p & ¢“ alebo ,pAq¢“.

Dalsim castym spojenim vyrokov p, ¢ je vyrok ,p alebo ¢“, ktory nazyvame
disjunkciou (pripadne alternativou) vgrokov p, q. V symbolickych zapisoch piseme
WPV g

PozNAMKA. Niekedy rozlisujeme disjunkciu a alternativu, ale v tomto texte to
nepokladame za potrebné z viacerych dévodov.

Najcastejsie sa v matematike stretdvame so spojenim ,ak p, tak ¢“. Toto spoje-
nie oznac¢ime p = q. Vyrok ,ak p, tak ¢“ nazyvame implikicia s predpokladom
p a s turdenim q. Namiesto ,ak p, tak ¢“, hovorime tiez ,ked’ p potom ¢“, ,zp
vyplyva ¢, alebo ,p implikuje ¢“.

Poslednym casto pouzivanym spojenim vyrokov p, ¢ je ,p prave vtedy, ked’

q“, resp. ,p vtedy a len vtedy, ked ¢“. Nazyvame ho ekvivalencia vyrokov p, q.
Symbolicky ho zapiseme p <= gq.

Znaky -, & ,V, =, <= nazyvame logické spojky.

Vyroky typu p a g, p alebo g, z p vyplyva ¢, p prave vtedy, ked’ ¢, nie je
pravda, ze p (pricom p, g su vyroky), nazyvame zloZené vgroky. Vyrok, ktory nie

je zlozenym vyrokom, nazyvame atomarny vyrok.

V matematike je dana zavislost’ pravdivosti zlozenych vyrokov od pravdivosti
1



ich zloziek nasledujicou tabulkou.

ph(p) ph(g) ph(p & ¢q) ph(pVg) ph(p = ¢q) ph(p<=gq) ph(-p)
1 1 1 1 1 1 0
1 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 0 1 1 1

Tab. 1

PozNAMKA. Mimo matematiky niekedy chdpeme pravdivost’ zlozenych vyrokov
inak (najma u disjunkcie a implikécie), ale v matematike vzdy budeme respektovat’
dohodu o pravdivosti podla uvedenej tabulky.

Tvorenie zlozenych vyrokov nepodmienujeme ani obsahovou ani formélnou
stvislost'ou ich zloziek. Teda z hl'adiska matematickej logiky je korektnym aj vyrok:
sak 2 4+ 2 = 5, tak existuje trojuholnik, u ktorého si vsetky vnitorné uhly pravé“
(a dokonca je to pravdivy vyrok).

Premennd, ktorej oborom je mnozina vyrokov, nazyvame vyrokovd premennd. Z
vyrokovych premennych tvorime pomocou logickych spojok -, & , V, =, <—
vyrokové formuly.

DEFINICIA VYROKOVEJ FORMULY.
(1) Kazdd vyrokova premennd je vyrokovd formula.
(2) Ak @ a ¥ si vyrokové formuly, tak aj —(®), (®) & (¥), (P)V(¥),
(®) = (¥), (?) < () su vyrokové formuly.

PozNAMKA. V definicii vyrokovej formuly sa nehovori o tom, ktory zapis nie je
vyrokovou formulou. V takomto pripade v matematike predpokladdme, ze vyroko-
vymi formulami si len také zapisy, u ktorych to mozno uvedenymi kritériami (1)
a (2) zdovodnit. Teda predpokladame, ze kazdd vyrokovi formulu mozno utvorit’
postupnym aplikovanim uvedenych dvoch pravidiel (1) a (2).

Ak p, ¢ si vyrokové premenné, tak namiesto —(p), (p) & (q) strucne piseme
—p, p & ¢ a podobne v inych pripadoch.

PrIKLAD 2. Nech p, g, r st vyrokové premenné. Potom
(3) (=149 & (¢=1)) = (=)

je vyrokova formula (niekedy hovorime formula vyrokového pocétu). Vyplyva to z
nasledujuceho:

a) p,q,r suvyrokové formuly (dalej struéne len formuly) podla (1).

b) Z a) vyplyva podla (2), ze aj p=¢q, q = r, p=>r st formuly.

c) Zb) vyplyva podla (2),ze aj (p = q) & (¢ = r) je formula.

d) Zb), c) podla (2) vyplyva, ze aj (3) je formula. O

Postupnost’ p, q, r, p = ¢, q = r,p =71, (p = q) & (¢ = r), celd
formula (3), sa nazyva vytvdrajicou postupnostou formuly (3).
Ku kazdej vyrokovej formule mozeme priradit’ tabulku pravdivostniyjch hodnét,
ktort zostavujeme nasledujiicim spésobom:
1. Do zahlavia napiseme ¢leny vytvérajicej postupnosti formuly (pricom symbol
ph kvoli struénosti obvykle vynechdvame).
2



2. Pod premenné napiseme do riadkov vsetky (usporiadané) n-tice utvorené z
pravdivostnych hodnét 0, 1. Ak md formula n premennych, tak usporiadanych
n-tic je 2™ (t.j. tabulka ma pod zdhlavim 2" riadkov).

3. V zhode s tabulkou 1 postupne vypiﬁame stfpce pod ostatnymi ¢lenmi vy-
tvarajicej postupnosti (podrobne sa s tym citatel’ oboznami na cviceni). K formule
(3) prislicha nasledujica tabulka pravdivostnych hodnét.

p ¢ r p=>9q q=71 p=>1r (P=q¢%& (=71 F
11 1 1 1 1 1 1
1 1 0 1 0 0 0 1
1 0 1 0 1 1 0 1
1 0 0 0 1 0 0 1
0 1 1 1 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 1 1 1 1
0 0 0 1 1 1 1 1
Tab. 2

PozNAMKA. Pismenom F je v tabulke 2 oznatend formula (3).
Niekedy tabulku 2 zapisujeme v nasledujicom skratenom tvare.

(=9 &(g=r) = (p=r)

1111111 1 111
1110100 1 100
1000011 1 111
1000010 1 100
0111111 1 011
0110100 1 010
01 01011 1 011
0101010 1 010

V zapisoch zlozitejsich formil je vel'a zatvoriek, ¢o zmensuje prehladnost’ zapisov.
Preto je zvykom prijat’ aj d’alsiu dohodu, umoznujicu ich vynechavanie.
Dohovor: a) Logické spojky & a V viazu tesnejsie, ako = a <.
b) Logickd spojka — viaze tesnejsie, nez ostatné logické spojky.

Na zaklade uvedeného dohovoru mézeme formulu

(=(p & q)) <= ((=p) V (=q))

napisat’ v tvare
~(p & q) = —pVq.

PRIKLAD 3. Pri vySetrovani krddeze sa zistili nasledujice skuto¢nosti:
1. Podozrivé si len styri osoby A, B, C, D.
2. Ak A aj B kradli, tak C bol ich spolo¢nikom.
3. Ak A kradol, bol jeho spolo¢nikom aspon jeden z dvojice B, C.
4. C nekradol bez D.
3



5. Ak A je nevinny, tak kradol D.
Ktord z 0s6b A, B, C, D moze sudca jednoznatne obvinit’ z kradeze ?

RIESENIE. Najskor uvedieme riesenie ,uvahou®, potom rieSenie pomocou tabul-
ky pravdivostnych hodnot.

a) Najskor zdovodnime, ze ak A kradol, tak aj C kradol. Predpokladajme, ze
A kradol. Potom podla 3. je vinny aj B alebo C. Ak B kradol, tak podla 2. aj C
kradol. Z poslednych dvoch vyrokov vyplyva, ze C kradol. Potom v8ak podla 4.
dostavame, ze ak A kradol, tak kradol aj D. Z 5. vyplyva, ze aj v pripade, ze A je
nevinny D kradol.

Sudca mo6ze jednoznacne obvinit’ len osobu D.

b) Pismenom a oznacime vyrok ”A kradol”. Analogicky vyznam majui symboly
b, ¢, d. Ak vysledky vySetrovania zapiSeme do tabulky pravdivostnych hodnot
dostaneme tabulku 3.

a b ¢c d (a&b)=>c a=(bVe) c=>d -a=d
1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 0 1 1 0 1
11 01 0 1 1 1
1 1 0 0 0 1 1 1
1 01 1 1 1 1 1
1 01 0 1 1 0 1
1 0 0 1 1 0 1 1
1000 1 0 1 1
01 11 1 1 1 1
01 1 0 1 1 0 0
01 0 1 1 1 1 1
01 0 0 1 1 1 0
0 011 1 1 1 1
0 010 1 1 0 0
0 0 0 1 1 1 1 1
0 0 0 0 1 1 1 0

Tab. 3

Predpokladame, ze vySetrovanim sa zistili pravdivé udaje, preto si viimame len
tie riadky tabulky, v ktorych si v poslednych styroch stfpcoch len hodnoty 1,
teda riadky 1., 5., 9., 11., 13. a 15. Vo vsetkych tychto riadkoch je pravdivostna
hodnota 1 zakazdym v prvych Styroch stfpcoch len pod vyrokom d, teda sudca
moze jednoznacne obvinit’' len D. O

V matematike si osobitne dolezité také formuly vyrokového poctu, u ktorych
tabulka pravdivostnych hodn6t ma v poslednom stfpci (resp. pri skratenom zédpise
v naposledy vypiﬁanom stfpci) len hodnoty 1. Takéto formuly nazyvame tautolégie
(vyrokového poctu).

Formula F' je tautoldgiou prave vtedy, ked’ po dosadeni 'ubovolnych vyrokov za
premenné dostaneme vzdy pravdivy vyrok (samozrejme pri spravnej interpretécii
logickych spojok).

Ak ® a ¥ si vyrokové formuly a ak  (® <= V) je tautoldgia, hovorime, ze
formuly ® a ¥ su logicky ekvivalentné a piseme &® =W, resp. ¢~ V. Ak
(®) = () je tautolégia hovorime, ze ¥ je logickym diésledkom ®.
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Pomocou tabuliek pravdivostnych hodnot sa mozno presvedcit’ ze plati:

T p =-(-p),

T, p & q=q & p, pVq=qVp,

T3 p & (g & r)=(p & q) & 1, pV(gVvr)=(pVaq Vr,

Ty p & (gvr)= & ¢)V(p & 1), pVig & r)=(pVvq) & (pVr),
Ts =(p & q) ==pV g, -(pVg) =p & —q,

Ts p=q=p=4q) & (¢ =p),

T; —~p=q) =p & —q,

Ty pP= q=q = P,

pricom p, g, r s vyrokové premenné.

Ked’ chceme zdoraznit’, ze @ je vyrokova formula, ktord obsahuje vyrokové pre-
menné A;,..., A, a 7ziadne iné, casto namiesto ® napiseme P(A;,..., A,).

O tautoldgiach mozno dokédzat’ nasledujice tvrdenia:

a) Ak ®(A4;,...,A,) jetautolégiaa ®; ,..., P, suilubovolné formuly, tak
po dosadeni ®; za Ay, ..., ®, za A, do formuly ® dostaneme opit’ tautolégiu
(tzv. dosadzovacie pravidlo).

b) Ak ® aj ® = ¥ su tautoldgie, tak aj ¥ je tautoldgia (tzv. pravidlo
odliéenia — modus ponens).

Pri dokazovani matematickych poznatkov okrem poznatkov uz predtym dokaza-
nych (resp. uvedenych ako axiémy) pouzivame aj logické uvahy (logické tusudky).
Zaiste ste si uz osvojili mnohé matematické dokazy, sotva by ste vsak vedeli presne
charakterizovat’ aké logické tvahy sa pri nich vyuzivaji a z coho vyplyva ich
opravnenost’. Podrobne sa s tym ani v tomto texte zaoberat’ nebudeme. Zdoraziu-
jeme v8ak, ze pripustné logické tivahy st tie, ktoré si v siilade s tautolégiami (nielen
vyrokového, ale aj predikdtového poctu, ktory je obsahom nasledujicej kapitoly).
Preto v niektorej literatire sa nazyvaju tautoldgie logickymi zdkonmi. Z tautoldgii
uvedenych v tomto texte si vSimnite najma Ty, T7 a Tg, na ktorych si zalozené
nepriame dokazy.

Aby sme pomohli citatelovi pri rieSeni cviceni uvedieme rieSenie este aspon
jedného jednoduchého prikladu.

PRIKLAD 4. V stredoveku vyrabali umelecké skrinky sldvni majstri Bellini a
Cellini. Zatial’ ¢o Bellini napisal na zhotovenu skrinku vzdy nejaky pravdivy vyrok,
Cellini napisal na zhotovenud skrinku vzdy nepravdivy vyrok. Kazdy z nich mal
syna, ktory pokracoval v ¢innosti otca a dodrziaval jeho zasady.

Na vystave umeleckych predmetov som uvidel skrinku vyrobenu niektorym z
nich styroch a na nej napis , Tuto skrinku nevyrobil Bellini ml.“ Mozeme z toho
vyvodit’ kto skrinku vyrobil ?

RIESENIE. Hoci zdanlivo by malo ist’ o 2* = 16 moznosti, sta¢i uvazovat’ len
o Styroch, pretoze predpokladdme ze skrinku vyrobil len jeden zo $tvorice Bellini
starsi, Bellini mladsi, Cellini mladsi, Cellini starsi.

Keby skrinku zhotovil Bellini ml., nenapisal by na skrinku nepravdivy vyrok,
teda on ju nevyrobil. Keby skrinku vyrobil niektori Cellini, bol by vyrok na skrinke
pravdivy, ale oni na skrinky pravdivé vyroky nepisali. Z toho vyplyva, ze skrinku
vyrobil Bellini starsi. O



Cvicenia

1. Ukéazte, ze nasledujuce formuly sa tautoldgie:
a) (p=q) <= (-pVa),
b) (p<=4q) <= ((p & @)V (=g & —q)),
) p=r)= ((te<=r)= (p<=1q)),

d) p=q¢g =@ & r<=r & q).

2. Napiste formulu, ktora obsahuje len vyrokové premenné, logické spojky -,
V a zatvorky a je ekvivalentna s formulou

a) p=gq, b) p & ¢

o) p=q¢=r d) p=(g=r).

3. Dané su pravdivostné hodnoty formuly F' v zavislosti od hodn6t jej pre-
mennych p, ¢ nasledovne:

o

pqF paqF
111 110
a) 100, b) 100.
011 011
000 000

N3djdite formulu F.

4. Pred sudcom stdli traja obzalovani. VySetrovanim sa zistilo, ze
a) Ak je A nevinny alebo B vinny, tak C je vinny.
b) Ak A je nevinny, tak nevinny je aj C.
Koho z nich m4 sudca odsudit™?
5. Inspektor Sherlock Holmes zistil
a) Ak A je vinny a B je nevinny, tak C je vinny.
b) C nikdy nie je v akcii sdm.
c¢) A nikdy nespolupracuje s C.
d) Okrem A, B, C nie su do pripadu zapleteni d’alsi ludia, teda aspon jeden z
A, B, C je vinny.
Koho obvinil Sherlock Holmes ?

6. V texte ulohy sa hovori o skrinkdch zhotovenych niektorym zo slavnych
majstrov Bellini ml., Bellini st., Cellini ml., Cellini st. (precitajte si text prikladu
4, ktory je uvedeny pred cviceniami).

V muzeu boli vystavené dve skrinky s napismi:

Kazdu skrinku z tejto sipravy vyrobil Cellini - napis na prve;j.

Ziadnu z tychto skriniek nevyrobil Bellini ml. ani Cellini ml. - ndpis na druhej.
Viete z toho usidit’ kto vyrobil prvi a kto druhd skrinku ?

7. Na vystave boli vedl’a seba umiestnené tri skrinky vyrobené uz spominanymi
majstrami. Riaditel’ vystavy vlozil do jednej z nich Sperk, pricom dbal aby tradicia
o napisoch ostala zachovanda. Na skrinkach boli napisy:

V tejto skrinke je §perk - prva skrinka,

V tejto skrinke je §perk - druhd skrinka,

Aspon dve z tychto skriniek zhotovil Cellini - tretia skrinka.
Vasou ulohou je urcit’

a) V ktorej skrinke je Sperk.

b) Urcit’ vyrobcov jednotlivych skriniek.

8. Ucast Anny, Barbary, Cyrila a Dusana na koncerte bola podmienend tymito
zavazkami. Na koncert pbéjde aspon jeden chlapec a najviac jedno dievca. Zo
6



sirodencov Anna - Cyril pojde prave jeden. Barbara nepojde bez DusSana, ale
Anna zasa nepdjde v ziadnom pripade spolu s Dusanom. Kto z nich sa na koncerte
urcite zucastni ?

5. Predikatovy pocet.

Jednou z charakteristickych ¢ft matematiky nasho storocia je usilie preskimat’
zdklady (vychodiskd) matematiky a precizovat’ vyjadrovacie prostriedky pouzivané
v matematike. Dosledkom tychto sndh bolo odliSenie tzv. matematického jazyka
od bezne pouzivaného nematematického jazyka (tzv. metajazyka). Dovodov pre
takéto rozlisovanie je viac, jednym je moznost’ formulovania paradoxov nasledujui-
ceho typu:

Nech m je najmensie prirodzené ¢islo, ktoré nemozno urcit’ pomocov menej ako
dvadsat’ slov slovenského jazyka.

Urcili sme tym ¢islo m ? Pretoze prirodzenych ¢isel je nekonetne vela zrejme
nie kazdé mozno urcit’ pomocou vety s najviac 20 slovami, t.j. mnozina takych
prirodzenych ¢isel, ktoré nemozno takto urcit’ je neprazdna a mé najmensi prvok m.
Na druhej strane vidime, ze m je uréené menej ako dvadsiatimi slovami slovenského
jazyka.

Vyznamnym medznikom vo vyvoji matematiky bolo zavedenie symbolov vo
vyzname premenngjch (Descartes 1596-1650). Pod premennou (v zmysle tzv. volnej
premennej) rozumieme taky symbol, ktory reprezentuje I'ubovolny prvok urcitej
mnoziny nazyvanej obor premennej. Napriklad do vzorca P = 7.r? mbzeme za
r dosadit’ hocijaké kladné redlne ¢islo a vypocitame obsah kruhu, ktorého polom-
erom je toto ¢islo. Teda r je premennd, ktorej oborom je mnozina kladnych redlnych
¢isel. Naproti tomu za 7 nedosadzujeme hocijaké ¢isla, vieme, ze 7 je (vo vySsie
uvedenom vzorci) kongtanta (Ludolfovo ¢islo). Niekedy vsak (ak to nie je explic-
itne povedané) si vieme domysliet’ len z kontextu, ¢i nejaky symbol je premennou
alebo konstantou. Napriklad v Ohmovom zdkone U = R.I mdézu byt’ premennymi
symboly U, I a konstantou R, ale v inych uvahach si premenné R, I a konstanta
U (resp. U, R aj I st premenné). Dohodneme sa, ze obor premennej x budeme
oznacovat’ O(zx).

Vychodiskom pri budovani matematického jazyka si premenné a konstanty. Z
nich pomocou symbolov operdcii tvorime termy (vyrazy) a z termov pomocou sym-
bolov relacii a kvantifikatorov tvorime formuly (predikdtového poctu), prostrednic-
tvom ktorych sa vyjadrujeme. V logike sa namiesto o symboloch operacii a relacii
hovori o funkciondlnych a predikatovych symboloch, ale my uprednostnime termi-
nolégiu bezne pouzivani v matematike (napriek tomu, ze n-drne reldcie sa casto
definuji len pre n > 1.)

DEFINicIA (TERMU). Nech A je mnozina. Term (nad A) je definovany takto:

1. Kazda premennd ktorej oborom je mnozina A je term (nad A).

2. Kazda konstanta (z A) je term (nad A).

3. Ak x je bindrna operacia na mnozine A a ak ¢, w si termy (nad A), tak aj
(t) * (w) je term (nad A).

PozNAMKA. a) Ak ¢, w si premenné alebo konstanty, tak namiesto (¢) * (w)
piSeme strucne t * w.

b) V matematike okrem bindrnych operacii pouzivame aj operdcie undrne, ter-
narne atd., preto poslednd cast’ definicie by mala byt’ formulovana vseobecnejsie,
ale v tomto tivodnom texte to robit’ nebudeme.
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PrIKLAD 1. Nech =z, y, z st redlne premenné. Potom
(a) ((22) + (32)) : (2 +1)
je term (nad E). Odovodnit’ to mozeme nasledovne:
a) x,y,z sdtermy (nad F) podla 1.
b) Konstanta 2 je term (nad E) podla 2.
c) Za),b)podla 3. vyplyva, ze aj 2.z, y.z, x+y suitermy (nad E).
d) Zc) vyplyva podla 3., ze aj (2.z) + (y.z) je term (nad E).
e) 7Zc),d) podla 3. dostdvame, ze aj (a) je term nad E.
Postupnost’ z, y, z, 2.z, y.z, c +y, (2.2) + (y.2), ((2z) + (y.2)) : (x+y) sanazyva
vytvdrajica postupnost’ termu (a). O

V zépisoch termov je zvykom predpokladat’, ze znaky operacii - a : viazu tesnejsie
ako znaky operacii + a —. Dokonca pisanie znaku . ¢asto vynechdvame. Teda term
(a) zvykneme zapisovat’ v tvare:

(22 +y2): (z +y).

S termami sa stretdvame napriklad pri rieSeni rovnic a nerovnic, pretoze pravou aj
Pavou stranou rovnice, resp. nerovnice, si termy. V algebre ste nacvicovali ipravy
termov, ktoré ste nazyvali algebraické vyrazy.

O termoch mozno stru¢ne povedat’, ze su to korektne zostavené zapisy z pre-
mennych s rovnakym oborom A, zo symbolov prvkov mnoziny A (konstant), znakov
operdcii na A a zatvoriek.

DrrINfciA 2. Nech A je mnozina. Ak ¢, w si termy nad A a R je bindrna
relicia na A, tak zapis tRw nazyvame atomicka formula predikitového poctu

(nad A).

Prikladmi atomickych formul predikitového poctu s rovnice a nerovnice. Iné
priklady atomickych formul : @ € A4, {1,2} C B, 1 <4, all b, a L «a (obory
premennych si mézeme vhodne zvolit)).

7 predchadzajiceho stidia poznate kvantifikatory:

a) vseobecny, oznacovany V, obvykle ho interpretujeme slovami ,pre kazdé“,

b) existen¢ny, oznacovany 3, spravidla interpretujeme slovom ,existuje“.

Logické spojky a kvantifikdtory ndm umozinujui rozsit’ pojem formuly predikato-
vého poctu (strucéne formuly) nasledujicim spésobom.

DEFINiciA 3. 1. Kazdd atomickd formula predikdtového poctu (nad A) je for-
mula.

2. Ak U,V s formuly (nad A), tak aj —(U), (U) & (V), (U)V (V),
(U) = (V), (U) <= (V) su formuly.

3. Ak z je premennd s oborom A a V je formula (nad A), ktord neobsahuje
vyraz Vo ani Jz, takaj Ve (V) a 3Jz (V) siformuly (nad A).

PrikLAD 2. Nech z, y, z sd redlne premenné (t.j. ich oborom je mnozina
realnych ¢isel E). Zapisy

(b) (z<y) = ((z+2) < (y+2)),
(c) Jr (22 +x+1=0),
(d) Ve (Jy (z=y?)

st formuly (nad E). O



Ak nehrozi nedorozumenie, tak u formul predikdtového poctu niektoré zatvorky
vynechdvame. Napriklad namiesto Vz (Vy (U)) zvykneme pisat’ Vz,y (U) a
pod. Dalej zvykneme predpokladat’, ze znaky operécii viazu tesnejsie, nez znaky
relacii a znaky relacii viazu tesnejsie ako logické spojky. Napriklad formulu (b)
mozeme na zaklade tejto dohody zapisat’ v tvare

(e) r<y=z+2<y+z

Ak je oborom premennej x mnozina A, tak zapis ,Vz* citame pre kazdé z z
mnoziny A“ azapis ,3Jz“ Citame ,existuje x z mnoziny A“. Napriklad zdpis (c)
¢itame existuje redlne ¢islo z, o ktorom plati z? 4+ 2 + 1 = 0.  Ked' chceme
zdoraznit’, ze oborom premennej z je mnozina A, tak namiesto ,Vz“ napiSeme
LVx € A*. Napriklad formulu (d) mozeme zapisat’ v tvare

Vee EJye E z =y

Nech ®, ¥ su formuly. Hovorime, ze ¥ je podformula formuly & ak ¥ mo6zeme
ziskat’ z ® tak, ze vo ® vynechame niekol’ko symbolov na zaciatku aj na konci
(niekol’ko méze znamenat’ aj 0, t.j. ziadne). Napriklad z < y je podformula
formuly (e).

V d’alsom texte budeme kvantifikdtormi nazyvat’ nielen symboly V a 3, ale aj Vz,
Jy a pod. Dosahom kvantifikitora Yz, resp. Jx nazyvame ti podformulu, ktorej
zapis bezprostredne nasleduje za Vz, resp. 3Jz. Napriklad dosah kvantifikatora
Jy vo formule (d) je podformula z = y2.

Vyskyt premennej z (ktory nie je sicastou kvantifikdtora Vz resp. Iz) vo
formule V' sa nazyva:

1. wiazanym, ak sa nachadza v dosahu kvantifikdtora Vx alebo Jz.

2. wol'ngm, ak nie je viazany.

Premennd x je vol'nou vo formule V', ak m4 aspon jeden volny vyskyt vo formule
V. Premennd x je viazand vo formule V| ak vsetky jej vyskyty vo V su viazané.
Napriklad premennd z je vo formule (b) volnd, ale vo formulach (c) a (d) je viazana.

7 hladiska volnych a viazanych premennych delime formuly na:

a) wzavreté formuly, u ktorych vsetky premenné su viazané (také si formuly (c)
a (d))

b) wgrokové formy, u ktorych aspon jedna premennd je volnou premennou (takou
je formula (b)).

Pri nasom chépani formil st uzavreté formuly vyrokmi. Casto ich nazyvame
kvantifikované viyroky. Vacsina matematickych viet ma tvar kvantifikovanych vy-
rokov, alebo ich mozno na tento tvar prepisat’. Napriklad
(i) VaVy3z r+z=y, kde O(z)=0(y)=0(z)=2,

(i) VaV¥bve allb & bllc=al¢, kde O(a)=0(b)=0(c)=P,
kde P je mnozina vSetkych priamok zvolenej roviny,
(k)  VuYv (u<v= Jwu<w<vw)), kde O(u)=0w)=0(w)=Q.

Nech V(z) je vyrokova forma (s jedinou volnou premennou z), pri¢om obor
premennej O(z) = A. Ak dosadime za z (t.j. za vSetky volné vyskyty premennej
x) nejaky prvok a € A, tak mozeme (ale nemusime) dostat’ vyrok. Napriklad ak
dosadime do vyrokovej formy (rovnice)

(8) 1ow=>

X



(s redlnymi premennymi) za z ¢islo 1 dostaneme pravdivy vyrok 4 — 1 = % Ak
vSak dosadime za x ¢islo 0, nedostaneme vyrok, pretoze na pravej strane dostaneme
zapis %, ktory nereprezentuje ziadne ¢islo.

Mnozinu véetkych prvkov a € A, po dosadeni ktorych do V(z) dostaneme
vyrok V(a), nazyvame definicny obor vgrokovej formy V(x).

Vyrokova forma (g) ma definiény obor E — {0}.

Mnozinu v8etkych tych prvkov a z definicného oboru formy V(z) po dosadeni
ktorych do V(z) dostaneme pravdivy vyrok V(a), nazyvame obor pravdivosti vgro-
kovej formy V (x).

Ak je oborom pravdivosti vyrokovej formy V(z) mnozina M, piseme

M ={z € A;V(z)} alebo strucne {z; V(z)}

a Citame , M je mnozina vietkych (takych) prvkov z (z mnoziny A), o ktorych plati
Vix)“.

Oborom pravdivosti vyrokovej formy (g) je mnozina {1,3} (t. j. rovnica (g) mé
korene z; =1, z9 = 3).

Analogicky, ako hovorime o defini¢cnom obore a o obore pravdivosti u vyrokovych
foriem s jednou vol'nou premennou, mézeme hovorit’ o definicnom obore a o obore
pravdivosti aj u vyrokovych foriem s viacerymi premennymi.

Napriklad do definiéného oboru vyrokovej formy

(h) Vi —y<z+uz

(s redlnymi premennymi) nepatr{ usporiadana trojica [1,2,3] (pretoze /1 -2 u
formil uvedeného typu nie je definované), ale patri usporiadand trojica [2,3,1].
Po dosadeni usporiadanej trojice [2, 3, 1] do (h) dokonca dostaneme pravdivy vyrok
V22 —3 <142 preto [2,3,1] patri do oboru pravdivosti formy (h).

Ak do vyrokovej formy s viacerymi volnymi premennymi dosadime kon§tanty len
za niektoré premenné, opdt’ dostaneme vyrokovid formu. Napriklad, ak dosadime do
(h) len za z ¢islo 0 (t.j. ak dosadime do (h) usporiadand trojicu [z, y, 0]), dostaneme
vyrokovi formu s dvoma (volnymi) premennymi /22 —y < .

Ak V(x) aj W(x) st vyrokové formy, tak zrejme aj -V (z), V(z) & Wi(x),
Viz)vW(z), V() = W(z), V(z) <= W(z) st vyrokové formy.

Vyrokovi formu =V (z) zvykneme nazyvat’' negdcia vgrokovej formy V(z). Pri
negaciach vyrokovych foriem vsak ¢asto pouzivame aj Specidlne zapisy, napriklad
namiesto —(x = y) strucne piseme z # y, alebo —(zr < y) nahradzujeme
zdpisom x > y. Stru¢ne moézeme negédciu vyrokovej formy V(z) charakterizovat’
ako vyrokovi formu W(zx), ktord ma rovnaky defini¢ny obor D a pre kazdy prvok
a € D plati, ze V(a) je pravdivy vyrok prave vtedy, ked” W (a) je nepravdivy
vyrok.

PozNAMKA. Poznatky uvedené v predchadzajiicich odstavcoch mozeme zovse-
obecnit’ aj pre vyrokové formy s viacerymi premennymi (ale prenechdvame to
citatelovi).

Na zaklade definicie pravdivosti zlozenych vyrokov (vo vyrokovom pocte) je
citatelovi zaiste jasné, kedy je pravdivy napriklad vyrok tvaru

Vi Viz) & W(x), alebo Vedy V(z,y)V W(z,y),

VaVy Vix,y) = W(z,y) a pod.

PRIKLAD 3. Vyroky zapisané formulami
a) Vo (z-2<0 <= =z<2),
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b) Vavy  (Val=z & ViP=y = (@)’ =zy),

kde =z, y sud redlne premenné, su pravdivé vyroky. O

PozNAMKA. V matematickych formulédcidch si vak ¢asto treba ,,domysliet™ nie-
len zatvorky, ale aj logické spojky a kvantifikdtory. Znamu vetu ,uhlopriecky
rovnobeznika sa rozpoluji“ nechdpeme ako tvrdenie o rovnobezniku, ktory sme
mali v texte naposledy narysovany, ale v zmysle ,pre kazdy rovnobeznik plati, ze
jeho uhlopriecky sa rozpoluju“.

Poradie kvantifikdtorov rovnakého typu mozeme u formil menit’ bez toho, ze by
sme zmenili zmysel zapisu. Zmenou poradia réznych kvantifikdtorov mézeme vsak
dostat’ z pravdivého vyroku nepravdivy vyrok, alebo naopak. Napriklad

Vady x<y, kde O(z)=0(y) =E,
je pravdivy vyrok, kdezto

IV x <y, O(z) =0(y) = E,
je nepravdivy vyrok.

Pri negovani kvantifikovanych vyrokov pouzivame tzv. de Morganove pravidlo:
v8eobecné kvantifikatory nahradime existentnymi a naopak a prislusnu vyrokovi
formu V nahradime formou —V. Napriklad negdciou kvantifikovaného vyroku

VaVy3z x4+z=y, kde O(z)=0(y)=0(z)=2
dostaneme vyrok
JrIyVz x+z#Y, O(z) =0(y) =0(z) = Z.

PozNAMKA. V matematickej logike sa nezvykne pojem termu a formuly vi-
azat’ k urcitej mnozine. V takom pripade formula (predikitového poctu) je ko-
rektne zostaveny zapis z (predmetovych) premennych, symbolov operécii, reldcif,
logickych spojok, kvantifikdtorov a zatvoriek, a az ked’ sa hovori o interpretacii pri-
rad’'ujeme premennym obor (t.j. ur¢itd mnozinu). Symboly operdcii a reldcii sa az
potom stavaju reprezentantmi konkrétnych operacii a relacii na obore premennych.
V takom pripade sa aj u formul predikatového poc¢tu uvadzaju tautologie. Ide o
formuly, ktoré su pravdivé pri l'ubovolnej interpretacii. Prikladom je formula

zi=y1 & Ta=y» =>T10T9=y10Y

pricom o je symbol l'ubovolnej (bindrnej) operécie.

Formuly predikatového poctu sa v matematike stali casto pouzivanym vyjadro-
vacim prostriedkom. Preto sme sa podrobnejsie zaoberali ich §truktirou a vy-
znamovou strankou. Zaverom vsSak treba poznamenat’, ze sme sa zamerali len na
najjednoduchsie typy takychto formul. V sicasnej matematike sa v suvislosti so
skimanim operdcii a relacii napriklad popri operaciach a reldcidch na mnozine
redlnych ¢isel skimaju aj operacie a relacie na systéme redlnych funkcii. Tomu
potom zodpoveda aj Struktura formul, v ktorych vystupuji premenné s roznymi
obormi, operacie na roznych mnozinach a relacie medzi mnozinami. V zlozitejsich
uvahach dokonca operacné a rela¢né symboly m6zu byt’ uvazované ako premenné,
ktoré moézu byt’ volné alebo viazané kvantifikdtormi, to v8ak uz presahuje ramec
tohto textu (my sme sa zamerali len na tzv. jazyk prvého radu).
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Cvicenia.

1. Nech =z, y, z suredlne premenné. Rozhodnite, ktory z nasledujucich zapisov
(pri obvyklom chépani znakov, z ktorych je zlozeny) je term, ktory je vyrokova
forma a ktory je vyrokom:

3z -1, z+yl=lz[+yl, Vo Vety=Vz+y,
Vedy, =z <y, (z+y).z — 2y, JaVy x4y =0,
VaVy (2 <y = 3z z<z<y), Ve z-y<uy,
VaVy z.z=y.z = 1=y, Vrty? =x.y.

2. Posud'te pravdivost’ vyrokov z cvicenia 1 a napiste ich negécie.

3. Nech A, B, C sui mnozinové premenné. Rozhodnite, ktory z nasledujicich
zapisov je term, ktory je vyrokova forma a ktory je vyrok:

VAYB AUB=BUA, (AnB)UC, A—-BC#,

VAIB ACB, A—-(BUC)=(A-B)U(A-0C),

VAVB A-C=B-C = A=B8B, JAIC AUC CANC.

4. Rozhodnite o pravdivosti vyrokov z cvicenia 3 a napiste ich negécie.

5. Dan4 je vyrokovd forma 6|z, O(z) =40,3,6,9,12,15}.  Bez pouzitia

kvantifikatorov zapiste vyroky: Vz 6|z, Jz 6]z
6. Z nasledujicich vyrokovych foriem s celo¢iselnymi premennymi utvorte
vyroky

a) dosadenim,
b) pomocou kvantifikdtorov,
c¢) kombindaciou predchadzajicich spésobov
zly, z.y = 10, x < a?, T—y =2z
7. Rozhodnite o pravdivosti vyrokov, ktoré ste napisali, pri rieseni predchadza-
juiceho cvicenia.
8. Formulami predikdatového poctu zapiste:
a) Rovnica 2® - 6z+4=0 m4 aspon jeden redlny koreri.
) Rovnica 2>+ 2 +1=0 nema4 redlny korei.
) Pre niektoré redlne ¢isla plati (a + b)? = a® + b2.
d) Pre scitanie redlnych ¢isel plati asociativny zakon.
e) Ak obidve strany nerovnosti (medzi redlnymi ¢islami) vyndsobime zdpornym
(redlnym) ¢islom, znak nerovnosti sa obrati.
f) Siuhlasné nerovnosti (medzi redlnymi ¢islami) mozeme scitat’.
g) Neexistuje najmensie redlne ¢islo.
h) Existuje (celé) ¢islo, ktoré je delitelom kazdého (celého) ¢isla.
i) Existuje (celé) ¢islo, ktoré je delitelné kazdym (celym) ¢islom.
j) Prirodzené ¢islo je delitelné siestimi, prave vtedy, ked’ je delitelné dvoma a

troma.

o T

k) lim a, = aq, a€ckE.
n—oo
m) lim a, = —oc.

n— 00
n) lim f(z) = b, a,be E.
r—a
9. Oborom premennych a, b, ¢ nech je mnozina stran daného stvorca a oborom
premennych p, ¢, 7 nech je mnozina jeho uhloprie¢ok (urobte si ndért). Posud’te
pravdivost’ nasledujicich vyrokov a zapiste ich negacie.

a) YVadb allb b) JadbIec al||b] ¢
12



c) Ja¥b alb d) Va¥p —(a||p)

e) Vpar plr f) VpIg pllg

g) Jadp alp h) Vpdgar plqlr.

10. Urcte obory ¢iselnych premennych tak, aby nasledujice formuly boli zapismi
pravdivych vyrokov:

a) Vzdy z =2 b) VzIy x =93

c) VedyVz z<z2=y<z

d) VaVy z<y=3z z<z<y.

e) Vadydz y#2z & y?=22==x

f) VaVyVz zz=yz=z=y.

13



6. Dalsie poznatky o mnozinach

Pripomenme si, ze dve mnoziny sa rovnaju prave vtedy, ked obsahuju tie isté
prvky, t.j.

(1) A=B << ((Vz z€A & zeB).

Ak A = B, tak symboly (pismend) A, B oznatuji tu istd mnozinu, preto
implikdcia = je zrejma a je len S§pecidlnym pripadom tautolégie o rovnosti
z predikatového poctu. Z hladiska tedrie mnozin je podstatnd obratend implikacia
<=, 7z ktorej vyplyva, ze mnozina je jednozna¢ne urcend svojimi prvkami, pricom
charakter prvkov a vzt’ahy medzi nimi si z hladiska ,konstituovania“ mnoziny
uplne nepodstatné. Teda prvky sa na vytvoreni mnoziny podiel'aju len svojou
pritomnost’ou [36]. Z uvedeného vyplyva, Zze mnozina je urcend (ako sme uz uviedli
v tretej kapitole), ak o kazdom objekte mozno (aspori v principe) rozhodnit), ¢i je
alebo nie je jej prvkom.

PrIKLAD 1. Mnozina A vetkych prirodzenych ¢isel delitelnych iestimi a mno-
zina B vsetkych parnych prirodzenych ¢isel sa nerovnaji, lebo 8 € B ale 8 ¢ A.

Mnozina C vsetkych prirodzenych ¢isel delitelnych sicasne dvoma a troma je
rovnd mnozine A lebo (podla vety 2.5) prirodzené ¢islo je delitelné Siestimi prave
vtedy, ked’ je delitel'né dvoma a troma. O

Vztah inklizie (byt’ podmnozinou), ktory sme zaviedli uz v tretej kapitole ma

nasledujuce zakladné vlastnosti, ktorych dokazy si ¢itatel’ 'ahko urobi aj sam.
VETA 1. Nech A, B, C si lubovol'né mnoZiny. Potom plati:
a) ACA,
b) ak AC B, BCA, tak A =B,
c) ak ACB,BCC, tak ACC,
d) 0 C A.

Pri dokazoch rovnosti dvoch mnozin sa (ako vieme) ¢asto pouziva vlastnost’ b).

Uviedli sme uz, ze mnozina moze byt dand vymenovanim prvkov (kapitola 3)
alebo charakteristickou vlastnost'ou, t.j. ako obor pravdivosti nejakej vyrokovej
formy (kapitola 5). V matematickych textoch sa vSak stretdvame aj s réznymi
obmenami uvedenych sposobov. Napriklad, ak napiseme

A={0,1,...,100}, B, ={5,6,...,n}

znamend to, ze

A={ne N;n <100}, B, ={me N;5<m<n}.
Niekedy takto zaddame aj mnozinu, ktora obsahuje ,nekonecne vel'a® prvkov. Napr.
{0,2,4,...,2k,...} je mnozina vsetkych pdrnych prirodzenych ¢isel. Dalej sa stre-
tavame aj so zapismi typu
(a) M ={V(z); = € A},
kde V() je tzv mennd forma s jedinou volnou premennou z. Pod mennou formou
rozumieme vyraz obsahujuici jednu alebo viac volnych premennych, z ktorého po
dosadeni pripustnych hodnét za vSetky volné premenné dostaneme zépis (meno)
jediného matematického objektu (¢isla, mnoziny, bodu a pod.). Specidlnym pri-
padom mennej formy je term. Zdpis (a) teda znamend, ze M = {b;Ja € A b=
V(a)}. Ak napr. M = {[z,z + 1]; x € Z}, tak v tomto pripade je M mnozina
v8etkych usporiadanych dvojic, ktoré dostaneme po dosadeni celych ¢isel do vyrazu
[z,z + 1]. Napriklad [2,3] € M, [2,4] ¢ M.

1



PRIKLAD 2. a) Mnozinu vSetkych prirodzenych ¢isel, ktoré pri deleni tromi majui
zvySok 1 moé6zeme zapisat’ v tvare {x € Z;3k € N z = 3k + 1} alebo v tvare
{3k+1; ke Z}.

b) Mnozinu kZ vsetkych celych ¢isel delitelnych danym celym ¢islom & mézeme
zapisat’ napr. v tvare kZ = {y € Z;dx € Z y=k-z} alebo kZ = {k-xz; z €
Z}. O

Ak A je mnozina, tak mozeme uvazovat’ o mnozine P(A) vsetkych podmnozin
mnoziny A. Nazyvame ju potencénd mnozZina mnoziny A. Symbolicky P(A) =
{B; B C A}. V takomto pripade namiesto ndzvu mnozina mnozin pouzivame radsej
termin systém mnozin. Napr. P(0) = {0}, P({1,2}) = {0,{1},{2},{1,2}}.

Ku kazdym dvom mnozinam A, B moézeme priradit”:

1. mnozinu AUB = {z;z € AV x € B}, ktori nazyvame zjednotenie
mnozin A, B,
2. mnozinu ANB={z;x € A & x € B}, ktord nazyvame prienik mnozin
A, B,
3. mnozinu A— B = {z;2 € A & =z ¢ B}, ktori nazyvame rozdiel
mnoziny A a mnoZiny B. (Miesto A — B sa niekedy pise aj A \ B).
Ak o mnozinach A, B plati ANB = (), hovorime, ze mnoziny A, B su disjunktné.
V nasledujucej vete su zhrnuté niektoré vlastnosti prieniku a zjednotenia.

VETA 2. Nech A, B, C si lubovol'né mnoziny. Potom

a) AUB=BUA, ANB=BnNA,

b (AUB)UC=AU(BUC), (ANnB)nC=An(BNC),
AUA=A, AnA=A4,

AubD=A4, Anp=0,

ACAUB, ANBCA,

ak AC B, tak AUC C BUC,

ak AC B, tak ANC CBNC,

A C B prdve vtedy, ked AUB = B,

A C B prdve vtedy, ke AN B = A.

[=pe S e Yo PN
R NaP RPN NN NN

i

DOKAz. Dokazy tychto tvrdeni s jednoduché. Pre ilustraciu dokdzeme vztah
f).
Nech A C B a nech z je 'ubovolny prvok mnoziny AU C. Potom z € A alebo
x € C. 7 vyuzitim predpokladu (A C B) dostdvame x € B alebo z € C, t.j.
xz € BUC. Z toho vyplyva AUC C BUC. O

V a) st uvedené komutativne zdkony (prvy zo vzt'ahov pre zjednotenie a druhy
pre prienik), v b) asociativne zdkony a v ¢) sd tzv. zdkony idempotencie.

Vzéjomné vzt'ahy operécii zjednotenia a prieniku (tzv. distributivne zdkony) si
uvedené v nasledujucej vete.

VETA 3. Nech A, B, C si lubovolné mnoZiny. Potom
a) AN(BUC)=(ANnB)U(ANCO),
b) Au(BNC)=(AuB)Nn(AuUQ).

DOKAz. Dokdzeme tvrdenie a), tvrdenie b) sa dokazuje analogicky.
S vyuzitim definicie prieniku, zjednotenia a tautoldgie
p& (gvr) = (p & q)V(p & 1)
2



mozeme napisat’ nasledovny ret’azec implikacii:
r€AN(BUC) —= z€A & vreBUC —= z€A & (re BVre() =
= €A & zeB)V(zreA & zelC) = € ANBVze ANC =
= z€(ANB)U(ANC).
Z toho vyplyva, ze AN (BUC) C (AN B)U(ANC). Pretoze vietky implikacie
v uvedenom ret’azci je mozné obratit’ (podrobne to preverte, lebo nie vzdy je to
mozné) dostdvame, ze aj (AN B)U(ANC) C AN(BUC). Podla vety 1 b) je teda
(ANB)U(ANC)=ANn(BUC). O
Operécie zjednotenia a prieniku mnozin mozno zovseobecnit’ nasledujicim spo-
sobom.

Nech I je nejakd mnozina a ku kazdému prvku i € I nech je priradena prave
jedna mnozina A;. Potom mnozinu

UAZ':{:E; el zeA}
iel
nazyvame zjednotenie mnozin A;. Mnozinu
(Ai={z;Viel xzeA}
iel
nazyvame prienik mnozin A4;.
Ak systém mnozin {A;; i € I} je oznaceny S, tak namiesto U A; piseme tiez
iel
U A; alebo skratene | JS a citame zjednotenie systému S. Podobne namiesto
A€S
ﬂ A; piseme (S a citame prienik systému S.
iel
o0
Ak I = N, tak namiesto U A; obycajne piseme U A; alebo Ay U AU

el =1

o0
-+UA,U...; podobne pouzivame zapisy ﬂ A;, resp. AiNAsn---NA,N....
i=1

Ak I = {1,2....,n}, tak namiesto UAi piseme U A; alebo jednodu-
iel i=1
cho A;UAU---UA,. Analogicky zmysel maju zapisy ﬂ A;, AinAsn--NA,.
i=1
PRIKLAD 3. Nech pre kazdé te€ ET je Ay = (—oo,22). Ukdite, ze
(] A= (-,2).
teE+

RIESENIE. Najprv nepriamo ukdzeme, ze ak z € ﬂ A tak € (—o0,2).

teE+t
Predpokladajme, ze =z ¢ (—o0,2), t.j., ze © > 2. Ukdzeme, ze v tomto pripade

existuje to € E*, pre ktoré = ¢ A;, = (foo, th:3). Za predpokladu z > 2 plati
2o+ 3 3
x> Ot & ath2p+3 & hE-223 & >
0 T —
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2 a potom z ¢ Ay, Cize v ¢ ﬂ Ay

Teda ak x > 2, mozeme zvolit’ g > —
te B+

. 2t+ 3
Dokéazali sme, ze ﬂ A C (—oo, )
t
teE+t

Naopak, ak z € (—00,2), t.j. ak z < 2, tak pre kazdé t € E* je z < 2££2 (lebo

pre kazdét € ET je 2 < 2££2) ¢oznamend, zex € (—oo, 23 ) ateda = € ﬂ As.
teEt

Dokazali sme teda aj obratenu inkliziu, z ¢oho uz vyplyva pozadovana rovnost’.

Odporicame, aby ste si dand situdciu znazornili na ¢iselnej osi a podrobne si
v§imali, ako sme pri dokaze postupovali. [

Nech I # () je mnozina. Budeme hovorit’, Ze systém mnozin A;, i € T je dis-
junktny, ak ﬂ A; = 0 a budeme hovorit’, Ze mnoziny A;, i € I si po dvoch
iel
disjunktné, ak pre kazdé dva navzdjom rozne prvky i,j € I plati A, N A; = 0.
Ak si mnoziny A;, i € I po dvoch disjunktné, tak systém mnozin A;, i € I je
zrejme disjunktny. Obratené tvrdenie, ako ukazuje aj nasledujuci priklad, vsak
neplati.

PRIKLAD 4. Nech pre kazdén € N je A,, = (n,00). Potom ﬂ A, =0. Dany

n=0
systém je teda disjunktny, ale pre 'ubovolné m,n € N, m <n je A, N A, = A,,
¢ize mnoziny A; nie si po dvoch disjunktné. O

V d’alsich tvrdeniach uvedieme niektoré dolezité vlastnosti tykajice sa rozdielu
mnozin.

VETA 4. Nech A, B si lubovolné mnozZiny. Potom

A-B=A-(ANB).

DOKA7Z. Tvrdenie vyplyva z nasledovného retazca ekvivalencii: =z € A — B &
reA & r¢BoreAd &k rs¢dAnNBeore A-(ANB). O

VETA 5 (DE MORGANOVE PRAVIDLA). Nech A, B, C si lubovol'né mnoZiny.
Potom

a) A-(BUC)=(A-B)n(4A-0),

b) A-(BnC)=(A-B)Uu(4-20).

DOKAzZ. Na ukdzku urobime dokaz tvrdeniab): z€ A— (BNC)exz e A &
r¢ (BNC)ereAd & ~(ze€B & zeC)eozrzecA & (¢ BVa ¢
O)e(reA & x2¢B)V(reAd & z¢(C)eorzeA-BVvreA-C&zxe
(A-B)U(A-0C). O

Pri elementarnych aplikdcidch tedérie mnozin sa najcastej§ie stretneme so
situdciou, ze vsetky uvazované mnoziny si podmnozinami istej pevne zvolenej
(zékladnej) mnoziny M (napr. v tedrii ¢isel uvazujeme podmnoziny mnoziny celych
¢isel, v planimetrii podmnoziny roviny a pod.). V takych pripadoch ¢asto oznacu-
jeme mnozinu M — A symbolom A’ a nazyvame ju doplnkom alebo komplementom
mnoziny A (v mnozine M). Mnozinu A — B mé6zeme napriklad zapisat’ pomocou
komplementu v tvare A N B’. De Morganove pravidld mozeme zapisat’ v nasle-
dovnom tvare.



DOSLEDOK. Nech A, B si lubovolné podmnoziny mnoziny M. Potom
(AuB)'=A'nB, (AnB) =A"UB
(kde komplementy sa vztahuji k zdkladnej mnoZine M ).

Pri rieseni dloh o mnozinach su uzitoéné tzv. mnozinové diagramy. Predpokla-
dame, ze pre 1, 2, 3 a 4 mnoziny ich poznate z predchadzajiceho studia. Bude
uzito¢né, ak si jednotlivé tvrdenia tykajice sa mnozin budete ilustrovat’ Srafovanim
na mnozinovych diagramoch.

Pomocou operiécif rozdielu a zjednotenia sa ¢asto zavadza tzv. symetricka difer-
encia (symetricky rozdiel) mnozin. Symetrickou diferenciou mnozin A, B nazyvame
mnozinu

AAB=(A-B)U(B - A).

VETA 6. Nech A, B, C si lubovol'né mnoziny. Potom

a) AANB=BAA,

b) AN(BAC)=(AAB)AC,

c) AN(BAC)=(ANB)A(ANC).

DOKAz. Dokazy tvrdeni a), ¢) si jednoduché, pokiste sa ich podrobne zapisat’.

Doékaz casti b). Predpoklaaéme, ze Citatel’ si uz urobil dokazy jednoduchsich

vzt'ahov, preto (kvoli prehl’adnosti) budeme struénejsi. Plati
x € AABAC) & (z €A & ¢ BAC)V(z¢ A & € BAC) &
€A & ~(reB & 2¢C)V(x¢B & ze€C))V
(¢ A & (zxeB & 2¢C)V(x¢ B & z€(C))] &

[zeA & (¢ Bvaeel) & (reBvz¢O)V
x¢A&2eB&x¢C)Vrd¢A&z¢B &zel) &
(zeA & z¢B &x¢C)V(reAd & zeC & xz€ B)V
(¢ A& zeB & x¢C)V(r¢A & ¢ B & z€C).

Analogicky mozno ukazat’, ze x € (AAB)AC prave vtedy, ked z je prvkom bud’

vsetkych troch mnozin A, B, C alebo patri len do jednej z nich (presvedcte sa o
tom). Teda plati

x € AN(BAC) <= z€(AAB)AC
(zndzornite mnozinovy diagram pre mnoziny A, B, C' a postupne vysrafujte mno-
zinu AA(BAC) a mnozinu (AAB)AC). O

Ako uz vieme, logické spojky a mnozinové operdcie spolu sivisia. Nech obor
pravdivosti vyrokovej formy A(z) (nad M) je mnozina A, obor pravdivosti vyrokovej
formy B(z) mnozina B, t.j.

A={z e M; A(z)} B ={x € M; B(x)}.

Potom
AUB ={z € M; A(z) vV B(z)},
ANB={z e M; A(z) & B(x)},
A'={z e M; -A(z)}.
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PrRIKLAD 5. Nech M = {0,1,2,...,20}. Oznatme A ={z € M; z <18}, B =
{z € M; 3| z}. Urcte vymenovanim mnozinu C = {z € M; x <18 = 3| z}.

RIESENIE.

C={zeM;2<18 = 3|z}={reM;z €A = z€B}=
—{seM;z¢ Avae B} ={19,20}U{0,3,6,9,12, 15,18} =
= {0,3,6,9,12,15,18, 19, 20},

vyuzili sme tautolégiu (p = ¢) <= (-pVyq). O

Na zaver uvedieme niekolko informativnych poznamok, ktoré moze citatel’ vy-
nechat’ (podrobne sa s tym oboznami az neskor).

Slavny Russelov paradox ukazuje, ze existuju ,,velmi vel'ké“ systémy objektov,
ktoré netvoria mnoziny. V dvode tejto ¢asti oboznamime ¢itatela so spominanym
paradoxom.

Nech S je systém vsetkych mnozin M, ktoré maji vlastnost’ M ¢ M. (Vsetky
mnoziny, na ktoré si spomeniete majd tito vlastnost’ a teda patria do systému S).
Predpokladajme, ze systém S je mnozinou. Potom bud” S € § alebo S ¢ S
(mnozina S do systému S bud’ patri alebo nepatri).

1. Ak S €S, tak podla definicie systému S plati S ¢ S, ¢o je spor.
2. Ak §¢ S tak mnozina § m4 vlastnost’ objektov systému S, preto plati
S € S, opat’ spor.

7 uvedeného vyplyva, ze systém S nemoze byt’ mnozinou. Pojem mnoziny teda
nezahrna tak velké systémy objektov ako je systém vsetkych mnozin. Pretoze ku
kazdej mnozine A mo6zeme jednojednoznaéne priradit’ jednoprvkovi mnozinu {A} je
zrejmé, ze ani systém vsetkych jednoprvkovych mnozin nie je mnozinou. Pre takéto
systémy sa zaviedol pojem trieda (ktory vsak kvoli dodrzaniu obvyklej terminoldgie
budeme pouzivat’ v inom zmysle).

Koncom 19. a zaciatkom 20. storocia boli formulované aj d’alsie paradoxy, ktoré
poukdzali, ze Cantorovo vymedzenie (charakterizovanie) pojmu mnozina (,,mnozina
je sthrn predmetov, veci dobre rozliitelnych nasou myslou alebo intuiciou“) je
pre korektné matematické ivahy nepostacujice. Vznikla tzv. kriza tedrie mnozin,
ktorej dosledkom bolo axiomatické vymedzenie zakladnych poznatkov o mnozinach.
Aby ste uz teraz ziskali aspon priblizni predstavu o tom, ktoré poznatky o mnozi-
nach si vychodiskom pri budovani (rozvijani) teérie mnozin, najzndmejsie axidémy
teraz uvedieme.

AXIOMA EXTENZIONALITY (ROVNOSTI). Pre kazdé dve mnoziny A, B plati (1).

AXIOMA ZJEDNOTENIA. Nech S je systém mnozin. Potom existuje takd mnozina
M, ktora obsahuje prave tie prvky, ktoré patria aspon do jednej mnoziny systému

S.

Ax16MA DvoJICE. Nech a, b st mnoziny. Potom existuje mnozina A, ktorej
prvkami sd mnoziny a, b a ktord iné prvky nem4, t.j. A = {a,b}. (V tejto stuvislosti
upozornujeme, ze v klasickej teérii mnozin si prvkami mnozin kvoli jednoduchosti
opét’ len mnoziny.)



ZFRMELOVA METAAXIOMA. Nech I'(z) je vyrokova forma s jedinou vol'nou mno-
zinovou premennou . Potom ku kazdej mnozine A existuje mnozina B tych prvkov
a € A, pre ktoré je I'(a) pravdivy vyrok. Tito mnozinu zapisujeme v tvare

B={ze€A;T(x)}

(V tomto pripade ide o schému axiém, pre kazdi konkrétnu vyrokovi formu I'(z)
ide 0 jednu axiému kvantifikdtory v beznom jazyku sa vzt’ahujui len na predmetové
premenné a nie napriklad na vyrokové formy.)

AX10MA 0 PODMNOZINACH. Ku kazdej mnozine A existuje takd mnozina P(A),
ktorej prvkami su prave vsetky podmnoziny mnoziny A.

Okrem uvedenych najznamejsich axiém, ktoré su prijaté bez vyhrad, niektoré
axiomy su prijaté s vyhradami. Napriklad nasledujica.

AX10MA VYBERU. Nech S je neprdzdny systém neprazdnych navzdjom dis-
junktnych mnozin. Potom existuje takd mnozina V', ze jej prienik s kazdou mnozi-
nou A € S je jednoprvkova mnozina.

Cvicenia

1. Dané st mnoziny A = {1,4,5,6}, B = {3,4,6,7}, C = {2,5,6}. Urcte
AUB,AnC,C-B,A-(C-B),An(B-0C), AAB.
2. Dané si mnoziny A = (1,3), B = (2,5). Uréte AUB, ANB, B— A,
A-(A-B),B—-(B-A),A—-(B-A),B—(A-B),(A-B)n(B—- A), AAB.
3. Dokazte, ze pre l'ubovolné mnoziny A, B plati
) AN(AUB) = A, AU(ANB) = A,
- B=(AUB) — B,
—(A-B)=B—-(B—-A)=ANB,
d) A—(B—A)=A4,
e) (A—B)n(B—-A) =1.
réte vymenovanim prvkov mnozinu
(1), b) P({1,2,3}.
okazte, ze pre l'ubovolné mnoziny A, B, C' plati
)—C=(A-C)u(B-0)

S~

5

)

) (ANB)—C=AN(B-C)=(A-C)n(B-0),
)A (BUC)=(A-B)N(A-C)=(A-B) - C
)

)

)

NN
C
Y

3

-(BnC)=(A-B)uU(4-0)
—-B)NnC=(AnC)—(BNC)=(AnC) - B,
-(B-C)=(A-B)U(AnCQC)
N(BAC)=(ANB)A(ANC),
Ax(BUC)=(AxB)U(AxC)

3

) (A-B)xC=(AxC)— (BxO).
6. a) Dokazte, ze pre l'ubovolné mnoziny A, B plati P(ANB) = P(A)N P(B).
b) Zistite, ¢i P(AU B) = P(A) U P(B).
7. Rozhodnite, ¢i pre 'ubovolné mnoziny A, B, C, D platia nasledujice rov-
nosti:
a) Ax (BAC)=(Ax B)A(AxC(C),
7



b) (AxB)—-(CxD)=(A-C)x (B—-D),
c) (AxB)U(CxD)=(AxC)U(Bx D).

8. Urcte U Ay, ﬂ Ay, ked

teT teT

a) T = (0, 00), Ap = (-t t),

b) T =(0,1), A= (t,t+1),

)T =ET, Ar=(1-1,2+13),

d) T = (0,2), Ar=(1-12+2),

e) T =F, Ay = {[z,y] € E?; 2> + y* > t*},
f) T =E* Ay ={[z,y] € B?; y = tz?}.

9. Ak pre kazdé i € {1,2,...,77, — ].} je Ai+1 g Ai, Bi+1 g Bi, tak
(4 UB;) = ([ 4i) U ([ Bi)- Dokaate.
i=1 i=1 i=1

10. Dokazte, ze pre 'ubovolné mnoziny plati

a) AU([Ai) =AU 4,

el iel
b) A—|JAi=[(4- 4.
iel i€l



7. Definicie, vety, dokazy

Pri odovzdavani (spristupfiovani) matematickych poznatkov, ¢ uz pisomnom
alebo Ustnom, sa ustdlila urcitd forma, ktord uz citatel’ pozna. Zjednodusene
ju mozno charakterizovat’ takto: pojmy sa presne vymedzuju a pomenuvaju v
definicidach, poznatky o nich sa formuluji v matematickych vetdch a ich spravnost’
sa overuje v ddkazoch. Najprv si vS§imneme zmysel a formu definicie.

Definicia je presné urcenie (vymedzenie) vyznamu nejakého vyrazu (ndzvu) po-
mocou vyrazov, ktorych vyznam pokladdme za zndmy. Urcovany (definovany)
vyraz je vlastne novy nazov, ktory ddvame definovanému pojmu a nazyva sa defi-
niendum. UrcCujici vyraz, pomocou ktorého pojem vymedzujeme, volame definiens.
Oba si spojené slovne alebo symbolom vyjadrenou defini¢nou rovnostou alebo
defini¢nou ekvivalenciou. O rovnost’ ide obycajne vtedy, ked’ definujeme ,objekt“,
o ekvivalenciu spravidla vtedy, ked’ definujeme nejaky vzt'ah medzi objektami (ked’
ide o reldciu).

V ucebniciach matematiky pre stredné skoly sa mozeme stretnit’ s definiciou:

»Geometrickym priemerom nezapornych éisel z, y nazyvame \/z - y“. V tejto defi-
nicii ide o defini¢nu rovnost’, ktoré je vyjadrend slovne ,nazyvame®. Definiendum
je ndzvova (mennd) forma ,geometricky priemer nezdpornych ¢isel z, y* a definiens
je menna forma (term) ,/z-y“. V takomto pripade casto vyslovujeme definiciu aj
v nasledujicom tvare
,Geometrickym priemerom nezapornych ¢isel z, y volame ¢islo
(a) Gle,y) = VT 5"
V tomto pripade sme naviac urobili dohodu, ze geometricky priemer nezapornych
¢isel z, y budeme (struéne) oznacovat’ G(z,y) a zdéraznili sme, ze hodnoty G(x,y)
(t.j. geometrické priemery zvolenych ¢isel) budi opéat’ ¢isla. V zdpisoch typu (a)
sa tiez v matematickej literatire pouziva namiesto symbolu = aj symbol =: alebo
=4 (aby sa zdoraznilo, ze ide o defini¢nd rovnost’).

S defini¢nou ekvivalenciou sa stretdvame v nasledujucej definicii: jhovorime, ze
¢islo a deli b a piseme a | b, prave vtedy, ked’ existuje ¢islo ¢, o ktorom plati a-c = b*.
Defini¢tna ekvivalencia je vyjadrend slovne ,prave vtedy, ked”. Definiendum je
vyrokova forma ,¢islo a deli ¢islo b“ a definiens je vyrokova forma ,existuje ¢islo ¢,
o ktorom plati a-c = b“. V tejto definicii si treba domysliet’, ze oborom premennych
je mnozina celych ¢isel Z (alebo z kontextu, v ktorom je definicia uvedena je jasné,
ktord ind mnozina je oborom premennych). Uvedenu definiciu mozno formulovat’
aj takto: ,Nech a, b su celé cisla. Potom definujeme
(b) alb < 3ceZ a-c=>b"

V takomto pripade si treba uvedomit’, ze symbol <= tu chapeme inak ako vo
vyrokovom alebo predikdtovom pocte (aj ked’ ho ¢itame rovnako). Ide o spominant
defini¢nd ekvivalenciu a preto v takychto pripadoch niekedy radsej piSeme <= 4.

Po7ZNAMKA. V matematickej literatire je zvykom pouZivat’ v takejto definicii
namiesto slovného vyjadrenia ,,prave vtedy, ked strucnejsie vyjadrenie ,ak®.

Osobitnid formu ma tzv. definicia indukciou. Ak V(n) je ndzvové forma s volnou
premennou n, ktorej oborom je mnozina {k € N; k > ng}, pricom ng je urcité cislo
z N (casto ng = 0 alebo ng = 1), zvykneme zmysel vyrazu V(n) definovat’ takto:

1. definujeme V' (ng),

2. pre n > ng definujeme V(n) pomocou V(n — 1).

Napriklad mocninu a”, pricom a € E, mozeme pre exponenty n € NT definovat’
takto:



1. a' =a,

2.a" =a"""'-a,pren > 1.

Od vsetkych definicii pozadujeme, aby boli presné (jednoznacne stanovili rozsah)
a adekvatne (aby pokial’ mozno ¢o najlepsie vyjadrovali nage intuitivne predstavy
o pojme). Najmé v novsich matematickych tedridch (akou je napr. tedria mnozin)
nie si v roznych ucebniciach vymedzené tie isté pojmy rovnako. Preto pri studiu
matematickej literatury si treba definicie aj ,zndmych pojmov® starostlivo v§imat’.
Su to v podstate len dohovory medzi autorom knihy, ktori prave studujete a vami,
ako jej citatelom.

Matematické vety (tvrdenia) vyjadruji dolezité vlastnosti matematickych ob-
jektov a ich vzajomné vzt’ahy a suvislosti. Zakladné matematické tvrdenia, z
ktorych vychadza l'ubovolna oblast’ matematiky su axidémy uvedené v kapitole 6
(tzv. axiémy tedrie mnozin) a pripadne niekolko d’alsich axiém patriacich danej
oblasti (ak napr. tou oblast'ou je geometria, tak geometrickych axiém). Budovanie
danej oblasti matematiky (matematickej tedrie) spoc¢iva v tom, ze sa z axiém po-
mocou logickych pravidiel odvadzaji (dokazuji) nové tvrdenia — matematické vety.
Ony vlastne tvoria dani matematicku tedriu. Preto aj v centre nasej pozornosti
budi predovsetkym (matematické) vety a ich dokazy.

Vety, ktoré maji vyznam hlavne z hladiska ich vyuzivania v dokazoch d’alsich
viet, ale samy o sebe nevyjadruji obzvlast’ dolezité (alebo zaujimavé) tvrdenia sa
obycajne nazyvaju lemy. Forma viet najcastejsie zodpoveda uzavretym formuldm
predikatového poctu.

Pri dékazoch vyuzivame tzv. odvodzovacie pravidla. Jedno z nich je zname

pravidlo odli¢enia (modus ponens):
(a) AJA = B
a 5 :

Tento zapis ¢itame takto: ak vyroky (modze sa jednat’ aj o kvantifikované vyroky)
A a A = B su pravdivé, tak aj vyrok B je pravdivy. Dalsie casto pouzivané
odvodzovacie pravidla su

A—= B,B = C

(b)

A= C

a jeho zovSeobecnenie

(C) A1 — AQ,Az — A3,...,Ak,1 — Ak
A = Ag '

Pri priamom dokaze tvrdenia A = B (t.j. vyroku v tvare implikacie) pos-
tupujeme takto: Vyhladdme retazec platnych implikacii (mo6zu to niekedy byt’
napr. dosledkové tupravy nerovnosti) A = By, By = B»,...,B, = B. Z
(c) potom vyplyva, ze plati A = B.

S tvrdenim A = B je ekvivalentné tvrdenie =B =— —A. Dokaz tvrdenia
—-B = —A sa vola nepriamym dokazom tvrdenia A = B.

Pri priamom dokaze tvrdenia V' (vyroku, ktory ktory nie je vyjadreny v tvare
implikdcie) postupujeme takto: Zvolime (vyhladdme) vhodny pravdivy vyrok A.
Odvodime (pomocou ret’azca implikacii), ze plati A = V. Z (a) potom vyplyva,
ze plati V.



V matematike pouzivame aj tzv. dokazy sporom. Ich vychodiskom je odvodzo-
vacie pravidlo

-A — B, -B
d S . —
(@) .

Pri dékaze sporom predpokladdme, ze tvrdenie A, ktoré treba dokédzat’ neplati (t.j.
plati =A). Odvodime (pomocou ret’azca implikécii), ze plati ~A = B, pricom o
B vieme, ze je nepravdivé (t.j. —B je pravdivé). Z (d) potom vyplyva, ze plati A.
Pri dokaze tvrdenia typu A <= B dokdzeme A —> B aj B — A. Niekedy
sa vSak v takomto pripade daji dokazovat’ obidve implikacie sicasne.
Pri dokaze tvrdenia typu A, <= Ay <= ... <= A,, staci napriklad ukazat’
A = Ay = -+ = A, = A, (niekedy tomu hovorime kruhovy dékaz).
Ak plati, ze z A vyplyva B hovorime, ze A je postacujica podmienka pre B a
ze B je nutnd podmienka pre A. Napr. .6 | z“ je postacujica (ale nie nutnd)
podmienka pre ,2 | z“ a ,2 | “ je nutna (ale nie postacujica) podmienka pre
+0 | . Nutnou a postacujicou podmienkou pre ,6 | z“ je ,2 | z A3 | z“.
Podrobnejsie sa o roznych typoch dokazov mézete dozvediet’ napr. v ucebnici
[29] alebo v [14]. Vsetky spomenuté typy dokazov, ich rozne varianty a kombinacie
(véitane matematickej indukcie, o ktorej sme hovorili uz v prvej kapitole) najdete
aj v tychto skriptach a budi vds samozrejme sprevadzat’ pocas celého §tudia, lebo
to (alebo lepsie povedané aj to) je matematika.



8. Binarne relacie

Pripomenme si, ze bindrnou reldciou nazyvame l'ubovolni mnozinu usporia-
danych dvojic. Definiétnym oborom reldcie R (alebo prvym oborom reldcie R)
nazyvame mnozinu D(R) = {a; 3b[a,b] € R}. Mnozinu H(R) = {b; Ja [a,b] € R}
nazyvame obor hodnét (alebo druhy obor) relacie R.

Nech A, B st mnoziny a R binarna reldcia (d’alej strucne len reldcia). Ak D(R) C
A a H(R) C B hovorime (ako sme uz poznamenali v kapitole 3), ze R je reldcia z
mnoziny A do B. Ak R, S su reldcie z A do B, tak zrejme aj RUS, RNS, R— S
su relacie z A do B.

DEeFINicIA 1. Nech R je reldcia. Reldciu
R™!' = {[a,b]; [b,a] € R}

nazyvame inverznd relacia k relacii R.

Prikrap 1. a) Nech R = {[1,1],[1,2],[2, 3], [1, 3]}. Potom
R-1 = {[L,1], 2, 1).[3,2], [3, 1]}.
b) Nech R = {[z,y] € E?; 2> +y > = — y*> + 1}. Potom
Rl={lz,y] e B>y’ +a>y—2* + 1} ={[y,z] € E*; 2° +y >z —y* + 1}.
¢) Nech R = {[a,b] € E?; b = 2a + 1}. Potom
R™! ={[a,b] € E?; a=2b+1} alebo R~ = {[a,b] € E%; b= %51},
d) Nech R = {[z,y] € E?; y = log(z + 3)}. Potom
R ={[z,y] € E?*; x =log(y + 3)} alebo R~ = {[z,y] € E?; y =10* —3}. O

Zrejme plati (R_l)_1 = R. Dalej, ak R je reldcia z mnoziny A do B, tak
R~! moézeme pokladat’ za reldciu z mnoziny B do A a naviac D(R) = H(R™1),
H(R) = D(R™') (podrobne si to premyslite).

DEFINIcIA 2. Nech R, S su reldcie. Reldciu
RoS ={[a,c]; b [a,b] € SA[b,c] € R}
nazyvame zlozenou reldciou z relicie R a relacie S.
Relédciu R o S mozeme schematicky znazornit’ takto:

RoS c

Reléciu Ro S ¢asto zapisujeme (najmé v algebre) v tvare R-S alebo struéne RS
a vtedy ju nazyvame sicinom relicie R a relacie S.

PozNAMKA. V niektorej literatire sa definuje relacia R o S takto:
RoS ={[a,c];3b [a,b] € RA[b,c] € S}.

Binarne relacie su obycajne dané ako obory pravdivosti vyrokovych foriem s
dvomi premennymi.
1



PRIKLAD 2. Nech R = {[z,y] € E*; y = 2*> + 1}, S = {[z,y] € E*; y = 3z}.
Potom
RoS={[z,y] € E* y=92>+1}, SoR={[z,y] € E* y=32>+3}.

VETA 1. Pre lubovolné reldcie R, S, T plati:
a) (RoS)oT =Ro(SoT) (asociativny zdkon),
b)) (RoS)'=S"1oRr™'

DOKAZ. [a,b] € (RoS)oT & 3Jcla,c] € TA[e,b] € RoS & 3e,d [a,c] €
TA[e,d € SA[d,bl € R 3d[a,d| € SoT A[d,b] € R [a,b] € Ro(SoT).
Druht rovnost’ mozno dokazat’ podobne. [

Relécie ¢asto zndzorfiujeme pomocou orientovanych grafov alebo kartezidanskych
grafov. Kartezidanske grafy pozna citatel z predchddzajiceho $tudia. Preto si
pripomenieme len kons$trukciu uzlového grafu. Uzlovy graf relacie R z mnoziny
A do B zostrojime takto:

1. Kazdému prvku mnoziny A U B priradime v ndkresni krizok.

2. Ak [a,b] € R, a # b, tak zostrojime 8ipku (orientovand hranu) idicu od
obrazu prvku a (od krdzku priradeného prvku a) k obrazu prvku b.

3. Ak [a,a] € R, tak zostrojime §ipku (tzv. slucku) idicu od obrazu prvku a
opat’ k obrazu prvku a.

PRrIKLAD 3. Reldcia R = {[1,2],[2,1],[2,4],[3,2],[3, 3]}, ktord je definovand na
mnozine A = {1,2,3,4,5}, ma graf na nasledovnom obrédzku.

®5 ®4
™
1@ [
» €O
Obr.

O

Uvedomte si, ze pomocou uzlového grafu je mozné bindrnu reldciu aj definovat’
(zadat).

Ak R je reldcia na mnozine A, tak aj R' = A2 — R je reldcia na A. Reldciu R’
nazyvame doplnkovou (komplementdrnou) relaciou k reldcii R na mnozine A.

Identickou (diagondlnou) relaciou na mnozine A nazyvame reldciu
A4 = {[a,a]; a € A}.

VETA 2. Ak R je reldcia z A do B, tak Ro Ay = Apo R=R.

DOKAZ. Nech [z,y] € Ro A4. Potom existuje z, ze [z,2] € Aua, [z,9] € R.
Z toho dostdveme, ze x = z, teda [z,y] € R, z ¢oho vyplyva Ro A4 C R.

Nech [z,y] € R. Pretoze [z,2] € A4, tak [z,y] € Ro A4, €o znamend, Ze aj
RC RoAy.

Druhd rovnost’ sa dokdze analogicky. O

Relédcie mo6zu mat’ rozne $pecidlne vlastnosti. S najdolezitejsimi z nich sa teraz
oboznamime.
2



DEFINicIA 3. Nech R je reldcia na mnozine A. Hovorime, Ze reldcia R je

a) reflexivna na A, ak
Ya € A aRa,
b) symetrickd, ak
Va,be A aRb — bRa,
c) tranzitivna, ak
Va,b,c€e A aRbAbRc — aRc,
d) antisymetricka, ak
Va,b€e A aRbAbRa — a =0,
e) ireflexivna (antireflexivna), ak
Ya€e A aR'a,
) savisla, ak
Ya,be A a#b — aRbV bRa,
g) trichotomicka, ak pre kazdé dva prvky a, b € A plati prave jeden zo vztahov
aRb, a = b, bRa (t.j. ak je ireflexivna, antisymetrickd a sivisla).

7Z tautolégii T8 a TH z kapitoly 4 vyplyva, ze relacia R je antisymetrickd prave

vtedy, ked’ o nej plati
Va,be A a#b = aR'bVIR'a

(t.j. ak a, b st rézne prvky, tak plati najviac jeden zo vztahov aRb, bRa).
V nasledujicich dvoch prikladoch budeme ilustrovat’ ako odévodnime, Ze dand
reldcia nejakd vlastnost’ nemad (t.j. ako dokadzeme, neplatnost’ vseobecného vyroku),
resp. ako postupovat’ pri dokazoch vlastnosti relacie (t.j. ako dokazovat’ platnost’
vseobecného vyroku).

PRIKLAD 4. Zistite, ktord z vlastnosti a) — f) (z definicie 3) m4 reldcia
R={[x,y] € Z% x > 2y — 1}.

RIESENIE. Reldcia R nie je reflexivna, lebo napr. [2,2] ¢ R. Nie je symetricka,
lebo napr. [1,0] € R, ale [0,1] ¢ R. Nie je tranzitivna, lebo napr. [-2,—-1] € R
aj [-1,0] € R, ale [-2,0] ¢ R. Nie je antisymetrickd, lebo napr. [-1,0] € R aj
[0,—1] € R. Nie je ireflexivna, lebo napr. [0,0] € R. Nie je stvisla, lebo napr.
[4,3] ¢ R, [3,4] ¢ R. O

PRIKLAD 5. Dokézte, Ze relacia S = {[z,y] € N?; x > 2y — 1} je a) tranzitivna,
b) antisymetricka.

RIESENIE. a) Nech [z,y] € S, [y,2] € S. Potom z > 2y — 1,y > 2z — 1. Po
uprave dostadvame, ze ¢ > 2y — 1, 2y — 1 > 4z — 3, teda = > 4z — 3 (lebo reldcia >
je tranzitivna).

1. Ak z > 1, tak 42 — 3 > 2z — 1 (podrobne sa presvedcte) a z tranzitivnosti
relacie > vyplyva, ze x > 2z — 1.
2. Ak z =0, tak pre kazdé x € N jex > 2z — 1= —1.
Z 1. a 2. vyplyva, ze ak [z,y] € S, [y,2] € S, tak aj [z,2] € S a reldcia S je teda
tranzitivna.

b) Nech [z,y] € S a[y,z] € S. Potom > 2y — 1 ay > 2z — 1. Z toho vyplyva,
zex >2y—1la2y—1>4x—3,tj. x> 4z — 3, teda x < 1. Analogicky dostaneme
y <1

Ak ¢ =1,y = 0 neplati [y,z] € S, ak z = 0, y = 1 neplati [z,y] € S. Teda z
predpokladu [z,y] € S a [y,z] € S vyplyva, ze bud z =y =1 aleboz =y =0. O

3



7Z mnohymi zo zndmych reldcii a s ich vlastnost’ami ste sa uz stretli. Napriklad
relacia L (kolmosti) na mnozine vietkych priamok zvolenej roviny je symetricka a
ireflexivna. Ziadnu z d’alsich menovanych vlastnosti nem4. Reldcia | (byt’ delitelom)
na mnozine N je reflexivna, tranzitivna a antisymetrickd. Dalsie zo spominanych
vlastnosti nema.

VETA 3. Nech R je bindrna relicia na mnozZine A. Potom
a) R je reflexivna prdve viedy, ked’ As C R,

b) R je symetrickd prdve vtedy, ked’ R = R7!,

¢) R je tranzitivna prdve vtedy, ked’ Ro R C R,

d) R je antisymetrickd prdve vtedy, ked RN R~ C Ay,

e) R je ireflexivna prdve vtedy, ked RN A4 =0,

f) R je siwisld prdve vtedy, ked’ A> — Ay C RUR™L.

DOKAZ. Uvedieme dokaz Casti c). Ostatné casti dokazu prenechdvame citatel'ovi
ako cvicenie.

¢) Nech R je tranzitivna reldcia a nech [z,y] € R o R. Potom existuje z € A, ze
[z,z] € R, [z,y] € R. Pretoze R je tranzitivna, tak [z,y] € R. Dokézali sme, ze
Ro R CR.

Nech Ro R C R anech [z,y] € R, [y,2] € R. Potom je [z,2z] € Ro R C R, teda
R je tranzitivna relacia. O

Nech R je reldcia na mnozine A a nech B C A. Potom RNB? je zrejme reldcia na
mnozine B. Nazyvame ju ziZenie (restrikcia) relicie R na mnozinu B a oznacujeme
R | B alebo Rpg alebo (ak nehrozi nedorozumenie) tiez pismenom R.

PRIKLAD 6. Nech | je relicia deli na mnozine N. Jej ziizenim na mnozinu
M =1{1,2,3,6} je relicia
Ap U {[17 2]7 [17 3]7 [17 6]7 [27 6]7 [37 6]}
O

Jednoduchy dokaz nasledovného tvrdenia prenechdvame ¢itatelovi ako cvicenie.

VETA 4. Nech R je relicia na mnoZine A a nech Rp je jej zizZenie. Ak reldcia
R md niektori z vlastnosti a) — g) (wvedengch v definicii 8), tak ti istd vlastnost’
md aj reldcia Rp (chdpand ako reldcia na mnozine B) aj reldcia R=1.

Cvicenia
1. Na mnozine {1,2,3,4,5,6} si dané relicie R, S takto:

R = {[172]7 [2’3]’ [37 1]7 [4’ 5]’ [575]’ [6,6]},
S ={[1,6],[2,4],[3,5],[4, 2], [4,4],[5, 3], [5, 5], [6, 1] }.

a) Nakreslite uzlovy a kartezidnsky graf relacii R, S.
b) Uréte (vymenovanim prvkov aj graficky) reldcie R=1, S—1.
c) Uréte relacie RoS, SoR, SoR™!, RoS™! (RoS)™!, S~toR7L.
2. Nacrtnite kartezidnske grafy nasledovnych relacii:
a) R={[z,y] € E*;logzry <0 & |y| <z +1},
b) R={[z,y] € E%; y < |2? — |z| — 2| & 2 +y* <4},
¢) R={[z,y] € Z% zTﬂ’ € Z}.
4



3. Nech A = {a,b,c}. Dand je relacia R = {[X,Y] € (P(A))?; X C Y} (t.j.
relacia inklizie mnozin na P(A)). Nakreslite jej uzlovy graf a zistite jej vlastnosti.
4. N§jdite vsetky reldcie na mnozine {a,b} a urc¢te ich vlastnosti.
5. Ukézte, ze na kazdej mnozine, ktord ma aspon dva prvky existuju také
relacie R, S, 7ze RoS # SoR.
6. Dokazte, ze
a) ak reldcie R, S st na mnozine A reflexivne, tak aj reldcia Ro S je reflexivna,
b) ak reldcie R, S su symetrické, tak reldcia R o .S nemusi byt symetricka.
7. Nech A={ne€ N;n<10}, B={neN;n>12},
R={[m,n€e AxB;m+1=n}, S={[m,n]e€AxB;m?=n}.
a) Zapiste relacie R, S vymenovanim prvkov.
b) Zostrojte uzlové grafy reldcii R, S.
¢) Urcte (vymenovanim prvkov) reldcie Ro S a So R.
8. Nech R ={[z,y] € E*;y =2z}, S = {[z,y] € B y = 2°},
T =A{lz,y] € E* y = Va}.
a) Zostrojte kartezidnske grafy reldcii R, S, T'.
b) Urcte relacie Ro S, SoR, SoT, RoT, ToR,ToS.
c) Zostrojte kartezidnske grafy relacii ndjdenych v predchddzajicej ¢asti.

9. Dokézte, ze pre I'ubovolné relacie plati
a) RO(SUT) RoS)URoT,
) (R ) =R'-S71,
J(BRH) =R, (R)7'=(R7!) (pricom R C 4?),

d) Ro(|JS)=JReS:, (Ur)'=UR

iel iel iel il

10. a) Ukazte, ze pre lubovolné reldcie R, Ry, R», S, S1, So platia nasledujice
vztahy:

RO(Sl 052) gRosl mROSQ,

(Rl ﬂRg)OSQ R1 OSORQ OS,

R051 _ROS2 gRO(Sl —Sz).

b) Ukazte, ze v uvedenych vzt'ahoch nemozno (pre I'ubovolné relacie) nahradit’
inkliziu rovnost’ou.

=

]

11. Zistite, aké vlastnosti maji nasledovné relécie:

a) R={[z,y] € Z% 2* = y},

b) R ={[z,y] € Z*; |z —y| > 3},

¢) R={[x,y] € E? 2 +y*> — 1}.

12. Dokéazte, ze o 'ubovolnej relacii R plati:

a) Ro R™! je symetrickd relacia.

b) Ak R je tranzitivna a ireflexivna, tak R je antisymetrickd.

13. Na mnozine M = {1,2,3} je dand relacia R = {[1,1],[1,2],[2,3]}. Urcte
najmensiu (vzhl'adom na inkliziu) reldciu S na M, o ktorej plati

a) R C S a S je reflexivna aj symetricka,

b) RC S a S je tranzitivna.

14. Na mnozine M = {0, 1,2} definujte (vymenovanim) reldciu, ktora
a) je reflexivna a tranzitivna, ale nie je symetrickd,
b) ktord je reflexivna a symetrickd, ale nie je tranzitivna,
c) ktord je stvisla, tranzitivna a nerovna sa M?2.
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15. Ak R;, i € I, je systém relcii, ktoré maju niektoru z vlastnosti reflexivnost,
symetri¢nost’, tranzitivnost’, tak ju mé aj relacia ﬂ R;. Dokéazte.
iel
16. Dokazte, ze ak su relacie R, S reflexivne na A, tak aj relicia Ro S je
reflexivna na A. Ukazte, Ze pre symetrické a tranzitivne reldcie analogickd vlastnost’
neplati.

17. Nech mnozina A mé n prvkov, n > 1. Urcte pocet
a) véetkych reldcii na A,

b) vsetkych reflexivnych reldcii na A,

¢) v8etkych symetrickych relacii na A.



9. Zobrazenia
Pripomerime si, ze bindrnu relaciu f, f C A x B, nazyvame zobrazenie (z A do
B), ked’ o nej plati
(1) [a,b] € fA[a,c] € f = b=c.

Ak reldcia f je zobrazenim z A do B, tak piseme f: A = B.
Nech f je zobrazenie a nech M C D(f). Potom oznac¢ime

f(M)={b;3ae M f(a)=0b}={f(a);a€ M}

Mnozinu f(M) nazyvame obraz mnoziny M v zobrazeni f. Ak P C H(f), tak
oznacime

fa(P)={a;BeP fla) =} = {a; f(a) € P}.

Mnozinu f_;(P) nazyvame (Gplny) vzor mnoziny P v zobrazeni f. Ak P = {b},
tak namiesto f_;({b}) strucne piseme f_;(b).

PRIKLAD 1. Ak f = {[z,y] € B y = 22}, tak £({0,2)) = (0,4), f_1((0,4)) =
(-2,2). O

Ak je bindrna reldcia f dand (podobne ako v predchddzajicom priklade) ako
obor pravdivosti vyrokovej formy dvoch (volnych) premennych, t.j.

f=Alz,y] € Ax B; V(z,9)},
tak podmienku (1) moézeme zapisat’ v tvare
(2) V(z,y) AV(z,y2) = y1 = ya

PRIKLAD 2. Nech f = {[z,y] € E?; yz +2 = x — 3y}. Urcte prvy a druhy obor
relacie f a zistite, ¢i f je zobrazenie.

RIESENIE. Po tprave vyrokovej formy yz+2 = z—3y dostdvame y(z+3) = z—2.

Prez # -3 jey = i—jr; Znamend to, ze O1(f) = D(f) = E — {—3}. Podobne

mozeme ukdzat’ (ak vyjadrime z) ze H(f) = E — {1}.
Pretoze y = % (pre x # —3) je zrejme reldcia f zobrazenim. O

Zobrazenie je obycajne dané niektorym z tychto spésobov:
1. Vymenovanim, napriklad f = {[0,0],[1,0], [2,1]}.
2. Definitnym oborom a predpisom (pravidlom), ktory ku kazdému prvku z
defini¢ného oboru prirad’uje prave jeden prvok, napriklad
D(g)=N, VneN g(n)=n’
3. Vyrokovou formou dvoch premennych, pricom sd urcené (alebo s zndme z
kontextu) obory premennych a to, ktord z nich je tzv. nezavisle premennd
a ktora je zavisle premennd, napriklad:
a) yr + 2=z — 3y, z,y € E, x je nezavisle premenn4,
b)h: E 5 E, st+2=1t-—3s, t je nezavisle premennd.
1



PozNAMKA. Ak v d’alsom texte uréime zobrazenie vyrokovou formou V(z,y) a
explicitne neuvedieme obory premennych budeme predpokladat’ (ako v stredoskol-
skej matematike), ze O(x) = O(y) = E, a Ze nezavisle premennou je premennd
.

V literatiure sa mozu samozrejme vyskytnut' aj rozne obmeny spomenutych
zapisov zobrazeni.

Zobrazenie (v zmysle uvedenom v tomto texte) je mnozina, teda zobrazenia f, g
sa rovnaju, ak obsahuju tie isté usporiadané dvojice, t.j.

(3) f=9 << D(f)=Dg) AVzeD(f) flx) = g(x).

DEFINfcIA 1. Nech f: A 5 B. Ak plati H(f) = B, hovorime, 7e f je zobraze-
nie z mnoziny A na mnozinu B. Ak D(f) = A hovorime, Ze f je zobrazenie mnoziny
A do mnoziny B a piseme f: A — B. Ak D(f) = A a H(f) = B hovorime, ze f
je zobrazenie mnoziny A na B alebo, Ze f je surjekcia (mnoziny A na B).

Zobrazenie f : A — B je teda surjekcia, ak
Vbe Bdaec A f(a) =b.

Upozornujeme cCitatela, ze podla predchdadzajicej definicie je kazdé zobrazenie
mnoziny A aj zobrazenim z mnoziny A (pretoze D(f) = A = D(f) C A) a
kazdé zobrazenie na mnozinu B je aj zobrazenim do mnoziny B (lebo H(f) =
B = H(f) C B). Napriklad funkcia y = v/z — 1 je zobrazenie z E do E, funkcia
y = 22 — 1 je zobrazenie E do E (teda aj z E do E), atd. V dalsom texte sa
obmedzime hlavne na zobrazenie A do B.

DEFINicia 2. Nech f: A — B. Ak
Va,be A a#b = f(a) # f(b)

hovorime, ze f je prosté zobrazenie (alebo, ze f je injekcia).

Napriklad funkcia y = 2% je prosté zobrazenie, ale funkcia y = x>

zobrazenie.

nie je prosté
PRrIKLAD 3. Dand je funkcia f: E— {1} - E, y = % Uréte obor hodnot a
zistite, ¢i f je injekcia.
RIESENIE. Ak 1# 2 >0, tak y = == a po tprave dostdvame z = yy? Pretoze
1# y% > 0 dostdavame y € (—oo, —1) U (0, 00). Analogicky sa mézZeme presvedcit,
ze ak © < 0, tak y € (0,1). Znamen4 to, ze

H(f) = (=00, —1) U (0,00) U (0,1) = (—o0, —1) U (0, 00).

bl

Predpokladajme, ze f(a) = f(b), t.j. llfla 105

Ak a >0 aj b > 0 tak po tuprave dostavame a = b.

Ak a < 0 aj b < 0 tak opét’ dostdvame a = b.

Ak napr. a > 0, b <0, tak %= = % a po uprave dostdvame a = ﬁ (pre
b# ). Ak zvolime napriklad b = —1, tak a = # a f(—1) = f(3) = 3, to znamena,

3
ze f nie je injekcia. O



DEFINIcIA 3. Ak zobrazenie f : A — B je injekcia aj surjekcia hovorime, ze f
je bijekcia A na B.

PrIKLAD 4. Nech A = {3a+1;a € Z}, B = {ba+ 3;a € Z}. Zistite, ¢
zobrazenie f = {[z,y] € Ax B; y = 5””3—+4} je bijekcia A na B.

RIESENIE. a) Ak z € A, tak existuje a € Z, ze x = 3a + 1 a potom y =

w =5a+ 3 € B, teda f je zobrazenie mnoziny A do B.
1 Ak y € B, tak existuje a € Z, 7e

y = 5a+3 a vtedy z = 32 = 3(5a+53)74
c) Ak f(z1) = f(z2), t.j. 5””13—+4 = 5””23—+4, tak z1 = xo, teda f je injekcia (pouzili
sme obmenu podmienky z definicie 2). O

b) Zo vztahu y = 524 yyplyva z = 344
5 =3a+1 € A, t.j. Tubovolné ¢islo

3 5
y=>5a+3 € Bmavzor x =3a+ 1€ A, preto f je surjekcia.

Ak reldcia f je zobrazenie a X C D(f), tak jej zizenie f [ X na mnozinu X
je zrejme opat’ zobrazenie. Nazyvame ho parcidlne zobrazenie k f na mnozine X.
Napriklad zizenim funkcie y = 22 na mnozinu N je postupnost’ (0,2,4,...,2n,...),
zizenie funkcie y = cosz (ktord nie je prostd) na interval (0, 7) je prostd funkcia.

VETA 1. Ak bindrne reldcie f, g si zobrazenia, tak aj f o g je zobrazenie a pre
kazdé x € D(f og) plati

3) (f o g)(x) = fg(x))-

DOKAZ. Nech [a,b] € fog aj[a,c] € fog. Potom existuji prvky d, e, o ktorych
plati

[a,d] € g, [d,b]€f, [ae]€g, [ec|€f.

Kedze g je zobrazenie, tak d = e a pretoze aj f je zobrazenie, tak b = c.
Rovnost’ (3) vyplyva z nasledovného ret’azca ekvivalencii: (f o g)(z) = y <
[,y] € foge Fz[z, 2] € g,[z,y] € foTzg(x)=2,f(2) =y & f(g(x) =y. O

Ak f, g s zobrazenia, tak zobrazenie f o g nazyvame zloZené zobrazenie alebo
kompozicia zobrazeni. Zobrazenie f volame vonkajsia zloZka a zobrazenie g vnitornd
zloZka zlozeného zobrazenia f o g.

PRIKLAD 5. Nech f, g st funkcie, f(x) = 22 — 1, g(z) = 1 — 2. Potom

(fog)(x)=2(1-2%) —1=1-22"
(go f)(x) =1— (22 — 1)* = 4z — 42°.

O

PozNAMKA. Pretoze zobrazenia si $pecidlne pripady reldcii (kazdé zobrazenie
je reldciou), tak vseobecné tvrdenia o reldcidch platia aj pre zobrazenia. Napriklad
z vety 8.1 vyplyva, ze pre lubovolné zobrazenia f, g, h plati: (fog)oh = fo(goh).

Zakladné vlastnosti, ktoré maji zobrazenia sa zachovaju aj pre zlozené zo-
brazenia.



VETA 2. Nechg: A— B, f: B— C. Potom

a) ak g, f si injekcie, tak aj f o g je injekcia,
b) ak g, f su surjekcie, tak aj f o g je surjekcia,
c) ak g, f su bijekcie, tak aj f o g je bijekcia.

DOKAZ. a) Nech a # b. Potom g(a) # g(b) (lebo g je injekcia) a preto aj
f(g(a)) # f(g(b)) (lebo aj f je injekcia). Teda (f o g)(a) # (f © g)(b), Co znamend,
ze f o g je tiez injekcia.

b) Nech ¢ € C. Pretoze f je surjekcia, existuje b € B, ze f(b) = ¢ a pretoze aj g
je surjekcia, existuje a € A, ze g(a) = b. Z toho vyplyva, ze f(g(a)) = (fog)(a) = c.
Teda k Tubovolnému prvku ¢ € C existuje v zlozenom zobrazeni f o g vzor a € A.
Preto f o g je surjekcia

Tvrdenie ¢) vyplyva z a) ab). O

V predchddzajicej kapitole bola zavedend identickd (diagondlna) relacia A 4. Je
zrejmé, ze A4 je bijekcia A na A; plati A(x) = x pre kazdé x € A. Zobrazenie
A 4 sa nazyva identické zobrazenie mnoziny A.

Pripomerime, Ze o 'ubovolnej relacii f z A do B (a teda aj o 'ubovolnom zo-
brazeni) plati

folAs=Apof=Ff.

K T'ubovol'nej bindrnej reldcii R existuje inverzn4 reldcia R~!. Ak R je zobraze-
nie, R~! zobrazenim byt’ nemusf.

VETA 3. Ak zobrazenie f : A — B je injekcia, tak inverznd reldcia f=! je
zobrazenie (z B do A).

DoKAz. Nech [a,b] € f71, [a,c] € f~1. Potom [b,a] € f, [c,a] € f, ¢ize f(b) =
f(c) = a. KedZze f je injekcia, tak b = ¢ ¢o znamend, ze f~! je zobrazenie. [

DErFINfCIA 4. Inverzni reldciu f~! k prostému zobrazeniu f nazyvame inverzné
zobrazenie (k zobrazeniu f).

VETA 4. Reldcia f je bijekcia prdve vtedy, ked’ f=1 je bijekcia.

DOKAz. Nech f je bijekcia A na B. Z vety 3 vyplyva, ze f~! je zobrazenie (z
B do A). Pretoze D(f~1) = H(f) = B, H(f~!) = D(f) = A, je f~! zobrazenie A
na B (teda je surjekcia). Nakoniec, ak f~1(a) = f=1(b) = ¢, tak a = f(c), b= f(c)
a teda (pretoze f je zobrazenie) a = b ¢o znamend, ze f~! je aj injekcia.
Obrétené tvrdenie vyplyva z toho, ze (f~1)~"' = f. O

VETA 5. Nech f: A — B, A # (. Potom zobrazenie f je injekcia vtedy a len
vtedy, ked existuje zobrazenie g: B — A, Ze go f = A 4.

DOKAz. a) Predpokladajme, Ze existuje zobrazenie g, o ktorom plati go f = A 4.
Nech f(a) = f(b). Potom a = A 4(a) = (gof)(a) = g(f (@) = g(f (b)) = (go)(b) =
A a(b) =b. Teda f je injekcia.

b) Obratene, nech f : A — B je injekcia. Definujme zobrazenie g : B — A
takto:

ak b € H(f), tak g(b) = /~1(b),

ak b ¢ H(f), tak g(b) = ¢, kde ¢ je T'ubovolny ale pevne zvoleny prvok z A.
Potom pre kazdé a € A je (go f)(a) =g(f(a)) =a,teda go f=Ay. O

4



VETA 6. Nech f: A — B. Potom zobrazenie f je surjekcia vtedy a len vtedy,
ked’ existuje zobrazenie g: B — A, Ze fog= Ap.

DOKAZ. Predpokladajme, Ze k zobrazeniu f existuje také zobrazenie g, ze fog =
Ap. Potom b = Ag(b) = (f o g)(b) = f(g(b)). Znamend to, ze k 'ubovolnému
b € B existuje v mnozine A jeho vzor v zobrazeni f (je nim prvok g(b)), teda f je
surjekcia.

Obrétene, nech f je surjekcia. Ak b € B, tak existuje aspon jeden prvok a € A,
ze f(a) = b (lebo f je surjekcia). Zvolme (vyberme) ku kazdému prvku b € B
jeden prvok a, € A taky, ze f(ap) = b a polozme g¢(b) = ap. Tym sme definovali
zobrazenie g : B — A. Pre kazdé b € B je (f o g)(b) = f(g(b)) = f(ap) = b, teda
fog=Agp. O

7 predchadzajicich dvoch viet vyplyva

DOSLEDOK. Nech f: A — B, A# (). Potom f je bijekcia A na B vtedy a len
vtedy, ked’ existuje zobrazenie g: B — A, Ze go f=A4 a fog= Ap.

VETA 7. Nech f : A - B, g: B — A. Ak fog = Ap, gof = A4, tak
g=f"

DOKAZ. Treba dokézat), ze [z,y] € f prave vtedy, ked’ [y, z] € g.

Nech [z,y] € f. Pretoze pre kazdé = € A je [x,x2] € Aa =go f, tak [y,z] € ¢
(lebo g o f je zobrazenie).

Obratend implikacia sa dokaze analogicky. O

DEFINiciA 5. Ak existuje bijekcia mnoziny A na mnozinu B hovorime, Ze mno-
zina A je ekvivalentnd s mnozinou B a piSeme A ~ B.

VETA 8. Pre lubovolné mnoZiny A, B, C plati
a) A~ A,

b) A~B — B~A,

c) A~BAB~C = A~C.

DOKAZ. a) Zrejme A4 je bijekcia A na A, preto A ~ A.

b) Ak A ~ B, tak existuje bijekcia f mnoziny A na B. Potom f~! je bijekcia B
na A (veta 4), preto B ~ A.

c) Ak A ~ B, B ~ C, tak existuji bijekcie f mnoziny A na B a g mnoziny B
na C. Potom, podla vety 2, g o f je bijekcia A na C, z ¢oho vyplyva A ~ C. O

Zobrazenia konecnych a nekoneénych mnozin. Symbolom n budeme ozna-
covat’ ,Standardni® mnozinun = {m € N; 1 <m < n}. Tedan = {1,2,...,n}.
Napriklad 1 = {1}, 0 =0, 3 = {1, 2, 3}.

Mnozina A je koneénd, ak existuje n € N, ze mnozina n je ekvivalentnd s A. V
takomto pripade hovorime, ze A je n-prvkovd mnozina. Ak zobrazenie a : n — A
je bijekcia, tak kazdy prvok x € A je obrazom nejakého ¢isla i € n, teda © = a(i)
Co Casto zapisujeme r = a;. Mnozinu A moézeme potom zapisat’ v tvare A =
{a1,a9,...,a,} teda tak, ako sme to aj doteraz Casto robili.

POZNAMKA. V tedrii mnozin sa obozndmite aj s inymi definiciami koneénej mno-
ziny, ktoré si nezavislé od pojmu prirodzené cislo. Tam sa postupuje naopak,
pomocou konec¢nych mnozin sa vybuduje model mnoziny vSetkych prirodzenych
cisel.

Zobrazenia konecnych mnozin maju niektoré vlastnosti, ktoré zobrazenia neko-
necnych mnozin nemajui (a naopak). Niektoré z nich teraz uvedieme.
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VETA 9. KaZdé injektivne zobrazenie konecnej mnoZiny do seba je aj surjekcia
(t.3. bijekcia).

DOKAZ. (Matematickou indukciou.) Pre O-prvkovd (t.j. prézdnu) mnozinu
je tvrdenie zrejme pravdivé. Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre kazdu n-
prvkovi mnozinu. Nech B = {by,bs, ..., by, bpt+1} je n+ 1-prvkovd mnozina a nech
f :+ B — B je injekcia. Ak b,41 ¢ H(f), tak zizenie zobrazenia f na B' =
{b1,ba,...,b,} je prosté zobrazenie B’ — B’ a preto podla indukéného predpok-
ladu surjekcia. Potom f(b,+1) = f(bg) pre nejaké k < n+1, spor (lebo f je prosté).
Teda b,11 € H(f). Nech f(bg) = bp+1. Nepriamo ukazeme, ze f je surjekcia. Ak
existuje prvok b;, ktory nemd v zobrazeni f vzor, mézeme definovat’ zobrazenie g
takto:

g(bx) = by, g(b;)) = f(b;)) pre i#k.

Potom g je injektivne zobrazenie B — B a b,y1 ¢ H(g), ¢o podla prvej casti
dokazu vedie k sporu. Teda f musi byt’ surjektivne zobrazenie. [

VETA 10. KaZdé surjektivne zobrazenie konecénej mmnoZiny do seba je aj in-
jektivne.

DOKAZ. Nech A = {ay,as,...,a,} anech f: A — A je surjekcia. Podla vety 6
existuje g: A — A, ze fog = A 4. Podla vety 5 potom ale g : A — A je injekcia a
preto (podl'a vety 9) je aj surjekciou (a teda bijekciou). Preto g=! je tiez bijekcia a
z rovnosti fog= A4 dostdvame fogog ' =Ayo0g7 L t.j. f =g ' o znamens,
ze f je tiez bijekcia. O

Na rozdiel od kone¢nych mnozin u nekone¢nej mnoziny, napriklad E, pozndme
injektivne zobrazenie E — FE, ktoré nie je surjektivne, napriklad y = 2% a sur-
jektivne zobrazenie, ktoré nie je injektivne, napriklad y = 23 — z (nacrtnite si jeho
graf).

Jednou z axiém gréckej matematiky bolo tvrdenie: ,cast’ je mensia ako celok”.
Pokial’ si v§imame len konecné mnoziny, tak toto tvrdenie naozaj odpoveda nagej
predstave a skusenosti (ak A, B st kone¢né mnoziny a A je vlastnou podmnozinou
mnoziny B, tak neexistuje bijekcia A na B). U nekonetnej mnoziny je to inak.
Napriklad zobrazenie f : N — Z, f = {[0,0],[1,-1],[2,1],[3,-2],[4,2], ...} t.j.

f(n) =%, akn je parne,

f(n) = =2, ak n je neparne
je bijekciou IV na Z. Podobné poznatky boli dovodom, ze v roku 1848 prazsky
matematik Bertrand Bolzano uznava existenciu nekonecnej mnoziny. Zavadza po-
jem ekvivalencie a zdoraznuje, ze sa musime zmierit’ s tym, ze cast’ je ekviva-
lentnd celku (teda napriklad mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel je ekvivalentnd s
mnozinou vetkych celych ¢&isel).

Na zaver si vSimnime bijektivne zobrazenia medzi intervalmi redlnych ¢isel.

Nech a,b € F, a < b. Zobrazenie

f:(0,1) = (a,b), flz)=a+(b—a)z

je bijekcia (nacrtnite si graf tohto zobrazenia napr. pre a = 2, b = 5). Teda
(0,1) ~ (a,b). Z vety 8 vyplyva, ze ak a,b,c,d € E, a < b, c < d, tak (a,b) ~ (¢, d).

Zobrazenie (funkcia) tangens je bijekcia intervalu (—%, Z) na mnozinu redlnych
¢isel E (teda na interval (—oo0,00)). Teda (opat’ podla vety 8) je (0,1) ~ E.

6



Ak uvazujeme dva intervaly, ktoré sa lisia len ,trochu®, napriklad intervaly (0, 1)
a (0,1), tak prislusna bijekcia nemusi byt’ taka jednoduchd ako v predchddzajicich
pripadoch.

PrikLAD 6. N§jdite bijektivne zobrazenie intervalu (0, 1) na interval (0,1).

RIESENIE. Polozime

£(0) = 3,

f(%):nil pren € N, n> 2,

f@y=a prexe(0,1),z#0,z# =, pre kazdé n € N.
Podrobne sa presvedcte, ze takto definované zobrazenie f je bijekcia (0,1) na
0,1). O

Tento priklad je aj ndvodom, ako riesit’ d’alsie podobné tlohy. Pokiste sa
napriklad ukazat’, ze (0,1) ~ (0,1) a (0,1) ~ (0,1).

Cvicéenia

1. Dané su relacie

a) fi = {[z,y] € E* y = V& +2},
b) fo ={[z,y] € E% = = (y — 2)*},
¢) fs =A{[z,y] € B> |z| + |y| = 1},

Q) fo={lz.y] € By = /e 37—z},

e) fs = {[z,y] € E?; y =log(z — 2) +log(3 — )},
£) fo = {[z,y] € B% 2= /37 - log(y — 3)},
@ﬁz{WMeE%xzitf

y—2
Urcte ich defini¢né obory a obory hodnoét. Zistite, ktoré z tychto relacii si zo-
brazenia, a ktoré su injekcie.

2. Zistite, ¢i pre zobrazenia f, g z E do E plati f = g, ak
. 2_
a) f(x) = 2=,  g(@) =z +1,
4_
b) f(z) = &7y, glx) =2 -1,

i
¢ f(@)=~Inz, g(e)=Inl,
) F@) =5, gle) =

3. Dané su zobrazenia
2) f = {lr.y) € E% y = |o— 1] — 20 + 3]},
b) g ={[z,y] € E* y = (z - 2)(z + 3)},
&) h={[z,y] € E% y=a? + |s] - 2).
Nacrtnite grafy tychto zobrazeni a rozhodnite, ktoré z relacii f=', g=', h™! sd
zobrazenia.

ol

4. Dané su zobrazenia f, g mnoziny E do E takto:
a) f(x) =z -2, g(x) = (z+2)(z-3),
b) f@)=lo -1,  glx) = a®.
Urcte f og, go f a naCrtnite ich grafy.
5. Najdite f og a D(f o g) pre zobrazenia f, g z E do E, ak
a) f(z) =vVz+1, g(z) = 2% — 2,
b) f={lz,y] e N>z =2y+1},  g={[z,y] € N* =z =2y},
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o) f={lzyl€ B>y y=In(z-4)}, g={[z,y] € E*y=va’+z-2},

d) f=A{lz,y] € E?; e = a}, gz{[wy]GEQ' (y—1) =2}

6. Dand je funkcia f : E— {1} - E, y = | . Urcte obor hodnot a zistite, ¢i
f je injekcia.

7. Nech f, g sd zobrazenia.

a) Dokazte, ze aj fNg a f — g su zobrazenia.

b) Ukéazte, ze relicia f U g nemusi byt’ zobrazenim.

8. Nech f je kvadraticka funkcia y = 2® — 1. Uréte f({—1,2)), f(E),
f—1(<_17 1))’ f—1(<07 2))

9. Nech f: A— B anech Ay, Ay C A, By, B, C B. Dokazte, ze plati:

a) f(A1UAs) = f(A1) U f(A2),

b) fo1(B1UB2) = f1(B1) U f_1(B2),
) f-1(Bi r”5’2) fo1(B1) N f-1(B2),
d) fo1(B1 — B2) = f-1(B1) — f-1(B2).
e) f(AiN Az) C f(A)nN f(A2)a

£) f(A1) — f(A2) C f(A1 — 42),

g) A1 C f1(f(A1)).

0.

Najdite také zobrazenie f a mnoziny A;, A, aby platilo:
f(A1 N A) # f(A1) N f(A2)
b) f(A1) = f(A2) # f(A1 — As),
) A1 # f-1(f(A1)).
11. Nech f: A— B, g: B — C. Dokézte, ze
a) ak g o f je injekcia, tak aj f je injekcia,
b) ak g o f je surjekcia na C, tak aj g je surjekcia na C.

)
1
a)

12. Nech f je zobrazenie neprazdnej mnoziny A do B. Ukédzte, ze nasledujice
podmienky su ekvivalentné:
a) f je injekcia,
b) pre l'ubovolni mnozinu C a pre 'ubovolné zobrazenia g, h mnoziny C' do A
z rovnosti fog = foh vyplyva g = h.
13. Nech f je zobrazenie neprazdnej mnoziny A do B. Ukdzte, ze nasledujice
podmienky su ekvivalentné:
a) f je surjekcia,
b) pre I'ubovolni mnozinu C a pre l'ubovolné zobrazenia g, h mnoziny B do
C z rovnosti go f = ho f vyplyva g = h.

14. Nech f : A — B. Potom f je surjekcia prave vtedy, ked fo f~! = Ap.
Dokazte.

15. Nech f : A — B. Potom f je injekcia prave vtedy, ked’ f='o f = A4.
Dokézte.



10. Reléacie ekvivalencie a usporiadania

Prvky mnoziny casto rozdel'ujeme na zdklade nejakych kritérii do skupin. Na-
priklad mnozinu celych ¢isel mozeme rozdelit’ na mnozinu kladnych ¢éisel, mnozinu
zdpornych ¢isel a jednoprvkovi mnozinu {0} alebo ju moézeme rozdelit’ na mnozinu
parnych ¢isel a mnozinu neparnych ¢isel alebo nejakym inym spésobom. V takychto
pripadoch hovorime, Ze sme vytvorili rozklad mnoziny.

DEFINicia 1. Nech A je nepréazdna mnozina. Systém S podmnozin mnoziny A
sa nazyva rozklad mnoziny A, ak

1. 0¢S,
2. VB,CeS8S, B#C = BnC=0,
3. US=A4A

Ak S je rozklad mnoziny A, tak podmnoziny patriace do S obyc¢ajne nazyvame
triedy rozkladu (alebo bloky).

Pri rozdelovani prvkov mnoziny do skupin (blokov) si oby¢ajne zvolime nejaké
kritérium a do jednej triedy zaradime tie prvky, ktoré z hl'adiska zvoleného kritéria
maji rovnaku vlastnost’. Pri deleni detskych guliciek moze byt kritérium farba a
do jednej skupiny ddme cervené gulicky, do druhej zelené, atd. Pri prirodzenych
¢islach méze byt kritérium pocet delitelov (do jednej skupiny bude patrit’ len ¢éislo
1, ktoré ma jediného delitel'a, do druhej ¢islo 0, ktoré ma nekoneény pocet delitelov
do tretej budu patrit’ prvocisla, ktoré maji po dvoch delitel'och a do stvrtej zlozené
¢isla, ktoré maji koneény pocet delitelov vacsi ako 2. VSimnite si, ze pritom plati:

ak objekt @ m4 takud vlastnost’ ako b, tak aj b ma takd vlastnost’ ako a,

ak a, b maji td istd (rovnaki) vlastnost’ aj b, ¢ maju rovnaku vlastnost’, tak aj
a, ¢ maju rovnaku vlastnost’.

Teda relacia obsahujica usporiadané dvojice prvkov majicich rovnaku vlastnost’ je
symetrickd, tranzitivna a zrejme je aj reflexivna.

DEFINIcIA 2. Nech R je reldcia na mnozine A. Hovorime, Ze R je ekvivalencia
(relicia ekvivalencie) na A, ak je reflexivna na A, symetrickd a tranzitivna.

Ukézeme teraz, ze rozklady mnozin a relacie ekvivalencie spolu suvisia. Tento
suvis je dost’ dolezity, ¢asto sa vyuziva a aj vy sa s nim pri §tudiu matematiky
Casto stretnete.

VETA 1. Nech ~ je ekvivalencia na mnoZine A. Pre lubovolny prvok a € A
oznacéime @ = {x € A; x ~ a}. Potom S = {a; a € A} je rozklad mnoZiny A.

DOKAZ. S je zrejme systém podmnozin mnoziny A. Pretoze a € @ (lebo ~ je
reflexivna), tak ) ¢ S a [JS = A. Treba este ukdzat’, ze ak @, b € S, anNb # ), tak
a=0>b. Ak anb # 0, tak existuje ¢, Ze ¢ € @ aj ¢ € b. Z toho vyplyva, ze ¢ ~ a,
¢ ~ b a pretoze ~ je symetrickd, plati aj a ~ ¢. Nech x € a. Potom = ~ a a pretoze
~ je tranzitivna relécia, tak zo vztahov x ~ a, a ~ ¢, ¢ ~ b vyplyva = ~ b, t.j.
x € b. Tym sme ukézali, ze @ C b. Analogicky mozno ukézat, ze aj b C a. [

Nech ~ je ekvivalencia na mnozine A anech a € A. Mnozinua = {z € 4; z ~ a}
nazyvame trieda (blok) rozkladu mnoziny A podla ekvivalencie ~, dand (dany)
prvkom a. Systém {a; a € A} budeme oznacovat’ A/ ~ a nazyvat’ faktorovd
mmnoZina mnoziny A podla ~.

Ak R je ekvivalencia (na nejakej mnozine), tak namiesto aRb niekedy piseme
a=b (mod R).



VETA 2. Nech S je rozklad mnoZiny A. Nech pre lubovolné a,b € A jea ~ b
prdve vtedy, ked’ ezistuje mnoZina X € S tak, Ze a,b € X. Potom reldcia ~ je
ekvivalencia na A.

DOKAz. Kazdy prvok a € A patri do nejakej mnoziny systému S, teda a ~ a
¢o znamenad, ze ~ je reflexivna reldcia. Je zrejmé, ze relicia ~ je symetrickd. Nech
T ~ Yy, y~ z Potom existuji mnoziny X, Y systému S, ze z,y € X, y,z € Y.
Pretoze XNY #0 (leboy € XNY), tak X =Y a teda x,2z € X ¢o znamend, ze
z ~ z. Ukézali sme, ze reldcia ~ je aj tranzitivna. O

Vo vete 1 a vete 2 st dva prvky v relécii prave vtedy, ked’ si prvkami tej istej
triedy rozkladu. Z predchadzajicich poznatkov teda vyplyva, ze medzi rozkladmi
mnoziny A a ekvivalenciami na A je vzajomne jednoznac¢nd koreSpodencia: kazdému
rozkladu mnoziny A prislicha préve jedna ekvivalencia na A (nim urc¢end) a naopak.

PRIKLAD 1. Na mnozine Z definujeme reldciu = takto:
a=b <= 5|(a-0).
Pre kazdé ¢islo a € Z plati 5 | (a — a), t.j. a =a. Ak a = b, tak 5| (a — b), z ¢oho
vyplyva 5 | (b—a), t.j. b=a. Aka=bajb=c,tak 5| (a—10), 5] (b— c), z ¢oho
vyplyva 5| ((a—b) + (b—c¢)), t.j. 5| (a—c¢), teda a = c¢. Tym sme ukazali, ze = je

ekvivalencia. Ona urc¢uje rozklad (faktorovd mnozinu) Z/ == {0, 1, 2, 3,4}, pricom
0=1{...,-10,-5,0,5,10,...},
T={..,-9,-4,1,6,11,...},
2=1{..,-8,-3,27,12,...},
3={...,-7,-2,3,8,13,...},
I=1{...,-6,-1,4,9,14,...}.

Vsimnite si, ze dve celé cisla patria do tej istej triedy rozkladu prave vtedy, ked’

pri ich deleni ¢islom 5 dostaneme rovnaky zvysok. Preto 0, 1, 2, 3, 4 sa nazyvaju
zvyskové triedy (podla modulu 5). O

Pri uvedenom sposobe oznacovania tried rozkladu je mozné tu isti triedu oznacit’
viacerymi symbolmi. Ak a, b st prvky tej istej triedy, tak @ = b. Napriklad v
rozklade z predchadzajiceho prikladuje 1 =6=—-4=11=....

Pri rieSeni niektorych matematickych tiloh uvadzame v zavere pocet rieseni danej
ulohy. Napriklad v geometrii pri dlohe ,zostrojte trojuholnik ABC so stranami
a = 4cm, b = 5em, ¢ = 6em” sa zvykne uviest’, ze tloha ma jedno riesenie, hoci
trojuholnikov, ktoré spfﬁajﬁ uvedené podmienky je nekonecne vela. V takomto
pripade vsak ide v skuto¢nosti o ndjdenie reprezentanta triedy rozkladu, daného na
mnozine vsetkych trojuholnikov (vo zvolenej rovine) reldciou zhodnost'.

Reléacia ~ (ekvivalencia mnozin) dand v definicii 9.5 je, ako vyplyva z vety
9.10, relaciou ekvivalencie. Vytvara teda na l'ubovolnom systéme mnozin, ktory
je opat’ mnozinou, rozklad podla vety 1. Do jednej triedy rozkladu patria vsetky
navzajom ekvivalentné mnoziny. Hovorime, Ze tieto mnoziny maji rovnakd mohut-
nost’ alebo rovnaké kardindlne ¢&islo (u koneénych mnozin rovnaky pocet prokov).
V predchadzajicej kapitole sme sa niektorymi takymito mnozinami redlnych ¢isel
zaoberali.

Ak je dané zobrazenie f mnoziny A na mnozinu B, tak je mozné definovat’ na
A (prirodzenym sposobom) relaciu ekvivalencie.
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VETA 3. Nech je dané zobrazenie f : A — B. Na mnozine A definujeme reldciu
~ podmienkou

(1) a~b = fla)=f(b)

Reldcia ~ je ekvivalenciou na A a faktorovd mnozina A/ ~ je ekvivalentnd s oborom
hodndt H(f). Bijekciou A/ ~ na H(f) je (napriklad) zobrazenie g, ktoré je dané
predpisom

(2) Vae A/~ ¢(@) = f(a).

DOKAZ. Overenie reflexivnosti, symetricnosti a tranzitivnosti relicie ~ prene-
chavame citatelovi ako lahké cvicenie. Dalej treba ukézat’, ze g je bijekcia A/ ~
na H(f). Plati

a=b <= a~b <= f(a)=f(b).

Z toho vyplyva, ze g je korektne definované zobrazenie (rovnost’ vzorov @, b imp-
likuje rovnost’ ich obrazov f(a), f(b), t.j. relacia g je zobrazenim), a ze g je prosté
zobrazenie. Z (2) vyplyva, Ze g je zobrazenie na mnozinu H(f), preto g je bijekcia
A/ ~naH(f). O

V matematike sa obvykle zaoberame mnozinou nejakych objektov, pricom na
tejto mnozine skimame urcité relacie a operacie. Napriklad na mnozine celych ¢isel
sa obycajne zaoberame reldciami usporiadania a delitel'nosti a operdciami séitania,
nasobenia a odéitania, na mnozine vektorov relaciou kolmosti a operaciou scitania,
na mnozine geometrickych dtvarov reldciami zhodnosti a podobnosti, atd. Mnozinu
spolu s usporiadanym systémom reldcii a operacii na nej definovanych volame al-
gebraickd struktiura. 'V zévislosti od poctu relécii a operacii a od vlastnost{ relacif a
operdcif majd algebraické struktiry rozne pomenovania (grupy, usporiadané polia,
euklidovské priestory, atd.) Kvéli jednoduchosti si na zaciatku budeme vsimat’ na
mnozine len jedind bindrnu relaciu.

Na obréazku 1 si pomocou uzlovych grafov dané binarne reldcie R, S. Relacia R
na mnozine A = {a, b, ¢,d}, relacia S na mnozine B = {1,2,3,4}.

a b 1 4
: §) .
2/
R: S: L4
[ ] [ ] [ )
c d 3

Obr. 1

Vsimnime si, ze ,,vhodnym prekreslenim“ jedného z tychto grafov mézeme do-
cielit’ to, ze obrazky grafov tychto dvoch reldcii budd ,rovnaké“. Podrobnejsie sa
budeme zaoberat’ tym, ¢o to znamena.

Nech R je relacia na mnozine A. Usporiadand dvojica (A, R) sa vola relaénd
Struktira, mnozina A sa vola nosic tejto struktury.
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DEFINicia 3. Nech (A, R), (B,S) si relacné struktiry. Bijektivne zobrazenie
f: A— B, o ktorom plati

Va,be A [a,b] € R <= [f(a),f(b)] €S

nazyvame izomorfné zobrazenie (izomorfizmus) relacnej struktiry (A, R) na relacni
struktiru (B, S).

Prvy z grafov na obrazku 1 zndzortnuje rela¢nu struktiru
({a,b,c,d},{[a,b], [a, ], [b,b], [d, a]}).

Zobrazenie f = {[a,2],[b,4],[c,1],[d, 3]} je izomorfné zobrazenie tejto relacnej
Struktiry na relacnd struktiru (B, S). Vsimnime si, Ze zobrazenie k nemu inverzné,
tg. 7 = {[2,q],[4,0],[1,¢],[3,d]} je izomorfnym zobrazenim rela¢nej Struktiry
(B, S) na (4, R).

VETA 4. a) Ak f je izomorfné zobrazenie relacnej Struktiry (A, R), na (B,S5),
tak f=1 je izomorfné zobrazenie relacnej struktiry (B,S) na (A, R).

b) Ak f je izomorfné zobrazenie relacnej Struktiry (A, R), na (B,S) a g je
izomorfné zobrazenie relacnej Struktiry (B,S) na (C,Q), tak g o f je izomorfné
zobrazenie (A, R) na (C, Q).

DOKAz. a) Ak f: A — B je bijekcia, tak aj f~! : B — A je bijekcia. Nech x,y
su lubovolné prvky z B. Potom existujd prvky a,b € A, ze f(a) = z, f(b) =y,
teda a = f~1(x), b= f~1(y). To, ze f~! je izomorfizmus vyplyva z nasledovného
ret’azca ekvivalencii

[z,y]€S & [fla),f)]€S & lableR & [[T'(),f'W]ER

b) Ak f: A - B, g: B — C su bijekcie, tak aj go f : A — C je bijek-
cia. Nech z,y € A. Potom [z,y] € R prave vtedy, ked’ [f(x), f(y)] € S (lebo f
je izomorfizmus) a [f(z), f(y)] € S prdve vtedy, ked’ [g(f(z)),9(f(y))] € Q, t.].

[(go f)(x),(go f)(y)] € Q (lebo aj g je izomorfizmus). Z toho vyplyva, ze aj go f
je izomorfizmus. O

DEFINIciA 4. Ak existuje izomorfné zobrazenie relacnej struktiry (A4, R) na
(B, S) hovorime, ze rela¢né struktiry (A, R), (B, S) st izomorfné a piseme (A4, R) ~
(B,5)

Nech § je T'ubovolny neprazdny systém rela¢nych struktir, ktory je mnozinou.
Relécia ~ je reflexivna, lebo kazda relacnd struktira (A, R) je izomorfnd sama so
sebou (izomorfizmom je identita A4). Z vety 4 vyplyva, ze reldcia ~ je aj symet-
rickd aj tranzitivna. Teda reldcia ~ je reldciou ekvivalencie, t.j. urcuje rozklad
systému S. Pritom dve relacné struktury patria do tej istej triedy rozkladu prave
vtedy, ked’ su izomorfné. Izomorfné relacné Struktiry nepokladdme obycCajne za
rozne. Zvycajne sa teda nezaoberame skiimanim jednotlivych relacnych struktir,
ale skimanim tried danych reldciou ~, resp. skimanim takych vlastnosti relacnych
§truktir, ktoré sa pri izomorfizmoch zachovavaji (si vzhl'adom na izomorfizmy in-
variantné). Takymito vlastnost’ami su (ako vyplyva z nasledovnej vety) aj vsetky
vlastnosti zavedené v definicii 8.3.

4



VETA 5. Nech (A, R), (B,S) si izomorfné relacné Struktiry. Ak relicia R md
niektord z vlastnosti a) — g) z definicie 8.3, tak ju md aj relicia S.

DOKAz. Dokdzeme invariantnost’ tranzitivnosti. Ostatné vlastnosti sa dokdzu
analogicky.

Nech reldcia R je tranzitivna a nech pre a,b,c € B je [a,b] € S aj [b,c] €
S. Pretoze (A, R) ~ (B, S), existuje izomorfizmus f relacnej struktiry (A, R) na
(B, S), teda existuju aj prvky z,y,z € A, ze f(z) = a, f(y) = b, f(z) = ca
[z,y] € R, [y, 2] € R. Relacia R je tranzitivna, teda [z, z] € R z ¢oho vyplyva, ze
[f(z), f(2)] = [a,c] € S ¢o znamend, ze aj relacia S je tranzitivna. O

V zéavere tohto ¢lanku sa obozndmime s ¢asto pouzivanou rela¢nou struktirou,
S tzv. usporiadanou mnozinou.

V matematike, ale aj v inych oblastiach, ¢asto prvky mnozin nejakym spésobom
usporiadame. Napriklad v slovniku sui slova usporiadané na zaklade tzv. abeced-
ného poradia, cvicenci sa zvykni zoradit’ podla ich vysky, prirodzené ¢isla podla
velkosti atd’. V takychto pripadoch pre kazdé dva prvky (slovd, cviéencov, ¢isla)
a, b plati, ze bud’ ,a je pred b alebo ,b je pred a“. Casto sa vsak stretdvame
aj s takymi usporiadaniami, kde tato vlastnost’ nie je splnend. Napriklad, ak
podmnoziny mnoziny M = {1,2,3} usporiadame na zdklade mnozinovej inklizie,
tak () je pred {1}, této je pred {1,2} atd’, ale z podmnozin {1}, {2} nie je ani jedna
pred druhou. U usporiadania vzdy pozadujeme, aby zo vztahov ,a je pred b a ,,b
je pred c¢“ vyplyvalo ,a je pred c“ a aby pre rézne prvky a, b neplatilo ,,a je pred
b“ aj ,b je pred a“.

DEFINICIA 5. Nech A je mnozina. Reflexivnu, antisymetricki a tranzitivnu
reldciu na A nazyvame (neostré) usporiadanie na mnozine A (alebo usporiadanie
mnoziny A). Ak < je usporiadanie na mnozine A, tak rela¢nu struktiru (A4, <)
nazyvame usporiadand mnozina. Ak z € A hovorime, Ze z je prvok usporiadanej
mnoziny (4, <).

PozNAMKA. Usporiadanie zavedené v predchddzajicej definicii sa Casto nazyva
Ciastocnym usporiadanim.

PRIKLAD 2. a) Mnozina redlnych éisel s tzv. ,prirodzenym“ usporiadanim <
(t.j. usporiadanim podla velkosti) je usporiadanou mnozinou.

b) Nech A je l'ubovolnd mnozina. Z vety 6.1 vyplyva, ze (P(A), C) je usporiadana
mnozina.

¢) Z vety 2.2 vyplyva, ze (NT,]|) je usporiadand mnozina. O

Nech (A, <) je usporiadand mnozina. Potom symbolom < ozna¢ujeme reldciu
na A, ktord je definovand takto:

(3) a<b <= a<bAa#hb.

Z (3) a definicie 5 vyplyva, ze relicia < je ireflexivna a tranzitivna a preto je
aj antisymetrickd (podrobne sa presvedcte). Nazyvame ju ostré usporiadanie na
mnozine A. Ak < je ostré usporiadanie na A, tak aj rela¢nu Struktiru (4, <)
nazyvame usporiadand mnozina.

Ak o prvkoch a, b usporiadanej mnoziny (A4, <) plati a < b, piSeme niekedy
b > a a podobne, ak a < b piSeme b > a. V takomto pripade namiesto ,a je pred
b“ zvykneme hovorit’ ,,b je za a‘“.



PozNAMKA. Na ¢iselnej mnozine budeme symbolmi <, < vzdy oznacovat’ ob-
vyklé usporiadanie (ktoré ¢itatel’ poznd z predchddzajiceho stidia).

Ak (A4, <) je usporiadand mnozina a B C A, tak podla vety 8.4 aj mnozina
B so zizenim reldcie < na mnozinu B je usporiadand mnozina, t.j. (B,<p) je
usporiadand mnozina. O usporiadani <p hovorime, ze je indukované usporiadanim
<.

Ak < je relacia usporiadania na konecnej mnozine A, tak usporiadani mnozinu
(A, <) casto znazoriiujeme pomocou tzv. Hasseho diagramu, ktory zostrojime
takto:

1. Ku kazdému prvku z A priradime v rovine kruzok tak, aby v pripade, ked’
a < blezal kruzok priradeny k prvku b vyssie ako krizok priradeny k prvku
a”
2. ak a < b a neexistuje v A prvok ¢, o ktorom plati a < ¢ < b, tak kruzky
znazornujice prvky a, b spojime tseckou.
Na obrazku 2 je Hasseho diagram usporiadanej mnoziny (P({1,2, 3}, C) a na obraz-
ku 3 je Hasseho diagram usporiadanej mnoziny ({1,2,3,4,6,12},]).

{1,2,3} 12

{1} ‘9 {3} 3 5
0

1
Obr. 2 Obr. 3

Zadanim Hasseho diagramu moézeme tiez velmi jednoducho usporiadanie na
danej mnozine definovat’.

Ak o prvkoch a, b usporiadanej mnoziny (A4, <) neplati ani a < b ani b < a
hovorime, ze a, b s neporovnatelné prvky. Neporovnatelnymi prvkami st napr.
prvky {1,2} a {3} usporiadanej mnoziny na obrdzku 2 alebo napr. ¢&isla 3, 4 uspo-
riadanej mnoziny na obrazku 3.

DEFINicIA 6. Nech (4, <) je usporiadand mnozina. Prvok a € A sa nazyva:
a) prvy (najmensi) prvok mnoziny A, ak a < x pre kazdy prvok z € A,
b) posledny (najvacsi) prvok mnoziny A, ak x < a pre kazdy prvok z € A.

V usporiadanej mnozine s Hasseho diagramom na obrazku 2 je prvym (naj-
mensim) prvkom §), poslednym (najv&¢sim) prvkom mnozina {1,2,3}. Jej podmno-
zina B = {0,{1},{3}} (s indukovanym usporiadanim) mé prvy prvok (J, posledny
prvok nemd. Mnozina vSetkych celych ¢isel s obvyklym usporiadanim, t.j. uspori-
adand mnozina (Z, <) nemd ani prvy ani posledny prvok. Jej podmnozina N mé
prvy prvok 0, ale posledny prvok nemd.
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Ak v usporiadanej mnozine (A, <) neexistuji neporovnatelné prvky (t.j. reldcia
< je aj suvisld) hovorime, ze < je dplné usporiadanie na A a ze (4, <) je dplne
usporiadand mnozina (alebo retazec).

DEriNicia 7. Nech (A4,<;), (B,<s) sd usporiadané mnoziny. Zobrazenie
f: A — B sanazyva izoténne zobrazenie, ak

Ve,ye A, z<1y = f(z) <o f(y).

V definicii 3 je zavedeny izomorfizmus rela¢nych struktidr. Je zrejmé, ze zo-
brazenie f : A — B je izomorfizmus usporiadanej mnoziny (A, <;) na usporiadand
mnozinu (B, <s) ak f je bijekcia a zobrazenia f a f~! sd izoténne.

PrikLAD 2. Dané si usporiadané mnoziny

(P({1,2,}),9),  ({1,2,3,6},]),  ({1,2,3,4}, <),
ktorych Hasseho diagramy sd na obrazkoch 4, 5, 6.

{1,2}

6 4
{1}<>{2} 2<> 3
0 1 1

Obr. 4 Obr. 5 Obr. 6
Zobrazenie f = {[1,1],[2,2],[3,3],[6,4]} je izoténnym zobrazenim usporiadanej
mnoziny na obr. 5 do usporiadanej mnoziny na obr. 6 ale nie je izomorfnym
zobrazenim usporiadanej mnoziny ({1,2, 3,6}, |) na ({1,2, 3,4}, <), pretoze f(2) <
f(3) ale neplati 2 | 3 (zobrazenie f~! nie je izoténne).
Zobrazenie g = {[0,1],[{1},2],[{2},3],[{1,2},6]} je izomorfnym zobrazenim
usporiadanej mnoziny (P({1,2,}),C) na ({1,2,3,6},]). O

w
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Cviéenia

1. Urcte vymenovanim vSetky rozklady mnoziny
a) {1,2}, b) {1,2,3}, c) {1,2,3,4}.
2. Urcte (vymenovanim) relacie ekvivalencie dané rozkladmi ndjdenymi pri
rieSeni cvicenia 1.
3. Nédjdite aspon tri rozne rozklady mnoziny Z.
4. Zistite, ktoré z nasledujucich reldcii su ekvivalenciami na mnozine F.

a) {[z,y] € B% g =1}, b) {[,y] € E% | —y| < 1},
¢) {lz,y] € E* |z| = |y}, d) {[z,y] € E* 2® = y*}.

5. Na mnozine A = {1,2,...,20} definujeme reldciu R takto:

a) xRy prave vtedy, ked’ &isla z, y majui rovnaky sucet cifier,

b) xRy prave vtedy, ked’ ¢isla z, y maji rovnaky sicin cifier.
Dokazte, ze R je ekvivalencia a napiste prislusny rozklad.

6. Na mnozine N definujeme relécie:

a) mRin prave vtedy, ked’ dekadicky zapis ¢isla m sa konci rovnakou &islicou
ako dekadicky zapis ¢isla n,
b) mRan prave vtedy, ked’ dekadicky zapis ¢isla m mé rovnaky pocet (plat-
nych) cifier ako zépis ¢isla n,
¢) mR3n prave vtedy, ked’ ¢islo m mé rovnaky ciferny sucet ako n.
Ukéazte, ze Ry, R2, Rs st relacie ekvivalencie a najdite prislusné triedy rozkladov.

7. Nech vo zvolenej rovine « je dand priamka p. Na mnozine a definujeme
relaciu ~ takto:
A~B <= A=BV(A#BAAB| p).
Ukéazte, ze ~ je reldciou ekvivalencie a najdite triedy rozkladu daného touto ekvi-
valenciou.

8. Na mnozine Z je dand reldcia = takto:
a=b <= 6|a-b

Dokézte, ze = je relacia ekvivalencie a urcte faktorovd mnozinu Z/ =.

9. Dand je reldcia R = {[z,y] € Z?; 2 | z* — y?}. Ukdite, 7e R je ekvivalencia
a najdite prislusny rozklad mnoziny celych ¢isel.

10. Na mnozine zlomkov {2; m € Z, n € N*} je dan4 reldcia ~ takto:

Al = m-n'=m-n

a) Ukdzte, ze ~ je relacia ekvivalencie.

b) Kedy dva zlomky patria do tej istej triedy rozkladu daného reldciou ~ ?

11. Na mnozine N x N definujeme reldciu ~ takto:

[a,b] ~ [c,d] <= a+d=b+c

a) Ukdzte, ze ~ je na N x N ekvivalencia.

b) Kedy patria dve usporiadané dvojice do tej istej triedy rozkladu?

12. Nech A = {-5,-4,...,4,5}, B={0,1,2,3,4,5} a nech zobrazenie f : A —
B je dané predpisom f(x) = |z|.

a) Urcte (vymenovanim) faktorovd mmnozinu A/ ~, pricom reldcia ~ je dand
podmienkou (1) vo vete 3.
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b) Urcte (vymenovanim dvojic) bijekciu g, faktorovej mnoziny A/ ~ na H(f) =
B, pricom bijekcia g je dand podmienkou (2) vo vete 3.

13. Nakreslite diagramy vsetkych (navzajom neizomorfnych)

a) dvojprvkovych usporiadanych mnozin,

b) trojprvkovych usporiadanych mnozin,

a) stvorprvkovych usporiadanych mnozin.

14. Kolko réznych tplnych usporiadani mozno definovat’

a) na trojprvkovej mnozine {1, 2, 3}

b) na n-prvkovej mnozine {1,2,...,n}.

15. Na mnozine {a,b,c,d} urcte relaciu usporiadania (pomocou Hasseho dia-
gramu) tak, aby

a) existoval prvy aj posledny prvok,

b) existoval prvy, ale neexistoval posledny prvok,

c) existoval posledny, ale neexistoval prvy prvok,

d) neexistoval ani prvy ani posledny prvok.

16. Je dand mnozina zobrazeni F' = {f1, fa, ..., fo} s definiénym oborom (-2, 2)
definovanych takto:

fl(l'):|17|—4, fg(x):|17|—3, f3($)2|$|—2,
fa(z) = —|z| + 4, fs(x) = —|z| + 3, fo(x) = —|z| + 2,
fr(x) = ==l fa(x) = |z + 2], folz) = 2.

Na mnozine F' definujeme relaciu p takto:
fipf; préave vtedy, ked pre kazdé = € (—2,2) je fi(z) < f;(x).
Ukéazte, ze (F,p) je usporiadand mnozina, nakreslite jej Hasseho diagram a zistite,

.....

17. Nakreslite Hasseho diagram usporiadanej mnoziny (4, |), ak

a) A={3,6,9,12,15,18}, b) A={2,3,5,7,11,13},

) A =1{1,2,3,10,14, 15,21, 30,45, 105, 140}.

18. Zistite, & usporiadand mnozina (N, <) je izomorfna s usporiadanou mno-
Zinou

a) (4,>), kde A= {1 —2z;z € N*},  b)(B,>), kde B = {ﬁ z€ N+},

) (C,<), kde C = {2—3z; 2 € N*}, d) (D,<),kde D = {% z€ N+}.

19. Nech (P, R) je ¢iastocne usporiadand mnozina a nech [z,y] € R. Zistite,
kedy je (P, R\ {[z,y]}) ¢iastocne usporiadand mnozina.

20. Nech P = {a,b,c,d,e}, R = ApU{[d,e],[d,c],[b,cl,[b,e],[a,b],[a,c],[a,e]}.

a) Nakreslite Hasseho diagram ¢iastocne usporiadanej mnoziny (P, R).

b) Né&jdite vsetky usporiadané dvojice [z,y] € R pre ktoré je (P,R\ {[z,y]})
Ciastocne usporiadand mnozina a nakreslite prislusné Hasseho diagramy. Ktoré z
tychto usporiadanych mnozin st neizomorfné?

21. N4jdite vsetky izomorfné zobrazenia usporiadanej mnoziny (P({1,2,3}),C)
na usporiadand mnozinu ({1, 2, 3,5, 6,10, 15,30}, ).



11. Elementarne funkcie

V tomto uéebnom texte ste sa uZ viackrst stretli s poznatkami o zobrazeniach a
na strednej skole ste venovali osobitni pozornost’ zobrazeniam, ktoré sa nazyvaju
redlne funkcie relnej premennej. UZ nizov hovori, #e ide o zobrazenia, u ktorych
definiény obor aj obor hodndt sti nejaké mnoziny redlnych Cisel. Ak f je redlna
funkcia redlnej premennej a ak v rovine s pravouhlym siradnicovym systémom
kazdej dvojici [z,y] € f (namiesto y budeme asto pisat’ f(z)) priradime bod so
suradnicami z,y, dostaneme graf funkcie f. Na obr. 1 je naértnuty graf funkcie

f(z) = =>.

J
y rs
R = fix)
Y P
S0
el :
=Y 4 t
: ,/ X ®
1 s
] //
s
s ET < - = = =
-Xl/,
Obr. 1 Obr. 2

Naért grafu funkcie, ak sa d4 urobit’, nis (poskytnutim vizudlnej predstavy funk-
cie) Easto lepSie - zoznami® s funkciou neZ jej predpis. Napriklad pri pohlade na
obr. 1 je vidiet, ze definiénym oborom funkecie f(z) = z* je celd mnoZina E, zatial
¢o oborom hodndt je zrejme interval {0,00). Je tiez vidiet' , Ze na intervale (—oo,0)
s rastiicimi hodnotami premennej z funkéné hodnoty f(z) klesaji (hovorime, Ze
funkcia f je na tomto intervale klesajica), zatial’ &o na intervale (0, 00) rasti (funk-
cia f je na fiom rastiica). PretoZe funkéné hodnoty nie sd zrejme zhora ohranigené
siadnou konatantou, hovorime, Ze f je zhore neohranidend. Existuje viak konstanta,
Kktord zdola ohrani¢uje funkéné hodnoty (tj. 3ce€ EVz € Ec = f(z); napr.
¢ = 0), preto hovorime, Ze f je zdola ohranicend. Graf funkcie je simerny podla
osi y, o koresponduje s faktom, ze f(—z) = f(z) pre vietky z € E. V takom
pripade hovorime, Ze funkcia je pdrna. Ak graf funkcie je stmerny podla pociatku
stradnicovej ststavy [0,0], tj. f(—=) = — f(z) pre vietky = € E, hovorime, Ze
funkcia je nepdrna (obr. 2).

V tejto kapitole vymenujeme najzékladnejsie redlne funkcie realnej premenne;j,
niektoré ich vlastnosti a naértneme ich grafy. Elementdrnymi funkeiom: nazveme
véetky funkcie, ktoré mozno z funkcii v 1.-12. nasledujiceho zoznamu dostat’ po-
mocou koneéného poétu operécii suétu, sti¢inu, podielu, odmociiovania a tvorenia
zlozenej funkcie.

1. Konstantna funkcia: f(z) = a0 (a0 € E). D(f) =E, H(f) = {ao}. Jej
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grafom (obr. 3) je priamka prechiddzajica bodom [0, ap) na osi y a rovnobeina s
osou z. Téato funkcia je ohraniend (zhora i zdola), nie je ani rastica ani klesajiica
(na 7iadnom intervale) a je parna.’

1?} L ¥
Yy = Qo Ao-ﬁhx

Qbr. 3 Obr. 4

9. Linedrna funkcia: f(z) = ao + a1.2 (ap,a1 € E, a1 # 0). D(f) =
B, H(f) = E. Jej grafom (obr. 4) je priamka prechddzajica bodmi [—22,0] a
[0,a0]. J e zhora i zdola neohraniéend. Na celom intervale (—o0,00) je pre a1 > 0
rastiica a pre a; < 0 klesajica. Pre ap = 0 je neparna.

3. Kvadraticka funkcia: f(z) =ap +a1.z+ as.z® {ap,a1,02 € E, az # 0).
2 z

D(f) = E, H(f) = {ao — 12-,00) pre az > 0aH(f) = (—e0,a0 — i) pre az <
0. Jej grafom (obr. 5) je parabola s osou simernosti, ktora prechddza vrcholom

2
[~52-,a0 — f;‘;] paraboly a je rovnobeZnd s osou y. V pripade a; > 0 je zdola

ohrani¢end a zhora neohrani¢end, v pripade a; < 0 je to naopak. Pre az > 0 je
na intervale (—00, —32-) klesajica a na intervale (—-2—“.;,00) rastica, pre ag < 0
naopak. Ak a3 = 0 (t.j. vrchol paraboly je na osi y), je parna.

4'9 Ty

Y
1

. -

y = ag + a1z + azz?

Obr. 5 Obr. 6

4. Kubicka funkcia: f(z) =ao+a1.z+ az.z2 + as.z® (ag,a1,02,03 € E, as #
0). D(f) = E, H(f) = E. Podobne ako linedrna funkcia je zdola i zhora neo-
hranicend. Jej graf prechddza bodom [0,a0]. Na obr. 6 je graf funkcic f(z) = =%,
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ktora je neparna.

Predchédzajtce 4 typy funkeii st pecidlnymi pripadmi polynomickej funkcie
f(z) =ao+ar.z +ag.z? 4+ @n-z" (@0,01,02,. -, 8n €E, an#0, n€ N). Jej
definiénym oborom je celd mnozina E. Naért jej grafu a popis vlastnosti je zrejme
tym menej komplikovany, ¢im mensie je n a &m menej ma nenulovych koeficientov
a;.

5. Raciondlna funkcia: f(z) = ’; %3, kde p(z),q(z) st polynomické funkcie a
g(z) nie je polynomickd funkcia rovna nule. Jej definiénym oborom je mnoZina E
okrem korefiov polynému g¢(z), t.J; okrem z € E pre ktoré g(z) = 0. Jej graf je vo
vieobecnosti nesimerny.

6. Mocninova funkcia s celoiselnym exponentom: f(z) = z" (n € Z).
Pre n > 0 je to polynomicka funkeia s jedinym nenulovym koeficientom @, = 1,
preto naért jej grafu nie je prilis komplikovany (pozri obr. 7 pré n = 2,4,6 a obr.
8 pren = 1,3,5,7).

Y

. x:lu. ;_
a=1223
2a.+1
= %
a=0423
x
Obr. T QObr. 8
Y]
1 -~
o1 1
i Y= s -1 L
a=12 } 1 =
ARI = —j-1 DR
I h x?.a.+1
i ; o a=12
-1 L] * '
Obr. 9 QObr. 10
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V pripade parneho n je H(f) = (0,00) 2 (podobne ako kvadratickd funkcia
sap > 0, ag = 0) je zdola ohra.r&iéené, shora neohranidend, parna a na inter-
vale (—00,0) klesajica. V pripade neparneho n mé (podobne ako linearna funkcia
s a; > 0) obor hodndt H(f) = E, je zhora i sdola neohraniéend a rastica. Je
nepérna. Pren =0 je to konstantna funkcia rovnd 1 s definitnym oborom E — {0}.

Pre n < 0 je to raciondlna funkcia z—l—; s defini¢nym oborom D(f) = E — {0},

ktorej graf vieme opat’ bez viiesich komplikécii naértnat (pren = —2,—4 pozri obr.
9 a pren =—3,—9 pozri obr. 10). Vlastnosti tejto funkcie zrejme opat’ suvisia §

paritou &isla n a na zaklade obr. 9, 10 niektoré z nich éitatel’ l'ahko ,odhali®.

7. Odmocninova funkeia: flz)= Yz (neN ). Pre parne n je definovana
len na intervale {0,00) (2 f(z) je také nezéporné realne &islo, ze f(z)* = z), zatial
¢o pre neparne n jej definiénym oborom je celd munozina E (a f(z) je také redlne
éislo, ze f(z)" = ).

Yi Yl

rojw
wlp

Obr. 11 Obr. 12

\y-e
\ 3
\
\
AN
\\
e,
/ ’ A[40] )
/7
/
,/
Obr. 13 Obr. 14
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8. Mocninova funkcia s racionalnym exponentom: flz) = 24 = YzP
(p€ 2,9 € N, g #£0, p,g st nestdelitelné). V pripade p > 0 je pre parne ¢
definovana na intervale (0, 00) (pozri obr. 11), pre nepirne ¢ na celej mnozine E
(pozri obr. 12) a pri pohl'ade na obr. 11, 12 &itatel zaiste vidi niektoré jej vlastnosti.

Akp<0Otakz definiéného oboru treba naviac vynechat’ &islo 0.

9. Exponencidlna funkcia: f(z) = a® (a € BT — (1}). D(f) = B, H(f) =
(0,00). Jej graf vidy prechédza bodom [0,1]. Prea =1 je to konstantnd funkcia
rovna 1. Pre 0 < a < 1 naért jej grafu vidime na obr. 13. Je zhora neohrani¢ena,
,dola ohraniéend (nie viak Ziadnou Kladnou konstantou!) a klesajica. Pre a > 1je
naért jej grafu na obr. 14, je rastuca a vlastnosti ohrani¢enosti s rovnaké ako v

predchidzajiicom pripade.

10. Logaritmicka funkcia: f(z) = log,z (a € Et, o # 1) D(f) =
(0,00), H(f) = E. Jeto inverznd funkcia (inverzné zobrazenie) k exponencialnej
funkcii y = a* , t.J. f(z) je také realne &islo, Ze z = of(®), Jej graf vidy prechadza
bodom [1,0]. Pre0 < a <1 néért jej grafu (a : nverznost k funkeii y = a*) vidime na
obr. 13 a pre a > 1 na obr. 14. Jej zékladné vlastnosti vidime na tychto obrazkoch
a Tahko ich mozno odvodit’ z vlastnosti exponencidlnej funkcie na zéklade inverz-
nosti. Pre @ = 10 jej hodnoty nazyvame dekadické logaritmy a oznacujeme logz

(symbol a = 10 nepiseme) a pre @ =€ = 2,71828 jej hodnoty nazyvame prirodzené
logaritmy a oznatujeme In z.

11, Goniometrické funkcie: a) f(z) = sinz, f(z) = cos .

Pré Pubovolné z € £ mo#no hodnoty sinz a cosZ definovat’ geometricky takto:
V rovine s pravouhlym stiradnicovym systémom zvolme kruznicu so stredom v
potiatku P = [0,0] a polomerom 1 a na nej bod O = [1,0}. Nech X je taky bod
na kruznici, Ze velkost’ uhla /OPX v radidnoch je dané redlne &islo z. Potom
X = [cosz,sinz], t.j. hodnoty sinz a cosz sa urcia ako druhé a prva stiradnica

bodu X.

vy 4

/ﬂ
L

7 definicie vyplyva, Ze

(i) sin(z + 2k7) =sinz a cos(z + 2kmr) = cosz pre Pubovolné z € Eak € Z
hovorime, Ze funkcie sinus a kosinus su periodick'é’ s periddou 2w.

(i) sin(—z) = —sinz a cos(—z) = cos& pre Pubovolné z € E, t.j. funkcia sinus
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je neparna a funkcia kosinus je parna.

(i) funkcia sinus je rastica na intervaloch (—% + 2k, § + 2k7) a klesajica na
intervaloch (& 4 2kw, 3% +2kr) (k € Z); funkeia kosinus je klesajica na intervaloch
(0 + 2k, + 2k7) a rasttica na intervaloch {(r + 2km,2r + 2km) (k € Z).

(iv) sin?z + cos?z = 1 - uZitoény vzorec, ktory Pahko odvodime na zaklade
Pytagorove]j vety.

Funkeie sinus a kosinus maji teda defini¢ny obor E, obor hodnét {—1,1) a nacrty
ich grafov sii na obr. 15, 16 (kedZe funkcia sinus je nepérna a funkcia kosinus je
pérna a obe sd periodické, na obr. 15 a 16 si ,chybajicu® East’ grafu na intervale
(—0o0,0) vieme predstavit)).

J
¥
y=ginx / \\ Json
of R
0 _E_ %’r
Obr. 15 Obr. 16

b) f(z) =tgz a f(z) = cotgz. Funkcia f(z) = tgz = sinz e definovana pre

vietky z € E pré ktoré cosz # 0, t.J. je] definiénym oboronf‘_)ise E—{(2k+1)3; k€
Z} (obr. 17). ‘Funkcia f(z) = cotgz = {27 e definovana pre vietky z € E pre

ktoré sinz # 0 , t.j. jej definiénym oborom je E — {km; k € Z} (obr. 18).

yecolgx

' ¥
N\, .

Y

b | \
y=€gx
. T

R

m 'g""' 2w r

Obr. 17 Obr. 18
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7 obr. 17, 18 je mo#né usadit, ktoré zikladné vlastnosti maji funkcie tangens a
kotangens. (Pokiste sa o to).

12. Cyklometrické funkcie: f(z) = arcsinz, f(z) = arccosz, f(z) = arctgz
a f(z) = arccotg . St to inverzné funkcie (inverzné zobrazenia) postupne k ziZeniu
funkcie sinus na interval {(—%, ), k ztiZeniu funkeie kosinus na interval {0,7), k
zizeniu funkcie tangens na interval (—%.%) a k zdZeniu funkcie kotangens na in-
terval (0,7). Preto defini¢nym oborom funkci{ arkussinus resp. arkuskosinus je
interval {—1,1) a tento zobrazuji na interval (—%, 3) resp- {0,7) (pozri obr. 19

a obr. 20). Ich zdkladné vlastnosti mozno odvodit’ z vlastnosti funkcii sinus resp.
kosinus na zaklade inverznosti.

r

Y
‘}:E | ¥y =Qrecosy

% y=arcsinx | \
] X P X
o 4

_TT -1 To 4
e
Obr. 19 Obr. 20

Funkcia arkustangens zobrazuje £ na interval (—Z, ¥) (ebr. 21) a funkcia arkusko-
tangens zobrazuje E na interval (0, x) (obr. 22). Funkcie arkussinus a arkustangens

s\ neparne.

b y
o
1] i g
y=aretgx
° :
. y=arccotgxr
. 0
2
QObr. 21 Obr. 22
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Na zéver nasho zoznamu sme zaradili funkcie ktoré sice nepatria do triedy ele-
mentérnych funkcii, aviak casto sa s nimi v matematike stretavame.

13. Funkcia cela ast: f(z) = [z]. D(f) = E, H(f) = Z. Cela cast’ [z]
redlneho &isla z je definovand ako ,najblizsie celé &islo, ktoré predchidza z, t.j.
[¢] =n€ Z,kden <z <n+l Jej graf je naértnuty na obr. 23. Je zdola i
shora neohrani¢end, ,po Eastiach“ konstantna (na kazdom podintervale (n,n + 1)),
(n € Z), neklesajica.

4 y 1 y
y = [z]
+2 @0 Yy =sgnz
+1 0 1=
:I TR —
D —1 —0-1
O T-2
Obr. 23 Obr. 24

14. Funkcia signum: f(z) = sgn(z) s definiénym oborom E, kde

1, akz>0,
sgn(z) =¢{ 0, akz=0,
-1, akz <0.

Teda H(f) = {-1,0,1}. Jej graf je naértnuty na obr. 24. Tato funkcia je tiez
,po castiach® konstantné (na intervaloch (—00,0) a (0,00)) a neklesajica, preto je
zhora, i zdola ohraniena.

15. Charakteristickd funkcia mnoZiny 4, A & E. f(z) = xa(z) s de
fini¢nym oborom E, kde

()_{1, ak z € A,
Xa\®) =10, akzeE—A

Teda H(f) = {0,1} a funkcia je (zhora i zdola) chrani¢end. Ak A je interval tvaru
(—c0, o) alebo (—o0, z0) (zo € E) tak f je ,po zastiach® konstantna a nerastica; ak
A je interval tvaru (zo,00) alebo {z0,00) (zo € E) tak f je ,po astiach” konstantna
a neklesajiica; v ostatnych pripadoch nie je klesajica ani rastica.

Charakteristickd funkcia mnoziny @ raciondlnych &isel sa nazyva Dirichletova
funkcia. (D4 sa nagrtnit’ jej graf?)
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Cvitenia

1. V kazdom z nasledujiicich prikladov elementérnej funkcie f je vasou tlohou:

(i) uréit’ definiény obor D(f);

(i) urgit’ obor honddt H(f);
(iii) uréit’ ohrani¢enost’ (zdola, zhora) funkcie f;
(iv) uréit & je alebo mnie je parna resp. neparna;

(v) pokisit’ sa nalrtnit’ je] graf (zagnite vypoctom f(z) pre

z=-3-2-1,0,1,2,3);
(vi) pokisit’ sa urgit’ intervaly monoténnosti (t.j. na ktorjch intervaloch je
rasttica & klesajiica).

a) f(z) =2z -3,
b) f(z) = —z* +4z =5,
c) f(z) ==* - 6z% + 12z — 9,
d) f(z) = z* +2z — 3,
e) f(z) = =57
) f(#) = 555>
g) f(m) = (:_3)2?1'1
h) f(z) =z~§ -2,
j) f(z) = —2%,
k) f(z) =(3)" -1,
1) f(z) = loga(—2),
m) f(z) = logy(z +1),
n) f(z) = logz — Inz,
o) f(z) =sin2z + '3
p) f(z) = —tglz — 3),
r} f(z) = arccos(z + 1),
s) f(z) = arccotg(—z) + s
t) f(z) =—[=]+1,
u) f(m) = 553(2;;13 )=
v) f(z) = XUkEz(—1+2k,§+2]c)($)-
3. Uréte definiény obor'a obor hodnot funkeie f danej predpisom
a) y = 3% + sin 2z,
b) y =v4 — 2z — 22 +log(1 — ),
¢) y = arccos(2z — 3),
d) y = In(e* —e7*) + cotg/z3,
e) y = arctgZ1 + cos(logz73 )
f) y =vinsinz. -

3. Zistite, & nasledujice funkcie st pérne alebo nepéarne:
a') f(m) = co:;:c’
b) g(z) = sinz? — cos 2z,
¢) h(z) = &5
d) k(z) = Ingg,
e) I(z) = -—-22—;;.
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) m(z) :‘%i'_—f-i% + z.In|z|.
4. Pre kazdi podmnozinu U mnoZiny V nasledujiicich vlastnost{ funkeii ndjdite
prikiad funkcie, ktord ma vlastnosti z-U a nem4 vlastnosti z V — U:
a) V = {zdola ohranicena, rastiica, parna};
b) V = {ohranicena, monoténna, neprnal.
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12. Bindrne operAacie a algebry

Specidlnym typom zobrazeni si operacie, o ktorych sme sa kratko zmienili v
zévere kapitoly 3. S niektorymi operdciami ste sa oboznamili u? na zékladnej a
strednej skole. Napriklad odéitanie prirodzenych ¢isel mozno chapat’ ako zobraze-
nie, ktoré k usporiadanej dvojici [a, b] prirodzenych &isel, v pripade a > b, priradi
prirodzené &islo a — b. Skaldrny stéin vektorov je zobrazenie, ktoré k usporiadanej
dvojici vektorov &, o] priradi ich skalarny stéin (redlne &islo) 4.0, atd’. Pri skimani
vlastnosti binarnych operacii sa vsak kvol jednoduchosti obmedzime len na take
operacie akymi si napriklad séitanie a nasobenie &isel (prirodzenych, celych, ra-
cionalnych, redlnych), ktoré mozno chapat’ ako zobrazenia priradujice kazde] dvo-
jici tisel a,b z daného &iselného oboru A ich stdet a + b resp. ich stéin a.b, t.]
opat’ &slo z A. Su to sobrazenia mnoziny 4 x A do A. Podobne napriklad zjed-
notenie a prienik mnozin st zobrazenia, ktoré kazdej dvojici prvkov A,B e P(M)
(P(M) je potentnd mnozina nejakej mnoziny M) priradia prvok AUB € P(M)
resp. ANB € P(M). St to zobrazenia mnoziny P(M) x P(M) do mnoziny P(M).

Definicia 1. Bindrna operéacia na mnozine A je zobrazenie mnoZiny A x A do A.

Binarna operécia priraduje teda kazde; dvojici prvkov [a, b] € Ax A nejaky prvok,
vysledok“, ktory opat’ patri do A. Obvyklé séitanie, odEitanie a nasobenie sl
preto bindrnymi operdciami na mno#inach celyech, raciondlnych a redlnych &isel, ale
odé&itanie nie je bindrna operacia na mnozine prirodzenych &isel. Podobne delenie
nie je binérna operacia na mnozine nenulovych celych &isel, ale je bindrna operacia
na mno#ine nenulovych raciondlnych &fsel (cvicenie la).

Binarne operdcie oznadujeme symbolmi +,.,U,N, 0,0, *, A,D,® a pod. Obraz
usporiadanej dvojice [a, b] napr. v operécii * budeme oznacovat’ a b (podobne ako
obraz usporiadanej dvojice [a,b] pri séitovani sme zvyknuti oznacovat’ a + b a nie

+([a, 8]))-

Vieme, 7e pri stitani alebo nasobeni dvoch &isel a,bjea+b=b+aaab=
b.a. Ties vieme, ze pri séitani viacerych ¢isel alebo pri nasobeni viacerych Eisel
nemusime pouzivat’ zatvorky, pretoze bez ohl'adu na to v akom poradi prevadzame
jednotlivé stitania resp. nésobenia, vysledok je vidy rovnaky. Toto pozorovanie

teraz zoviéeobecnime.

Definicia 2. Binirna operacia * na mnoZzine A je komutativna, ak

Va,be A axb=b*a.

Definicia 3. Binarna operacia * na mnozine A je asociativna, ak

Va,b,c € A (axb)xc=ax(bxc)

Komutativnost’ a asociativnost’ s dolezité vlastnosti bindrnych operacii. Mnohé
zndme operacie tieto vlastnosti maji — operécie stitania a nasobenia redlnych &isel,
zjednotenia a prieniku mnoZzin a pod. Iné zndme operdcie tieto vlastnosti nemaji
ako ukazuje aj nasledujici priklad.
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Priklad 1. a) Umociliovanie na mnozine N1 kladnych prirodzenych &isel je

zobrazenie Nt x Nt — N1 dané predpisom
axb=ad.

Je to binarna operacia, ktord nie je komutativna (1%2=1+#2=2%1) ani
asociativna ((2x1)*2=4#2=2x%(1* 2)).

b) Od¢itanie na mnozine celych &sel je bindrna operacia, ktord nie je komu-
tativna (1 — 2 # 2 — 1) ani asociativna (1-2)—3#1-(2-3)).

c¢) Analogicky mozno overit, e operacia (slovo ,bindrna budeme casto
vynechévat’ ) delenia na mnoZine nenulovych raciondlnych cisel nie je komutativna
ani asociativna (cviéenie 1b). O

Nasledujici priklad déva navod ako mozno ubovolni operaciu na danom Eisel-
nom obore ,,preniest’“ na mnozinu vietkych zobrazeni (funkcif) na tomto Eiselnom

obore.

Priklad 2. Nech RE oznaéuje mnozinu vietkych realnych funkeii redlnej pre-
mennej, t.j. vietkych zobrazeni R — R. Operécia séitania @ a operacia nasobenia
© funkcii st definované ,bodovo®, t.j. predpisom

(f®g)z) = f(z) +9(z) a (fOg)()=f(z) g(z) pre vietky z € R.

Teda hodnotu funkcie f @ g v bode z € R vypocitame tak, Ze uréime hodnotu
funkcie f a funkcie g v bode z a tieto dve redlne ¢isla séitame obvyklym spésobom.
Podobne postupujeme pri nasobeni.

Pretoze obvyklé séitanie a nasobenie redlnych &sel st komutativne operécie, plati
pre vietky z € R

(f ® 9)(z) = f(z) + g(z) = 9(2) + f(=) = (9 ® f){=),
(f @ 9)(z) = () - 9(z) = g(2) - f(=) = (9 © f)(=).

Preto f@g=9g®fafOg= g O f, teda aj operacie @ a © s¢itania resp. nasobenia
realnych funkcii st komutativne. Analogicky mozno ukézat), ze operéacie @ a @ si
asociat{vne (cvienie 1c). O

Ak mnozina A, na ktorej je binarna operécia * definovand je koneéna (a nema
vela prvkov), je zauZivané operaciu x opisat’ tzv. operacnou (alebo Cayleyho)
tabulkou. Horné a I'avé zéhlavie tejto tabulky obsahuje zoznam prvkov mnoziny A.
(Pritom na poradi vymenovania prvkov A nezalezi, ale je zvykom dodrzat’ rovnaké
poradie prvkov pre horné i lavé zahlavie tabulky — pozri tab. 1.) Do priesecnika
oboch zahlavi pigeme operaény symbol a do prieseénika riadka obsahujiceho prvok
aa stipca obsahujiceho prvok b vpisujeme ,vysledok® a = b. Operacnd tabulka
prehladnym spésobom vy] adruje, na akej mnozine je operacia definované a ako na
nej , funguje®, preto niekedy definujeme operéciu priamo prostrednictvom operacnej
tabulky.
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Priklad 3. Nech A = {a,b,¢, d}. Zobrazenie ©: Ax A— A je dané ,vyme-
novanim prvkov: o = {{(a, a), <}, (a, b), al, [(a, ¢),dl, [(a, d), cl, ((d, a), al, (o, b), b),
e b ), (e, @)l (2,81, (6,60, 1 s ), [k ), € (e )

[(d, ), b, [(d, d),al}. Aksana zobrazenie o pozerame ako na operaciu na A, zapiSeme
ho operaénou tabulkou

o
Q
o=
o
o Ry

Tab. 1

Toto vyjadrenie operacie (zobrazenia) o je prehladné a niektoré jej (jeho) vlas-
tnosti z neho mozno l'ahko vidiet. Napriklad vidime, Ze tabulka je simerna podla
diagonaly prechédzajﬁcej operalnym symbolom o, co znamena, ze operacia o je
komutativna. (Presvedcte sa o tom.) Operédcia o nie je asociativna (&o v tomto
pripade z tabulky hned nevidime a mozeme zistit’ zrejme iba postupnym prevero-
vanim podla definicie 3), lebo napr. (doc)oc=boc=c +do(coc)=dob= d. O

Osobitnt pozornost’ si pri binarnych operaciach zasluhuje prvok, ktory ,ne-
ovplyviiuje vysledok operacie®. Pri <&itovani &isel je takym prvkom 0, pri nasobeni
1, pri zjednoteni mnozn 0 a pri skladani sobrazeni identické zobrazenie.

Definicia 4. Nech * je binarna operacia na mnozine A. Ak v mnozine A existuje
prvok e, o ktorom plati :
Vaoce A axe=¢exa=20a

tak ho nazyvame neutralnym prvkom operacie *.

Priklad 4. Operéacia o 2 prikladu 3 ma neutralny prvok b. Spozname ho na
operaine] tabulke podla toho, Ze riadok 1 stipec tabulky odpovedajici prvku b
je totoZny s prislusnym zéhlavim tabulky. Aj v priklade 2 maju operéacie @ a ©
neutralne prvky. U operacie @ je to konstantna funkeia nadobudajica v kazdom

bode hodnotu 0 (jej grafom je ,08 x“) au operacie © Je to konstantnd funkcia
nadobudajica v kazdom bode hodnotu 1. U ’

7, nasledujtceho tvrdenia vyplyva, ze bin4rna operacia na mnozine bud nema
neutralny prvok alebo ma jediny neutralny prvok.

Veta 1. Kazdé bindrna operdcia moze mat’ najviac jeden neutralny prvok.

Dékaz. Predpokladajme, ze by nejakd binairna operacia * na mnozine A mala
neutralne prvky ey, ez. Potom e1* €2 = e1, lebo ez je neutrlny prvok a podobne
ey * eg = €2, lebo €1 je neutralny prvok. Teda e; = €. O
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Definicia 5. Nech * je binédrna operacia na mnozine A s neutrdlnym prvkom e.
Ak k prvku a € A existuje prvok b € A tak, Ze plati

axb=b*xa=c¢e

tak prvok b nazyvame inverznym prvkom k prvku a (vzhl'adom na operéciu %).

7 definicie 5 vidime, ze ak b je inverznym prvkom k a, tak aj obratene, a je
inverznym prvkom k b. Tiez vidime, Ze neutralny prvok e (ak existuje) mé vzdy
inverzny prvok, ktorym je opat’ e.

Priklad 5. a) U operacie séitania celjch (raciondlnych, realnych) &isel je ¢islo
g inverznym prvkom k &slu a. Vsimnime si, Ze u operécie stitania prirodzenych
¢isel mé jedine &islo 0 (neutrélny prvok operécie s&itania) inverzny prvok.

b) U operécie nasobenia na mnozine celych &isel maji len prvky 1 a —1 inverzné
prvky. U operdcie nasobenia racionalnych (redlnych) cisel md kazdé ¢isloa # 0
inverzny prvok % 3¢slo 0 nemé inverzny prvok vzhladom na operaciu nasobenia.

c¢) V priklade 2 je k I'ubovolnej funkcii f inverznym prvkom vzhl'adom na operéaciu
@ funkcia — f definovand predpisom (=f)(z) = —(f(z)) pre vietky = € R. Jej graf
je sumerny s grafom funkcie f podla osi z.

Inverzné prvky vzhladom na operdciu @ existujt len k tym funkcidm f € RE,
ktoré nenadobiidaji v Ziadnom bode nulovi hodnotu (ich graf nepretina os %)
Inverznym prvkom k take] funkcii f je funkcia % definovand predpisom w}—(w) = ﬁ
pre vietky z € R. ,

d) V priklade 3 prvok a nems4 inverzny prvok, k prvku b (neutrdlnemu) je in-
verznym prvkom (nutne) b, prvok d mé inverzny prvok ¢ a prvok ¢ mé dva inverzné
prvky cad. [

Ak operécia je asociativna, nemoze nastat situécia ako v priklade 5d, Ze niektory
prvok mé viac ako jeden inverzny prvok.

Veta 2. Ak bindrna opericia na mnozine A je asociativna, tak kazdy prvok
mnoZiny A ma nanajvys jeden inverzny prvok.

Dékaz. Predpokladajme, Ze ai,az st inverzné prvky k prvku a vzhladom na
asociativnu operdciu * s neutrdlnym prvkom e. Potom s vyuzitim asociativnosti

dostavame
a1 :al*e:al*(a*ag):(al xa)*ay =ex*dg =az. [
Ak mnoina A je neprédzdna a *1,...,%n S0 (bindrne) operacie na A, tak uspo-
riadant n + l-ticu (A, *1,...,%n), nazyvame (bindrnou) algebrou. MnoZinu A

nazyvame nosi¢om danej algebry. V druhej asti tejto kapitoly sa budeme zao-
berat’ niektorymi najzékladnejsimi typmi (bindrnych) algebier.

Definicia 6. Algebru (4,%) s jednou bindrnou operéaciou nazyvame grupoid.

Niekedy hovorime strucne, Ze A je grupoid, ak je z kontextu jasné, ktort operaciu
na A méme na mysli.
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Priklad 6. Algebry (N,+),(N,.),(Z,—).(Q — {0},:),(RR,®),(RR,@) st gru-
poidy. O

Pri skimani algebier ¢asto pracujeme s grupoidami, ktoré si ,cast'ou” daného
grupoidu. Napriklad namiesto grupoidu (IV,+) nés casto zaujima len podmnoZina
kN = {k.n; n € N} k-ndsobkov prirodzenych &sel (vsimnime si, ze 2N je mnoZina
parnych prirodzenych ¢isel). Dahko sa nahliadne (pozri priklad Ta), Ze pre Tubovol-
né prirodzené &islo k mnoZzina kN s operaciou + obvyklého scitania je opat’ grupoid.
Budeme hovorit’, ze (kN,+) je podgrupoid grupoidu (N,+) v zmysle nasledujuce]
definicie.

Definicia 7. Nech (A,#) je grupoid a nech §) # B C A. Ak operéaciu ¥ mozno
si#it’ na podmnozinu B, t.J. ak plati :

Va,be B axb€B

tak hovorime, ze (B, *) (alebo strucne B) je podgrupoidom grupoidu A.

V uvedenej definicii sme operaciu na A aj jej zGsenie na B oznadili rovnako. V
matematike je takéto oznacenie obvyklé.

Priklad 7. a) Podmnozina kN = fhay i€ NG k-nasobkov prirodzenych &isel
je podgrupoid grupoidu (N,+) a (EN,.) je podgrupoid grupoidu (N,.), lebo pre
vietky
o =kn, b=km (n,m €N) plati a+b=kn+km= k(n+m) € kN a
ob = knkm = k.(knm) € kN, t). sitanim a nasobenim k-ndsobkov priro-
dzengch &isel dostaneme vZdy opat’ k-nasobok prirodzeného &isla.

b) podmnozina kZ L-nasobkov celjch éisel je podgrupoid grupoidu (Z,—). Avsak
N ani ziadna z jej podmnozin kN nie st podgrupoidy grupoidu (Z,—) (cvicenie
62). '

¢) Podgrupoidmi grupoidu (R,.) st napr. podmnoziny R, @, @ — {0}, Z, N,
{1,-1}. PodmnoZina R~ nie je podgrupoidom grupoidu (R, .), na druhej strane je
ale podgrupoidom grupoidu (R,+) (cvienie 6b). O

Ak (A,#) je grupoid a neprazdna podmnozina B C A netvori jeho podgrupoid,
t.j. existujd prvky a,b € B tak, ze a* b ¢ B, zaujima nés ako vyzerd najmensi
podgrupoid grupoidu A obsahujici mnozinu B. Najmens{ podgrupoid grupoidu A
obsahujiici mnozinu B nazyvame podgrupoid generovany mnoFinou B a oznatujeme
ho [B]. Prvky mnoziny B nazjvame generdtory grupoidu ({B],*). Ak mnoZina B
je koneén4, napr. B = {b1,...,bn}, namiesto oznatenia [{b1,...,bn}] pouZivame
oznadenie [b1,...,b0n]. J ednoznaént existenciu podgtupoidu [B) ndm zarutuje na-
sledujtica veta (uvedieme ju bez dokazu).

Veta 3. Nech (A,*) je grupoid a B je Pubovolné jeho neprdzdna podmnozina.
Potom podgrupoid generovany mnozinou B je jednoznacne urceny vzt'ahom

[B] = ﬂ{A’; A'je podgrupoid A a B Al

Teda [B] je prienikom véetkych podgrupoidov grupoidu A, ktoré obsahuji mnoZinu
generatorov B. ‘
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Priklad 8. a) Ukézeme, Ze podgrupoid [2] grupoidu (N, +) generovany prvkom
2 € N je mnozina 2Nt = {2n | n € N7} péarnych kladnych prirodzenych é&isel.
Najprv si véimnime, #e podmnozina 2N je podgrupoid grupoidu (N,+), lebo
pre vietky 2n,2m € 2NT je 2n+2m = 2(n +m) € 2N*. Podla definicie
7, kaidy podgrupoid B grupoidu N obsahujici éislo 2 musi obsahovat’ aj vietky
sty 242, 2+2+2,..., t.j. &sla 2n pre kaidé n € N, ¢iZze musi obsahovat’
mnozinu 2Nt. Z toho jasne vyplyva, Ze 2N je najmensi podgrupoid (vzhl'adom
na usporiadanie dané inkliziou) grupoidu N obsahujici &islo 2. Teda [2] = 2N,

b) Podgrupoid grupoidu (I, .) generovany prvkom 2 € N je mnozina {2"; n €
N7} vietkych kladnych mocnin &sla 2 a podgrupoid grupoidu (Z, —) generovany
mnozinou {—2,2} je mnoZina 27 vietkjch parnych celych &isel (cvicenie 7a).

¢) Z tabulky operacie o v priklade 3 vidime, Ze podgrupoid [b] grupoidu (4,0)
generovany prvkom b je [b] = {b}, zatial%o [c] = {b,c} = [b,¢] (b € [c], lebo coc=b
ale d’alsie prvky uz do [¢] nepatria lebo bob = b, boc = cob = ¢). Dalej si viimnime,
7e [a] = [¢,d] = {a,b,¢,d} = A (lebo napriklad aca = ¢, aoc=d, cod =b, dod =
a). Hovorime, Ze prvok a resp. mnoZzina {c,d} generuje grupoid A alebo, Ze grupoid
A je generovany prvkom a resp. prvkami c,d. D4 sa I'ahko presvedcit, Ze grupoid
A je generovany aj prvkom d a mnozinami {a,b}, {a,c}, {e,d} a {b,d} a tiez, ze
je generovany kazdou svojou 3-prvkovou podmnozinou (cvi¢enie 8). O

Viimnime si, ze vietky podgrupoidy v priklade 8 si komutativne. Pretoze ide
o podgrupoidy komutativneho grupoidu, komutativnost’ vlastne ,zdedili*. Po-
dobné ,dedenie sa tyka aj asociativnosti. (Nie vSak neasociativnosti - vSimnime
si, ze podgrupoid {b,c} neasociativneho grupoidu A v priklade 3 je asociativny.)
Zdévodnenie nasledujiceho tvrdenia prenechdvame na Citatela.

Veta 4. Nech (A,*) je grupoid, ktory je komutativny (asociativny) a md ne-
utrdlny prvok e. Potom kazdy jeho podgrupoid je komutativny (asociativny) a ak
obsahuje prvok e, tak tento je jeho neutralnym prvkom.

Videli sme, Ze mnohé grupoidy okrem splnenia asociativnosti obsahuji neutrdlny
prvok a s kazdym prvkom aj k nemu inverzny prvok. V zmysle nasledujice]j definicie

ich nazyvame grupami.

Definicia 8. Grupoid (4, *), o ktorom plati

1. operécia * je asociativna,

2. obsahuje neutralny prvok operacie *,

3. obsahuje s kazdym prvkom aj k nemu inverzny prvok (vzhladom na x)
nazyvame grupou.

Definicia 9. Ak grupa (B, *) je obsiahnuté v grupe (4, ), t.j. B C A a operacia
na B je zitZenim operacie na A hovorime, Zze B je podgrupou A.

Ak méme grupu (4, *) a nejakd jej podmnozinu § # B C A, tak l'ahko vidiet,
7e B je podgrupou grupy A préve vtedy, ked’ B je podgrupoidom A, t.].
(1) Va,b€ B; axbe B
a inverzné prvky (v grupe A) ku vietkym prvkom mnoziny B su opat v B, .
(i) Vb€ B; b~ € B.
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Skutotne, kazda grupa (B, *) obsiahnuta v grupe (4, *) spifia (i), (ii) a obréitene,
ak neprazdna podmnozina B grupy (4,+) splna (i) a (ii), tak (B,*) je grupoid
spliajici 1. — 3. definicie 8. (Preco je splnené 2.7)

Priklad 9. a) Grupoidy (Z,+), (@,+), (R, +) st grupy, pricom kazda z nich
je podgrupou nasledujicej (vzhladom na poradie v akom sme ich vymenovali).
Grupoid (N, +) nie je grupa.

b) Grupoidy (@ — {0},.), (£ —{0},.) su grupy, pricom @ — {0} je podgrupou
R — {0}. Grupoidy (N —{0},.) 2 (Z — {0}, .) nie st grupami.

¢) Grupoid (R%,®) z prikladu 2 je grupa, aviak grupoid (R®,®) nie je grupou.

d) Podgrupoid {b, ¢} grupoidu (4, o) v priklade 3 je grupa, aviak nie je podgru-
pou A, lebo A nie je grupa. U

Priklad 10. Nech pre l'ubovolné kladné prirodzené ¢islo n, oznaguje Z, mno-
sinu {0,1,...,n—1}. Na mnoZine Z, mozno definovat’ operacie @ a @ nasledovne:
nech pre vietky a,b € Z,

a®b=a+b(modn), a®b=ab(modn),

kde + a - oznaduju obyklé s&itanie a nasobenie a mod n v zatvorke znamend, Ze
¢islo pred zatvorkou vydelime &islom n a zoberieme len zvy§ok po tomto deleni, ¢o
je vidy é&isloz {0,1,...,n— 1}. Tym, Ze ,vysledok® bude vidy zo Zn, zabezpeéfme,
e @ a O budt operacie na Z,. Potitanie mod 4 je ilustrované tabulkami grupoidov
(Z4,®) (Tab. 2) a (Z4,0) (Tab. 3).

®l0 1 2 3 olo 1 2 3
0|0 1 2 3 0o{o 0 0 0
11 2 3 0 1o 1 2 3
2(2 3 0 1 , 200 2 0 2
3|3 0 1 2 3]0 3 2 1

Tab. 2 Tab. 3

Mozno ukézat’, 3¢ pre kazdén € NT je (Zn,®) grupa a ze (Zn,®) je grupa prave
vtedy, ked n je prvoéislo (cvicenie 11). O

Grupy patria medzi najznamejsie algebraické struktury (algebry). Zacali sa
sktmat’ v 1. polovici minulého storotia, kedy dvaja mladi matematici, Franciz
E. Galois (1811-1832) a Nor H. Abel (1802-1829) za pomoci grap ukézali, Ze ko-
rene rovnice 5. stupfia s komplexnymi koeficientami nemozno uz vo vieobecnosti
vypoéitat’ z jej koeficientov pomocou operécif séitania, od¢itania, nésobenia, dele-
nia a odmocnin (tak ako vieme vypoéitat’ podla vieobecného vzorca korene kvad-
ratickej rovnice a ako sa ukizalo ui v 16. storo&i, aj korene rovnic 3. a 4.
stupiia). Galoisova tedria, ktoré patri dodnes k najkrajsim vjtvorom matematiky
a Pudského myslenia vébec, dala impulz mohutnému rozvoju modernej algebry, pod
éim myslime najma skimanie algebraickych struktir (algebier). V tejto kapitole
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je nasim cielom predovietkym na prikladoch &iselnych struktir ilustrovat’ aspoil
niektoré najzakladnejsie pojmy moderne] algebry.

Okrem é&iselnych §truktur su vyznamnyml prikladmi grup symetrie geometric-
kych utvarov.

Priklad 11. Pripomenme, Ze pod symetriou geometrického titvaru U v rovine
rozumieme zhodné zobrazenie titvaru U na seba, t.j. také zobrazenie U — U, ktoré
zachovava vzdialenosti bodov. Zrejme symetrie st bijektivne zobrazenia a skladanie
zobrazeni o je operdcia na mnozine Sy vSetkych symetrii Gtvaru U (cvicenie 12).
V tomto priklade budeme skiimat’ struktdru vietkych symetrii obdl#nika vzhladom
na operaciu skladania zobrazeni.

Lahko sa presvedéime, Ze jedinymi symetriami (l’ubovol’ného) obdlznika st iden-
tické zobrazenie I, ototenie o 180 stupriov R a osové sumernosti H a V podla
horizontalnej a vertxkalneJ osi prechadzajicej stredom obdlznika (Obr. 1).

I Vv o|!] R H V
I'I R H V
] H RIR T V H
JR HIH V I R
VIV H R I
Obr. 1 Tab. 4

Zostavme tabulku operacie o na mnozine Sco = {I,R,H,V} (Tab. 4). Z ta-
bulky mo#no lahko vidiet, #e operdcia o na Sro je komutativna, ma neutrélny
prvok I a kazdy prvok je sdm k sebe inverznym prvkom. Pretoze skladanie zo-
brazeni je vidy asociativne, (Sg,0) je grupa. Lahko sa moZno presvedtit), Ze jej

podgrupami sd ({I}:O)a ({I7R}!O)? ({I:H}:O): ({I,V},O) a (SE:IJO)' Ol

V predchédzajicom priklade sme sa presvedéili, ze (S, ©) je grupa. Teraz toto
tvrdenie zovieobecnime.

Veta 5. (Sy,o0) je grupa pre l'ubovolny geometricky dtvar U.

Dékaz Pretoze skladanie zobrazeni je asociativna operacia a identické zobraze-
nie je evidentne symetriou kazdého geometrického Gtvaru U, ostéva sa presved¢it’, ze
vysledkom skladania dvoch symetrif Gtvaru U je opat’ symetria utvaru U (cviéenie
12) a Ze inverzné zobrazenie f~' k I'ubovolnej symetrii f € Sv je bijekciou (kapitola
8) a zachovava vzdialenosti bodov utvaru U. Ukézat’ posledné znamena odvodit’

rovnost’

(1) d(f—i(X), f_l(Y)) = d(Xa Y):

kde d( , ) je redlne &islo oznatujice vzdialenost’ bodov v zatvorke. Pretoze f je
symetria, t.j. zachovéva vzdialenost' bodov f~1(X) a f~ 1Y), méme

(@) GO, FEIE)) = A, £,

92



Pretoze f(f~1(X)) = X, f(f7Y(Y)) =Y, dostavame z (2) vzt'ah (1) a dokaz je
hotovy. [

Vetu 5 mozno dalej zovieobecnit’ nasledovne: namiesto geometrického utvaru U
uvazujme o Iubovolnej mnozine M a namiesto symetrif ako zhodnych bijektivnych
zobrazeniach uvaiujme o vietkych bijektivnych zobrazeniach M — M (nazyvame
ich transformdciami mnoziny M). Da sa I'ahko ukéazat, Ze plati

Veta 6. Nech M je Iubovolnd neprdzdna mnozina. Mnozina Ty vsetkych
bijektivnych zobrazeni M — M s operaciou skladania zobrazeni je grupa (tran-
sformécii mnoziny M ).

Pre dany geometricky dtvar U si teda grupa symetrii utvaru U a grupa tran-
sformécii mnoziny U v nasledovnom vztahu:

Veta 7. Grupa symetrii geometrického ttvaru U je podgrupou grupy tran-
sformécii mnoziny U.

V modernej algebre (tedrii algebraickych struktir) zvyéajne nerozlifujeme tie
algebraické struktiry (algebry), ktoré sa lisia iba oznatenim prvkov a pripadne
operécif. Tak napriklad grupa symetrii obdiznika (priklad 11) sa od grupy Ky s
operaénou tabulkou 5 (nazyvame ju Kleinova 4-prvkova grupa alebo len §tvorgrupa)
15 len tym, 7e prvky I, R, H,V sd premenované postupne na 0,a,b,c a operacia o
na operaciu *. (Presvedite sa o tom porovnanim tabuliek 4 a 5).

x| 0 a b ¢
0|0 a b ¢
ala 0 c b
b|b ¢ 0 a
clc b a (

Tab. 5

Fakt, #e Tab. 5 je képiou Tab. 4 (aZ na oznadenie) mozno vyjadrit’ nasledovne:
existuje bijektivne zobrazenie f : Spo = {I,R,H,V}— {0,a,b,c} = K4 tak, ze

Yo,y € Sco; flzoy) = f(z) * f(y)-

Dahko sa napr. overi, Ze zobrazenie f = {[,0], R, d],[H,b],[V,c]} spliia tito
podmienku.

Definicia 10. Nech (4,0) a (B, *) st grupoidy (grupy). Ak existuje bijektivne
zobrazenie f : A — B, ktoré zachovava operaciu, t.].

Ve,ye A flzoy)= f(z)* f(y),

tak f nazyvame izomorfizmus grupoidu (‘grupy) (A,0) na grupoid (grupu) (B, *) a
hovorime, #e grupoidy (grupy) 4 a B st izomorfné (oznacenie A = B).
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Moizno ukézat’ (podobne ako v kapitole 9 u relaénych struktir), Ze ak f je izomor-
fizmus grupoidu (grupy) (4, o) na grupoid (grupu) (B, *), tak inverzné zobrazenie
=1 je izomorfizmus (B, *) na (4,0) (cvicenie 16a). Tiez sa dé lahko ukdzat, Ze
pri izomorfizme dvoch grip sa neutrdlny prvok jednej grupy vzdy zobrazuje na
neutrilny prvok druhej grupy (cvitenie 16b).

Priklad 12. a) Podgrupoid ({b,c},*) grupoidu (4,*) v priklade 3 je grupou a
je izomorfny s grupou (Z2,®) (priklad 10) pri izomorfizme f = {(b,0), (¢, 1)}.

b) Grupa (Sgo,0) symetrii obdl#nika je izomorfna s Kleinovou grupou (Kj, *)
(3tvorgrupou). Okrem izomorfizmu f uvedeného pred definiciou 10 mozno l'ahko
najst’ 5 dalgich izomorfizmov oboch griip (cvicenie 17). Podgrupy {I, R}, {I,H} a
{I,V} grupy Sc— st navzajom izomorfné a kazdd z nich je izomorfna s kazdou z
podgrip {0,a}, {0,b}, {0, c} grupy Ka, pricom neutrdlny prvok sa vzdy zobrazi na
neutralny prvok.

¢) Prikladom izomorfizmu grip je aj znéma logaritmicka funkcia log : Rt - R.
Zobrazenie log je bijektivne a naviac plati

log(z.y) = log(z) + log(y)-

Preto funkcia log je izomorfizmus grupy (R*,.) na grupu (R, +). O

Mo#no ukdzat’, Ze na Iubovolnej mnozine grupoidov (grup) je bindrna relacia
=~ (st izomorfné*) nielen symetrickd ale aj reflexivna a tranzitivna (cvicenie 19).
Teda je reldciou ekvivalencie a uréuje rozklad danej mnoziny grupoidov (grip),
prigom do jednej triedy rozkladu patria grupoidy (grupy) navzajom izomorfne. Pri
skimani algebraickych struktir (ako sme uz uviedli) zvygajne grupoidy (grupy) v
tej istej triede rozkladu podla 2 stotoziiujeme (nepokladame za rozne). ,Zarade-
nie* jednotlivych koneénych grip do tried ekvivalencie podla relacie & nazyvame
Elasifikdciou koneénych grup. Dé sa napriklad ukazat’, ze
1. Kazda grupa s prvoéiselnym poctom prvkov p je izomorfnd s grupou (Z,, ®).
2 Kazd4 stvorprvkova grupa je izomorfna bud's grupou (Z4, ) alebo s grupou
symetrii obdlznika (5tvorgrupou).
3. Kazd4 Sestprvkova grupa je izomorfnd s grupou (Zs,®) alebo s grupou
symetrif rovnostranného trojuholnika (Sa,0).

Tieto tvrdenia (ich ddkaz mozno najst’ v niektorych uéebniciach algebry) in-
terpretujeme tak, Ze (aZ na izomorfizmus) (Z,,®) je jedind grupa s prvotiselnym
poétom prvkov p, (Z4,®) a Stvorgrupa st jediné Stvorprvkové grupy a (Ze, @) a
(Sa,0) stt jediné sestprvkové grupy. Tieto tvrdenia znamenaju klasifikaciu vietkych
koneénych grip majicich nanajvys 7 prvkov. (Je ich teda devat’. Urobte tabulky
vietkych tychto ,malych“ grip (cvicenie 20.) Klasifikacia vietkych koneénych grup
je pravdepodobne jeden z najtazsich otvorenych (t.j. nevyrieSenych) problémov
stiéasnej matematiky. Nepozndme zatial ani vzorec, ktory by pre 'ubovol'né priro-
dzené &slo n uréoval, kolko je (aZ na izomorfizmus) koneénych grip s n prvkami.

Cviéenia.

1. a) Ukéste, Ze delenie nie je bindrna operdcia na mnozine nenulovych celych
¢isel, ale je bindrna operacia na mnoZine nenulovych raciondlnych &isel.
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b) Ukéite, ze delenie na mno#ine nenulovych raciondlnych &isel nie je komu-
tativna ani asociativna operéacia.
¢) Ukaite, Ze operacie @ a © v priklade 2 st asociativne.

2. Vysetrite vlastnosti bindrnej operacie A symetrického rozdielu mnoZin na
potenénej mnoZine P(M) mnoziny M, ak A je definovand predpisom
AAB = (A—B)U(B—A):(AUB)~(AHB).
(Pozri aj vetu 7.6.)

3. Nech operécie @ a © su definované ,,bodovo® tak ako v priklade 2 na mnozine

a) RN vsetkych zobrazeni N — R (t.j. vsetkych postupnosti (a1,a2,a3,- )
redlnych &isel);

b) ZN vietkych zobrazeni N — Z (postupnosti celych cisel);

c) NN vietkych zobrazeni N — N (postupnosti prirodzenych cisel);

Vysetrite viastnosti operaci @ a © v kazdom 2 uvedenych pripadov. V ktorom z
uvedenych pripadov je & resp. O grupovou operaciou?

4. Nech M je Pubovolné neprézdna mnoFina. Dokéite, ze na mnozZine M M
vietkych zobrazeni M — M mé operéacia o skladania zobrazeni tieto vlastnosti:

a) nie je komutativna, ak M je aspoii dvojprvkovd;

b) mé neutralny prvok idum (identické zobrazenie na M %

c) Ak existuje inverzné zobrazenie f~* k zobrazeniu f : M — M, tak fa f~t st
navzéjom inverzné prvky yzhPadom na operdciu o. Na akych podmnozinach M M
je o grupovou operaciou? ‘ ‘

5. Uréte neutralne a inverzné prvky u grupoidov (N, +), (IV, ), (Z,-)a(Q -
{0},:) z prikladu 6. Ktoré z nich st grupami? Vymenujte aspoi tri podgrupoidy
(v pripade grupy tri podgrupy) u kazdého z nich. :

-

6. a) Overte tvrdenia v pri
grupy (Z,+);

b) Overte tvrdenia v priklade 7c. Zistite v ktorych pripadoch sa jedna o podg-
rupu.

7. a) Overte tvrdenia v priklade 8b.

b) N4&jdite podgrupoidy grupy (R,+) generované mnozinami {—1,1}, {-3,3} a
{=1}U N, Zistite, & st aj jej podgrupami.

¢) N4jdite podgrupoidy grupy (R,.) a (R—{0},:) generované mnozinou {-1}u
N7 a zistite, & st aj podgruparmi.

klade Tb. Naviac ukdite, Ze mnozina kZ je podgrupou

»

8. Podrobne overte tvrdenia v priklade 8c.
9. Odévodnite tvrdenia vo vete 4.
10. Podrobne overte tvrdenia v priklade 9.

11. Podrobne overte, Ze grupoid (Z4,®) v priklade 10 je grupa a Ze grupoid
(Z4,®) nie je grupa. Dokézte tvrdenia vyslovené v zévere prikladu 10.

12. Zdovodnite, preo symetria geometrického ttvaru U na seba je prosté zobra-
zenie a ukézte, Ze vysledkom skladania dvoch symetrif dtvaru U je opat’ symetria
utvaru U.

13. Dokéite vetu 5.

14. Na mnoZine Z3 X 43 = {(0,0),(0,1),(1,0),(1, 1)} st dané operacie + a -
»po zlozkach®, t.j.
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(a,d) + (¢,d) = (a @ c,b P d), (a,0) - (¢,d) =(aO¢c,bO d).
Zostavte Cayleyho tabulku pre operacie + a - a zistite, & (Z3 X Za, +) a (Z2 X Z3,+)
su grupy.

15. a) Ukazte, ze ak f je izomorfizmus grupoidu (grupy) (4,0) na grupoid
(grupu) (B, *), tak inverzné zobrazenie f~ je izomorfizmus (B, *) na (4, 0);

b) Dokézte, ze pri izomorfizme dvoch grip sa neutrélny prvok jednej grupy vidy
zobrazuje na neutralny prvok druhej grupy.

16. Vymenujte vietkych 6 izomorfizmov grupy (Sgo,0) na grupu (Kq,*) (pozri
priklad 12b).

17. Ukaite, Ze

a) grupa symetri{ obdlznika (priklad 11) je izomorfna s grupou (Zz X Zz,+);

b) grupa symetrii rovnostranného trojuholnika je izomorfna s grupou transfor-
mécii 3-prvkovej mnoziny;

¢) grupa (Z4,®) je izomorfnd s grupou komplexnjch jednotiek ({1,-1,¢,—1},.).
V kazdom z uvedenych pripadov néjdite vietky izomorfizmy.

18. Uké&zte, Ze na lubovolnej mnoZine grupoidov (grip) je bindrna reldcia &
(,,s1 izomorfné“) reflexivna a tranzitivna.

19. Zostavte tabulky vietkjch deviatich (navzdjom neizomorfnych) grip maji-
cich nanajvys 7 prvkov. Operdcie definujte na mnoZinach:

{0},{0,1},...,{0,1,2,3,4,5,6}.
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