


























2. Delitel’nost’ celých č́ısel

V tejto časti pod pojmom č́ıslo budeme rozumiet’ celé č́ıslo.
Zo strednej aj zo základnej školy poznáte delenie so zvyškom. Napŕıklad

70 : 11 = 6, zv. 4, t.j. 70 = 11 · 6 + 4. Na základe takéhoto delenia môžeme
riešit’ napŕıklad nasledovnú úlohu. Aký deň a kol’ko hod́ın bude o 194 hod́ın, ak je
dnes štvrtok 8 hod́ın ráno? Č́ıslo 194 zaṕı̌seme v tvare 194 = 24 · 8 + 2. Znamená
to, že o 194 hod́ın bude piatok 10 hod́ın dopoludnia, čo je hl’adané riešenie našej
úlohy. Pri riešeńı sme využili nasledovné tvrdenie.

Veta 1 (o deleńı so zvyškom). Ku každým dvom celým č́ıslam a, b, b > 0,
existuje jediná dvojica celých č́ısel q, r, pre ktoré plat́ı:

(1) a = b · q + r, 0 ≤ r < b.

Dôkaz. 1. Najskôr dokážeme existenciu takej dvojice. Pretože b > 0, tak b ≥ 1,
z čoho dostávame, že −|a|·b ≤ −|a| ≤ a. To znamená, že existuje nejaký celoč́ıselný
násobok č́ısla b, ktorý je menš́ı alebo rovný ako č́ıslo a. Preto množina všetkých
č́ısel (rozdielov) tvaru a− bx obsahuje aspoň jedno celé nezáporné (t.j. prirodzené)
č́ıslo. Na základe prinćıpu dobrého usporiadania existuje medzi č́ıslami tvaru a−bx
najmenšie prirodzené č́ıslo. Označme ho r (nech je to napr. pre x = q). Máme
teda r = a− bq ≥ 0. Ďalej ukážeme, že r < b. Ak by bolo r ≥ b, tak č́ıslo

r − b = a− bq − b = a− b(q + 1) ≥ 0

a
a− b(q + 1) < a− bq

čo nie je možné, lebo a − bq je najmenšie nezáporné z č́ısel tvaru a − bx. Preto
r < b.

2. Dokážeme jednoznačnost’. Predpokladajme, že okrem dvojice č́ısel q, r, pre
ktoré plat́ı (1) a r je najmenšie z č́ısel tvaru a− bx, existuje aj dvojica č́ısel q′, r′,
pre ktoré plat́ı

a = b · q′ + r′, 0 ≤ r′ < b.

Pretože č́ıslo r′ je tiež č́ıslom tvaru a − bx je r ≤ r′. Potom r′ − r = b · (q − q′) a
0 ≤ r′− r < b. Odtial’ dostávame 0 ≤ b · (q− q′) < b, čo je možné len pre q− q′ = 0,
t.j. pre q′ = q (podrobne to overte). Potom aj r′ − r = 0, t.j. r′ = r. ¤

Poznámka. Ak a, b sú celé č́ısla, b < 0, tak podl’a predchádzajúcej vety existuje
jediná dvojica q, r, že a = |b|q + r, 0 ≤ r < |b|. Potom a = b(−q) + r, 0 ≤ r < |b|.

Pŕıklad 1. a) Ak a = 29, b = 8, tak 29 = 8 · 3 + 5, teda q = 3, r = 5.
b) Ak a = −29, b = −8, tak −29 = (−8) · 4 + 3, teda q = 4, r = 3.
c) Ak a = −29, b = 8, tak −29 = 8 · (−4) + 3, teda q = −4, r = 3.
d) Ak a = 29, b = −8, tak 29 = (−8) · (−3) + 5, teda q = −3, r = 5.

Budeme hovorit’, že č́ıslo a 6= 0 deĺı č́ıslo b ked’ existuje také č́ıslo q, že b = a · q.
Skutočnost’, že č́ıslo a deĺı č́ıslo b budeme zapisovat’ a | b a hovorit’ tiež, že

č́ıslo b je delitel’né č́ıslom a alebo č́ıslo b je násobkom č́ısla a. Symbol a - b bude
znamenat’, že a nedeĺı b.

V nasledujúcej vete zhrnieme niektoré základné vlastnosti delitel’nosti.
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Veta 2. Pre každé a, b, c ∈ Z plat́ı:

a) 1 | a; ak a 6= 0, tak a | a, a | 0,
b) ak a | b, b 6= 0 tak |a| ≤ |b|,
c) ak a | b, tak a | −b, −a | b, −a | −b,
d) ak a | b, b | c, tak a | c,
e) ak a | b, c 6= 0, tak a · c | b · c,
f) ak a | b, a | c, tak a | b · x + c · y pre l’ubovol’né x, y ∈ Z.

Na ukážku urob́ıme dôkaz čast́ı b) a d).

Dôkaz. b) Ak a | b, b 6= 0, tak existuje q ∈ Z, že b = a · q. Potom |b| = |a| · |q|.
Pretože b 6= 0, tak 1 ≤ |q|, z čoho |a| ≤ |a| · |q| = |b|.

d) Ak a | b, b | c, tak existujú q1, q2 ∈ Z, že b = a·q1, c = b·q2, z čoho c = a·q1 ·q2,
kde q1 · q2 ∈ Z, čo znamená, že a | c. ¤

Č́ıslo d sa nazýva spoločným delitel’om č́ısel a, b, ak d | a, d | b. Z vety 2
b) vyplýva, že množina všetkých spoločných delitel’ov č́ısel a, b, z ktorých aspoň
jedno je nenulové je konečná. Najväčš́ı prvok tejto množiny nazveme najväčš́ım
spoločným delitel’om č́ısel a, b a budeme ho označovat’ D(a, b).

Analogicky môžeme zaviest’ aj najväčšieho spoločného delitel’a troch a viac č́ısel.
Z vety 2 b), c) vyplývajú nasledovné tvrdenia.

Lema 1. Ak a | b, tak D(a, b) = |a|.
Lema 2. Pre všetky a, b ∈ Z také, že a 6= 0 alebo b 6= 0 je D(a, b) = D(|a|, |b|).

Z lemy 2 vyplýva, že pri určovańı najväčšieho spoločného delitel’a sa môžeme
obmedzit’ na prirodzené č́ısla a tak to budeme väčšinou aj robit’.

Lema 3. Ak a = b · q + r, tak D(a, b) = D(b, r).

Dôkaz. Ak d | a, d | b, tak podl’a vety 2 f) d | r. Ak d | b, d | r, tak (opät’
podl’a vety 2 f)) d | a. To znamená, že množina všetkých spoločných delitel’ov č́ısel
a, b sa rovná množine všetkých spoločných delitel’ov č́ısel b, r, z čoho už vyplýva,
že D(a, b) = D(b, r). ¤

Na výpočet najväčšieho spoločného delitel’a dvoch č́ısel existuje metóda, ktorá
sa nazýva Euklidov algoritmus.

Nech a, b 6= 0 sú prirodzené č́ısla. Potom, podl’a vety 1, existujú prirodzené č́ısla
q1, r1, že

a = b · q1 + r1, 0 ≤ r1 < b.

Ak r1 6= 0, k č́ıslam b, r1 existujú prirodzené č́ısla q2, r2, že

b = r1 · q2 + r2, 0 ≤ r2 < r1.

Podobne, ak r2 6= 0 aj k č́ıslam r1, r2 existujú č́ısla q3, r3, že

r1 = r2 · q3 + r3, 0 ≤ r3 < r2.

Takto môžeme postupovat’ d’alej. Pretože č́ısla b, r1, r2, r3, . . . tvoria klesajúcu pos-
tupnost’ prirodzených č́ısel, bude po konečnom počte krokov niektorý zvyšok rn
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nulový. Dostaneme tak sústavu

a = b · q1 + r1, 0 ≤r1 < b,

b = r1 · q2 + r2, 0 ≤r2 < r1,

r1 = r2 · q3 + r3, 0 ≤r3 < r2,

. . . . . .

rn−3 = rn−2 · qn−1 + rn−1, 0 ≤rn−1 < rn−2,

rn−2 = rn−1 · qn + 0.

Z lemy 1 a lemy 3 dostávame, že

D(a, b) = D(b, r1) = D(r1, r2) = · · · = D(rn−2, rn−1) = D(rn−1, 0) = rn−1.

Oṕısaný postup hl’adania najväčšieho spoločného delitel’a sa nazýva Euklidov al-
goritmus. Najväčš́ı spoločný delitel’ č́ısel a, b je teda posledný nenulový zvyšok v
Euklidovom algoritme.

Veta 3. Ak najväčš́ı spoločný delitel’ č́ısel a, b ∈ N je č́ıslo D(a, b), tak existujú
také celé č́ısla x, y, že D(a, b) = x · a + y · b.

Dôkaz. Ak b = 0, tak D(a, b) = a = 1 · a + 0 · b. V pŕıpade, ked’ b 6= 0 urob́ıme
dôkaz matematickou indukciou vzhl’adom na počet krokov potrebných na výpočet
najväčšieho spoločného delitel’a č́ısel a, b.

1. Ak je na výpočet potrebný jeden krok, t. j. ak a = bq, tak D(a, b) = b =
0 · a + 1 · b.

2. Predpokladajme, že tvrdenie plat́ı, ak najväčš́ı spoločný delitel’ môžeme vy-
jadrit’ v menej ako k krokoch, k > 1. Nech najväčš́ı spoločný delitel’ č́ısel a, b
môžeme vypoč́ıtat’ v k krokoch. K č́ıslam a, b existujú č́ısla q, r, že

(a) a = b · q + r, 0 < r < b.

D(b, r) môžeme vypoč́ıtat’ použit́ım Euklidovho algoritmu v k − 1 krokoch, preto
podl’a indukčného predpokladu existujú také č́ısla u, v, že

(b) D(b, r) = u · b + v · r.
Z (a) a (b) potom dostávame

D(a, b) = D(b, r) =u · b + v · r = u · b + v · (a− b · q) =

=v · a + (u− q · v) · b = x · a + y · b,
kde x = v, y = u− qv ∈ Z. ¤

Ak D(a, b) = 1, tak hovoŕıme, že č́ısla a, b sú nesúdelitel’né.

Pŕıklad 2. Najväčš́ı spoločný delitel’ č́ısel 754 a 221 vyjadrite v tvare 754x +
221y, x, y ∈ Z.

Riešenie. Najprv pomocou Euklidovho algoritmu vypoč́ıtame D(754, 221).

754 = 3 · 221 + 91,

221 = 2 · 91 + 39,

91 = 2 · 39 + 13,

39 = 3 · 13,
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teda D(754, 221) = 13. Z predposlednej rovnosti vyjadŕıme č́ıslo 13 a postupne
dosadzujeme z druhej rovnosti za č́ıslo 39 a z prvej rovnosti za č́ıslo 91. Dostávame,
13 = 91−2 ·39 = 91−2 · (221−2 ·91) = 5 ·91−2 ·221 = 5 · (754−3 ·221)−2 ·221 =
5 · 754 + (−17) · 221. ¤

S využit́ım vety 3 môžeme odvodit’ nasledovné dve tvrdenia.

Veta 4. Ak a | b · c a D(a, b) = 1, tak a | c.

Dôkaz. Podl’a vety 3 existujú celé č́ısla x, y, že 1 = ax+by. Potom c = axc+bcy.
Pretože podl’a predpokladu a | bc, je pravá strana poslednej rovnosti delitel’ná
č́ıslom a a teda aj a | c. ¤

Veta 5. Ak a | c, b | c a D(a, b) = 1, tak ab | c.

Dôkaz. Ak a | c, b | c, tak c = ax, c = by, teda ax = by, čo znamená, že a | by.
Pretože D(a, b) = 1, tak podl’a predchádzajúcej vety a | y, teda y = az. Potom
c = by = baz, čo znamená, že ab | c. ¤

Pŕıklad 3. Dokážte, že pre každé celé č́ıslo n je n3 + 11n násobkom č́ısla 6.

Riešenie. Výraz n3 + 11n uprav́ıme takto:
n3 + 11n = n3 − n + 12n = (n− 1)n(n + 1) + 12n.

Súčin (n − 1)n(n + 1) je delitel’ný dvoma aj troma lebo z dvoch po sebe idúcich
(celých) č́ısel je jedno párne a z troch po sebe idúcich č́ısel je jedno delitel’né tromi
(podrobne to preverte a zaṕı̌ste). Potom podl’a vety 5 č́ıslo 2 · 3 = 6 deĺı (n −
1)n(n + 1) a pretože 6 | 12n, tak (podl’a vety 2 f)) 6 | (n3 + 11n). ¤

Veta 6. Nech a, b ∈ Z, a 6= 0 alebo b 6= 0. Čı́slo d > 0 je najväčš́ım spoločným
delitel’om č́ısel a, b vtedy a len vtedy, ak má nasledujúce dve vlastnosti

a) d | a, d | b,
b) ak c | a, c | b, tak c | d.

Dôkaz. 1. Nech d je najväčš́ı spoločný delitel’ č́ısel a, b. Vlastnost’ a) je splnená
a naviac d = ax0 + by0 (x0, y0 ∈ Z). Ak c | a, c | b, tak podl’a vety 2 f) c | d a
teda aj vlastnost’ b) je splnená.

2. Nech č́ıslo d má vlastnosti a), b). Ak c je spoločný delitel’ č́ısel a, b, tak podl’a
vety 2 b) dostávame, že c ≤ |c| ≤ d, čo znamená, že d je najväčš́ı spoločný delitel’
č́ısel a, b. ¤

Č́ıslo m sa volá spoločným násobkom č́ısel a 6= 0, b 6= 0, ak a | m aj
b | m. Najmenš́ı prvok z množiny kladných spoločných násobkov č́ısel a, b nazveme
najmenš́ım spoločným násobkom č́ısel a, b a budeme ho označovat’ n(a, b).

Analogicky môžeme zaviest’ najmenš́ı spoločný násobok troch a viac č́ısel.

Poznámka. V tomto texte sme definovali a | b len pre a 6= 0 a najväčš́ı spoločný
delitel’ a najmenš́ı spoločný násobok sme definovali jednoznačne. Tento pŕıstup je
obvyklý v teórii č́ısel (král’ovskej discipĺıne matematiky s vel’kým počtom stáročia
otvorených problémov). V modernej algebre sa skúma delitel’nost’ aj u iných objek-
tov ako celé č́ısla a tam sa stretnete s modifikovanými defińıciami, podl’a ktorých
napŕıklad 0 | 0 alebo n(4, 6) môže byt’ aj −12.

Veta 7. Nech a, b ∈ Z. Čı́slo n > 0 je najmenš́ım spoločným násobkom č́ısel a,
b vtedy a len vtedy, ak má nasledovné dve vlastnosti

a) a | n, b | n,
4



b) ak a | m, b | m tak n | m.

Dôkaz. 1. Nech n je najmenš́ı spoločný násobok č́ısel a, b. Zrejme vlastnost’ a)
je splnená. Nech m je spoločný násobok č́ısel a, b. Pre m, n existuje jediná dvojica
celých č́ısel q, r taká, že

m = nq + r, 0 ≤ r < n.

Z toho vyplýva, že a | r aj b | r. Pretože n je najmenš́ı spoločný násobok č́ısel a, b
je r = 0 a teda n | m.

2. Nech pre n plat́ı a), b). Ak m je kladný spoločný násobok č́ısel a, b tak podl’a
b) n | m, čo znamená, že n ≤ m a teda n je najmenš́ı spoločný násobok. ¤

Nasledujúce tvrdenie opisuje súvis medzi najväčš́ım spoločným delitel’om a naj-
menš́ım spoločným násobkom.

Veta 8. Pre l’ubovol’né dve kladné celé č́ısla a, b plat́ı

a · b
D(a, b)

= n(a, b) .

Dôkaz. Označme d = D(a, b). Potom a = d · a′, b = d · b′, pričom zrejme
D(a′, b′) = 1 (lebo v opačnom pŕıpade by č́ıslo d nebolo najväčš́ım spoločným
delitel’om). Pretože

a · b
d

=
d · a′ · b

d
= a′ · b, a · b

d
=

a · d · b′
d

= a · b′ ,

je a·b
d celé č́ıslo a je spoločným násobkom č́ısel a, b.

Nech aj m je spoločný násobok č́ısel a, b, t.j. m = a · u, m = b · v. Potom
a · u = b · v, z čoho po dosadeńı a kráteńı dostávame a′ · u = b′ · v. Pretože
D(a′, b′) = 1, tak a′ | v, t.j. v = a′ · r a m = b · a′ · r = a·b

d · r. Č́ıslo a·b
d teda deĺı m,

čo podl’a vety 7 znamená, že a·b
d je najmenš́ı spoločný násobok č́ısel a, b. ¤

Každé prirodzené č́ıslo n ≥ 1 je delitel’né č́ıslami 1 a n. Nazývame ich triviálnymi
delitel’mi č́ısla n.

Prirodzené č́ıslo n > 1, ktoré je delitel’né len č́ıslami 1 a n sa nazýva prvoč́ıslo.
Prirodzené č́ıslo n > 1, ktoré nie je prvoč́ıslom sa nazýva zložené č́ıslo.

Veta 9. Ak je prirodzené č́ıslo a zložené, tak jeho najmenš́ı kladný netriviálny
delitel’ je prvoč́ıslo p, pre ktoré plat́ı p2 ≤ a.

Dôkaz. Ak p je najmenš́ı kladný netriviálny delitel’ č́ısla a, tak a = px, kde
p ≤ x. Ak by p nebolo prvoč́ıslo, tak p = p1 · p2, kde 1 < p1 < p, 1 < p2 < p.
Potom a = p1 ·p2 ·x a p by nebol najmenš́ı kladný netriviálny delitel’ č́ısla a. Preto
je p prvoč́ıslo. Pretože p ≤ x, tak p2 ≤ px = a. ¤

Veta 10. Existuje nekonečne mnoho prvoč́ısel.

Dôkaz. (Sporom.) Predpokladajme, že všetkých prvoč́ısel je konečne mnoho,
t.j., že existuje k ∈ N+, že p1, p2, . . . , pk sú práve všetky prvoč́ısla. Potom č́ıslo
p = p1 · p2 · . . . · pk + 1 je prirodzené č́ıslo a p > pi pre každé i ∈ {1, 2, . . . , k}. Ak je
p zložené č́ıslo, tak je delitel’né niektorým z uvedených prvoč́ısel, teda existuje j ∈
{1, 2, . . . , k}, že pj | p. Potom podl’a vety 2 plat́ı, že pj deĺı č́ıslo p−p1 ·p2 ·. . .·pk = 1,
čo je spor. ¤

Aj ked’ prvoč́ısel je nekonečne vel’a, existujú l’ubovol’ne dlhé úseky po sebe idúcich
č́ısel, z ktorých ani jedno nie je prvoč́ıslo.
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Veta 11. Ku každému prirodzenému č́ıslu n existuje postupnost’ n po sebe idú-
cich zložených prirodzených č́ısel.

Dôkaz. Skúmajme n za sebou idúcich č́ısel

(n + 1)! + 2, (n + 1)! + 3, . . . , (n + 1)! + n + 1.

Všetky tieto č́ısla sú zložené, lebo č́ıslo (n + 1)! + i je delitel’né č́ıslom i, i ∈
{2, 3, . . . , n + 1}. ¤

Veta 12. Nech a1, a2, . . . , an sú prirodzené č́ısla a nech p je prvoč́ıslo. Ak
p | a1a2 . . . an, tak pre niektorý činitel’ ai plat́ı p | ai.

Dôkaz. (Matematickou indukciou.) 1. Nech p | a1a2. Ak p - a1, tak D(p, a1) =
1 a podl’a vety 4 plat́ı p | a2.

2. Predpokladajme, že tvrdenie plat́ı pre n − 1 činitel’ov. Nech p | a1a2 . . . an.
Označme a = a1a2 . . . an−1. Pretože p | a · an z prvej časti dôkazu vyplýva, že p | a
alebo p | an. Č́ıslo a je súčin n − 1 činitel’ov, s využit́ım indukčného predpokladu
teda dostávame, že pre niektorý činitel’ plat́ı p | ai. ¤

Veta 13. Každé zložené prirodzené č́ıslo je súčinom konečného počtu prvoč́ısel.

Dôkaz. (Matematickou indukciou.) 1. Pre najmenšie zložené prirodzené č́ıslo
tvrdenie plat́ı, lebo 4 = 2 · 2.

2. Nech n je zložené č́ıslo a každé zložené č́ıslo menšie ako n nech má uvedenú
vlastnost’. Podl’a vety 9 je n = p ·n1, kde p je prvoč́ıslo. Pretože n1 < n, na základe
indukčného predpokladu dostávame, že ak n1 nie je prvoč́ıslo, tak n1 je súčinom
konečného počtu prvoč́ısel. Z toho vyplýva, že aj n je súčinom konečného počtu
prvoč́ısel. ¤

Dôsledok. Každé prirodzené č́ıslo n môžeme zaṕısat’ v tvare

(1) pz1
1 · pz2

2 · . . . · pzn
n ,

kde p1 < p2 < · · · < pn sú prvoč́ısla a z1, z2, . . . , zn sú kladné celé č́ısla.

Súčin (1) voláme kanonický rozklad. Ak pripust́ıme aj nulové exponenty, tak
hovoŕıme o zovšeobecnenom rozklade alebo krátko o rozklade.

Veta 14. (Základná veta aritmetiky.) Každé prirodzené č́ıslo n má jediný
kanonický rozklad.

Dôkaz. Vzhl’adom na predchádzajúci dôsledok už stač́ı dokázat’ len jednoznač-
nost’.

Predpokladajme, že n má dva rozklady

n = pr1
1 . . . prk

k aj n = qs1
1 . . . qsl

l .

Potom

(2) pr1
1 . . . prk

k = qs1
1 . . . qsl

l .

Z toho vyplýva, že p1 | qs1
1 . . . qsl

l a teda podl’a vety 12 existuje j ∈ {1, . . . l}, že
p1 | qj a pretože p1, qj sú prvoč́ısla, tak p1 = qj . Podobne, každé z č́ısel p2 . . . pk
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je rovné niektorému z č́ısel q1 . . . ql, čıže k ≤ l. Analogicky l ≤ k, teda k = l.
Pretože p1 < · · · < pk, q1 < · · · < ql, tak p1 = q1, . . . , pk = qk. Ostáva dokázat’, že
r1 = s1, . . . , rk = sk. Nech pre nejaké i ∈ {1, 2, . . . , k} je ri > si, t.j. ri − si > 0.
Vydel’me obidve strany rovnosti (2) č́ıslom psi

i . Dostávame

(3) pr1
1 . . . pri−si

i . . . prk

k = ps1
1 . . . p

si−1

i−1 · psi+1

i+1 . . . psk

k .

L’avá strana rovnosti (3) je delitel’ná č́ıslom pi, ale pravá nie, čo je spor. Plat́ı teda
r1 = s1, . . . , rk = sk. ¤

Veta 15. Nech a = pr1
1 · pr2

2 · . . . · prn
n je kanonický rozklad č́ısla a ∈ N+. Potom

b ∈ N+ deĺı a práve vtedy, ked’ má zovšeobecnený rozklad tvaru

(4) b = ps1
1 · ps2

2 · . . . · psn
n ,

kde 0 ≤ si ≤ ri pre i = 1, 2, . . . , n.

Dôkaz. 1. Predpokladajme, že b | a, t.j., že a = b · c. Potom kanonický rozklad
č́ısla a dostaneme úpravou súčinu kanonických rozkladov č́ısel b, c. Z jednoznač
nosti rozkladu č́ısla a vyplýva, že č́ıslo b môže mat’ len rozklad (4), pričom si ≤ ri

pre i = 1, . . . , n.
2. Nech b má rozklad (4). Potom

a =pr1
1 · pr2

2 · . . . · prn
n = ps1+r1−s1

1 · ps2+r2−s2
2 · . . . · psn+rn−sn

n =

=ps1
1 · ps2

2 · . . . · psn
n · pr1−s1

1 · pr2−s2
2 · . . . · prn−sn

n = b · q

kde q = pr1−s1
1 · pr2−s2

2 · . . . · prn−sn
n ∈ N+ a teda b | a. ¤

Vzhl’adom na to, že sa pri rozklade pripúšt’ajú aj nulové exponenty môžeme pred-
pokladat’ (bez ujmy na všeobecnosti), že v rozkladoch dvoch rôznych prirodzených
č́ısel sú rovnaké prvoč́ısla.

Veta 16. Ak a, b sú nenulové prirodzené č́ısla a

a = pr1
1 . . . prn

n , b = ps1
1 . . . psn

n

sú ich zovšeobecnené rozklady, tak D(a, b) = pt1
1 . . . ptn

n , n(a, b) = pu1
1 . . . pun

n , kde

ti = min(ri, si), ui = max(ri, si), i = 1, 2, . . . , n.

Dôkaz. Označme d = pt1
1 . . . ptn

n . Podl’a vety 15 plat́ı d | a, d | b. Nech g | a,
g | b. Potom g = pk1

1 . . . pkn
n , kde ki ≤ ri, ki ≤ si, i = 1, 2 . . . n, z čoho vyplýva, že

ki ≤ ti, i = 1, 2, . . . , n, čo znamená, že g | d. Podl’a vety 6 je teda d = D(a, b).
Analogicky sa dokáže aj čast’ tvrdenia týkajúca sa najmenšieho spoločného ná-

sobku. ¤
S využit́ım poznatkov o rozkladoch je dôkaz vety 8 jednoduchý, podrobne si ho

zaṕı̌ste.

Poznámka. Uvedený spôsob určenia najväčšieho spoločného delitel’a a najmen-
šieho spoločného násobku pomocou kanonických rozkladov je možné prirodzeným
spôsobom zovšeobecnit’ pre l’ubovol’ný konečný počet č́ısel.
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Cvičenia

1. Dokážte, že druhú mocninu každého prirodzeného č́ısla možno naṕısat’ bud’
v tvare 4k alebo v tvare 4k + 1, k ∈ N .

2. Dokážte, že súčet štvorcov štyroch po sebe idúcich č́ısel nemôže byt’ štvorcom
celého č́ısla.

3. Dokážte, že z n po sebe idúcich celých č́ısel je práve jedno delitel’né č́ıslom
n.

4. Dokážte, že pre každé n ∈ N je n3 + 17n násobkom č́ısla 6.

5. Dokážte, že súčet tret́ıch mocńın troch po sebe idúcich č́ısel je násobkom
č́ısla 9.

6. Dokážte, že ak a, b ∈ Z nie sú násobkom troch, tak a2 + b2 + 1 je násobkom
troch.

7. Dokážte, že pre každé n ∈ N je 3n + 5 · 28n+5 násobkom č́ısla 23.

8. Zistite, či pre nejaké n ∈ N sa dá krátit’ zlomok 14n+3
21n+4 .

9. Nájdite také dve č́ısla, že ich súčet je 60 a súčet ich najväčšieho delitel’a a
najmenšieho násobku je 84.

10. Je daný trojčlen 2x2 − x− 36. Nájdite všetky prirodzené č́ısla, pre ktoré je
hodnota daného trojčlena rovná druhej mocnine prvoč́ısla.

11. Nájdite najväčš́ı spoločný delitel’ a najmenš́ı spoločný násobok č́ısel
a) 32, 40, 54; b)840, 900, 1100.

12. Ktorým najmenš́ım prirodzeným č́ıslom je treba násobit’ č́ıslo 9450, aby sme
dostali druhú mocninu prirodzeného č́ısla?

13. Nájdite najväčšieho spoločného delitel’a č́ısel f(n) = 53n+5 − 22n, n ∈ N .

14. Nájdite najmenšie prirodzené č́ıslo n s touto vlastnost’ou. Č́ıslo n
2 je druhá

mocnina, n
3 tretia mocnina a n

5 piata mocnina prirodzeného č́ısla.

15. Dokážte, že existuje práve jedno prirodzené č́ıslo n, že 28 +211 +2n je druhá
mocnina prirodzeného č́ısla.

16. Dokážte, že pre l’ubovol’né č́ısla a, b, c plat́ı

D(D(a, b), c) = D(a, b, c) = D(a, D(b, c)), n(n(a, b), c) = n(a, b, c) = n(a, n(b, c)).

17. Pomocou vety 16 ukážte, že

D(a, n(b, c)) = n(D(a, b), D(a, c)), n(a, D(b, c)) = D(n(a, b), n(a, c)).
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3. Z�akladn�e pojmy te�orie mno�z��nSk�umanie nekone�cn�ych s�uborov bolo pre nemeck�eho matematika G. Cantora im-pulzom pre zavedenie pojmu mno�zina. S �uvahami t�ykaj�ucimi sa mno�z��n sa mo�znostretn�ut' u�z aj u jeho predchodcov, ale a�z Cantor uk�azal ak�y siln�y apar�at z hl'adiskask�umania nekone�cna, ale aj z hl'adiska rozvoja v�setk�ych matematick�ych discipl��n,mo�zno z��skat' zaveden��m pojmu mno�zina. Za zrod te�orie mno�z��n mo�zno preto pok-ladat' rok 1872, kedy Cantor uverejnil prv�u pr�acu o mno�zin�ach. V s�u�casnosti mo�znote�oriu mno�z��n a matematick�u logiku pokladat' za v�ychodisk�a (z�aklady) matematiky.So z�akladn�ymi pojmami, ktor�e zavedieme v tomto �cl�anku sa budeme v matematikestret�avat' po�cas cel�eho �st�udia.Primit��vnymi pojmami te�orie mno�z��n (ktor�e nede�nujeme) s�u: mno�zina, prvokmno�ziny, je prvok mno�ziny (pr��slu�snost' prvku mno�zine). Rozsah a zmysel t�ychtopojmov sa v te�orii mno�z��n vymedzuje pomocou z�akladn�ych postul�atov-axi�om, ktor�eo nich predpoklad�ame. V�setky ostatn�e pojmy te�orie mno�z��n a dokonca aj v�setkyostatn�e matematick�e pojmy mo�zno pomocou nich postupne de�novat'. S axi�omamite�orie mno�z��n sa v�sak zozn�amite a�z neskôr. Zatial' sa uspokoj��me s t�ym, �ze pojmymno�zina, prvok mno�ziny, pr��slu�snost' prvku mno�zine (vzt'ah byt' prvkom mno�ziny)dobre pozn�ate z predch�adzaj�uceho �st�udia. Tie�z predpoklad�ame, �ze ste si u�z osvojiliaj element�arne poznatky o mno�zin�ach. Napriek tomu si niektor�e z nich pripome-nieme.Mno�zina je ur�cen�a (dan�a) vtedy, ked' o ka�zdom objekte mo�zno rozhodn�ut' (aspo�nv princ��pe), �ci je jej prvkom, alebo nie je jej prvkom. Napr��klad, nevieme zatial'rozhodn�ut', �ci �c��slo 31000! + 2 je alebo nie je prvo�c��slom, ale je to len dôsledokna�sich s�u�casn�ych ohrani�cen�ych mo�znost��. Napriek tomu �uvahy o mno�zine v�setk�ychprvo�c��sel s�u v matematike be�zn�e.Ak x je prvkom mno�ziny A p���seme x 2 A, v opa�cnom pr��pade p���seme x =2 A.Ak prvkami mno�ziny A s�u �c��sla 1, 2, 3 a in�e prvky mno�zina A nem�a, p���semeA = f1; 2; 3g alebo A = f1; 3; 2g a pod. V takomto pr��pade hovor��me, �ze mno�zinaje dan�a vymenovan��m prvkov. Pr�azdnu mno�zinu (t.j. mno�zinu, ktor�a nem�a �ziadnyprvok) budeme ozna�covat' symbolom ;.Defin��cia 1. Hovor��me, �ze mno�zina A je podmno�zinou mno�ziny B a p���semeA � B, ak ka�zd�y prvok mno�ziny A je prvkom mno�ziny B.Ked' chceme zdôraznit', �ze A � B a A 6= B, tak p���seme A � B a hovor��me,�ze A je vlastnou podmno�zinou mno�ziny B.Pozn�amka. V niektorej literat�ure (v�c��tane stredo�skolsk�ych u�cebn��c) sa v�saknamiesto A � B p���se A � B a namiesto A � B sa potom p���se A & B.Rovnost' mno�z��n je charakterizovan�a nasledovne:A = B pr�ave vtedy, ked' A � B a z�arove�n B � A.Teda mno�zina je, na rozdiel napr��klad od spolku (l'ud��), jednozna�cne dan�a svojimiprvkami (rôzne spolky mô�zu mat' t�ych ist�ych �clenov, ale rôzne mno�ziny nemô�zumat' presne tie ist�e prvky).Vel'mi u�zito�cn�ym matematick�ym pojmom je pojem usporiadan�a dvojica. Preusporiadan�e dvojice je charakteristickou nasleduj�uca vlastnost':(1) [x1; x2] = [y1; y2] pr�ave vtedy, ked' x1 = y1 a tie�z x2 = y2:Naproti tomu fx1; x2g = fy1; y2g ak x1 = y1 alebo x1 = y2 a z�arove�nx2 = y1 alebo x2 = y2. 1



Pomocou pojmu mno�zina mô�zeme usporiadan�u dvojicu de�novat' napr��klad tak-to.Defin��cia 2. Usporiadanou dvojicou [x1; x2] s prvou zlo�zkou x1 a s druhouzlo�zkou x2 naz�yvame mno�zinu ffx1; x2g; fx2gg.Overte, �ze pre uveden�ym spôsobom zaveden�e usporiadan�e dvojice naozaj plat��(1).Pod usporiadanou trojicou [x1; x2; x3] s prvou zlo�zkou x1, s druhou x2 a stret'ou x3 budeme rozumiet' usporiadan�u dvojicu [[x1; x2]; x3]. Analogicky mô�zemezaviest' usporiadan�u �stvoricu, p�aticu, atd'.Defin��cia 3. Nech n je kladn�e prirodzen�e �c��slo. Usporiadan�u n-ticu[x1; x2; : : : ; xn] de�nujeme indukciou takto:1. [x1] = x1.2. Ak n > 1, tak [x1; x2; : : : ; xn] = [[x1; x2; : : : ; xn�1]; xn].Pr��klad 1. [a; b; c; d] = [[a; b; c]; d] = [[[a; b]; c]; d]. �Zrejme plat��[x1; : : : ; xn] = [y1; : : : ; yn] vtedy a len vtedy, ked' x1 = y1; : : : ; xn = yn.Pozn�amka. U z�apisov typu [x1; : : : ; xn] nevylu�cujeme ani mo�znosti n = 1 an = 2. V pr��pade n = 1 ch�apeme z�apis [x1; : : : ; xn] ako [x1], v pr��pade n = 2ako [x1; x2].U z�apisov mno�z��n dan�ych vymenovan��m prvkov nie je zvykom pou�z��vat' z�apisytypu f1; 2; 2; 3g, kde sa opakuje z�apis �c��sla 2. Ak by sme v�sak tak�uto dohoduv�zdy dodr�zali, mali by sme komplik�aciu napr��klad s uveden��m mno�zinov�eho mod-elu usporiadanej dvojice. Preto te�oria mno�z��n uveden�y z�apis nezakazuje. Pritomz�apis f1; 2; 2; 3g reprezentuje trojprvkov�u a nie �stvorprvkov�u mno�zinu, jej prvkamis�u �c��sla, nie symboly (�c��slice) vytla�cen�e na papieri. V d'al�som texte v�sak aj mynapr��klad u z�apisu fa; b; cg budeme predpokladat', �ze a 6= b 6= c 6= a.Defin��cia 4. Nech A, B s�u mno�ziny. Pod kartezi�anskym s�u�cinomA�B mno�ziny A a mno�ziny B rozumieme mno�zinu v�setk�ych usporiadan�ych dvoj��c,ktor�ych prv�a zlo�zka je prvkom mno�ziny A a druh�a je prvkom mno�ziny B.Pr��klad 2. f1; 2; 3g� fa; bg = f[1; a]; [1; b]; [2; a]; [2; b]; [3; a]; [3; b]g. �Kartezi�ansky s�u�cin A�A �casto zapisujeme stru�cne A2. Napr��klad f3; 5g2 =f[3; 3]; [3; 5]; [5; 3]; [5; 5]g.Podobne mo�zno de�novat' kartezi�ansky s�u�cin A � B � C troch mno�z��n (akomno�zinu usporiadan�ych troj��c), �styroch mno�z��n, atd'. Upozor�nujeme, �ze v s�ulade sde�n��ciou 3 plat�� A�B�C = (A�B)�C, ale (A�B)�C 6= A� (B�C).V�simnite si, �ze A�B = B�A vtedy a len vtedy, ked'A = B alebo niektor�az mno�z��n A, B je pr�azdna.V matematike sa �casto zaober�ame sk�uman��m vzt'ahov medzi objektami (�c��slami,priamkami, geometrick�ymi �utvarmi a �c��slami, atd'.) Rozsah pojmu vzt'ah v�saknie je vymedzen�y ani �ziadnou de�n��ciou ani skupinou nejak�ych z�akladn�ych pos-tul�atov (axi�om). Preto zavedieme pojem rel�acia, ktor�y mo�zno de�novat' pomocouu�z skôr uveden�ych pojmov a ktor�y pojem vzt'ahu vhodne reprezentuje (a mô�ze honahr�adzat'). 2



Defin��cia 5. Bin�arnou rel�aciou (stru�cne rel�aciou) naz�yvame ka�zd�u mno�zinuusporiadan�ych dvoj��c.Ak R je rel�acia a [a; b] 2 R �casto p���seme aR b a hovor��me, �ze prvok a je vrel�acii R s prvkom b, alebo, �ze rel�acia R prirad'uje k prvku a prvok b.Pr��klad 3. Vzt'ah byt' men�s��m na mno�zine �c��sel f1; 2; 3; 4g je reprezentovan�yrel�aciouf[1; 2]; [1; 3]; [1; 4]; [2; 3]; [2; 4]; [3; 4]gVzt'ah byt' n�asobkom je (na tej istej mno�zine) reprezentovan�y rel�aciouf[1; 1]; [2; 1]; [3; 1]; [4; 1]; [2; 2]; [4; 2]; [3; 3]; [4; 4]g. �Po�cas predch�adzaj�uceho �st�udia matematiky ste sa obozn�amili napr��klad s rel�a-ciami, ktor�e ozna�cujeme symbolmi <, �, 2, �, ?, k, �=, �.Defin��cia 6. Nech R je bin�arna rel�acia. De�ni�cn�ym oborom (prv�ym oborom)rel�acie R naz�yvame mno�zinu D(R), ktor�a je dan�a takto:a 2 D(R) vtedy a len vtedy, ked' existuje prvok b o ktorom plat�� [a; b] 2 R.Obor hodnôt (druh�y obor) rel�acie R je mno�zina H(R) dan�a takto:b 2 H(R) vtedy a len vtedy, ked' existuje prvok a, o ktorom plat�� [a; b] 2 R.Pr��klad 4. Ak R = f[0; 0]; [0; 1]; [1; 1]; [1; 2]; [1; 3]g, tak D(R) = f0; 1g,H(R) = f0; 1; 2; 3g: �Ak R je rel�acia a A, B s�u mno�ziny, o ktor�ych plat�� D(R) � A; H(R) � Bhovor��me, �ze R je rel�acia z mno�ziny A do B. Ak R je rel�acia z A do A hovor��me, �zeR je rel�acia na mno�zine A. Napr��klad rel�acia, ktor�a bola dan�a v predch�adzaj�ucompr��klade, je rel�aciou z mno�ziny f0; 1g do f0; 1; 2; 3g, ale aj rel�aciou z f0; 1; 2gdo f0; 1; 2; 3; 4; 10; 11g, aj rel�aciou na mno�zine N , atd'.Pr��klad 5. Nech R je rel�acia z E do E de�novan�a takto:[x; y] 2 R vtedy a len vtedy, ked' x2 � 2xy + y2 � 2x� y = 20.Ur�cte prv�y a druh�y obor rel�acie R.Rie�senie. Uveden�u podmienku mô�zeme zap��sat' v tvare(a) x2 � x:(2y + 2) + y2 � y � 20 = 0aj v tvare(b) y2 � y:(2x+ 1) + x2 � 2x� 20 = 0:Ak (a) poklad�ame za kvadratick�u rovnicu s nezn�amou x zist��me, �ze �c��slo x sp�l�naj�uce(a) existuje pr�ave vtedy, ked' diskriminant tejto rovnice je nez�aporn�y, t. j. ked'[�(2y + 2)]2 � 4y2 + 4y + 80 � 0. Po �uprave dostaneme y � �7. Analogicky z(b) mo�zno dostat', �ze x � � 274 .Z uveden�eho vypl�yva, �ze D(R) = h� 274 ;1); H(R) = h�7;1). �S in�ymi, ako bin�arnymi vzt'ahmi (v ktor�ych nie s�u dvojice, ale in�e skupiny ob-jektov) sa stret�avame v matematike dost' zriedka, preto tern�arne, pr��padne n-�arne(n � 3) rel�acie v tomto texte nede�nujeme.Osobitn�y v�yznam maj�u v matematike tak�e bin�arne rel�acie, ktor�e k l'ubovol'n�emuprvku prirad'uj�u najviac jeden prvok. 3



Defin��cia 7. Bin�arnu rel�aciu f naz�yvame zobrazenie, ak f prirad'uje kuka�zd�emu prvku z D(f) pr�ave jeden prvok, t. j. ak o rel�acii f plat��[a; b] 2 f & [a; c] 2 f =) b = c:Ak A, B s�u mno�ziny a f je rel�acia z A do B, ktor�a je zobrazen��m, hovor��me, �ze fje zobrazenie z A do B a p���seme f : A z�! B. Mno�zinuD(f) naz�yvame de�ni�cn�yobor zobrazenia f a mno�zinu H(f) obor hodnôt zobrazenia f . Ak D(f) = A takhovor��me, �ze f je zobrazenie mno�ziny A do mno�ziny B a p���seme f : A ! B. Ak[a; b] 2 f , oby�cajne p���seme b = f(a) alebo b = af alebo f : a 7! b a hovor��me,�ze prvok b je obraz prvku a v zobrazen�� f , resp. �ze a je vzor prvku b v zobrazen�� f .Z de�n��cie vypl�yva, �ze l'ubovol'n�y prvok z D(f) m�a v zobrazen�� f len jeden obraz,ale prvok z H(f) mô�ze mat' v zobrazen�� f aj viac vzorov.Pr��klad 6. Nech S je zvolen�y syst�em kone�cn�ych mno�z��n (napr��kladf;; f1g; f2g; f1; 2gg) a nech f je rel�acia z S do N , ktor�a prirad'uje ka�zdej mno�zinepo�cet jej prvkov. Rel�acia f je zrejme zobrazenie. �Pr��klad 7. Nech F je rel�acia, ktor�a ku ka�zd�emu re�alnemu �c��slu prirad'uje jehodekadick�y z�apis. Rel�acia F nie je zobrazenie, preto�ze napr��klad k �c��slu 2 s�u pri-raden�e z�apisy 2; 0 aj 1; �9. �Namiesto n�azvu zobrazenie �casto pou�z��vame n�azov funkcia. Vtedy namiesto þbje obraz prvku a v zobrazen�� fÿ hovor��me þb je hodnota funkcie f v bode aÿ.Pozn�amka. Na strednej �skole ste pou�z��vali n�azov funkcia len u zobrazen�� zmno�ziny E do E.Pr��klad 8. Dan�a je rel�acia R z mno�ziny Z do Z takto:[x; y] 2 R pr�ave vtedy, ked' 15x2 � xy � 2y2 � 5 = 0.Zistite, �ci rel�acia R je zobrazenie.Rie�senie. Uveden�u rovnost' mô�zeme upravit' na tvar (5x� 2y):(3x+ y) = 5.Preto�ze hodnoty x, y s�u cel�e �c��sla dost�avame 4 mo�znosti :a) 5x� 2y = 1 a 3x+ y = 5b) 5x� 2y = �1 a 3x+ y = �5c) 5x� 2y = 5 a 3x+ y = 1d) 5x� 2y = �5 a 3x+ y = �1.Prv�e dve s�ustavy rovn��c maj�u rie�senia x1 = 1; y1 = 2 a x2 = �1; y2 = �2,d'al�sie dve s�ustavy nemaj�u nad oborom cel�ych �c��sel rie�senie. Z uveden�eho vypl�yva,�ze R = f[1; 2]; [�1;�2]g, teda rel�acia R je zobrazenie. (Ako sa zmen�� v�ysledokked' mno�zinu Z nahrad��me v zadan�� mno�zinou E ?) �Fundament�alnym pojmom algebry je pojem oper�acia.Defin��cia 8. Zobrazenie, ktor�eho de�ni�cn�y obor je mno�zina usporiadan�ych dvo-j��c, sa naz�yva bin�arna oper�acia (stru�cne oper�acia).Ak f je bin�arna oper�acia a ak f : [a; b] 7! c p���seme f(a; b) = c, aleboafb = c. Posledn�y typ z�apisu pou�z��vame najm�a vtedy, ked' je bin�arna oper�aciaozna�cen�a niektor�ym zo symbolov +; �; �; Æ; [; \; ? a pod.Pr��klad 9. Obvykl�e s�c��tanie prirodzen�ych �c��sel je bin�arnou oper�aciou. Z�apis2 + 7 = 9 znamen�a, �ze u tejto oper�acie je obrazom usporiadanej dvojice [2; 7]�c��slo 9. � 4



Pr��klad 10. Nech Æ je oper�acia na mno�zine N+ dan�a predpisom(c) a Æ b = 2a+ b� 1Ur�ctea) (3 Æ 4) Æ (1 Æ 2)b) ((3 Æ 4) Æ 1) Æ 2,c) 3 Æ (4 Æ (1 Æ 2)).Rie�senie. a) Vyu�zit��m (c) dost�avame(3 Æ 4) Æ (1 Æ 2) = (2:3 + 4� 1) Æ (2:1 + 2� 1) = 9 Æ 3 = 2:9 + 3� 1 = 20.b) Podobne pomocou (c) postupne dost�avame 3 Æ 4 = 2:3 + 4� 1 = 9,9 Æ 1 = 2:9 + 1� 1 = 18, 18 Æ 2 = 2:18 + 2� 1 = 37.c) Analogick�ym postupom dostaneme v�ysledok 15 (overte si to). �Popri bin�arnych oper�aciach (s ktor�ymi sa budeme stret�avat' naj�castej�sie) sa vmatematike vyskytuj�u aj in�e typy oper�aci�� (u ktor�ych vzory s�u usporiadan�e trojice,alebo �stvorice a pod.), ale v tomto texte sa tak�ymi nebudeme zaoberat'. Bin�arnymioper�aciami sa budeme podrobnej�sie zaoberat' v 12. kapitole.Cvi�cenia1. Vymenovan��m prvkov ur�cte nasleduj�uce mno�ziny.a) A = nx 2 Q;p4x2 �p8x+ 5 = 2x+ 1o,b) B = fx 2 N ; 3p2x+ 17� 3p2x� 9 = 2g,c) M = nx 2 N ; ( 34 )x+2: xq43 = 916o,d) D = fx 2 Q;x3+2: log x = 100:x2+log xg,e) K = fx 2 Q;xlog x + 10:x� log x = 11g.2. V priestore s�u dan�e nekoline�arne body A, B, C. Pomenujte geometrick�e�utvary, ktor�e s�u identick�e s mno�zinami bodova) fP ; jPAj = jPBjg, b) fP ; jPAj = jPBj = 5cmg,c) fP ; jPAj = jPBj = jPCjg, d) fP ; jPAj = jPBj = jPCj = 5cmg,e) fP ; jPAj = jPBj > jPCjg, f) fP ; jPAj � jPBj � jPCjg.3. Zap���ste nasleduj�uce mno�ziny ako intervaly alebo zjednotenia intervalov.a) A = fx 2 E; jjx+ 1j � jx� 1jj < 1g,b) B = fx 2 E; 2x�1x+2 � x+3x�1 > 1g,c) D = fx 2 E; j � 5x+2 j < j 10x�1 jg.4. Vymenovan��m prvkov zap���ste mno�zinya) [a; b; c] , b) [a; b; c; d].5. Dok�a�zte, �zea) ffa; bg; fbgg= ffc; dg; fdgg () a = c & b = d,b) [a; b; c] = [x; y; z]() a = x & b = y & c = z.6. Ur�cte vymenovan��m v�setky (bin�arne) rel�acie na mno�zine A = f0; 1g.7. Ur�cte v�setky zobrazenia z mno�ziny f0; 1g do mno�ziny fa; bg.8. Ur�cte de�ni�cn�e obory a obory hodnôt nasleduj�ucich rel�acii:a) R = f[x; y] 2 E2; y = px� 1g,b) S = f[x; y] 2 E2;x2 � 2x+ y2 + xy = 20g,c) T = f[x; y] 2 E2; y = 2xx2+1g. 5



9. Rozhodnite, ktor�e z nasleduj�ucich rel�acii s�u zobrazenia.a) R = f[x; y] 2 E2;x3 = y3g,b) S = f[x; y] 2 E2;x2 = y3g,c) T = f[x; y] 2 E2;x+ 2 = jyjg.10. N�ajdite de�ni�cn�y obor a obor hodnôt re�alnej funkcie re�alnej premennej.a) y = x2�1x2�3 , b) y = 31�x2 .11. Dohodneme sa, �ze Ax bude ozna�covat' obraz �c��sla x na zvolenej �c��selnej osi.Na mno�zine E de�nujeme oper�acie Æ a � takto:x Æ y = z, ak Az je stred �use�cky AxAy,x Æ x = x,x � y = z, ak Az je obraz bodu Ax v s�umernosti so stredom Ay .Vypo�c��tajtea) (11 Æ 5) Æ (�2 Æ 10), b) (�2) Æ (10 Æ (5 Æ 11)),c) (11 � 5) � (�2 � 10), d) (�2) � (10 � (5 � 11)).
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4. V�yrokov�y po�cetPrimit��vnym pojmom, ktor�y vo v�yrokovom po�cte nede�nujeme, je pojem v�yrok.Pod v�yrokom rozumieme ka�zd�y oznam, u ktor�eho m�a zmysel hovorit', �ci je pravdiv�y,alebo nepravdiv�y, pri�com z oboch mo�znost�� nast�ava pr�ave jedna. Vo v�yrokovompo�cte sa v�sak nebudeme zaoberat' ot�azkou, �ci je ur�cit�y v�yrok pravdiv�y, resp. neprav-div�y. Podot�ykame len, �ze v matematike sa (prirodzene) stret�avame aj s tak�ymiv�yrokmi, u ktor�ych v s�u�casnosti ani nevieme ur�cit', �ci s�u pravdiv�e alebo nie.Pr��kladom je v�yrok: ka�zd�e p�arne prirodzen�e �c��slo v�a�c�sie ako 2 je s�u�ctom dvochprvo�c��sel (Goldbachov probl�em z roku 1742).Ak p��smeno p ozna�cuje v�yrok, tak z�apis ph(p) = 1 znamen�a, �ze v�yrok p jepravdiv�y (m�a pravdivostn�u hodnotu 1). Analogicky ph(p) = 0 znamen�a, �ze v�yrokp je nepravdiv�y (m�a pravdivostn�u hodnotu 0).Ak p je v�yrok, tak :p je ozna�cenie tzv. neg�acie v�yroku p. O pravdivostn�ychhodnot�ach v�yroku p a jeho neg�acie :p plat��: ak p je pravdiv�y, tak :p je nepravdiv�y,ak p je nepravdiv�y, tak :p je pravdiv�y. Ak je v�yrok p zap��san�y prirodzen�ymjazykom, tak pre utvorenie jeho neg�acie m�ame viac mo�znost��. �Casto ju tvor��mepomocou þnie je pravda, �zeÿ, z�amenou þnie jeÿ za þjeÿ alebo pomocou predponyne.Pr��klad 1. �C��slo 2 je p�arne. Neg�acia uveden�eho v�yroku: �c��slo 2 nie je p�arne(alebo þ�c��slo 2 je nep�arneÿ). �Ak p, q s�u v�yroky zap��san�e prirodzen�ym jazykom, tak þp a qÿ je op�at' v�yrok anaz�yvame ho konjunkcia v�yrokov p, q. Namiesto þp a qÿ pou�z��vame tie�z spojenieþp aj qÿ, alebo þp a z�arove�n qÿ. Ked' s�u v�yroky p, q zap��san�e formalizovane (nieprirodzen�ym jazykom, ale pomocou matematick�ych symbolov), tak namiesto þpa qÿ p���seme þp & qÿ alebo þp ^ qÿ.�Dal�s��m �cast�ym spojen��m v�yrokov p, q je v�yrok þp alebo qÿ, ktor�y naz�yvamedisjunkciou (pr��padne alternat��vou) v�yrokov p, q. V symbolick�ych z�apisoch p���semeþp _ qÿ.Pozn�amka. Niekedy rozli�sujeme disjunkciu a alternat��vu, ale v tomto texte tonepoklad�ame za potrebn�e z viacer�ych dôvodov.Naj�castej�sie sa v matematike stret�avame so spojen��m þak p, tak qÿ. Toto spoje-nie ozna�c��me p =) q. V�yrok þak p, tak qÿ naz�yvame implik�acia s predpokladomp a s tvrden��m q. Namiesto þak p, tak qÿ, hovor��me tie�z þked' p potom qÿ, þz pvypl�yva qÿ, alebo þp implikuje qÿ.Posledn�ym �casto pou�z��van�ym spojen��m v�yrokov p, q je þp pr�ave vtedy, ked'qÿ, resp. þp vtedy a len vtedy, ked' qÿ. Naz�yvame ho ekvivalencia v�yrokov p, q.Symbolicky ho zap���seme p() q.Znaky :, & , _, =), () naz�yvame logick�e spojky.V�yroky typu p a q, p alebo q, z p vypl�yva q, p pr�ave vtedy, ked' q, nie jepravda, �ze p (pri�com p, q s�u v�yroky), naz�yvame zlo�zen�e v�yroky. V�yrok, ktor�y nieje zlo�zen�ym v�yrokom, naz�yvame atom�arny v�yrok.V matematike je dan�a z�avislost' pravdivosti zlo�zen�ych v�yrokov od pravdivosti1



ich zlo�ziek nasleduj�ucou tabul'kou.ph(p) ph(q) ph(p & q) ph(p _ q) ph(p =) q) ph(p() q) ph(:p)1 1 1 1 1 1 01 0 0 1 0 0 00 1 0 1 1 0 10 0 0 0 1 1 1Tab. 1Pozn�amka. Mimo matematiky niekedy ch�apeme pravdivost' zlo�zen�ych v�yrokovinak (najm�a u disjunkcie a implik�acie), ale v matematike v�zdy budeme re�spektovat'dohodu o pravdivosti podl'a uvedenej tabul'ky.Tvorenie zlo�zen�ych v�yrokov nepodmie�nujeme ani obsahovou ani form�alnous�uvislost'ou ich zlo�ziek. Teda z hl'adiska matematickej logiky je korektn�ym aj v�yrok:þak 2 + 2 = 5, tak existuje trojuholn��k, u ktor�eho s�u v�setky vn�utorn�e uhly prav�eÿ(a dokonca je to pravdiv�y v�yrok).Premenn�u, ktorej oborom je mno�zina v�yrokov, naz�yvame v�yrokov�a premenn�a. Zv�yrokov�ych premenn�ych tvor��me pomocou logick�ych spojok :, & , _, =), ()v�yrokov�e formuly.Defin��cia v�yrokovej formuly.(1) Ka�zd�a v�yrokov�a premenn�a je v�yrokov�a formula.(2) Ak � a 	 s�u v�yrokov�e formuly, tak aj :(�), (�) & (	), (�) _ (	),(�) =) (	), (�)() (	) s�u v�yrokov�e formuly.Pozn�amka. V de�n��cii v�yrokovej formuly sa nehovor�� o tom, ktor�y z�apis nie jev�yrokovou formulou. V takomto pr��pade v matematike predpoklad�ame, �ze v�yroko-v�ymi formulami s�u len tak�e z�apisy, u ktor�ych to mo�zno uveden�ymi krit�eriami (1)a (2) zdôvodnit'. Teda predpoklad�ame, �ze ka�zd�u v�yrokov�u formulu mo�zno utvorit'postupn�ym aplikovan��m uveden�ych dvoch pravidiel (1) a (2).Ak p, q s�u v�yrokov�e premenn�e, tak namiesto :(p), (p) & (q) stru�cne p���seme:p, p & q a podobne v in�ych pr��padoch.Pr��klad 2. Nech p, q, r s�u v�yrokov�e premenn�e. Potom(3) ((p =) q) & (q =) r)) =) (p =) r)je v�yrokov�a formula (niekedy hovor��me formula v�yrokov�eho po�ctu). Vypl�yva to znasleduj�uceho:a) p, q, r s�u v�yrokov�e formuly (d'alej stru�cne len formuly) podl'a (1).b) Z a) vypl�yva podl'a (2), �ze aj p =) q, q =) r, p =) r s�u formuly.c) Z b) vypl�yva podl'a (2), �ze aj (p =) q) & (q =) r) je formula.d) Z b), c) podl'a (2) vypl�yva, �ze aj (3) je formula. �Postupnost' p, q, r, p =) q, q =) r, p =) r, (p =) q) & (q =) r), cel�aformula (3), sa naz�yva vytv�araj�ucou postupnost'ou formuly (3).Ku ka�zdej v�yrokovej formule mô�zeme priradit' tabul'ku pravdivostn�ych hodnôt,ktor�u zostavujeme nasleduj�ucim spôsobom:1. Do z�ahlavia nap���seme �cleny vytv�araj�ucej postupnosti formuly (pri�com symbolph kvôli stru�cnosti obvykle vynech�avame).2



2. Pod premenn�e nap���seme do riadkov v�setky (usporiadan�e) n-tice utvoren�e zpravdivostn�ych hodnôt 0, 1. Ak m�a formula n premenn�ych, tak usporiadan�ychn-t��c je 2n (t.j. tabul'ka m�a pod z�ahlav��m 2n riadkov).3. V zhode s tabul'kou 1 postupne vyp�l�name st�lpce pod ostatn�ymi �clenmi vy-tv�araj�ucej postupnosti (podrobne sa s t�ym �citatel' obozn�ami na cvi�cen��). K formule(3) prisl�ucha nasleduj�uca tabul'ka pravdivostn�ych hodnôt.p q r p =) q q =) r p =) r (p =) q) & (q =) r) F1 1 1 1 1 1 1 11 1 0 1 0 0 0 11 0 1 0 1 1 0 11 0 0 0 1 0 0 10 1 1 1 1 1 1 10 1 0 1 0 1 0 10 0 1 1 1 1 1 10 0 0 1 1 1 1 1Tab. 2Pozn�amka. P��smenom F je v tabul'ke 2 ozna�cen�a formula (3).Niekedy tabul'ku 2 zapisujeme v nasleduj�ucom skr�atenom tvare.((p =) q) & (q =) r)) =) (p =) r)1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 0 1 0 0 1 1 0 01 0 0 0 0 1 1 1 1 1 11 0 0 0 0 1 0 1 1 0 00 1 1 1 1 1 1 1 0 1 10 1 1 0 1 0 0 1 0 1 00 1 0 1 0 1 1 1 0 1 10 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0V z�apisoch zlo�zitej�s��ch form�ul je vel'a z�atvoriek, �co zmen�suje prehl'adnost' z�apisov.Preto je zvykom prijat' aj d'al�siu dohodu, umo�z�nuj�ucu ich vynech�avanie.Dohovor: a) Logick�e spojky & a _ via�zu tesnej�sie, ako =) a ().b) Logick�a spojka : via�ze tesnej�sie, ne�z ostatn�e logick�e spojky.Na z�aklade uveden�eho dohovoru mô�zeme formulu(:(p & q))() ((:p) _ (:q))nap��sat' v tvare :(p & q)() :p _ :q:Pr��klad 3. Pri vy�setrovan�� kr�ade�ze sa zistili nasleduj�uce skuto�cnosti:1. Podozriv�e s�u len �styri osoby A, B, C, D.2. Ak A aj B kradli, tak C bol ich spolo�cn��kom.3. Ak A kradol, bol jeho spolo�cn��kom aspo�n jeden z dvojice B, C.4. C nekradol bez D. 3



5. Ak A je nevinn�y, tak kradol D.Ktor�u z osôb A, B, C, D mô�ze sudca jednozna�cne obvinit' z kr�ade�ze ?Rie�senie. Najskôr uvedieme rie�senie þ�uvahouÿ, potom rie�senie pomocou tabul'-ky pravdivostn�ych hodnôt.a) Najskôr zdôvodn��me, �ze ak A kradol, tak aj C kradol. Predpokladajme, �zeA kradol. Potom podl'a 3. je vinn�y aj B alebo C. Ak B kradol, tak podl'a 2. aj Ckradol. Z posledn�ych dvoch v�yrokov vypl�yva, �ze C kradol. Potom v�sak podl'a 4.dost�avame, �ze ak A kradol, tak kradol aj D. Z 5. vypl�yva, �ze aj v pr��pade, �ze A jenevinn�y D kradol.Sudca mô�ze jednozna�cne obvinit' len osobu D.b) P��smenom a ozna�c��me v�yrok "A kradol". Analogick�y v�yznam maj�u symbolyb, c, d. Ak v�ysledky vy�setrovania zap���seme do tabul'ky pravdivostn�ych hodnôtdostaneme tabul'ku 3.a b c d (a & b)) c a) (b _ c) c) d :a) d1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 0 1 1 0 11 1 0 1 0 1 1 11 1 0 0 0 1 1 11 0 1 1 1 1 1 11 0 1 0 1 1 0 11 0 0 1 1 0 1 11 0 0 0 1 0 1 10 1 1 1 1 1 1 10 1 1 0 1 1 0 00 1 0 1 1 1 1 10 1 0 0 1 1 1 00 0 1 1 1 1 1 10 0 1 0 1 1 0 00 0 0 1 1 1 1 10 0 0 0 1 1 1 0Tab. 3Predpoklad�ame, �ze vy�setrovan��m sa zistili pravdiv�e �udaje, preto si v�s��mame lentie riadky tabul'ky, v ktor�ych s�u v posledn�ych �styroch st�lpcoch len hodnoty 1,teda riadky 1., 5., 9., 11., 13. a 15. Vo v�setk�ych t�ychto riadkoch je pravdivostn�ahodnota 1 zaka�zd�ym v prv�ych �styroch st�lpcoch len pod v�yrokom d, teda sudcamô�ze jednozna�cne obvinit' len D. �V matematike s�u osobitne dôle�zit�e tak�e formuly v�yrokov�eho po�ctu, u ktor�ychtabul'ka pravdivostn�ych hodnôt m�a v poslednom st�lpci (resp. pri skr�atenom z�apisev naposledy vyp�l�nanom st�lpci) len hodnoty 1. Tak�eto formuly naz�yvame tautol�ogie(v�yrokov�eho po�ctu).Formula F je tautol�ogiou pr�ave vtedy, ked' po dosaden�� l'ubovol'n�ych v�yrokov zapremenn�e dostaneme v�zdy pravdiv�y v�yrok (samozrejme pri spr�avnej interpret�aciilogick�ych spojok).Ak � a 	 s�u v�yrokov�e formuly a ak (� () 	) je tautol�ogia, hovor��me, �zeformuly � a 	 s�u logicky ekvivalentn�e a p���seme � � 	, resp. � � 	. Ak(�) =) (	) je tautol�ogia hovor��me, �ze 	 je logick�ym dôsledkom �.4



Pomocou tabuliek pravdivostn�ych hodnôt sa mo�zno presved�cit' �ze plat��:p �:(:p);T1 p & q �q & p; p _ q �q _ p;T2 p & (q & r) �(p & q) & r; p _ (q _ r) �(p _ q) _ r;T3 p & (q _ r) �(p & q) _ (p & r); p _ (q & r) �(p _ q) & (p _ r);T4 :(p & q) �:p _ :q; :(p _ q) �:p & :q;T5 p() q �(p =) q) & (q =) p);T6 :(p =) q) �p & :q;T7 p =) q �:q =) :p;T8pri�com p, q, r s�u v�yrokov�e premenn�e.Ked' chceme zdôraznit', �ze � je v�yrokov�a formula, ktor�a obsahuje v�yrokov�e pre-menn�e A1; : : : ; An a �ziadne in�e, �casto namiesto � nap���seme �(A1; : : : ; An).O tautol�ogiach mo�zno dok�azat' nasleduj�uce tvrdenia:a) Ak �(A1; : : : ; An) je tautol�ogia a �1 , : : : , �n s�u l'ubovol'n�e formuly, takpo dosaden�� �1 za A1, : : : , �n za An do formuly � dostaneme op�at' tautol�ogiu(tzv. dosadzovacie pravidlo).b) Ak � aj � =) 	 s�u tautol�ogie, tak aj 	 je tautol�ogia (tzv. pravidloodl�u�cenia { modus ponens).Pri dokazovan�� matematick�ych poznatkov okrem poznatkov u�z predt�ym dok�aza-n�ych (resp. uveden�ych ako axi�omy) pou�z��vame aj logick�e �uvahy (logick�e �usudky).Zaiste ste si u�z osvojili mnoh�e matematick�e dôkazy, sotva by ste v�sak vedeli presnecharakterizovat' ak�e logick�e �uvahy sa pri nich vyu�z��vaj�u a z �coho vypl�yva ichopr�avnenost'. Podrobne sa s t�ym ani v tomto texte zaoberat' nebudeme. Zdôraz�nu-jeme v�sak, �ze pr��pustn�e logick�e �uvahy s�u tie, ktor�e s�u v s�ulade s tautol�ogiami (nielenv�yrokov�eho, ale aj predik�atov�eho po�ctu, ktor�y je obsahom nasleduj�ucej kapitoly).Preto v niektorej literat�ure sa naz�yvaj�u tautol�ogie logick�ymi z�akonmi. Z tautol�ogiiuveden�ych v tomto texte si v�simnite najm�a T1, T7 a T8, na ktor�ych s�u zalo�zen�enepriame dôkazy.Aby sme pomohli �citatel'ovi pri rie�sen�� cvi�cen�� uvedieme rie�senie e�ste aspo�njedn�eho jednoduch�eho pr��kladu.Pr��klad 4. V stredoveku vyr�abali umeleck�e skrinky sl�avni majstri Bellini aCellini. Zatial' �co Bellini nap��sal na zhotoven�u skrinku v�zdy nejak�y pravdiv�y v�yrok,Cellini nap��sal na zhotoven�u skrinku v�zdy nepravdiv�y v�yrok. Ka�zd�y z nich malsyna, ktor�y pokra�coval v �cinnosti otca a dodr�ziaval jeho z�asady.Na v�ystave umeleck�ych predmetov som uvidel skrinku vyroben�u niektor�ym znich �styroch a na nej n�apis þT�uto skrinku nevyrobil Bellini ml.ÿ Mô�zeme z tohovyvodit' kto skrinku vyrobil ?Rie�senie. Hoci zdanlivo by malo ist' o 24 = 16 mo�znost��, sta�ci uva�zovat' leno �styroch, preto�ze predpoklad�ame �ze skrinku vyrobil len jeden zo �stvorice Bellinistar�s��, Bellini mlad�s��, Cellini mlad�s��, Cellini star�s��.Keby skrinku zhotovil Bellini ml., nenap��sal by na skrinku nepravdiv�y v�yrok,teda on ju nevyrobil. Keby skrinku vyrobil niektor�� Cellini, bol by v�yrok na skrinkepravdiv�y, ale oni na skrinky pravdiv�e v�yroky nep��sali. Z toho vypl�yva, �ze skrinkuvyrobil Bellini star�s��. � 5



Cvi�cenia1. Uk�a�zte, �ze nasleduj�uce formuly s�u tautol�ogie:a) (p =) q)() (:p _ q),b) (p() q)() ((p & q) _ (:q & :q)),c) (p() r) =) ((q () r) =) (p() q)),d) (p() q) =) (p & r () r & q).2. Nap���ste formulu, ktor�a obsahuje len v�yrokov�e premenn�e, logick�e spojky :,_ a z�atvorky a je ekvivalentn�a s formuloua) p =) q, b) p & qc) (p =) q) =) r d) p =) (q =) r).3. Dan�e s�u pravdivostn�e hodnoty formuly F v z�avislosti od hodnôt jej pre-menn�ych p, q nasledovne:a) p q F1 1 11 0 00 1 10 0 0 , b) p q F1 1 01 0 00 1 10 0 0 .N�ajdite formulu F .4. Pred sudcom st�ali traja ob�zalovan��. Vy�setrovan��m sa zistilo, �zea) Ak je A nevinn�y alebo B vinn�y, tak C je vinn�y.b) Ak A je nevinn�y, tak nevinn�y je aj C.Koho z nich m�a sudca ods�udit'?5. In�spektor Sherlock Holmes zistila) Ak A je vinn�y a B je nevinn�y, tak C je vinn�y.b) C nikdy nie je v akcii s�am.c) A nikdy nespolupracuje s C.d) Okrem A, B, C nie s�u do pr��padu zapleten�� d'al�s�� l'udia, teda aspo�n jeden zA, B, C je vinn�y.Koho obvinil Sherlock Holmes ?6. V texte �ulohy sa hovor�� o skrink�ach zhotoven�ych niektor�ym zo sl�avnychmajstrov Bellini ml., Bellini st., Cellini ml., Cellini st. (pre�citajte si text pr��kladu4, ktor�y je uveden�y pred cvi�ceniami).V m�uzeu boli vystaven�e dve skrinky s n�apismi:Ka�zd�u skrinku z tejto s�upravy vyrobil Cellini - n�apis na prvej.�Ziadnu z t�ychto skriniek nevyrobil Bellini ml. ani Cellini ml. - n�apis na druhej.Viete z toho us�udit' kto vyrobil prv�u a kto druh�u skrinku ?7. Na v�ystave boli vedl'a seba umiestnen�e tri skrinky vyroben�e u�z spom��nan�ymimajstrami. Riaditel' v�ystavy vlo�zil do jednej z nich �sperk, pri�com dbal aby trad��ciao n�apisoch ostala zachovan�a. Na skrink�ach boli n�apisy:V tejto skrinke je �sperk - prv�a skrinka,V tejto skrinke je �sperk - druh�a skrinka,Aspo�n dve z t�ychto skriniek zhotovil Cellini - tretia skrinka.Va�sou �ulohou je ur�cit'a) V ktorej skrinke je �sperk.b) Ur�cit' v�yrobcov jednotliv�ych skriniek.8. �U�cast' Anny, Barbary, Cyrila a Du�sana na koncerte bola podmienen�a t�ymitoz�av�azkami. Na koncert pôjde aspo�n jeden chlapec a najviac jedno diev�ca. Zo6



s�urodencov Anna - Cyril pôjde pr�ave jeden. Barbara nepôjde bez Du�sana, aleAnna zasa nepôjde v �ziadnom pr��pade spolu s Du�sanom. Kto z nich sa na koncerteur�cite z�u�castn�� ? 5. Predik�atov�y po�cet.Jednou z charakteristick�ych �c�rt matematiky n�a�sho storo�cia je �usilie presk�umat'z�aklady (v�ychodisk�a) matematiky a precizovat' vyjadrovacie prostriedky pou�z��van�ev matematike. Dôsledkom t�ychto sn�ah bolo odl���senie tzv. matematick�eho jazykaod be�zne pou�z��van�eho nematematick�eho jazyka (tzv. metajazyka). Dôvodov pretak�eto rozli�sovanie je viac, jedn�ym je mo�znost' formulovania paradoxov nasleduj�u-ceho typu:Nech m je najmen�sie prirodzen�e �c��slo, ktor�e nemo�zno ur�cit' pomocov menej akodvadsat' slov slovensk�eho jazyka.Ur�cili sme t�ym �c��slo m ? Preto�ze prirodzen�ych �c��sel je nekone�cne vel'a zrejmenie ka�zd�e mo�zno ur�cit' pomocou vety s najviac 20 slovami, t.j. mno�zina tak�ychprirodzen�ych �c��sel, ktor�e nemo�zno takto ur�cit' je nepr�azdna a m�a najmen�s�� prvokm.Na druhej strane vid��me, �zem je ur�cen�e menej ako dvadsiatimi slovami slovensk�ehojazyka.V�yznamn�ym medzn��kom vo v�yvoji matematiky bolo zavedenie symbolov vov�yzname premenn�ych (Descartes 1596-1650). Pod premennou (v zmysle tzv. vol'nejpremennej) rozumieme tak�y symbol, ktor�y reprezentuje l'ubovol'n�y prvok ur�citejmno�ziny naz�yvanej obor premennej. Napr��klad do vzorca P = �:r2 mô�zeme zar dosadit' hocijak�e kladn�e re�alne �c��slo a vypo�c��tame obsah kruhu, ktor�eho polom-erom je toto �c��slo. Teda r je premenn�a, ktorej oborom je mno�zina kladn�ych re�alnych�c��sel. Naproti tomu za � nedosadzujeme hocijak�e �c��sla, vieme, �ze � je (vo vy�s�sieuvedenom vzorci) kon�stanta (Ludolfovo �c��slo). Niekedy v�sak (ak to nie je explic-itne povedan�e) si vieme domysliet' len z kontextu, �ci nejak�y symbol je premennoualebo kon�stantou. Napr��klad v Ohmovom z�akone U = R:I mô�zu byt' premenn�ymisymboly U , I a kon�stantou R, ale v in�ych �uvah�ach s�u premenn�e R, I a kon�stantaU (resp. U , R aj I s�u premenn�e). Dohodneme sa, �ze obor premennej x budemeozna�covat'O(x).V�ychodiskom pri budovan�� matematick�eho jazyka s�u premenn�e a kon�stanty. Znich pomocou symbolov oper�aci�� tvor��me termy (v�yrazy) a z termov pomocou sym-bolov rel�aci�� a kvanti�k�atorov tvor��me formuly (predik�atov�eho po�ctu), prostredn��c-tvom ktor�ych sa vyjadrujeme. V logike sa namiesto o symboloch oper�aci�� a rel�aci��hovor�� o funkcion�alnych a predik�atov�ych symboloch, ale my uprednostn��me termi-nol�ogiu be�zne pou�z��van�u v matematike (napriek tomu, �ze n-�arne rel�acie sa �castode�nuj�u len pre n > 1.)Defin��cia (termu). Nech A je mno�zina. Term (nad A) je de�novan�y takto:1. Ka�zd�a premenn�a ktorej oborom je mno�zina A je term (nad A).2. Ka�zd�a kon�stanta (z A) je term (nad A).3. Ak � je bin�arna oper�acia na mno�zine A a ak t, w s�u termy (nad A), tak aj(t) � (w) je term (nad A).Pozn�amka. a) Ak t, w s�u premenn�e alebo kon�stanty, tak namiesto (t) � (w)p���seme stru�cne t � w.b) V matematike okrem bin�arnych oper�aci�� pou�z��vame aj oper�acie un�arne, ter-n�arne atd'., preto posledn�a �cast' de�n��cie by mala byt' formulovan�a v�seobecnej�sie,ale v tomto �uvodnom texte to robit' nebudeme.7



Pr��klad 1. Nech x, y, z s�u re�alne premenn�e. Potom(a) ((2:x) + (y:z)) : (x+ y)je term (nad E). Odôvodnit' to mô�zeme nasledovne:a) x, y, z s�u termy (nad E) podl'a 1.b) Kon�stanta 2 je term (nad E) podl'a 2.c) Z a), b) podl'a 3. vypl�yva, �ze aj 2:x, y:z, x+ y s�u termy (nad E).d) Z c) vypl�yva podl'a 3., �ze aj (2:x) + (y:z) je term (nad E).e) Z c), d) podl'a 3. dost�avame, �ze aj (a) je term nad E.Postupnost' x, y, z, 2:x, y:z, x+ y, (2:x)+ (y:z), ((2x)+ (y:z)) : (x+ y) sa naz�yvavytv�araj�uca postupnost' termu (a). �V z�apisoch termov je zvykom predpokladat', �ze znaky oper�aci�� � a : via�zu tesnej�sieako znaky oper�aci�� + a �. Dokonca p��sanie znaku : �casto vynech�avame. Teda term(a) zvykneme zapisovat' v tvare:(2x+ yz) : (x + y):S termami sa stret�avame napr��klad pri rie�sen�� rovn��c a nerovn��c, preto�ze pravou ajl'avou stranou rovnice, resp. nerovnice, s�u termy. V algebre ste nacvi�covali �upravytermov, ktor�e ste naz�yvali algebraick�e v�yrazy.O termoch mo�zno stru�cne povedat', �ze s�u to korektne zostaven�e z�apisy z pre-menn�ych s rovnak�ym oborom A, zo symbolov prvkov mno�ziny A (kon�st�ant), znakovoper�aci�� na A a z�atvoriek.Defin��cia 2. Nech A je mno�zina. Ak t, w s�u termy nad A a R je bin�arnarel�acia na A, tak z�apis tRw naz�yvame atomick�a formula predik�atov�eho po�ctu(nad A).Pr��kladmi atomick�ych form�ul predik�atov�eho po�ctu s�u rovnice a nerovnice. In�epr��klady atomick�ych form�ul : a 2 A, f1; 2g � B, 1 < 4, a k b, a ? � (oborypremenn�ych si mô�zeme vhodne zvolit').Z predch�adzaj�uceho �st�udia pozn�ate kvanti�k�atory:a) v�seobecn�y, ozna�covan�y 8, obvykle ho interpretujeme slovami þpre ka�zd�eÿ,b) existen�cn�y, ozna�covan�y 9, spravidla interpretujeme slovom þexistujeÿ.Logick�e spojky a kvanti�k�atory n�am umo�z�nuj�u roz�s��t' pojem formuly predik�ato-v�eho po�ctu (stru�cne formuly) nasleduj�ucim spôsobom.Defin��cia 3. 1. Ka�zd�a atomick�a formula predik�atov�eho po�ctu (nad A) je for-mula.2. Ak U , V s�u formuly (nad A), tak aj :(U), (U) & (V ), (U) _ (V ),(U) =) (V ), (U)() (V ) s�u formuly.3. Ak x je premenn�a s oborom A a V je formula (nad A), ktor�a neobsahujev�yraz 8x ani 9x, tak aj 8x (V ) a 9x (V ) s�u formuly (nad A).Pr��klad 2. Nech x, y, z s�u re�alne premenn�e (t.j. ich oborom je mno�zinare�alnych �c��sel E). Z�apisy(b) (x < y) =) ((x+ z) < (y + z)),(c) 9x (x2 + x+ 1 = 0),(d) 8x (9y (x = y2))s�u formuly (nad E). � 8



Ak nehroz�� nedorozumenie, tak u form�ul predik�atov�eho po�ctu niektor�e z�atvorkyvynech�avame. Napr��klad namiesto 8x (8y (U)) zvykneme p��sat' 8x; y (U) apod. �Dalej zvykneme predpokladat', �ze znaky oper�aci�� via�zu tesnej�sie, ne�z znakyrel�aci�� a znaky rel�aci�� via�zu tesnej�sie ako logick�e spojky. Napr��klad formulu (b)mô�zeme na z�aklade tejto dohody zap��sat' v tvare(e) x < y =) x+ z < y + z:Ak je oborom premennej x mno�zina A, tak z�apis þ8xÿ �c��tame þpre ka�zd�e x zmno�ziny Aÿ a z�apis þ9xÿ �c��tame þexistuje x z mno�ziny Aÿ. Napr��klad z�apis (c)�c��tame þexistuje re�alne �c��slo x, o ktorom plat�� x2 + x + 1 = 0ÿ. Ked' chcemezdôraznit', �ze oborom premennej x je mno�zina A, tak namiesto þ8xÿ nap���semeþ8x 2 Aÿ. Napr��klad formulu (d) mô�zeme zap��sat' v tvare8x 2 E 9y 2 E x = y2.Nech �, 	 s�u formuly. Hovor��me, �ze 	 je podformula formuly � ak 	 mô�zemez��skat' z � tak, �ze vo � vynech�ame niekol'ko symbolov na za�ciatku aj na konci(niekol'ko mô�ze znamenat' aj 0, t.j. �ziadne). Napr��klad x < y je podformulaformuly (e).V d'al�som texte budeme kvanti�k�atormi naz�yvat' nielen symboly 8 a 9, ale aj 8x,9y a pod. Dosahom kvanti�k�atora 8x, resp. 9x naz�yvame t�u podformulu, ktorejz�apis bezprostredne nasleduje za 8x, resp. 9x. Napr��klad dosah kvanti�k�atora9y vo formule (d) je podformula x = y2.V�yskyt premennej x (ktor�y nie je s�u�cast'ou kvanti�k�atora 8x resp. 9x) voformule V sa naz�yva:1. viazan�ym, ak sa nach�adza v dosahu kvanti�k�atora 8x alebo 9x.2. vol'n�ym, ak nie je viazan�y.Premenn�a x je vol'nou vo formule V , ak m�a aspo�n jeden vol'n�y v�yskyt vo formuleV . Premenn�a x je viazan�a vo formule V , ak v�setky jej v�yskyty vo V s�u viazan�e.Napr��klad premenn�a x je vo formule (b) vol'n�a, ale vo formul�ach (c) a (d) je viazan�a.Z hl'adiska vol'n�ych a viazan�ych premenn�ych del��me formuly na:a) uzavret�e formuly, u ktor�ych v�setky premenn�e s�u viazan�e (tak�e s�u formuly (c)a (d))b) v�yrokov�e formy, u ktor�ych aspo�n jedna premenn�a je vol'nou premennou (takouje formula (b)).Pri na�som ch�apan�� form�ul s�u uzavret�e formuly v�yrokmi. �Casto ich naz�yvamekvanti�kovan�e v�yroky. V�a�c�sina matematick�ych viet m�a tvar kvanti�kovan�ych v�y-rokov, alebo ich mo�zno na tento tvar prep��sat'. Napr��klad(i) 8x8y9z x+ z = y, kde O(x) = O(y) = O(z) = Z,(j) 8a8b8c a k b & b k c =) a k c, kde O(a) = O(b) = O(c) = P;kde P je mno�zina v�setk�ych priamok zvolenej roviny,(k) 8u8v (u < v =) 9w (u < w < v)), kde O(u) = O(v) = O(w) = Q.Nech V (x) je v�yrokov�a forma (s jedinou vol'nou premennou x), pri�com oborpremennej O(x) = A. Ak dosad��me za x (t.j. za v�setky vol'n�e v�yskyty premennejx) nejak�y prvok a 2 A, tak mô�zeme (ale nemus��me) dostat' v�yrok. Napr��klad akdosad��me do v�yrokovej formy (rovnice)(g) 4� x = 3x9



(s re�alnymi premenn�ymi) za x �c��slo 1 dostaneme pravdiv�y v�yrok 4� 1 = 31 . Akv�sak dosad��me za x �c��slo 0, nedostaneme v�yrok, preto�ze na pravej strane dostanemez�apis 30 , ktor�y nereprezentuje �ziadne �c��slo.Mno�zinu v�setk�ych prvkov a 2 A, po dosaden�� ktor�ych do V (x) dostanemev�yrok V (a), naz�yvame de�ni�cn�y obor v�yrokovej formy V (x).V�yrokov�a forma (g) m�a de�ni�cn�y obor E � f0g.Mno�zinu v�setk�ych t�ych prvkov a z de�ni�cn�eho oboru formy V (x) po dosaden��ktor�ych do V (x) dostaneme pravdiv�y v�yrok V (a), naz�yvame obor pravdivosti v�yro-kovej formy V (x).Ak je oborom pravdivosti v�yrokovej formy V (x) mno�zina M , p���semeM = fx 2 A;V (x)g alebo stru�cne fx; V (x)ga �c��tame þM je mno�zina v�setk�ych (tak�ych) prvkov x (z mno�ziny A), o ktor�ych plat��V (x)ÿ.Oborom pravdivosti v�yrokovej formy (g) je mno�zina f1; 3g (t. j. rovnica (g) m�akorene x1 = 1, x2 = 3).Analogicky, ako hovor��me o de�ni�cnom obore a o obore pravdivosti u v�yrokov�ychforiem s jednou vol'nou premennou, mô�zeme hovorit' o de�ni�cnom obore a o oborepravdivosti aj u v�yrokov�ych foriem s viacer�ymi premenn�ymi.Napr��klad do de�ni�cn�eho oboru v�yrokovej formy(h) px2 � y < z + x(s re�alnymi premenn�ymi) nepatr�� usporiadan�a trojica [1; 2; 3] (preto�ze p1� 2 uform�ul uveden�eho typu nie je de�novan�e), ale patr�� usporiadan�a trojica [2; 3; 1].Po dosaden�� usporiadanej trojice [2; 3; 1] do (h) dokonca dostaneme pravdiv�y v�yrokp22 � 3 < 1 + 2 preto [2; 3; 1] patr�� do oboru pravdivosti formy (h).Ak do v�yrokovej formy s viacer�ymi vol'n�ymi premenn�ymi dosad��me kon�stanty lenza niektor�e premenn�e, op�at' dostaneme v�yrokov�u formu. Napr��klad, ak dosad��me do(h) len za z �c��slo 0 (t.j. ak dosad��me do (h) usporiadan�u trojicu [x; y; 0]), dostanemev�yrokov�u formu s dvoma (vol'n�ymi) premenn�ymi px2 � y < x.Ak V (x) aj W (x) s�u v�yrokov�e formy, tak zrejme aj :V (x), V (x) & W (x),V (x) _W (x), V (x) =)W (x), V (x)()W (x) s�u v�yrokov�e formy.V�yrokov�u formu :V (x) zvykneme naz�yvat'neg�acia v�yrokovej formy V (x). Prineg�aci�ach v�yrokov�ych foriem v�sak �casto pou�z��vame aj �speci�alne z�apisy, napr��kladnamiesto :(x = y) stru�cne p���seme x 6= y, alebo :(x � y) nahradzujemez�apisom x > y. Stru�cne mô�zeme neg�aciu v�yrokovej formy V (x) charakterizovat'ako v�yrokov�u formu W (x), ktor�a m�a rovnak�y de�ni�cn�y obor D a pre ka�zd�y prvoka 2 D plat��, �ze V (a) je pravdiv�y v�yrok pr�ave vtedy, ked' W (a) je nepravdiv�yv�yrok.Pozn�amka. Poznatky uveden�e v predch�adzaj�ucich odstavcoch mô�zeme zov�se-obecnit' aj pre v�yrokov�e formy s viacer�ymi premenn�ymi (ale prenech�avame to�citatel'ovi).Na z�aklade de�n��cie pravdivosti zlo�zen�ych v�yrokov (vo v�yrokovom po�cte) je�citatel'ovi zaiste jasn�e, kedy je pravdiv�y napr��klad v�yrok tvaru8x V (x) & W (x), alebo 8x9y V (x; y) _W (x; y),8x8y V (x; y) =)W (x; y) a pod.Pr��klad 3. V�yroky zap��san�e formulamia) 8x (x � 2 < 0 () x < 2), 10



b) 8x8y (px2 = x & py2 = y =) p(x:y)2 = x:y),kde x, y s�u re�alne premenn�e, s�u pravdiv�e v�yroky. �Pozn�amka. V matematick�ych formul�aci�ach si v�sak �casto treba þdomysliet'ÿ nie-len z�atvorky, ale aj logick�e spojky a kvanti�k�atory. Zn�amu vetu þuhloprie�ckyrovnobe�zn��ka sa rozpol'uj�uÿ nech�apeme ako tvrdenie o rovnobe�zn��ku, ktor�y smemali v texte naposledy narysovan�y, ale v zmysle þpre ka�zd�y rovnobe�zn��k plat��, �zejeho uhloprie�cky sa rozpol'uj�uÿ.Poradie kvanti�k�atorov rovnak�eho typu mô�zeme u form�ul menit' bez toho, �ze bysme zmenili zmysel z�apisu. Zmenou poradia rôznych kvanti�k�atorov mô�zeme v�sakdostat' z pravdiv�eho v�yroku nepravdiv�y v�yrok, alebo naopak. Napr��klad8x9y x < y; kde O(x) = O(y) = E,je pravdiv�y v�yrok, kde�zto9y8x x < y; O(x) = O(y) = E,je nepravdiv�y v�yrok.Pri negovan�� kvanti�kovan�ych v�yrokov pou�z��vame tzv. de Morganove pravidlo:v�seobecn�e kvanti�k�atory nahrad��me existen�cn�ymi a naopak a pr��slu�sn�u v�yrokov�uformu V nahrad��me formou :V . Napr��klad neg�aciou kvanti�kovan�eho v�yroku8x8y9z x+ z = y; kde O(x) = O(y) = O(z) = Zdostaneme v�yrok9x9y8z x+ z 6= y; O(x) = O(y) = O(z) = Z:Pozn�amka. V matematickej logike sa nezvykne pojem termu a formuly vi-azat' k ur�citej mno�zine. V takom pr��pade formula (predik�atov�eho po�ctu) je ko-rektne zostaven�y z�apis z (predmetov�ych) premenn�ych, symbolov oper�aci��, rel�aci��,logick�ych spojok, kvanti�k�atorov a z�atvoriek, a a�z ked' sa hovor�� o interpret�acii pri-rad'ujeme premenn�ym obor (t.j. ur�cit�u mno�zinu). Symboly oper�aci�� a rel�aci�� sa a�zpotom st�avaj�u reprezentantmi konkr�etnych oper�aci�� a rel�aci�� na obore premenn�ych.V takom pr��pade sa aj u form�ul predik�atov�eho po�ctu uv�adzaj�u tautol�ogie. Ide oformuly, ktor�e s�u pravdiv�e pri l'ubovol'nej interpret�acii. Pr��kladom je formulax1 = y1 & x2 = y2 =) x1 Æ x2 = y1 Æ y2pri�com Æ je symbol l'ubovol'nej (bin�arnej) oper�acie.Formuly predik�atov�eho po�ctu sa v matematike stali �casto pou�z��van�ym vyjadro-vac��m prostriedkom. Preto sme sa podrobnej�sie zaoberali ich �strukt�urou a v�y-znamovou str�ankou. Z�averom v�sak treba poznamenat', �ze sme sa zamerali len nanajjednoduch�sie typy tak�ychto form�ul. V s�u�casnej matematike sa v s�uvislosti sosk�uman��m oper�aci�� a rel�aci�� napr��klad popri oper�aci�ach a rel�aci�ach na mno�zinere�alnych �c��sel sk�umaj�u aj oper�acie a rel�acie na syst�eme re�alnych funkci��. Tomupotom zodpoved�a aj �strukt�ura form�ul, v ktor�ych vystupuj�u premenn�e s rôznymiobormi, oper�acie na rôznych mno�zin�ach a rel�acie medzi mno�zinami. V zlo�zitej�s��ch�uvah�ach dokonca opera�cn�e a rela�cn�e symboly mô�zu byt' uva�zovan�e ako premenn�e,ktor�e mô�zu byt' vol'n�e alebo viazan�e kvanti�k�atormi, to v�sak u�z presahuje r�amectohto textu (my sme sa zamerali len na tzv. jazyk prv�eho r�adu).11



Cvi�cenia.1. Nech x, y, z s�u re�alne premenn�e. Rozhodnite, ktor�y z nasleduj�ucich z�apisov(pri obvyklom ch�apan�� znakov, z ktor�ych je zlo�zen�y) je term, ktor�y je v�yrokov�aforma a ktor�y je v�yrokom:3x� 1, jx+ yj = jxj+ jyj, 8x px+ y = px+py,8x9y; x < y, (x+ y):z � 2xy, 9x8y x+ y = 0,8x8y (x < y =) 9z x < z < y), 8x x� y < y,8x8y x:z = y:z =) x = y, px2:y2 = x:y.2. Pos�ud'te pravdivost' v�yrokov z cvi�cenia 1 a nap���ste ich neg�acie.3. Nech A, B, C s�u mno�zinov�e premenn�e. Rozhodnite, ktor�y z nasleduj�ucichz�apisov je term, ktor�y je v�yrokov�a forma a ktor�y je v�yrok:8A8B A [ B = B [ A, (A \ B) [ C, A�B � ;,8A9B A � B, A� (B [ C) = (A�B) [ (A� C),8A8B A� C = B � C =) A = B, 9A9C A [ C � A \ C.4. Rozhodnite o pravdivosti v�yrokov z cvi�cenia 3 a nap���ste ich neg�acie.5. Dan�a je v�yrokov�a forma 6jx; O(x) = f0; 3; 6; 9; 12; 15g. Bez pou�zitiakvanti�k�atorov zap���ste v�yroky: 8x 6jx, 9x 6jx.6. Z nasleduj�ucich v�yrokov�ych foriem s celo�c��seln�ymi premenn�ymi utvortev�yrokya) dosaden��m,b) pomocou kvanti�k�atorov,c) kombin�aciou predch�adzaj�ucich spôsobovxjy; x:y = 10; x < x2; x� y = z.7. Rozhodnite o pravdivosti v�yrokov, ktor�e ste nap��sali, pri rie�sen�� predch�adza-j�uceho cvi�cenia.8. Formulami predik�atov�eho po�ctu zap���ste:a) Rovnica x3 � 6x+ 4 = 0 m�a aspo�n jeden re�alny kore�n.b) Rovnica x2 + x+ 1 = 0 nem�a re�alny kore�n.c) Pre niektor�e re�alne �c��sla plat�� (a+ b)2 = a2 + b2.d) Pre s�c��tanie re�alnych �c��sel plat�� asociat��vny z�akon.e) Ak obidve strany nerovnosti (medzi re�alnymi �c��slami) vyn�asob��me z�aporn�ym(re�alnym) �c��slom, znak nerovnosti sa obr�ati.f) S�uhlasn�e nerovnosti (medzi re�alnymi �c��slami) mô�zeme s�c��tat'.g) Neexistuje najmen�sie re�alne �c��slo.h) Existuje (cel�e) �c��slo, ktor�e je delitel'om ka�zd�eho (cel�eho) �c��sla.i) Existuje (cel�e) �c��slo, ktor�e je delitel'n�e ka�zd�ym (cel�ym) �c��slom.j) Prirodzen�e �c��slo je delitel'n�e �siestimi, pr�ave vtedy, ked' je delitel'n�e dvoma atroma.k) limn!1 an = a; a 2 E.m) limn!1 an = �1.n) limx!a f(x) = b; a; b 2 E.9. Oborom premenn�ych a, b, c nech je mno�zina str�an dan�eho �stvorca a oborompremenn�ych p, q, r nech je mno�zina jeho uhloprie�cok (urobte si n�a�crt). Pos�ud'tepravdivost' nasleduj�ucich v�yrokov a zap���ste ich neg�acie.a) 8a9b a k b b) 9a9b9c a k b k c12



c) 9a8b a?b d) 8a8p :(a k p)e) 8p9r p?r f) 8p9q p k qg) 9a9p a?p h) 8p9q9r p?q?r.10. Ur�cte obory �c��seln�ych premenn�ych tak, aby nasleduj�uce formuly boli z�apismipravdiv�ych v�yrokov:a) 8x9y x = y2 b) 8x9y x = y3c) 8x9y8z x < z =) y � zd) 8x8y x < y =) 9z x < z < y.e) 8x9y9z y 6= z & y2 = z2 = xf) 8x8y8z x:z = y:z =) x = y.
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6. �Dal�sie poznatky o mno�zin�achPripome�nme si, �ze dve mno�ziny sa rovnaj�u pr�ave vtedy, ked' obsahuj�u tie ist�eprvky, t.j.(1) A = B () (8x x 2 A , x 2 B):Ak A = B, tak symboly (p��smen�a) A; B ozna�cuj�u t�u ist�u mno�zinu, pretoimplik�acia =) je zrejm�a a je len �speci�alnym pr��padom tautol�ogie o rovnostiz predik�atov�eho po�ctu. Z hl'adiska te�orie mno�z��n je podstatn�a obr�aten�a implik�acia(=, z ktorej vypl�yva, �ze mno�zina je jednozna�cne ur�cen�a svojimi prvkami, pri�comcharakter prvkov a vzt'ahy medzi nimi s�u z hl'adiska þkon�stituovaniaÿ mno�ziny�uplne nepodstatn�e. Teda prvky sa na vytvoren�� mno�ziny podiel'aj�u len svojoupr��tomnost'ou [36]. Z uveden�eho vypl�yva, �ze mno�zina je ur�cen�a (ako sme u�z uviedliv tretej kapitole), ak o ka�zdom objekte mo�zno (aspo�n v princ��pe) rozhodn�ut', �ci jealebo nie je jej prvkom.Pr��klad 1. Mno�zina A v�setk�ych prirodzen�ych �c��sel delitel'n�ych �siestimi a mno-�zina B v�setk�ych p�arnych prirodzen�ych �c��sel sa nerovnaj�u, lebo 8 2 B ale 8 =2 A.Mno�zina C v�setk�ych prirodzen�ych �c��sel delitel'n�ych s�u�casne dvoma a troma jerovn�a mno�zine A lebo (podl'a vety 2.5) prirodzen�e �c��slo je delitel'n�e �siestimi pr�avevtedy, ked' je delitel'n�e dvoma a troma. �Vzt'ah inkl�uzie (byt' podmno�zinou), ktor�y sme zaviedli u�z v tretej kapitole m�anasleduj�uce z�akladn�e vlastnosti, ktor�ych dôkazy si �citatel' l'ahko urob�� aj s�am.Veta 1. Nech A; B; C s�u l'ubovol'n�e mno�ziny. Potom plat��:a) A � A,b) ak A � B, B � A, tak A = B,c) ak A � B, B � C, tak A � C,d) ; � A.Pri dôkazoch rovnosti dvoch mno�z��n sa (ako vieme) �casto pou�z��va vlastnost' b).Uviedli sme u�z, �ze mno�zina mô�ze byt' dan�a vymenovan��m prvkov (kapitola 3)alebo charakteristickou vlastnost'ou, t.j. ako obor pravdivosti nejakej v�yrokovejformy (kapitola 5). V matematick�ych textoch sa v�sak stret�avame aj s rôznymiobmenami uveden�ych spôsobov. Napr��klad, ak nap���semeA = f0; 1; : : : ; 100g; Bn = f5; 6; : : : ; ngznamen�a to, �zeA = fn 2 N ; n � 100g; Bn = fm 2 N ; 5 � m � ng:Niekedy takto zad�ame aj mno�zinu, ktor�a obsahuje þnekone�cne vel'aÿ prvkov. Napr.f0; 2; 4; : : : ; 2k; : : : g je mno�zina v�setk�ych p�arnych prirodzen�ych �c��sel. �Dalej sa stre-t�avame aj so z�apismi typu(a) M = fV (x); x 2 Ag;kde V (x) je tzv menn�a forma s jedinou vol'nou premennou x. Pod mennou formourozumieme v�yraz obsahuj�uci jednu alebo viac vol'n�ych premenn�ych, z ktor�eho podosaden�� pr��pustn�ych hodnôt za v�setky vol'n�e premenn�e dostaneme z�apis (meno)jedin�eho matematick�eho objektu (�c��sla, mno�ziny, bodu a pod.). �Speci�alnym pr��-padom mennej formy je term. Z�apis (a) teda znamen�a, �ze M = fb; 9a 2 A b =V (a)g. Ak napr. M = f[x; x + 1]; x 2 Zg, tak v tomto pr��pade je M mno�zinav�setk�ych usporiadan�ych dvoj��c, ktor�e dostaneme po dosaden�� cel�ych �c��sel do v�yrazu[x; x+ 1]. Napr��klad [2; 3] 2M , [2; 4] =2M .1



Pr��klad 2. a) Mno�zinu v�setk�ych prirodzen�ych �c��sel, ktor�e pri delen�� tromi maj�uzvy�sok 1 mô�zeme zap��sat' v tvare fx 2 Z; 9k 2 N x = 3k + 1g alebo v tvaref3k + 1; k 2 Zg.b) Mno�zinu kZ v�setk�ych cel�ych �c��sel delitel'n�ych dan�ym cel�ym �c��slom k mô�zemezap��sat' napr. v tvare kZ = fy 2 Z; 9x 2 Z y = k � xg alebo kZ = fk � x; x 2Zg. �Ak A je mno�zina, tak mô�zeme uva�zovat' o mno�zine P (A) v�setk�ych podmno�z��nmno�ziny A. Naz�yvame ju poten�cn�a mno�zina mno�ziny A. Symbolicky P (A) =fB; B � Ag. V takomto pr��pade namiesto n�azvu mno�zina mno�z��n pou�z��vame rad�sejterm��n syst�em mno�z��n. Napr. P (;) = f;g, P (f1; 2g) = f;; f1g; f2g; f1; 2gg.Ku ka�zd�ym dvom mno�zin�am A; B mô�zeme priradit':1. mno�zinu A [ B = fx; x 2 A _ x 2 Bg, ktor�u naz�yvame zjednoteniemno�z��n A; B,2. mno�zinu A\B = fx; x 2 A & x 2 Bg, ktor�u naz�yvame prienik mno�z��nA; B,3. mno�zinu A � B = fx; x 2 A & x =2 Bg, ktor�u naz�yvame rozdielmno�ziny A a mno�ziny B. (Miesto A�B sa niekedy p���se aj A nB).Ak o mno�zin�ach A; B plat�� A\B = ;, hovor��me, �ze mno�ziny A; B s�u disjunktn�e.V nasleduj�ucej vete s�u zhrnut�e niektor�e vlastnosti prieniku a zjednotenia.Veta 2. Nech A; B; C s�u l'ubovol'n�e mno�ziny. Potoma) A [ B = B [A, A \B = B \ A,b) (A [B) [ C = A [ (B [ C), (A \ B) \ C = A \ (B \ C),c) A [ A = A, A \ A = A,d) A [ ; = A; A \ ; = ;,e) A � A [ B; A \ B � A,f) ak A � B, tak A [ C � B [ C,g) ak A � B, tak A \ C � B \ C,h) A � B pr�ave vtedy, ked' A [ B = B,i) A � B pr�ave vtedy, ked' A \ B = A.Dôkaz. Dôkazy t�ychto tvrden�� s�u jednoduch�e. Pre ilustr�aciu dok�a�zeme vzt'ahf). Nech A � B a nech x je l'ubovol'n�y prvok mno�ziny A [ C. Potom x 2 A alebox 2 C. Z vyu�zit��m predpokladu (A � B) dost�avame x 2 B alebo x 2 C, t.j.x 2 B [ C. Z toho vypl�yva A [ C � B [ C. �V a) s�u uveden�e komutat��vne z�akony (prv�y zo vzt'ahov pre zjednotenie a druh�ypre prienik), v b) asociat��vne z�akony a v c) s�u tzv. z�akony idempotencie.Vz�ajomn�e vzt'ahy oper�aci�� zjednotenia a prieniku (tzv. distribut��vne z�akony) s�uuveden�e v nasleduj�ucej vete.Veta 3. Nech A; B; C s�u l'ubovol'n�e mno�ziny. Potoma) A \ (B [ C) = (A \ B) [ (A \ C),b) A [ (B \ C) = (A [ B) \ (A [ C).Dôkaz. Dok�a�zeme tvrdenie a), tvrdenie b) sa dokazuje analogicky.S vyu�zit��m de�n��cie prieniku, zjednotenia a tautol�ogiep & (q _ r) =) (p & q) _ (p & r)2



mô�zeme nap��sat' nasledovn�y ret'azec implik�aci��:x 2 A \ (B [ C) =) x 2 A & x 2 B [ C =) x 2 A & (x 2 B _ x 2 C) =)=) (x 2 A & x 2 B) _ (x 2 A & x 2 C) =) x 2 A \B _ x 2 A \ C =)=) x 2 (A \ B) [ (A \ C):Z toho vypl�yva, �ze A \ (B [ C) � (A \ B) [ (A \ C). Preto�ze v�setky implik�aciev uvedenom ret'azci je mo�zn�e obr�atit' (podrobne to preverte, lebo nie v�zdy je tomo�zn�e) dost�avame, �ze aj (A\B)[ (A\C) � A\ (B [C). Podl'a vety 1 b) je teda(A \ B) [ (A \ C) = A \ (B [ C). �Oper�acie zjednotenia a prieniku mno�z��n mo�zno zov�seobecnit' nasleduj�ucim spô-sobom.Nech I je nejak�a mno�zina a ku ka�zd�emu prvku i 2 I nech je priraden�a pr�avejedna mno�zina Ai. Potom mno�zinu[i2I Ai = fx; 9i 2 I x 2 Aignaz�yvame zjednotenie mno�z��n Ai. Mno�zinu\i2I Ai = fx; 8i 2 I x 2 Aignaz�yvame prienik mno�z��n Ai.Ak syst�em mno�z��n fAi; i 2 Ig je ozna�cen�y S, tak namiesto [i2I Ai p���seme tie�z[Ai2SAi alebo skr�atene SS a �c��tame zjednotenie syst�emu S. Podobne namiesto\i2I Ai p���seme TS a �c��tame prienik syst�emu S.Ak I = N , tak namiesto [i2I Ai oby�cajne p���seme 1[i=1Ai alebo A1 [ A2 [� � �[An[ : : : ; podobne pou�z��vame z�apisy 1\i=1Ai; resp. A1\A2\� � �\An\ : : : :Ak I = f1; 2: : : : ; ng, tak namiesto [i2I Ai p���seme n[i=1Ai alebo jednodu-cho A1[A2[� � �[An. Analogick�y zmysel maj�u z�apisy n\i=1Ai, A1\A2\� � �\An.Pr��klad 3. Nech pre ka�zd�e t 2 E+ je At = ��1; 2t+3t �. Uk�a�zte, �ze\t2E+At = (�1; 2i.Rie�senie. Najprv nepriamo uk�a�zeme, �ze ak x 2 \t2E+At, tak x 2 (�1; 2i.Predpokladajme, �ze x =2 (�1; 2i, t.j., �ze x > 2. Uk�a�zeme, �ze v tomto pr��padeexistuje t0 2 E+, pre ktor�e x =2 At0 = ��1; 2t0+3t0 �. Za predpokladu x > 2 plat��x � 2t0 + 3t0 , xt0 � 2t0 + 3 , t0(x� 2) � 3 , t0 � 3x� 2 :3



Teda ak x > 2, mô�zeme zvolit' t0 � 3x�2 a potom x =2 At0 , �ci�ze x =2 \t2E+At.Dok�azali sme, �ze \t2E+At � ��1; 2t+ 3t �.Naopak, ak x 2 (�1; 2i, t.j. ak x � 2, tak pre ka�zd�e t 2 E+ je x < 2t+3t (lebopre ka�zd�e t 2 E+ je 2 < 2t+3t ), �co znamen�a, �ze x 2 ��1; 2t+3t � a teda x 2 \t2E+At.Dok�azali sme teda aj obr�aten�u inkl�uziu, z �coho u�z vypl�yva po�zadovan�a rovnost'.Odpor�u�came, aby ste si dan�u situ�aciu zn�azornili na �c��selnej osi a podrobne siv�s��mali, ako sme pri dôkaze postupovali. �Nech I 6= ; je mno�zina. Budeme hovorit', �ze syst�em mno�z��n Ai; i 2 I je dis-junktn�y, ak \i2I Ai = ; a budeme hovorit', �ze mno�ziny Ai; i 2 I s�u po dvochdisjunktn�e, ak pre ka�zd�e dva navz�ajom rôzne prvky i; j 2 I plat�� Ai \ Aj = ;.Ak s�u mno�ziny Ai; i 2 I po dvoch disjunktn�e, tak syst�em mno�z��n Ai; i 2 I jezrejme disjunktn�y. Obr�aten�e tvrdenie, ako ukazuje aj nasleduj�uci pr��klad, v�sakneplat��.Pr��klad 4. Nech pre ka�zd�e n 2 N je An = (n;1). Potom 1\n=0An = ;. Dan�ysyst�em je teda disjunktn�y, ale pre l'ubovol'n�e m;n 2 N; m < n je Am \ An = An,�ci�ze mno�ziny Ai nie s�u po dvoch disjunktn�e. �V d'al�s��ch tvrdeniach uvedieme niektor�e dôle�zit�e vlastnosti t�ykaj�uce sa rozdielumno�z��n.Veta 4. Nech A; B s�u l'ubovol'n�e mno�ziny. PotomA�B = A� (A \ B):Dôkaz. Tvrdenie vypl�yva z nasledovn�eho ret'azca ekvivalenci��: x 2 A�B ,x 2 A & x =2 B , x 2 A & x =2 A \ B , x 2 A� (A \B). �Veta 5 (De Morganove pravidl�a). Nech A; B; C s�u l'ubovol'n�e mno�ziny.Potoma) A� (B [ C) = (A�B) \ (A� C),b) A� (B \ C) = (A�B) [ (A� C).Dôkaz. Na uk�a�zku urob��me dôkaz tvrdenia b): x 2 A� (B \ C), x 2 A &x =2 (B \ C) , x 2 A & :(x 2 B & x 2 C) , x 2 A & (x =2 B _ x =2C) , (x 2 A & x =2 B) _ (x 2 A & x =2 C) , x 2 A � B _ x 2 A � C , x 2(A�B) [ (A� C). �Pri element�arnych aplik�aci�ach te�orie mno�z��n sa naj�castej�sie stretneme sositu�aciou, �ze v�setky uva�zovan�e mno�ziny s�u podmno�zinami istej pevne zvolenej(z�akladnej) mno�zinyM (napr. v te�orii �c��sel uva�zujeme podmno�ziny mno�ziny cel�ych�c��sel, v planimetrii podmno�ziny roviny a pod.). V tak�ych pr��padoch �casto ozna�cu-jeme mno�zinu M �A symbolom A0 a naz�yvame ju doplnkom alebo komplementommno�ziny A (v mno�zine M). Mno�zinu A � B mô�zeme napr��klad zap��sat' pomocoukomplementu v tvare A \ B0. De Morganove pravidl�a mô�zeme zap��sat' v nasle-dovnom tvare. 4



Dôsledok. Nech A; B s�u l'ubovol'n�e podmno�ziny mno�ziny M . Potom(A [B)0 = A0 \ B0; (A \ B)0 = A0 [ B0(kde komplementy sa vzt'ahuj�u k z�akladnej mno�zine M).Pri rie�sen�� �uloh o mno�zin�ach s�u u�zito�cn�e tzv. mno�zinov�e diagramy. Predpokla-d�ame, �ze pre 1, 2, 3 a 4 mno�ziny ich pozn�ate z predch�adzaj�uceho �st�udia. Budeu�zito�cn�e, ak si jednotliv�e tvrdenia t�ykaj�uce sa mno�z��n budete ilustrovat' �srafovan��mna mno�zinov�ych diagramoch.Pomocou oper�aci�� rozdielu a zjednotenia sa �casto zav�adza tzv. symetrick�a difer-encia (symetrick�y rozdiel) mno�z��n. Symetrickou diferenciou mno�z��nA; B naz�yvamemno�zinu A4B = (A�B) [ (B �A):Veta 6. Nech A; B; C s�u l'ubovol'n�e mno�ziny. Potoma) A4B = B4A,b) A4 (B 4 C) = (A4B)4C,c) A \ (B 4C) = (A \ B)4 (A \ C).Dôkaz. Dôkazy tvrden�� a), c) s�u jednoduch�e, pok�uste sa ich podrobne zap��sat'.Dôkaz �casti b). Predpoklad�ame, �ze �citatel' si u�z urobil dôkazy jednoduch�s��chvzt'ahov, preto (kvôli prehl'adnosti) budeme stru�cnej�s��. Plat��x 2 A4(B4C) , (x 2 A & x =2 B4C) _ (x =2 A & x 2 B4C) ,[x 2 A & :((x 2 B & x =2 C) _ (x =2 B & x 2 C))]_[(x =2 A & ((x 2 B & x =2 C) _ (x =2 B & x 2 C))] ,[x 2 A & (x =2 B _ x 2 C) & (x 2 B _ x =2 C)]_(x =2 A & x 2 B & x =2 C) _ (x =2 A & x =2 B & x 2 C) ,(x 2 A & x =2 B & x =2 C) _ (x 2 A & x 2 C & x 2 B)_(x =2 A & x 2 B & x =2 C) _ (x =2 A & x =2 B & x 2 C):Analogicky mo�zno uk�azat', �ze x 2 (A4B)4C pr�ave vtedy, ked' x je prvkom bud'v�setk�ych troch mno�z��n A; B; C alebo patr�� len do jednej z nich (presved�cte sa otom). Teda plat�� x 2 A4(B4C) () x 2 (A4B)4C(zn�azornite mno�zinov�y diagram pre mno�ziny A; B; C a postupne vy�srafujte mno-�zinu A4(B4C) a mno�zinu (A4B)4C). �Ako u�z vieme, logick�e spojky a mno�zinov�e oper�acie spolu s�uvisia. Nech oborpravdivosti v�yrokovej formyA(x) (nadM) je mno�zinaA, obor pravdivosti v�yrokovejformy B(x) mno�zina B, t.j.A = fx 2M ; A(x)g; B = fx 2M ; B(x)g:Potom A [ B = fx 2M ; A(x) _ B(x)g;A \ B = fx 2M ; A(x) & B(x)g;A0 = fx 2M ; :A(x)g:5



Pr��klad 5. Nech M = f0; 1; 2; : : : ; 20g. Ozna�cme A = fx 2 M ; x � 18g, B =fx 2M ; 3 j xg. Ur�cte vymenovan��m mno�zinu C = fx 2M ; x � 18 =) 3 j xg.Rie�senie.C = fx 2M ; x � 18 =) 3 j xg = fx 2M ; x 2 A =) x 2 Bg == fx 2M ; x =2 A _ x 2 Bg = f19; 20g [ f0; 3; 6; 9; 12; 15; 18g== f0; 3; 6; 9; 12; 15; 18; 19; 20g;vyu�zili sme tautol�ogiu (p =) q)() (:p _ q). �Na z�aver uvedieme niekol'ko informat��vnych pozn�amok, ktor�e mô�ze �citatel' vy-nechat' (podrobne sa s t�ym obozn�ami a�z neskôr).Sl�avny Russelov paradox ukazuje, �ze existuj�u þvel'mi vel'k�eÿ syst�emy objektov,ktor�e netvoria mno�ziny. V �uvode tejto �casti obozn�amime �citatel'a so spom��nan�ymparadoxom.Nech S je syst�em v�setk�ych mno�z��n M , ktor�e maj�u vlastnost'M =2 M . (V�setkymno�ziny, na ktor�e si spomeniete maj�u t�uto vlastnost' a teda patria do syst�emu S).Predpokladajme, �ze syst�em S je mno�zinou. Potom bud' S 2 S alebo S =2 S(mno�zina S do syst�emu S bud' patr�� alebo nepatr��).1. Ak S 2 S, tak podl'a de�n��cie syst�emu S plat�� S =2 S, �co je spor.2. Ak S =2 S tak mno�zina S m�a vlastnost' objektov syst�emu S, preto plat��S 2 S, op�at' spor.Z uveden�eho vypl�yva, �ze syst�em S nemô�ze byt' mno�zinou. Pojem mno�ziny tedanezah�r�na tak vel'k�e syst�emy objektov ako je syst�em v�setk�ych mno�z��n. Preto�ze kuka�zdej mno�zine Amô�zeme jednojednozna�cne priradit' jednoprvkov�u mno�zinu fAg jezrejm�e, �ze ani syst�em v�setk�ych jednoprvkov�ych mno�z��n nie je mno�zinou. Pre tak�etosyst�emy sa zaviedol pojem trieda (ktor�y v�sak kvôli dodr�zaniu obvyklej terminol�ogiebudeme pou�z��vat' v inom zmysle).Koncom 19. a za�ciatkom 20. storo�cia boli formulovan�e aj d'al�sie paradoxy, ktor�epouk�azali, �ze Cantorovo vymedzenie (charakterizovanie) pojmu mno�zina (þmno�zinaje s�uhrn predmetov, vec�� dobre rozl���sitel'n�ych na�sou mysl'ou alebo intu��ciouÿ) jepre korektn�e matematick�e �uvahy neposta�cuj�uce. Vznikla tzv. kr��za te�orie mno�z��n,ktorej dôsledkom bolo axiomatick�e vymedzenie z�akladn�ych poznatkov o mno�zin�ach.Aby ste u�z teraz z��skali aspo�n pribli�zn�u predstavu o tom, ktor�e poznatky o mno�zi-n�ach s�u v�ychodiskom pri budovan�� (rozv��jan��) te�orie mno�z��n, najzn�amej�sie axi�omyteraz uvedieme.Axioma extenzionality (rovnosti). Pre ka�zd�e dve mno�ziny A; B plat�� (1).Axi�oma zjednotenia. Nech S je syst�emmno�z��n. Potom existuje tak�a mno�zinaM , ktor�a obsahuje pr�ave tie prvky, ktor�e patria aspo�n do jednej mno�ziny syst�emuS. Axi�oma dvojice. Nech a; b s�u mno�ziny. Potom existuje mno�zina A, ktorejprvkami s�u mno�ziny a; b a ktor�a in�e prvky nem�a, t.j. A = fa; bg. (V tejto s�uvislostiupozor�nujeme, �ze v klasickej te�orii mno�z��n s�u prvkami mno�z��n kvôli jednoduchostiop�at' len mno�ziny.) 6



Zermelova metaaxi�oma. Nech �(x) je v�yrokov�a forma s jedinou vol'nou mno-�zinovou premennou x. Potom ku ka�zdej mno�zine A existuje mno�zina B t�ych prvkova 2 A, pre ktor�e je �(a) pravdiv�y v�yrok. T�uto mno�zinu zapisujeme v tvareB = fx 2 A; �(x)g:(V tomto pr��pade ide o sch�emu axi�om, pre ka�zd�u konkr�etnu v�yrokov�u formu �(x)ide o jednu axi�omu { kvanti�k�atory v be�znom jazyku sa vzt'ahuj�u len na predmetov�epremenn�e a nie napr��klad na v�yrokov�e formy.)Axi�oma o podmno�zin�ach. Ku ka�zdej mno�zine A existuje tak�a mno�zina P (A),ktorej prvkami s�u pr�ave v�setky podmno�ziny mno�ziny A.Okrem uveden�ych najzn�amej�s��ch axi�om, ktor�e s�u prijat�e bez v�yhrad, niektor�eaxiomy s�u prijat�e s v�yhradami. Napr��klad nasleduj�uca.Axi�oma v�yberu. Nech S je nepr�azdny syst�em nepr�azdnych navz�ajom dis-junktn�ych mno�z��n. Potom existuje tak�a mno�zina V , �ze jej prienik s ka�zdou mno�zi-nou A 2 S je jednoprvkov�a mno�zina.Cvi�cenia1. Dan�e s�u mno�ziny A = f1; 4; 5; 6g, B = f3; 4; 6; 7g, C = f2; 5; 6g. Ur�cteA [ B, A \ C, C �B, A� (C �B), A \ (B � C), A4B.2. Dan�e s�u mno�ziny A = (1; 3i, B = h2; 5). Ur�cte A [ B, A \ B, B � A,A� (A�B), B � (B �A), A� (B �A), B � (A�B), (A�B) \ (B �A), A4B.3. Dok�a�zte, �ze pre l'ubovol'n�e mno�ziny A, B plat��a) A \ (A [B) = A; A [ (A \ B) = A,b) A�B = (A [ B)�B,c) A� (A�B) = B � (B �A) = A \ B,d) A� (B �A) = A;e) (A� B) \ (B �A) = ;.4. Ur�cte vymenovan��m prvkov mno�zinua) P (f1g), b) P (f1; 2; 3g.5. Dok�a�zte, �ze pre l'ubovol'n�e mno�ziny A; B; C plat��a) (A [ B)� C = (A� C) [ (B � C),b) (A \ B)� C = A \ (B � C) = (A� C) \ (B � C),c) A� (B [ C) = (A�B) \ (A� C) = (A�B)� C,d) A� (B \ C) = (A�B) [ (A� C),e) (A� B) \ C = (A \ C)� (B \ C) = (A \ C)�B,f) A� (B � C) = (A�B) [ (A \ C),g) A \ (B4C) = (A \ B)4(A \ C),h) A� (B [ C) = (A�B) [ (A� C),i) (A�B)� C = (A� C)� (B � C).6. a) Dok�a�zte, �ze pre l'ubovol'n�e mno�ziny A; B plat�� P (A\B) = P (A)\P (B).b) Zistite, �ci P (A [ B) = P (A) [ P (B).7. Rozhodnite, �ci pre l'ubovol'n�e mno�ziny A; B; C; D platia nasleduj�uce rov-nosti:a) A� (B4C) = (A�B)4(A� C), 7



b) (A�B)� (C �D) = (A� C)� (B �D),c) (A� B) [ (C �D) = (A� C) [ (B �D).8. Ur�cte [t2T At, \t2T At, ked'a) T = (0;1); At = h�t; ti,b) T = (0; 1); At = (t; t+ 1),c) T = E+; At = �1� 1t ; 2 + 3t �,d) T = (0; 2i; At = �1� 1t ; 2 + 3t �,e) T = E; At = f[x; y] 2 E2; x2 + y2 � t2g,f) T = E+ At = f[x; y] 2 E2; y = tx2g.9. Ak pre ka�zd�e i 2 f1; 2; : : : ; n � 1g je Ai+1 � Ai, Bi+1 � Bi, takn\i=1(Ai [ Bi) = ( n\i=1Ai) [ ( n\i=1Bi). Dok�a�zte.10. Dok�a�zte, �ze pre l'ubovol'n�e mno�ziny plat��a) A [ (\i2I Ai) = \i2I(A [ Ai),b) A�[i2I Ai = \i2I(A�Ai).
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7. De�n��cie, vety, dôkazyPri odovzd�avan�� (spr��stup�novan��) matematick�ych poznatkov, �ci u�z p��somnomalebo �ustnom, sa ust�alila ur�cit�a forma, ktor�u u�z �citatel' pozn�a. Zjednodu�seneju mo�zno charakterizovat' takto: pojmy sa presne vymedzuj�u a pomen�uvaj�u vde�n��ci�ach, poznatky o nich sa formuluj�u v matematick�ych vet�ach a ich spr�avnost'sa overuje v dôkazoch. Najprv si v�simneme zmysel a formu de�n��cie.De�n��cia je presn�e ur�cenie (vymedzenie) v�yznamu nejak�eho v�yrazu (n�azvu) po-mocou v�yrazov, ktor�ych v�yznam poklad�ame za zn�amy. Ur�covan�y (de�novan�y)v�yraz je vlastne nov�y n�azov, ktor�y d�avame de�novan�emu pojmu a naz�yva sa de�-niendum. Ur�cuj�uci v�yraz, pomocou ktor�eho pojem vymedzujeme, vol�ame de�niens.Oba s�u spojen�e slovne alebo symbolom vyjadrenou de�ni�cnou rovnost'ou alebode�ni�cnou ekvivalenciou. O rovnost' ide oby�cajne vtedy, ked' de�nujeme þobjektÿ,o ekvivalenciu spravidla vtedy, ked' de�nujeme nejak�y vzt'ah medzi objektami (ked'ide o rel�aciu).V u�cebniciach matematiky pre stredn�e �skoly sa mô�zeme stretn�ut' s de�n��ciou:þGeometrick�ym priemerom nez�aporn�ych �c��sel x; y naz�yvame px � yÿ. V tejto de�-n��cii ide o de�ni�cn�u rovnost', ktor�e je vyjadren�a slovne þnaz�yvameÿ. De�niendumje n�azvov�a (menn�a) forma þgeometrick�y priemer nez�aporn�ych �c��sel x; yÿ a de�niensje menn�a forma (term) þpx � yÿ. V takomto pr��pade �casto vyslovujeme de�n��ciu ajv nasleduj�ucom tvareþGeometrick�ym priemerom nez�aporn�ych �c��sel x; y vol�ame �c��slo(a) G(x; y) = px � yÿ.V tomto pr��pade sme naviac urobili dohodu, �ze geometrick�y priemer nez�aporn�ych�c��sel x; y budeme (stru�cne) ozna�covat'G(x; y) a zdôraznili sme, �ze hodnoty G(x; y)(t.j. geometrick�e priemery zvolen�ych �c��sel) bud�u op�at' �c��sla. V z�apisoch typu (a)sa tie�z v matematickej literat�ure pou�z��va namiesto symbolu = aj symbol =: alebo=df ( aby sa zdôraznilo, �ze ide o de�ni�cn�u rovnost').S de�ni�cnou ekvivalenciou sa stret�avame v nasleduj�ucej de�n��cii: þhovor��me, �ze�c��slo a del�� b a p���seme a j b, pr�ave vtedy, ked' existuje �c��slo c, o ktorom plat�� a�c = bÿ.De�ni�cn�a ekvivalencia je vyjadren�a slovne þpr�ave vtedy, ked'ÿ. De�niendum jev�yrokov�a forma þ�c��slo a del�� �c��slo bÿ a de�niens je v�yrokov�a forma þexistuje �c��slo c,o ktorom plat�� a�c = bÿ. V tejto de�n��cii si treba domysliet', �ze oborom premenn�ychje mno�zina cel�ych �c��sel Z (alebo z kontextu, v ktorom je de�n��cia uveden�a je jasn�e,ktor�a in�a mno�zina je oborom premenn�ych). Uveden�u de�n��ciu mo�zno formulovat'aj takto: þNech a; b s�u cel�e �c��sla. Potom de�nujeme(b) a j b () 9c 2 Z a � c = bÿ.V takomto pr��pade si treba uvedomit', �ze symbol () tu ch�apeme inak ako vov�yrokovom alebo predik�atovom po�cte (aj ked' ho �c��tame rovnako). Ide o spom��nan�ude�ni�cn�u ekvivalenciu a preto v tak�ychto pr��padoch niekedy rad�sej p���seme ()df .Pozn�amka. V matematickej literat�ure je zvykom pou�z��vat' v takejto de�n��ciinamiesto slovn�eho vyjadrenia þpr�ave vtedy, ked'ÿ stru�cnej�sie vyjadrenie þakÿ.Osobitn�u formu m�a tzv. de�n��cia indukciou. Ak V (n) je n�azvov�a forma s vol'noupremennou n, ktorej oborom je mno�zina fk 2 N ; k � n0g, pri�com n0 je ur�cit�e �c��sloz N (�casto n0 = 0 alebo n0 = 1), zvykneme zmysel v�yrazu V (n) de�novat' takto:1. de�nujeme V (n0),2. pre n > n0 de�nujeme V (n) pomocou V (n� 1).Napr��klad mocninu an, pri�com a 2 E, mô�zeme pre exponenty n 2 N+ de�novat'takto: 1



1. a1 = a,2. an = an�1 � a, pre n > 1.Od v�setk�ych de�n��ci�� po�zadujeme, aby boli presn�e (jednozna�cne stanovili rozsah)a adekv�atne (aby pokial' mo�zno �co najlep�sie vyjadrovali na�se intuit��vne predstavyo pojme). Najm�a v nov�s��ch matematick�ych te�ori�ach (akou je napr. te�oria mno�z��n)nie s�u v rôznych u�cebniciach vymedzen�e tie ist�e pojmy rovnako. Preto pri �st�udiumatematickej literat�ury si treba de�n��cie aj þzn�amych pojmovÿ starostlivo v�s��mat'.S�u to v podstate len dohovory medzi autorom knihy, ktor�u pr�ave �studujete a vami,ako jej �citatel'om.Matematick�e vety (tvrdenia) vyjadruj�u dôle�zit�e vlastnosti matematick�ych ob-jektov a ich vz�ajomn�e vzt'ahy a s�uvislosti. Z�akladn�e matematick�e tvrdenia, zktor�ych vych�adza l'ubovol'n�a oblast' matematiky s�u axi�omy uveden�e v kapitole 6(tzv. axi�omy te�orie mno�z��n) a pr��padne niekol'ko d'al�s��ch axi�om patriacich danejoblasti (ak napr. tou oblast'ou je geometria, tak geometrick�ych axi�om). Budovaniedanej oblasti matematiky (matematickej te�orie) spo�c��va v tom, �ze sa z axi�om po-mocou logick�ych pravidiel odv�adzaj�u (dokazuj�u) nov�e tvrdenia { matematick�e vety.Ony vlastne tvoria dan�u matematick�u te�oriu. Preto aj v centre na�sej pozornostibud�u predov�setk�ym (matematick�e) vety a ich dôkazy.Vety, ktor�e maj�u v�yznam hlavne z hl'adiska ich vyu�z��vania v dôkazoch d'al�s��chviet, ale samy o sebe nevyjadruj�u obzvl�a�st' dôle�zit�e (alebo zauj��mav�e) tvrdenia saoby�cajne naz�yvaj�u lemy. Forma viet naj�castej�sie zodpoved�a uzavret�ym formul�ampredik�atov�eho po�ctu.Pri dôkazoch vyu�z��vame tzv. odvodzovacie pravidl�a. Jedno z nich je zn�amepravidlo odl�u�cenia (modus ponens):(a) A; A =) BB :Tento z�apis �c��tame takto: ak v�yroky (mô�ze sa jednat' aj o kvanti�kovan�e v�yroky)A a A =) B s�u pravdiv�e, tak aj v�yrok B je pravdiv�y. �Dal�sie �casto pou�z��van�eodvodzovacie pravidl�a s�u(b) A =) B; B =) CA =) Ca jeho zov�seobecnenie(c) A1 =) A2; A2 =) A3; : : : ; Ak�1 =) AkA1 =) Ak :Pri priamom dôkaze tvrdenia A =) B (t.j. v�yroku v tvare implik�acie) pos-tupujeme takto: Vyhl'ad�ame ret'azec platn�ych implik�aci�� (mô�zu to niekedy byt'napr. dôsledkov�e �upravy nerovnosti) A =) B1; B1 =) B2; : : : ; Bn =) B. Z(c) potom vypl�yva, �ze plat�� A =) B.S tvrden��m A =) B je ekvivalentn�e tvrdenie :B =) :A. Dôkaz tvrdenia:B =) :A sa vol�a nepriamym dôkazom tvrdenia A =) B.Pri priamom dôkaze tvrdenia V (v�yroku, ktor�y ktor�y nie je vyjadren�y v tvareimplik�acie) postupujeme takto: Zvol��me (vyhl'ad�ame) vhodn�y pravdiv�y v�yrok A.Odvod��me (pomocou ret'azca implik�aci��), �ze plat�� A =) V . Z (a) potom vypl�yva,�ze plat�� V . 2



V matematike pou�z��vame aj tzv. dôkazy sporom. Ich v�ychodiskom je odvodzo-vacie pravidlo(d) :A =) B; :BA :Pri dôkaze sporom predpoklad�ame, �ze tvrdenie A, ktor�e treba dok�azat' neplat�� (t.j.plat�� :A). Odvod��me (pomocou ret'azca implik�aci��), �ze plat�� :A =) B, pri�com oB vieme, �ze je nepravdiv�e (t.j. :B je pravdiv�e). Z (d) potom vypl�yva, �ze plat�� A.Pri dôkaze tvrdenia typu A () B dok�a�zeme A =) B aj B =) A. Niekedysa v�sak v takomto pr��pade daj�u dokazovat' obidve implik�acie s�u�casne.Pri dôkaze tvrdenia typu A1 () A2 () � � � () An sta�c�� napr��klad uk�azat'A1 =) A2 =) � � � =) An =) A1 (niekedy tomu hovor��me kruhov�y dôkaz).Ak plat��, �ze z A vypl�yva B hovor��me, �ze A je posta�cuj�uca podmienka pre B a�ze B je nutn�a podmienka pre A. Napr. þ6 j xÿ je posta�cuj�uca (ale nie nutn�a)podmienka pre þ2 j xÿ a þ2 j xÿ je nutn�a (ale nie posta�cuj�uca) podmienka preþ6 j xÿ. Nutnou a posta�cuj�ucou podmienkou pre þ6 j xÿ je þ2 j x ^ 3 j xÿ.Podrobnej�sie sa o rôznych typoch dôkazov mô�zete dozvediet' napr. v u�cebnici[29] alebo v [14]. V�setky spomenut�e typy dôkazov, ich rôzne varianty a kombin�acie(v�c��tane matematickej indukcie, o ktorej sme hovorili u�z v prvej kapitole) n�ajdeteaj v t�ychto skript�ach a bud�u v�as samozrejme sprev�adzat' po�cas cel�eho �st�udia, leboto (alebo lep�sie povedan�e aj to) je matematika.
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