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Predslov

Ciel’om týchto skŕıpt je oboznámit’ študentov učitel’ského štúdia (kombinácíı
s matematikou) so základnými pojmami a poznatkami lineárnej algebry.

Pri našom výklade sme zvolili obsahové členenie odlǐsné od známej učebnice [3], kde
sa zač́ına s vektorovými priestormi. Naš́ım ciel’om je už v prvej časti skŕıpt oboznámit’
čitatel’a s metódami riešenia sústav lineárnych rovńıc nad poliami (kapitoly 1–4). Až
v druhej časti skŕıpt prechádzame k skúmaniu algebraickej štruktúry množ́ın riešeńı
sústav lineárnych rovńıc a budujeme teóriu vektorových priestorov (kapitoly 5–10).

Náš výklad preto zač́ıname maticami a elementárnymi riadkovými operáciami na
maticiach ako základným nástrojom, ktorý potom využ́ıvame v celom d’aľsom texte.
Postupne ukazujeme budúcemu učitel’ovi vzájomne jednoznačnú korešpondenciu mat́ıc
so sústavami lineárnych rovńıc (kapitoly 2, 3), podpriestormi konečnorozmerných vek-
torových priestorov (kapitoly 5–7) a lineárnymi zobrazeniami medzi nimi (kapitola 9).
Použit́ım determinantov pri riešeńı sústav lineárnych rovńıc sa zaoberáme v závere
prvej časti (kapitola 4). V centre nášho záujmu v druhej časti sú konečnorozmerné
vektorové priestory (kapitola 6). Potrebné súvislosti s maticami a sústavami lineárnych
rovńıc doṕlňame v kapitole 7. V závere nášho výkladu ukazujeme, že konečnorozmerné
euklidovské vektorové priestory nad R sú z algebraického hl’adiska “nerozĺı̌sitel’né”
od známych priestorov n-t́ıc reálnych č́ısel (kapitola 10).

Do týchto skŕıpt sme nezaradili v závere kapitol d’aľsie cvičenia, pretože cvičenia
z lineárnej algebry plánujeme v budúcnosti robit’ aj pod niektorým zo softwarových
programov Mathematica, Maple alebo MatLab. Radi by sme vydali pracovný zošit
vhodný i pre takúto formu cvičeńı, ktorý sa bude v priebehu rokov flexibilne obmieňat’
v súlade s vývojom informačných technológíı a nášho softwarového vybavenia. Pritom
teória by mala zostat’ nemenná, preto sme považovali za vhodné oddelit’ ju od súborov
cvičeńı. Náš výklad je však bohato ilustrovaný 45 riešenými pŕıkladmi.

Pretože tento text je naṕısaný v AMS-LATEXu, mohli sme si dovolit’ zaradit’ na
jeho koniec Index, ktorý má umožnit’ vyhl’adávanie a dobrú orientáciu v texte.
Č́ıslovanie jednotlivých položiek v texte ako defińıcie, lemy, vety, dôsledky a pŕıklady
je zvyčajným spôsobom x.y, kde x je č́ıslo kapitoly a y je poradové č́ıslo položky
v kapitole x. Pre označovanie poĺı použ́ıvame font “field”, teda pole reálnych č́ısel
je označované R. Symbol := znamená, že ide o definujúcu rovnost’. Koniec dôkazu
označujeme zvyčajným symbolom ¤ a koniec pŕıkladu symbolom ¥. Ak definujeme
nový pojem v texte a nie v rámci osobitnej defińıcie, použ́ıvame preň font italic.
Ak chceme určité slovo alebo formuláciu v texte zdôraznit’, použ́ıvame font bold.
Skladanie zobrazeńı rob́ıme tak, že (f ◦ g)(x) = f(g(x)), teda tiež odlǐsne od [3].
Zaradili sme aj historické poznámky, ktoré uvádzame pod čiarou.

Podnety a komentáre z radov študentov i ostatných čitatel’ov tohto textu uv́ıtam.
Možno ich posielat’ e-mailom na adresu haviar@pdf.umb.sk.

V Melbourne, 28. augusta 2000

autor
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1. Matice

Úvodné slovo. Matice hrajú centrálnu úlohu v lineárnej algebre. V tomto texte
ukážeme ich vzájomne jednoznačnú korešpondenciu so sústavami lineárnych rovńıc,
podpriestormi konečnorozmerných vektorových priestorov a lineárnymi zobrazeniami
konečnorozmerných vektorových priestorov. V tejto kapitole bude naš́ım ciel’om
oboznámit’ čitatel’a so základnými pojmami a poznatkami týkajúcimi sa mat́ıc typu
m× n nad pol’om F. Uvid́ıme napŕıklad, že tak ako pre l’ubovol’né reálne č́ısla a, b, c
plat́ı

a + b = b + a, a + (b + c) = (a + b) + c, a(bc) = (ab)c, a(b + c) = ab + ac,

tak tieto zákony platia aj pre sč́ıtanie a násobenie mat́ıc nad pol’om. Na druhej
strane, nie všetky pravidlá na ktoré si čitatel’ zvykol pri práci s reálnymi č́ıslami
budú platit’ u mat́ıc. V algebre (R \ {0}, ·) nenulových reálnych č́ısel s násobeńım
má napŕıklad každý prvok inverzný prvok, v algebre nenulových mat́ıc s násobeńım,
ako neskôr uvid́ıme, tomu tak nie je. Podobne komutat́ıvnost’ násobenia, ktorá plat́ı
pre reálne č́ısla, neplat́ı vo všeobecnosti pre matice. V tejto kapitole okrem iného
ukážeme, že množina všetkých mat́ıc typu m× n nad pol’om F s operáciami sč́ıtania
a násobenia tvoŕı okruh. Neskôr v kapitole 5 ukážeme, že matice nad F so sčitovańım
a násobeńım skalárom z pol’a F tvoria vektorový priestor.

Pojem matice.

1.1. Defińıcia Nech F je pole a m,n sú prirodzené č́ısla. Pod maticou typu m×n
nad pol’om F rozumieme obdĺžnikovú tabul’ku prvkov pol’a F pozostávajúcu z m
riadkov (vodorovné zoskupenia prvkov) a n st́lpcov (zvislé zoskupenia prvkov).

Matice budeme označovat’ vel’kými polotučnými ṕısmenami A, B, C, . . . . Prvok
pol’a F nachádzajúci sa v i-tom riadku a j-tom st́lpci matice A budeme označovat’
aij. V súlade s tým maticu A typu m× n s prvkami aij budeme zapisovat’ v tvare

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn




a skrátene ṕısat’ A = [aij]m,n. Ak m = n, hovoŕıme, že A je štvorcová matica stupňa
n a ṕı̌seme A = [aij]n. V takom pŕıpade zoskupeniu prvkov aii, i = 1, . . . , n hovoŕıme
hlavná diagonála matice A.

Množinu všetkých mat́ıc typu m × n nad pol’om F budeme označovat’ Mm,n(F).
V pŕıpade štvorcových mat́ıc stupňa n namiesto Mn,n(F) budeme ṕısat’ Mn(F).

V množine Mm,n(F) zauj́ıma zvláštne postavenie nulová matica 0 = [0F]m,n, ktorej
všetky prvky sú rovné nulovému prvku pol’a F a v množine Mn(F) je to okrem nulovej
matice i jednotková matica In = [aij]n kde aii = 1F (jednotkový prvok pol’a F) pre
i = 1, . . . , n a aij = 0F pre všetky i 6= j.
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1.2. Defińıcia Hovoŕıme, že matica A = [aij]m,n sa rovná matici B = [bij]p,q,
ak m = p a n = q, t.j. ak obe sú rovnakého typu a ak aij = bij pre všetky
i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n.

1.3. Pŕıklad Nech a, b, c, d, e, f sú reálne č́ısla a nech

A =

(
a b c
d e f

)
, B =

(−2 3
2 0

0,3 17 π

)

sú matice typu 2 × 3 nad pol’om R. Matice A a B sa rovnajú práve vtedy, ked’
a = −2, b = 3

2 , c = 0, d = 0,3, e = 17 a f = π. Podobne, A = 0 práve vtedy, ked’
a = b = c = d = e = f = 0. ¥

Sčitovanie mat́ıc a násobenie mat́ıc skalárom.

1.4. Defińıcia Nech A = [aij] a B = [bij] sú matice typu m × n nad pol’om F.
Súčtom mat́ıc A a B nazývame maticu C = [cij] typu m× n takú, že cij = aij + bij

pre všetky i, j. Ṕı̌seme C = A + B.

Upozorňujeme, že súčet mat́ıc A a B je definovaný iba v pŕıpade, ked’ A a B sú
toho istého typu.

Opačnou maticou k matici A = [aij] nazývame maticu −A = [−aij]. Matice A a
−A majú ten istý typ a l’ahko vidiet’, že plat́ı

A + (−A) = 0 = (−A) + A.(1.1)

1.5. Defińıcia Nech A = [aij] je matica typu m× n nad pol’om F. Pre l’ubovol’ný
skalár c ∈ F definujeme (skalárny) c-násobok matice A ako maticu B = [c · aij]m,n

nad F. Ṕı̌seme B = cA.

1.6. Pŕıklad Nech A, B sú matice z pŕıkladu 1.3. Potom

−A + 2B =

(−a −b −c
−d −e −f

)
+

(−4 3 0
0,6 34 2π

)
=

(−4− a 3− b −c
0,6− d 34− e 2π − f.

)

¥

Na základe predchádzajúcich defińıcíı a na základe vlastnost́ı sč́ıtania a násobenia
prvkov v poli F, čitatel’ iste l’ahko odvod́ı platnost’ nasledujúcich tvrdeńı.

1.7. Lema Pre l’ubovol’né matice A, B, C ∈ Mm,n(F) a skaláry c, d ∈ F plat́ı:

(1) A + B = B + A;
(2) A + (B + C) = (A + B) + C;
(3) A + 0 = 0 + A = A;
(4) c(dA) = (cd)A;
(5) (c + d)A = cA + dA;
(6) c(A + B) = cA + cB.
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Tvrdenie (2) hovoŕı, že sčitovanie mat́ıc je asociat́ıvne, a preto pri sč́ıtańı troch
alebo viacerých mat́ıc nie je potrebné ṕısat’ zátvorky. Ďalej si všimnime, že v (5)
symbol + na l’avej strane reprezentuje sč́ıtanie v F, zatial’̌co symbol + na pravej
strane reprezentuje sč́ıtanie v Mm,n(F).

Násobenie mat́ıc. Násobenie mat́ıc je komplikovaneǰsie ako sč́ıtanie. Súčin matice
A a matice B je definovaný len vtedy, ked’ počet st́lpcov matice A sa rovná
počtu riadkov matice B.

1.8. Defińıcia Nech A = [aij]m,n a B = [bij]n,p sú matice nad F. Súčinom mat́ıc
A a B je matica C = [cij]m,p nad F, kde pre všetky i = 1, . . . , m a j = 1, . . . , p plat́ı

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj.

Ṕı̌seme C = AB.

1.9. Pŕıklad Nech

A =

(
1 0 −2
0 3

2 −4

)
a B =




3 −2
2 4
1
2 −1




sú matice nad R. Pretože počet st́lpcov matice A sa rovná počtu riadkov matice B,
možno utvorit’ súčin C = AB, čo je matica typu 2× 2. Ukážeme ako sa v matici C
vypoč́ıta prvok c21. V súlade s defińıciou 1.8 vezmeme druhý riadok matice A a prvý
st́lpec matice B (oba obsahujú po tri prvky), vynásobime prvý (druhý, tret́ı) prvok
daného riadku s prvým (druhým, tret́ım) prvkom v danom st́lpci a sč́ıtame:

c21 = 0 · 3 +
3
2
· 2 + (−4) · 1

2
= 1.

Analogicky sa vypoč́ıtajú prvky c11, c12, c22. Dostaneme

C = AB =

(
2 0
1 10

)
a podobne D := BA =




3 −3 2
2 6 −20
1
2 −3

2 3


 .

¥

V nasledujúcom pŕıklade ukazujeme, že násobenie mat́ıc nie je vo všeobecnosti
komutat́ıvne a že súčinom nenulových mat́ıc môže byt’ nulová matica.

1.10. Pŕıklad Zoberme nenulové matice

S =

(
3 1
0 0

)
a T =

(
0 −1
0 2

)

nad R. Vynásobeńım sa presvedč́ıme, že

ST =

(
0 −1
0 0

)
, ale TS =

(
0 0
0 0

)
= 0. ¥
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Čitatel’ sa už pravdepodobne stretol s označeńım

a1 + a2 + · · ·+ an =
n∑

i=1

ai.

Toto označenie možno prirodzene rozš́ırit’ a použit’ pre vyjadrenie prvku cij matice
C = AB:

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj =
n∑

k=1

aikbkj.

Čitatel’ sa presvedč́ı o užitočnosti takéhoto stručného označovania už pri dôkaze nasle-
dujúcich tvrdeńı o vlastnostiach operácie násobenia mat́ıc.

1.11. Lema Nech A, B, C sú matice nad pol’om F.

(1) Ak súčin AB je definovaný, tak pre všetky skaláry c ∈ F plat́ı (cA)B = c(AB) =
A(cB).

(2) Ak súčiny AB a BC sú definované, tak sú definované aj súčiny (AB)C a A(BC)
a plat́ı (AB)C = A(BC).

(3) Ak súčiny AB a AC sú definované, tak je definovaný aj súčin A(B + C) a plat́ı
distribut́ıvnost’ násobenia vzhl’adom na sč́ıtanie zl’ava: A(B + C) = AB + AC.

(4) Ak súčiny BA a CA sú definované, tak je definovaný aj súčin (B + C)A a plat́ı
distribut́ıvnost’ násobenia vzhl’adom na sč́ıtanie sprava: (B+C)A = BA+CA.

Dôkaz Urob́ıme dôkaz (2). (Dôkazy ostatných tvrdeńı prenechávame na čitatel’a.)
Predpokladajme, že A je matica typu m× n nad F. Pretože súčiny AB a BC sú

definované, B je matica typu n×p a C je matica typu p×q pre nejaké prirodzené č́ısla
p, q. Nech AB = E = [eij]m,p a BC = F = [fij]n,q. Je zrejmé, že súčiny G := (AB)C
a H := A(BC) sú definované a oba sú matice typu m× q. Ostáva ukázat’, že prvky
gij a hij mat́ıc G a H sú rovnaké pre všetky i = 1, . . . , m a j = 1, . . . , q.

Podl’a defińıcie 1.8 prvok gij matice G = EC je

gij =
p∑

k=1

eikckj, kde eik =
n∑

l=1

ailblk.

Po dosadeńı teda dostaneme

gij =
p∑

k=1

(
n∑

l=1

ailblk

)
ckj.

Analogicky možno vyjadrit’ prvok hij matice H = AF:

hij =
n∑

l=1

ail

(
p∑

k=1

blkckj

)
.

Prvky gij i hij sú teda súčtami pn sč́ıtancov ailblkckj pre l = 1 . . . , n a k = 1, . . . , p,
a teda sa rovnajú. 2
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V kapitole 9 ukážeme, ako alternat́ıvny dôkaz, že asociat́ıvnost’ násobenia mat́ıc
vyplýva z asociat́ıvnosti skladania im odpovedajúcich lineárnych zobrazeńı.

1.12. Veta Množina Mn(F) štvorcových mat́ıc stupňa n nad pol’om F spolu s ope-
ráciami sč́ıtania a násobenia mat́ıc tvoŕı okruh (Mn(F), +, ·) s jednotkovým prvkom
In. Vo všeobecnosti ide o nekomutat́ıvny okruh, ktorý nie je oborom integrity.

Dôkaz Pre l’ubovol’nú maticu A ∈ Mn(F) zrejme plat́ı AIn = A = InA. Prvá čast’
vety teraz vyplýva z lemy 1.7, rovnost́ı (1.1) a z lemy 1.11. Druhá čast’ vety vyplýva
z toho, čo bolo ukázané v pŕıklade 1.10. 2

Inverzné a transponované matice. Štvorcová matica A stupňa n sa nazýva
regulárna (alebo invertovatel’ná), ak existuje k nej štvorcová matica B taká, že

AB = BA = In.

V takom pŕıpade hovoŕıme, že B je inverzná matica k matici A. Ak matica A nie je
regulárna (nemá inverznú maticu), hovoŕı sa niekedy, že je singulárna.

1.13. Veta

(1) Inverzná matica k regulárnej matici A ∈ Mn(F) je jednoznačne určená.
(2) V okruhu Mn(F) je súčin regulárnych mat́ıc opät’ regulárna matica.

Dôkaz (1) Predpokladajme, že B, C ∈ Mn(F) sú inverzné matice k matici A, t.j.
plat́ı

BA = In = AC.

Ked’̌ze podl’a vety 1.12 je (Mn(F), ·) pologrupa s jednotkou In, dostávame

B = BIn = B(AC) = (BA)C = InC = C.

(2) Ak A, B ∈ Mn(F) sú regulárne matice, potom v Mn(F) existujú matice C, D
tak, že

AC = CA = In = BD = DB.

Opät’ využit́ım faktu, že (Mn(F), ·) je pologrupa s jednotkou In dostaneme

(AB)(DC) = ((AB)D)C = (A(BD)C) = (AIn)C = AC = In

(DC)(AB) = ((DC)A)B = (D(CA)B) = (DIn)B = DB = In,

odkial’ vyplýva, že DC je inverzná matica k AB. 2

1.14. Dôsledok Množina regulárnych mat́ıc stupňa n nad pol’om F tvoŕı podgrupu
pologrupy (Mn(F), ·) všetkých štvorcových mat́ıc stupňa n nad pol’om F.

Dôkaz Vyplýva bezprostredne z defińıcie regulárnej matice a z vety 1.13. 2
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Ked’̌ze podl’a 1.13(1) inverzná matica k regulárnej matici A ∈ Mn(F) je jed-
noznačne určená, môžeme pre ňu zaviest’ označenie A−1. Všimnime si ešte, že ak
A je invertovatel’ná, tak je invertovatel’ná aj A−1 a plat́ı (A−1)−1 = A.

Podl’a 1.13(2) je súčin A1A2 invertovatel’ných mat́ıc opät’ invertovatel’ná matica
a plat́ı (A1A2)−1 = A−1

2 A−1
1 . Platnost’ tohto možno matematickou indukciou l’ahko

rozš́ırit’ a ukázat’, že súčin A1A2 . . . An invertovatel’ných mat́ıc je invertovatel’ná
matica a plat́ı (A1A2 . . . An)−1 = A−1

n . . . A−1
2 A−1

1 .
Pre l’ubovol’nú štvorcovú maticu A ∈ Mn(F) môžeme tiež definovat’ jej mocniny

A0 = In, A1 = A, A2 = AA, A3 = AAA, atd’. Asociat́ıvny zákon pre násobenie
mat́ıc pritom zaručuje, že mocniny An (n > 3) sú korektne definované. V grupe
regulárnych mat́ıc stupňa n môžeme defińıciu mocńın matice rozš́ırit’ aj na záporné
mocniny definovańım A−n := (A−1)n (n = 1, 2, . . . ).

1.15. Defińıcia Transponovanou maticou k matici A = [aij] ∈ Mm,n(F) je matica
B = [bji] ∈ Mn,m(F) taká, že

bji = aij

pre všetky i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n. Budeme ju označovat’ symbolom AT .

Všimnime si, že pre l’ubovol’né matice A, B ∈ Mm,n(F) a skalár c ∈ F plat́ı

(AT )T = A, (A + B)T = AT + BT = BT + AT , (cA)T = cAT .(1.2)

1.16. Lema Nech A, B sú matice a nech súčin AB je definovaný. Potom je defi-
novaný aj súčin BT AT a plat́ı

BT AT = (AB)T .

Dôkaz Nech A = [aij]m,n, B = [bjk]n,p a nech C := AB. Potom plat́ı BT = [bkj]p,n,
AT = [aji]n,m, teda súčin D := BT AT je definovaný. Prvok dij matice D možno
vyjadrit’ v tvare dij =

∑n
k=1 bkiajk. Pretože násobenie prvkov pol’a F je komutat́ıvne,

plat́ı dij =
∑n

k=1 ajkbki. Toto je však prvok cji matice C = AB, teda prvok eij matice
E := CT . Čiže dij = eij pre všetky i, j, teda plat́ı BT AT = (AB)T . 2

1.17. Pŕıklad Zoberme matice A, B a C = AB, D = BA z pŕıkladu 1.9.
Transponovańım mat́ıc A, B dostaneme matice

AT =




1 0
0 3

2−2 −4


 , BT =

(
3 2 1

2−2 4 −1

)
.
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Prenechávame na čitatel’a presvedčit’ sa výpočtami, že plat́ı

A + BT =

(
4 2 −3

2−2 11
2 −5

)
= (AT + B)T ,

CT = (AB)T =

(
2 1
0 10

)
= BT AT ,

DT = (BA)T =




3 2 1
2−3 6 −3
2

2 −20 3


 = AT BT . ¥

Niektoré špeciálne triedy mat́ıc.

Diagonálne matice
Hovoŕıme, že štvorcová matica A = [aij] stupňa n nad pol’om F je diagonálna, ak

aij = 0F pre každé i 6= j. Inými slovami, v diagonálnej matici sa nenulové prvky
môžu nachádzat’ iba na hlavnej diagonále. Diagonálnu maticu




d1 0 . . . 0
0 d2 . . . 0

. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . dn




označujeme často stručne diag(d1, . . . , dn). Diagonálna matica tvaru cIn, kde c ∈ F
je skalár, sa niekedy nazýva skalárna matica.

Symetrické matice
Hovoŕıme, že štvorcová matica A = [aij] stupňa n nad pol’om F je symetrická,

ak A = AT , t.j. plat́ı rovnost’ aij = aji pre všetky i, j. Znamená to, že matica je
symetrická podl’a hlavnej diagonály.

Antisymetrické matice
Štvorcová matica A = [aij] stupňa n sa nazýva antisymetrická, ak A = −AT , t.j.

aij = −aji. Taká matica muśı mat’ nevyhnutne na hlavnej diagonále samé nuly.
Horné a dolné trojuholńıkové matice
Štvorcová matica A = [aij] stupňa n je horná (resp. dolná) trojuholńıková, ak

aij = 0 pre všetky i > j (resp. aij = 0 pre všetky i < j). Teda A je horná (resp.
dolná) trojuholńıková matica, ked’ všetky prvky pod (resp. nad) hlavnou diagonálou
sú nulové.

Prenechávame na čitatel’a ukázat’, že ak A, B ∈ Mm,n(F) sú symetrické (antisymet-
rické, horné trojuholńıkové, dolné trojuholńıkové) matice, tak aj matice A+B, A−B
a všeobecne cA + dB pre l’ubovol’né c, d ∈ F sú symetrické (antisymetrické, horné
trojuholńıkové, dolné trojuholńıkové).
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1.18. Pŕıklad Z nasledujúcich mat́ıc typu 3 × 3 nad R je matica A symetrická,
matica B antisymetrická a matica C horná trojuholńıková:

A =



−2 1

2 −1
1
2 0 2
−1 2 3


 , B =




0 1
2 −1

−1
2 0 2

1 −2 0


 , C =



−2 1

2 −1
0 3 2
0 0 −4

3


 .

¥

1.19. Pŕıklad Ukážeme, že súčin dvoch horných trojuholńıkových mat́ıc nad pol’om
F je opät’ horná trojuholńıková matica.

Nech A, B sú horné trojuholńıkové matice stupňa n nad pol’om F a nech C = AB,
C = [cij]. Teda cij =

∑n
k=1 aikbkj. Ak i > j tak pre každé k bud’ i > k alebo k > j.

Ak i > k tak aik = 0F, pretože A je horná trojuholńıková matica. Podobne, ak k > j,
tak bkj = 0F. Teda pre každé i > j plat́ı aikbkj = 0F, odkial’ vyplýva, že C je horná
trojuholńıková matica. ¥

Ortogonálne matice
Hovoŕıme, že štvorcová matica A = [aij] stupňa n nad pol’om F je ortogonálna, ak

AAT = AT A = In. Vid́ıme, že A je ortogonálna práve vtedy, ked’ je invertovatel’ná
a A−1 = AT . Tieto matice sú dôležité v euklidovskej geometrii.

1.20. Pŕıklad Ukážeme, že každá ortogonálna matica A = [aij] stupňa 2 má tvar
bud’

A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
alebo A =

(
cos θ sin θ
sin θ − cos θ

)

pre nejaké θ ∈ (−π, π >.
Vychádzame zo známeho faktu, že ak reálne č́ısla x, y sṕlňajú x2 + y2 = 1 tak

existuje jediné reálne č́ıslo (uhol v radiánoch) θ ∈ (−π, π > tak, že cos θ = x a
sin θ = y.

Pretože A je ortogonálna, plat́ı AT A = I2, odkial’ dostávame rovnice

a2
11 + a2

21 = 1, a2
12 + a2

22 = 1, a11a12 + a21a22 = 0.

Prvé dve rovnice implikujú, na základe faktu spomenutého vyššie, existenciu reálnych
č́ısel θ, θ′ ∈ (−π, π > tak, že cos θ = a11, sin θ = a21, cos θ′ = a12 a sin θ′ = a22. Po
dosadeńı do tretej rovnice potom dostávame

cos θ cos θ′ + sin θ sin θ′ = 0, t.j. cos(θ − θ′) = 0.

Teda θ − θ′ = ±π
2 , odkial’ θ′ = θ ± π

2 .
Riešenie θ′ = θ + π

2 dáva cos θ′ = − sin θ a sin θ′ = cos θ, čiže A je matica prvého
tvaru. Riešenie θ′ = θ − π

2 dáva cos θ′ = sin θ a sin θ′ = − cos θ, čiže matica A má
druhý z uvedených tvarov. ¥
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2. SÚSTAVY LINEÁRNYCH ROVNÍC

Úvodné slovo. Rovnica typu y = ax na vyjadrenie priamej úmery dvoch kvant́ıt
označených premennými y a x sa použ́ıva v pŕırodných i spoločenských vedách a
rovnako aj v technickej praxi. Volá sa lineárnou rovnicou, pretože jej grafom v rovine
je priamka. Podobne, rovnica a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b vyjadrujúca b pomocou
konštánt ai a premenných xi sa nazýva lineárna.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ sústavami lineárnych rovńıc nad pol’om F
(niekedy sa im hovoŕı tiež systémy lineárnych rovńıc). V technickej praxi sa sústavy
lineárnych rovńıc použ́ıvajú vo vyjadreńı mnohých fyzikálno-chemických modelov. V
školskej praxi ich najčasteǰsie riešime nad č́ıselnými poliami Q,R,C a Zp (kde p je
prvoč́ıslo). Nulový prvok v poli F budeme preto namiesto 0F často označovat’ iba 0.
Všeobecný tvar sústav lineárnych rovńıc, ktorými sa budeme zaoberat’ je

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . .(2.1)

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = bm

kde aij, bi sú konštanty z pol’a F a xj sú premenné nadobúdajúce hodnoty tiež z pol’a
F (pre všetky i = 1, . . . , m, j = 1, . . . , n). Konštanty aij, bi z pol’a F nazývame koefi-
cientami sústavy a premenné xj neznámymi. Sústavu rovńıc v tvare (2.1) nazývame
sústavou (systémom) m lineárnych rovńıc s n neznámymi nad F.

Dosad’me za n-ticu (x1, . . . , xn) premenných n-ticu (c1, . . . , cn) prvkov pol’a F.
Týmto dosadeńım sa z i-tej rovnice sústavy (2.1) chápanej ako výroková forma
nad F stane výrok

ai1c1 + ai2c2 + · · ·+ aincn = bi,

ktorý je bud’ pravdivý alebo nepravdivý. Pod riešeńım sústavy (2.1) nad F rozu-
mieme každú n-ticu (c1, . . . , cn) prvkov pol’a F, po dosadeńı ktorej za premenné
(x1, . . . , xn) sa každá z m rovńıc sústavy (2.1) stane pravdivým výrokom. Naš́ım
ciel’om v tejto kapitole bude oboznámit’ čitatel’a s metódou ktorá sa použ́ıva na
nájdenie všetkých riešeńı akejkol’vek sústavy v tvare (2.1).1

Matice budú pritom hrat’ kl’́učovú úlohu v tom, že budú jednoznačne “kódovat’”
sústavy rovńıc a umožnia nám prehl’adneǰsiu a efekt́ıvneǰsiu manipuláciu s nimi.
Naš́ım ciel’om bude nájst’ postupnost’ krokov pri manipulácii s maticami, ktorou sa

1Počiatky riešenia takýchto sústav siahajú až do babylonskej, egyptskej a č́ınskej matematiky
približne 2500 až 1500 rokov pred Kristom. V stredoveku boli takéto úlohy riešené v Indii, Arabskom
svete a v Európe. Ale až v 17. storoč́ı sa objavili sústavy v dnešnej podobe. Okolo roku 1730 Škót
Colin Maclaurin našiel explicitné vzorce pre riešenie sústavy dvoch a troch lineárnych rovńıc s dvoma
resp. troma neznámymi ako aj rekurźıvne vzorce pre sústavy štyroch lineárnych rovńıc so štyrmi
neznámymi. V roku 1750 Gabriel Cramer poskytol vzorce pre pre riešenie sústavy n lineárnych
rovńıc s n neznámymi pre l’ubovol’né n. Tieto vzorce, známe ako Cramerovo pravidlo, uvedieme
v kapitole 4. Podrobneǰsie historické pozadie možno nájst’ napŕıklad v knihe [2].



10

rozš́ırená matica sústavy (2.1),

A′ =




a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm


 ,

jednoznačne “kódujúca” zadanú sústavu (2.1), uprav́ı do tvaru z ktorého bude možné
určit’ všetky riešenia sústavy (2.1); takým tvarom bude tzv. redukovaný trojuholńı-
kový tvar matice A′. Pri úpravách matice sa vhodné násobky riadkov pripoč́ıtavajú
k iným riadkom čo v odpovedajúcej sústave linárnych rovńıc znamená pripoč́ıtavanie
násobkov rovńıc k iným rovniciam. Pritom sa v niektorých rovniciach eliminujú
niektoré premenné, čo vedie k jednoduchšej sústave resp. odpovedajúcej matici.
Táto eliminačná metóda riešenia s ktorou sa čitatel’ určite sčasti zoznámil už na
strednej škole má názov Gaussova-Jordanova eliminačná metóda po významných
matematikoch 19. storočia C.F. Gaussovi (1777-1855)2 a W. Jordanovi (1842-1899)3.

Sústavy lineárnych rovńıc v maticovom tvare. Rozš́ırenú maticu sústavy (2.1)
sme už prezentovali vyššie. Teraz utvoŕıme maticu z koeficientov na l’avej strane
rovńıc sústavy (2.1), maticu z premenných a maticu z konštánt pravej strany. Položme

A =




a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 , X =




x1

x2

. . .
xn


 , B =




b1

b2

. . .
bm


 .

2Carl Friedrich Gauss (1777–1855) sa narodil v chudobnej rodine v nemeckom Brunswicku a
umrel v nemeckom Göttingene ako najuznávaneǰśı svetový matematik tej doby; prischla mu honosná
prezývka “princ matematiky”.

Gauss bol “zázračným diet’at’om”. Dojem ktorý urobil na svojich učitel’ov bol dostatočný na to,
aby mu vd’aka ich intervencii Vojvoda z Brunswicku poskytol štipendium na miestnej strednej škole.
Už tam Gauss urobil objavy v teórii č́ısel a začal špekulovat’ o neeuklidovskej geometrii. V rokoch
1796–1800 študoval na známej univerzite v Göttingene, kde v roku 1799 źıskal doktorát. V roku
1907 bol menovaný riaditel’om Observatória v Göttingene.

Jeho celoživotné dielo zahŕňa mnohé dôležité výsledky v teórii č́ısel, algebre, analýze, ge-
ometrii, pravdepodobnosti a štatistike, ale aj astronómii, geodézii, mechanike a magnetizme.
Jeho poznámkové bloky obsahovali mnoho d’aľśıch objavov, ktoré nikdy nepublikoval. Vo svojich
výskumoch použ́ıval výpočty, ktoré neskoršie generácie zovšeobecnili do dnešných riadkových úprav
mat́ıc a nazvali jeho menom. Treba však povedat’, že metóda bola použ́ıvaná pod menom fangcheng
v Č́ıne už takmer o 2000 rokov skôr, pričom koeficienty sústavy sa zapisovali do tabul’ky.

3Wilhelm Jordan (1842–1922) sa narodil v južnom Nemecku. Navštevoval college v Stuttgarte
a v r. 1868 sa stal profesorom geodézie na technickom college v nemeckom Karlsruhe. Zúčastnil
sa na mapovańı niekol’kých oblast́ı Nemecka. Jeho hlavné dielo, Handbuch der Vermessungskunde
(Pŕıručka geodézie) bolo preložené do francúzskeho, talianskeho a ruského jazyka. Mal výnimočný
talent na ṕısanie a bol vynikajúcim učitel’om. Gaussova-Jordanova metóda sa namiesto neho dost’
často prisudzovala známemu francúzskemu matematikovi menom Camille Jordan (1838–1922). Zdá
sa tiež, že metóda bola nezávisle objavená v rovnakom čase kňazom menom B.I. Classen, ktorý žil
v Luxemburgu. Viac sa o historickom pozad́ı metódy možno dozvediet’ v článku [1]
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Matica A sa nazýva maticou sústavy (2.1) a maticový tvar tejto sústavy je

AX = B.

Je zrejmé, že l’ubovol’ná sústava lineárnych rovńıc nad F v tvare (2.1) jednoznačne
určuje maticu sústavy a rozš́ırenú maticu sústavy a obrátene, každá matica A′ typu
m× (n + 1) nad F určuje sústavu lineárnych rovńıc nad F v tvare (2.1) s rozš́ırenou
maticou sústavy A′.

V pŕıpade, že v sústave (2.1) sú koeficienty b1, . . . , bm na pravej strane nulové (resp.
v maticovom tvare je B = 0), nazývame sústavu (2.1) homogénnou; v opačnom
pŕıpade hovoŕıme o nehomogénnej sústave (systéme) lineárnych rovńıc.

2.1. Pŕıklad Matice

A =

(
0 1

2 −1 0
1 −3 6 −1

)
a A′ =

(
0 1

2 −1 0 −1
2

1 −3 6 −1 3

)

sú matica sústavy resp. rozš́ırená matica sústavy lineárnych rovńıc

1
2
x2 − x3 = −1

2
x1−3x2 + 6x3 − x4 = 3

nad R. Maticový tvar tejto sústavy je
(

0 1
2 −1 0

1 −3 6 −1

) (
x1 x2 x3 x4

)T
=

(−1
2 3

)T
.

¥

Elementárne riadkové operácie na maticiach. Dôsledkovými a ekvivalentnými
úpravami sme sa zaoberali v závere Algebry I pri riešeńı algebraických rovńıc nad
obormi integrity. Chápanie týchto úprav pri riešeńı sústav lineárnych rovńıc je ob-
dobné.

Pri riešeńı akejkol’vek sústavy rovńıc (v špeciálnom pŕıpade jednej rovnice) je
ciel’om prejst’ dôsledkovými alebo ekvivalentnými úpravami k takej sústave rovńıc,
ktorej riešenia je možné už l’ahko určit’. Ak sa pritom použ́ıvajú iba ekvivalentné
úpravy, množina riešeńı výslednej sústavy je totožná s množinou riešeńı pôvodnej
sústavy, a preto nie je nutné skúškou preverovat’ źıskané riešenia.

Je zrejmé, že medzi ekvivalentné úpravy sústavy (2.1) m lineárnych rovńıc s n
neznámymi nad pol’om F patria výmena l’ubovol’ných dvoch rovńıc sústavy a vynáso-
benie ktorejkol’vek rovnice sústavy nenulovým prvkom pol’a F. Zrejmým je aj fakt, že
pripoč́ıtanie l’ubovol’ného c-násobku j-tej rovnice k i-tej rovnici sústavy (c ∈ F, i 6= j)
je ekvivalentná úprava, ak si uvedomı́me, že spätným odpoč́ıtańım c-násobku j-tej
rovnice od i-tej rovnice dostaneme presne pôvodnú sústavu rovńıc.

Na rozš́ırenej matici sústavy (2.1) budeme práve spomenuté jednoduché ekviva-
lentné úpravy simulovat’ nasledujúcimi elementárnymi riadkovými operáciami.
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2.2. Defińıcia Elementárna riadková operácia (d’alej len e.r.o.) R na matici je
l’ubovol’ný z nasledujúcich troch úkonov:

(1) vzájomná výmena i-teho a j-teho riadku matice, označenie R ≡ (Ri ↔ Rj);
(2) vynásobenie i-teho riadku nenulovým skalárom c, označenie R ≡ (Ri → cRi);
(3) pripoč́ıtanie c-násobku j-teho riadku matice k i-temu riadku (i 6= j), označenie

R ≡ (Ri → Ri + cRj).

Poznamenávame, že pripúšt’ame i = j v operácii (1), aj c = 0 v operácii (3), hoci
v týchto pŕıpadoch výsledný efekt nie je žiadny. Čo nepripúšt’ame je, aby c = 0
v operácii (2) a aby i = j v operácii (3).

Ak z matice A vznikla matica B pomocou e.r.o. R, budeme ṕısat’ A (R) B alebo
B = R(A). Ak matica B vznikla z matice A konečnou postupnost’ou R1,R2, . . . ,Rk

e.r.o., vyjadŕıme to zápisom

A (R1) A1 (R2) A2 . . . Ak−1 (Rk) B.

2.3. Pŕıklad Zoberme sústavu z pŕıkladu 2.1 a upravujme pomocou e.r.o. rozš́ırenú
maticu sústavy A′. Plat́ı

(
0 1

2 −1 0 −1
2

1 −3 6 −1 3

)
(R1 ↔ R2)

(
1 −3 6 −1 3
0 1

2 −1 0 −1
2

)
(R2 → 2R2)

(
1 −3 6 −1 3
0 1 −2 0 −1

)
(R1 → R1 + 3R2)

(
1 0 0 −1 0
0 1 −2 0 −1

)
.

Prvá e.r.o. odpovedá vzájomnej výmene prvej a druhej rovnice sústavy, druhá
následnému vynásobeniu druhej rovnice č́ıslom 2 a tretia pripoč́ıtaniu 3-násobku
druhej rovnice k prvej rovnici. Výsledná matica je teda rozš́ırenou maticou sústavy

x1 − x4 = 0

x2 − 2x3 = −1,

ktorá je ekvivalentná s pôvodnou sústavou a z ktorej je už l’ahké určit’ pri zvoleńı
hodnôt x4 = t, x3 = s (t, s ∈ R), že množina riešeńı danej sústavy je

{(t,−1 + 2s, s, t) | s, t ∈ R}.
¥

Symboly s, t v riešeńı predchádzajúcej sústavy nazývame parametrami a riešenie
s parametrami nazývame parametrické riešenie.

Hovoŕıme, že e.r.o. S je inverzná k e.r.o. R, ak pre l’ubovol’né matice A, B také,
že A (R) B plat́ı B (S) A. Je zrejmé, že ak S je inverzná e.r.o. k R, tak inverzná
e.r.o. k S je zasa R.

Zrejmé sú aj nasledujúce tvrdenia, ktoré formálne potvrdzujú už avizovaný fakt, že
e.r.o. na rozš́ırenej matici sústavy simulujú ekvivalentné úpravy odpovedajúcej
sústavy lineárnych rovńıc.
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2.4. Lema Pre elementárne riadkové operácie (e.r.o.) na maticiach plat́ı:

(1) inverzná e.r.o. k (Ri ↔ Rj) je opät’ (Ri ↔ Rj);
(2) inverzná e.r.o. k (Ri → cRi) je (Ri → c−1Ri);
(3) inverzná e.r.o. k (Ri → Ri + cRj) je (Ri → Ri − cRj).

Budeme hovorit’, že matica A typu m × n nad pol’om F je riadkovo ekvivalentná
s maticou B typu m × n nad F a ṕısat’ A ∼ B, ak B možno dostat’ z A pomocou
konečnej postupnosti e.r.o.

2.5. Lema Relácia ∼ je reláciou ekvivalencie na množine Mm,n(F).

Dôkaz Je zrejmé, že pre každú maticu A ∈ Mm,n(F) plat́ı A ∼ A. Predpokladajme,
že A ∼ B. Potom existuje konečná postupnost’ e.r.o. Ri, i = 1, . . . , k tak, že

A (R1) A1 (R2) A2 . . . Ak−1 (Rk) B.

Podl’a lemy 2.4 má každá e.r.o. Ri svoju inverznú e.r.o. Si, i = 1, . . . , k. Preto

B (Sk) Ak−1 . . . A2 (S2) A1 (S1) A,

čiže B ∼ A. Teda relácia ∼ je aj symetrická. Overenie tranzit́ıvnosti relácie ∼
prenechávame na čitatel’a. 2

Ked’̌ze ∼ je reláciou ekvivalencie na množine Mm,n(F), umožňuje rozklad množiny
Mm,n(F) na triedy navzájom ekvivalentných mat́ıc. Úlohu reprezentantov týchto
tried budú hrat’ v d’aľsom redukované trojuholńıkové matice. K nim budú smerovat’
naše úpravy pomocou e.r.o. na rozš́ırených maticiach sústavy. Redukované tro-
juholńıkové matice ako výsledné matice našich úprav budú kódovat’ sústavu ek-
vivalentnú s pôvodnou a to v takom tvare, z ktorého riešenia sústavy bude naj-
jednoduchšie určit’. Ukážeme, že každá matica z množiny Mm,n(F) je riadkovo ekvi-
valentná s práve jednou redukovanou trojuholńıkovou maticou v množine Mm,n(F).

Vedúcim prvkom riadku matice nazývame jeho prvý nenulový prvok. Ak sú všetky
prvky niektorého riadku matice nulové, tak tento riadok nemá vedúci prvok.

2.6. Defińıcia Matica A = [aij] typu m× n sa nazýva redukovaná trojuholńıková
matica, ak má nasledujúce vlastnosti:

(a) nulové riadky (ak existujú) ležia pod všetkými nenulovými riadkami;
(b) vedúci prvok v každom nenulovom riadku je 1;
(c) pre každé i > 1 pre ktoré i-ty a (i + 1)-vý riadok sú nenulové lež́ı vedúci prvok

(i + 1)-ého riadku v st́lpci vpravo od st́lpca s vedúcim prvkom i-teho riadku;
(d) každý st́lpec ktorý obsahuje vedúci prvok niektorého riadku má všetky ostatné

prvky nulové.
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2.7. Pŕıklad Matice

A =




1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 1


 , B =

(
1 0
0 2

)
, C =




0 1 3
1 0 2
0 0 0


 , D =

(
1 0 1
0 0 1

)

nie sú redukované trojuholńıkové matice. Matica A nesṕlňa podmienku (a), matica
B podmienku (b), matica C podmienku (c) a matica D podmienku (d). Naopak,
matice E = 02,3,

F =

(
1 2

3 0
0 0 1

)
, G =




1 0 0 2− 3i
0 1 0 −1 + i
0 0 1 i


 , H =




0 1 0
√

2 0 −1
0 0 1 −3 0 1

3
0 0 0 0 1 π




sú redukované trojuholńıkové matice. Môžeme ich považovat’ za rozš́ırené matice
sústav lineárnych rovńıc postupne nad poliami Z3, Q, C a R. V nasledujúcej časti
urč́ıme riešenia týchto sústav v daných poliach.

Matica E nad pol’om Z3 = ({0, 1, 2},⊕,¯) je rozš́ırenou maticou sústavy, ktorá
pozostáva z dvoch rovnakých rovńıc

0x1 + 0x2 = 0.

Táto sústava má parametrické riešenia (x1, x2) = (s, t) (s, t ∈ Z3), čiže množina
riešeńı je

Z3 × Z3 = {(0, 0), (0, 1), (0, 2), (1, 0), (1, 1), (1, 2), (2, 0), (2, 1), (2, 2)}.
Matica F nad Q je rozš́ırenou maticou sústavy

x1 +
2
3
x2 = 0

0x1 + 0x2 = 1.

Vid́ıme, že druhej rovnici 0x1 + 0x2 = 1 nevyhovujú žiadne x1, x2 ∈ Q. Preto celá
sústava nemá riešenie v Q (a nemá riešenie ani v R, C).

Matica G nad C je rozš́ırenou maticou sústavy

x1 = 2− 3i

x2 = −1 + i

x3 = i.

Táto sústava má v C jediné riešenie (x1, x2, x3) = (2− 3i,−1 + i, i).
Napokon matica H nad R je rozš́ırenou maticou sústavy

x2 +
√

2x4 = −1

x3 − 3x4 =
1
3

x5 = π.
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Dostávame

x2 = −1−
√

2x4

x3 =
1
3

+ 3x4

x5 = π.

Po zvoleńı x1 a x4 za parametre s, t (s, t ∈ R) dostaneme množinu riešeńı

{(s,−1−
√

2t,
1
3

+ 3t, t, π) | s, t ∈ R}.

¥

Úprava matice na redukovaný trojuholńıkový tvar. Prv než pristúpime k vete,
že každú maticu možno pomocou elementárnych riadkových operácíı upravit’ na re-
dukovaný trojuholńıkový tvar, ilustrujeme si takúto úpravu na pŕıklade.

2.8. Pŕıklad Našou úlohou bude upravit’ maticu

A′ =




3 0 2 0 4 −5
−1 0 0 −2 −2 3
1 0 2 2 0 −1
2 0 0 −2 4 −4




nad R na redukovaný trojuholńıkový tvar.
Ked’̌ze v prvom st́lpci je aspoň jeden nenulový prvok, najprv urč́ıme tzv. pivota

prvého st́lpca, pomocou ktorého potom v d’aľsom kroku “vynulujeme ostatné poĺıčka”
v danom pivotálnom st́lpci. Pivota c v prvom kroku presunieme do prvého riadku a
následnym vynásobeńım jeho riadku prvkom c−1 uprav́ıme na jednotku . Ak by sme
v našom pŕıpade zvolili za pivota č́ıslo 3 v prvom riadku, pomocou e.r.o. R1 → 1

3R1

by sme ho mohli upravit’ na jednotku, ale hned’ by nám vznikli zlomky v upravovanej
matici.Vznik zlomkov v matici sa snaž́ıme pri ručnom poč́ıtańı čo možno najviac
oddialit’, preto zvol’me radšej za pivota č́ıslo 1 v tret’om riadku. Pivota umiestńıme
do prvého riadku pomocou e.r.o. R1 ↔ R3 typu (1). Tohto pivota nebudeme musiet’
už upravovat’ na jednotku, č́ım ušetŕıme jednu e.r.o. typu (2). Teda prvý krok je




3 0 2 0 4 −5
−1 0 0 −2 −2 3

1 0 2 2 0 −1
2 0 0 −2 4 −4


 (R1 ↔ R3)




1 0 2 2 0 −1
−1 0 0 −2 −2 3

3 0 2 0 4 −5
2 0 0 −2 4 −4


 .
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V druhom kroku pomocou e.r.o. typu (3) “vynulujeme ostatné poĺıčka” v prvom
st́lpci, takže pre prvý st́lpec bude platit’ podmienka (d) z defińıcie 2.6:




1 0 2 2 0 −1
−1 0 0 −2 −2 3
3 0 2 0 4 −5
2 0 0 −2 4 −4







R2 → R2 + R1

R3 → R3 − 3R1

R4 → R4 − 2R1







1 0 2 2 0 −1
0 0 2 0 −2 2
0 0 −4 −6 4 −2
0 0 −4 −6 4 −2


 .

Postup pri d’aľśıch st́lpcoch je analogický. Ked’̌ze však druhý st́lpec je nulový,
prejdeme rovno k tretiemu st́lpcu, ktorý obsahuje nenulové prvky.

V tret’om kroku urč́ıme pivota v tret’om st́lpci. Bude to v niektorom z riadkov
s výnimkou prvého, ktorý už predtým poskytol pivota pre prvý st́lpec. Vid́ıme, že
v našom pŕıpade bude najvýhodneǰsie zvolit’ za pivota č́ıslo 2 v druhom riadku a
pomocou e.r.o. R2 → 1

2R2 typu (2) ho upravit’ na jednotku. Ked’̌ze sme po druhom
kroku dostali maticu, v ktorej sú tret́ı a štvrtý riadok rovnaké, v tret’om kroku ešte
odč́ıtame od štvrtého riadku tret́ı riadok. Posledný riadok zostane “vynulovaný” až
do konca našich úprav. Teda tret́ı krok je




1 0 2 2 0 −1
0 0 2 0 −2 2
0 0 −4 −6 4 −2
0 0 −4 −6 4 −2




(
R2 → 1

2R2

R4 → R4 −R3

)



1 0 2 2 0 −1
0 0 1 0 −1 1
0 0 −4 −6 4 −2
0 0 0 0 0 0


 .

Vo štvrtom kroku pomocou e.r.o. typu (3) “vynulujeme všetky poĺıčka” tret’om
st́lpci:




1 0 2 2 0 −1
0 0 1 0 −1 1
0 0 −4 −6 4 −2
0 0 0 0 0 0




(
R1 → R1 − 2R2

R3 → R3 + 4R2

)



1 0 0 2 2 −3
0 0 1 0 −1 1
0 0 0 −6 0 2
0 0 0 0 0 0


 .

Matica, ktorú sme obdržali, ešte nie je redukovaná trojuholńıková matica, ked’̌ze
nesṕlňa podmienky (b) a (d) - vedúci prvok tret’om riadku nie je 1 a v st́lpci v ktorom
lež́ı tento prvok (vo štvrtom) nie sú ostatné prvky nulové. V piatom kroku teda
zvoĺıme za pivota vedúci prvok tretieho riadku a pomocou e.r.o. R3 → (−1

6)R3 ho
uprav́ıme na prvok 1, ktorý nám poslúži na “vynulovanie poĺıčok” štvrtého st́lpca v
poslednom šiestom kroku. Teda piaty krok je




1 0 0 2 2 −3
0 0 1 0 −1 1
0 0 0 −6 0 2
0 0 0 0 0 0


 (R3 → (−1

6
)R3)




1 0 0 2 2 −3
0 0 1 0 −1 1
0 0 0 1 0 −1

3
0 0 0 0 0 0






17

a šiesty krok je



1 0 0 2 2 −3
0 0 1 0 −1 1
0 0 0 1 0 −1

3
0 0 0 0 0 0


 (R1 → R1 − 2R3)




1 0 0 0 2 −7
3

0 0 1 0 −1 1
0 0 0 1 0 −1

3
0 0 0 0 0 0


 .

Posledná matica je už redukovaná trojuholńıková matica. ¥

Každú maticu možno analogickým spôsobom upravit’ na redukovanú trojuholńıkovú
maticu. Nasledujúci všeobecný dôkaz tohto tvrdenia je konštrukt́ıvny a použ́ıva
metódu ilustrovanú v predchádzajúcom pŕıklade. Ked’̌ze tvrdenie chceme dokázat’
pre l’ubovol’nú maticu, dôkaz je urobený matematickou indukciou.

2.9. Veta Každá matica je riadkovo ekvivalentná s nejakou redukovanou trojuhol-
ńıkovou maticou.

Dôkaz Nech A je l’ubovol’ná matica typu m × n nad pol’om F. Ak A je nulová,
tak A je už redukovaná trojuholńıková matica, t.j. tvrdenie plat́ı. Predpokladajme
teraz, že A je nenulová. Tvrdenie dokážeme indukciou vzhl’adom na počet riadkov
m matice A.

1. Nech m = 1. Aby sme z matice typu 1 × n dostali redukovanú trojuholńıkovú
maticu, stač́ı vedúci prvok jej jediného riadku, nech je to c, zmenit’ na č́ıslo 1. Do-
siahneme to pomocou e.r.o. R1 → c−1R1 typu (2). (Ked’̌ze daný riadok je nenulový,
máme zaručené, že c 6= 0.)

2. Predpokladajme, že tvrdenie plat́ı pre l’ubovol’nú maticu s m = k riadkami, kde
k > 1 je kladné celé č́ıslo. Ukážeme, že za tohto predpokladu plat́ı aj pre l’ubovol’nú
maticu s k + 1 riadkami. Nech teda A = [aij] je matica typu (k + 1)× n. Nech prvý
nenulový st́lpec matice A je s-tý st́lpec. Nech ais je nejaký nenulový prvok v tomto
st́lpci (pivot). Pomocou e.r.o. Ri → a−1

is Ri typu (2) dostaneme z neho jednotku. Ak
i-ty riadok, v ktorom sa táto jednotka nachádza, nie je prvým riadkom, pomocou e.r.o.
Ri ↔ R1 typu (1) ho urob́ıme prvým riadkom. Nech matica ktorú takto dostaneme
je B. Teraz vd’aka prvku b1s = 1 pomocou e.r.o. typu (3) “vynulujeme” ostatné
nenulové prvky v s-tom st́lpci; ak v tomto st́lpci je v i-tom riadku (i ∈ {2, . . . , k+1})
nenulový prvok bis, tak na nulu ho zmeńıme pomocou e.r.o. Ri → Ri − bisR1. Nech
matica ktorú takto dostaneme je C. Jej tvar je

C =




0 . . . 1 c1,s+1 . . . c1n

0 . . . 0 c2,s+1 . . . c2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 ck+1,s+1 . . . ck+1,n


 .

Označme C′ maticu typu k × n, ktorú z matice C dostaneme odobrat́ım jej prvého
riadku. Podl’a indukčného predpokladu je C′ riadkovo ekvivalentná s nejakou re-
dukovanou trojuholńıkovou maticou D′. Pretože matica C′ sa ĺı̌si od matice C iba
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odobratým prvým riadkom, môžeme výmeny, násobenia a pripoč́ıtavania násobkov
riadkov v matici C′, ktorými ju možno upravit’ na maticu D′, uskutočňovat’ rovno
na matici C; pritom tieto e.r.o. neovplyvnia prvý riadok matice C. Dostaneme tak
maticu D, ktorej prvý riadok je totožný s prvým riadkom matice C a ostatné riad-
ky tvoria redukovanú trojuholńıkovú maticu D′, pričom v každom z týchto riadkov,
ktorý je nenulový, je vedúcim prvkom jednotka. Vd’aka týmto jednotkám možno
v ich st́lpcoch pomocou e.r.o. typu (3) “vynulovat’ ” pŕıpadné nenulové prvky v pr-
vom riadku matice D; ak napŕıklad pre st́lpcový index s je d2,s+1 = 1 a d1,s+1 6= 0,
pomocou e.r.o. R1 → R1− d1,s+1R2 typu (3) na matici D “vynulujeme” pôvodný pr-
vok d1,s+1. Matica E ktorú napokon takto dostaneme je už redukovaná trojuholńıková
matica. Ked’̌ze všetky úpravy boli vykonané pomocou e.r.o., je výsledná matica E
riadkovo ekvivalentná s pôvodnou maticou A. 2

Gaussova-Jordanova eliminačná metóda. Najprv metódu opät’ ilustrujeme na
pŕıklade.

2.10. Pŕıklad Nech A′ je matica z pŕıkladu 2.8. Táto matica nad pol’om R je
rozš́ırenou maticou sústavy

3x1 + 2x3 + 4x5 = −5

−x1 − 2x4 − 2x5 = 3

x1 + 2x3 + 2x4 = −1

2x1 − 2x4 + 4x5 = −4

štyroch rovńıc s piatimi neznámymi nad R. Našou úlohou bude nájst’ všetky jej
riešenia.

Maticu A′ uprav́ıme pomocou e.r.o. na redukovanú trojuholńıkovú maticu. V pŕıklade 2.8
sme to urobili a dostali sme maticu, označme ju B′,

B′ =




1 0 0 0 2 −7
3

0 0 1 0 −1 1
0 0 0 1 0 −1

3
0 0 0 0 0 0


 .

Redukovaná trojuholńıková matica B′ má tri nenulové riadky, ktorých vedúce prvky
sú v prvom, tret’om a štvrtom st́lpci. Pretože v druhom a piatom st́lpci nie sú
vedúce prvky žiadneho riadku, za hodnoty premenných x2 a x5, ktoré odpovedajú
týmto st́lpcom, zvoĺıme parametre s, t (s, t ∈ R).
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Hodnoty premenných x1, x3 a x4 odpovedajúcich st́lpcom, v ktorých sú vedúce
prvky riadkov, teraz l’ahko vypoč́ıtame zo sústavy

x1 + 2x5 = −7
3

x3 − x5 = 1

x4 = −1
3

kódovanej maticou B′. Dostaneme

x1 = −7
3
− 2t

x3 = 1 + t

x4 = −1
3
.

Ked’̌ze táto sústava je ekvivalentná s pôvodnou sústavou, dostaneme parametrické
riešenia pôvodnej sústavy v tvare

(x1, x2, x3, x4, x5) = (−7
3
− 2t, s, 1 + t,−1

3
, t) (s, t ∈ R).

Teda množinou riešeńı danej sústavy je

{(−7
3
− 2t, s, 1 + t,−1

3
, t) | s, t ∈ R}.

¥

Vo všeobecnosti uvažujme o sústave (2.1) m lineárnych rovńıc s n neznámymi
nad pol’om F v maticovom tvare AX = B s maticou sústavy A = [aij]m,n a nech
A′ = [A|B]m,n+1 je rozš́ırená matica tejto sústavy. Ak A′ je nulová matica, množina
riešeńı je Fn = {(c1, . . . , cn) | c1, . . . , cn ∈ F}. Predpokladajme v d’aľsom, že matica
A′ je nenulová. Gaussova-Jordanova eliminačná metóda riešenia sústavy (2.1)

pozostáva z nasledovných krokov:
Krok 1: Rozš́ırenú maticu A′ = [A|B]m,n+1 sústavy (2.1) uprav́ıme pomocou

e.r.o. na redukovanú trojuholńıkovú maticu B′.
Ak B′ obsahuje riadok tvaru (0, 0, . . . , 0, c), kde c 6= 0, odpovedá to rovnici

0x1 + 0x2 + · · ·+ 0xn = c,

ktorá nemá riešenie, preto sústava (2.1) nemá riešenie. Ak matica B′ neobsahuje
taký riadok, ideme na krok 2, kde rozlǐsujeme dva pŕıpady:

Krok 2: (a) Nech matica B′ má n nenulových riadkov. Znamená to, že m > n a
nenulové riadky matice B′ tvoria maticu

C′ = [In|C]n,n+1,
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kde In je jednotková matica stupňa n a C = (c1 . . . cn)T . Odpovedajúca sústava má
tvar

x1 = c1, x2 = c2, . . . , xn = cn

a jediné riešenie (x1, . . . , xn) = (c1, . . . , cn).
(b) Nech matica B′ má k < n nenulových riadkov tvoriacich maticu D′ = [D|C]

a nech vedúce prvky (jednotky) nenulových riadkov sú v st́lpcoch j1 < j2 < · · · < jk

matice B′. Nech {`1, . . . , `n−k} = {1, 2, . . . , n} \ {j1, j2, . . . , jk}.
Za hodnoty premenných xl1 , xl2 , . . . , xln−k

zvoĺıme parametre z F, čiže polož́ıme

x`1 = t1, x`2 = t2, . . . , x`n−k
= tn−k.(2.2)

Ked’̌ze každá z ostatných premenných xj1 , xj2 , . . . , xjn odpovedá st́lpcu matice B′, kde
je jedna jednotka a ostatné prvky nulové, nachádza sa každá z týchto premenných
práve v jednej rovnici odpovedajúcej sústavy rovńıc, odkial’ jej hodnotu možno l’ahko
vyjadrit’ pomocou parametrov a konštanty na pravej strane rovnice:

xj1 = c1 − d1`1t1 − d1`2t2 − · · · − d1`n−k
tn−k

xj2 = c2 − d2`1t1 − d2`2t2 − · · · − d2`n−k
tn−k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(2.3)

xjk
= ck − dk`1t1 − dk`2t2 − · · · − dk`n−k

tn−k.

Zlúčeńım (2.2) a (2.3) dostávame parametrické riešenie danej sústavy. Sústavami
lineárnych rovńıc a množinami ich riešeńı sa budeme d’alej zaoberat’ v závere kapi-
toly 7.

2.11. Poznámka Pri riešeńı homogénnej sústavy, čiže v pŕıpade, ked’ v sústave (2.1)
sú koeficienty b1, . . . , bm na pravej strane nulové, nie je potrebné pracovat’ s rozš́ırenou
maticou A′ = [A|0]m,n+1 sústavy. Udržiavat’ informáciu o poslednom st́lpci tejto ma-
tice nie je potrebné, pretože posledný st́lpec je pri použ́ıvańı e.r.o. v ktoromkol’vek
kroku nulový. V prvom kroku eliminačnej metódy preto stač́ı upravit’ maticu sústavy
A na redukovanú trojuholńıkovú maticu a rovno prejst’ na krok 2, kde C = (0 . . . 0)T .
V pŕıpade (a) má daná sústava iba triviálne riešenie (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0). Ku kroku
2(b) v pŕıpade homogénnej sústavy sa podrobneǰsie vrátime v závere kapitoly 7.

Doteraz sme sa zaoberali sústavami lineárnych rovńıc, kde koeficienty sústavy
(prvky rozš́ırenej matice sústavy) boli konštanty z daného pol’a F. Úplne analo-
gicky však možno prostredńıctvom mat́ıc (a e.r.o. na nich) upravovat’ aj sústavy
lineárnych rovńıc s parametrami, t.j. sústavy v tvare (2.1), kde niektoré koeficienty
sústavy sú vyjadrené parametrami nadobúdajúcimi hodnoty z pol’a F.
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2.12. Pŕıklad Nad pol’om Z5 riešme nasledujúcu sústavu štyroch lineárnych rovńıc
s troma neznámymi s parametrami a, b, c:

x1 + x3 = 4

3x1 + x2 + 2x3 = 4

x1 + 2x2 + 4x3 = a

2x1 + bx2 + 4x3 = c.

Rozš́ırenú maticu tejto sústavy označme A′. Upravme pomocou e.r.o. maticu A′ na
redukovanú trojuholńıkovú maticu. (Treba si uvedomit’, že sčitovanie a násobenie
uskutočňujeme v poli Z5 = ({0, 1, 2, 3, 4},⊕,¯), t.j. poč́ıtame “modulo 5”.)




1 0 1 4
3 1 2 4
1 2 4 a
2 b 4 c







R2 → R2 + 2R1

R3 → R3 + 4R1

R4 → R4 + 3R1







1 0 1 4
0 1 4 2
0 2 3 a + 1
0 b 2 c + 2




(
R3 → R3 + 3R2

R4 → R4 + 4bR2

)




1 0 1 4
0 1 4 2
0 0 0 a + 2
0 0 b + 2 c + 3b + 2


 (R3 ↔ R4)




1 0 1 4
0 1 4 2
0 0 b + 2 c + 3b + 2
0 0 0 a + 2


 .

Ďalej už môžeme postupovat’ iba za predpokladu, že rozĺı̌sime niekol’ko pŕıpadov
v závislosti od hodnôt parametrov a, b, c.

I. V prvom rade vid́ıme na poslednom riadku matice, že pre a + 2 6= 0, t.j. pre
a 6= 3, sústava nemá riešenie. V d’aľsom budeme predpokladat’, že a = 3, teda
posledný riadok matice je nulový.

II. Ak b 6= 3 tak predposledný riadok matice určuje jednoznačné parametrické
vyjadrenie premennej x3, a śıce x3 = c+3b+2

b+2 . Z druhého riadku matice potom máme
x2 = 2 + x3 = 2 + c+3b+2

b+2 a z prvého riadku matice x1 = 4 + 4x3 = 4 + 4 c+3b+2
b+2 .

III. Nech a = b = 3. Predposledný riadok matice je potom (0, 0, 0, c + 1), čiže pre
c 6= 4 sústava opät’ nemá riešenie.

IV. Nech a = b = 3 a c = 4, t.j. posledné dva riadky matice sú nulové. Za hodnotu
premennej x3 zvoĺıme parameter t (t ∈ Z5) a z prvých dvoch riadkov vyjadŕıme x1 a
x2: x1 = 4 + 4t, x2 = 2 + t.

Záver: Daná sústava lineárnych rovńıc s parametrami nad Z5 nemá riešenie ak
a ∈ {0, 1, 2, 4} alebo a = b = 3 a c ∈ {0, 1, 2, 3}.

Ak a = 3 a b ∈ {0, 1, 2, 4}, sústava má pre každú hodnotu c ∈ Z5 jediné riešenie
(x1, x2, x3) = (4+4 c+3b+2

b+2 , 2+ c+3b+2
b+2 , c+3b+2

b+2 ). Pre tieto hodnoty parametrov dostávame
teda spolu 20 riešeńı.

Pre a = b = 3 a c = 4 má sústava parametrické riešenie (x1, x2, x3) = (4+4t, 2+t, t)
(t ∈ Z5). Pre tieto hodnoty parametrov a, b, c dostaneme teda d’aľśıch 5 riešeńı. ¥
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3. SÚSTAVY LINEÁRNYCH ROVNÍC S JEDINÝM RIEŠENÍM A
INVERTOVATEĽNÉ MATICE

3.1. Úvodné slovo. V lineárnej algebre je dôležité vediet’ rozhodnút’ či daná štvor-
cová matica A stupňa n nad pol’om F je invertovatel’ná a v pŕıpade, že je tomu tak,
vediet’ určit’ inverznú maticu. Určenie inverznej matice je dôležité aj v technickej
praxi, pretože mnohé fyzikálno-chemické modely sú oṕısané sústavami lineárnych
rovńıc. Napŕıklad nejaký chemický proces môže byt’ vyjadrený regulárnou maticou
A stupňa n a v sústave AX = B môže matica X typu n×1 predstavovat’ n vstupných
hodnôt do procesu a matica B zas n výstupných hodnôt. Ciel’om je určit’ neznáme
vstupné hodnoty X tak, aby sa dosiahli požadované výstupné hodnoty B. Ak sa aj
požadované výstupné hodnoty B menia, stač́ı vypoč́ıtat’ inverznú maticu A−1 raz a
kedykol’vek sa zmeńı matica B, hl’adané riešenie X sa urč́ı ako X = A−1B.

V tejto kapitole ukážeme, že štvorcová matica A stupňa n je invertovatel’ná práve
vtedy, ked’ homogénna sústava lineárnych rovńıc AX = 0 (kde X a 0 sú matice typu
n×1) má jediné (triviálne) riešenie X = 0, a to je práve vtedy, ked’ sústava AX = B
má jediné riešenie pre každú maticu B typu n×1. Potom oṕı̌seme metódu ako možno
vypoč́ıtat’ inverznú maticu A−1 k invertovatel’nej matici A.

Homogénne sústavy lineárnych rovńıc s jediným riešeńım. Maticový tvar
homogénnej sústavy lineárnych rovńıc je AX = 0. Významnou črtou homogénnych
sústav je to, že sú riešitel’né, pretože majú vždy triviálne riešenie X = 0.

Rozš́ırená matica homogénnej sústavy AX = 0 nad pol’om F je matica [A|0] typu
m × (n + 1), kde posledný st́lpec pozostáva z nulových prvkov pol’a F. Ako sme už
spomenuli v poznámke 2.11, pri úpravách rozš́ırenej matice sústavy pomocou e.r.o.
zostáva tento posledný st́lpec vždy nulový, preto pracujeme len s maticou sústavy
namiesto rozš́ırenej matice sústavy.

Nasledujúci výsledok sa pochopitel’ne týka i pol’a R, nad ktorým v školskej praxi
najčasteǰsie riešime sústavy lineárnych rovńıc.

3.1. Veta Homogénna sústava m lineárnych rovńıc s n neznámymi nad nekoneč-
ným pol’om F má v pŕıpade m < n nekonečne vel’a navzájom rôznych riešeńı.

Dôkaz Daná sústava má maticový tvar AX = 0, kde matice A, X a 0 sú pos-
tupne typu m × n, n × 1 a m × 1. Predpokladajme, že úpravou matice A na re-
dukovaný trojuholńıkový tvar vznikne matica B; táto má samozrejme najviac m
nenulových riadkov s vedúcimi prvkami. Pretože m < n, muśı mat’ matica B aspoň
jeden st́lpec, ktorý neobsahuje vedúci prvok žiadneho riadku. Nech je to k-ty st́lpec,
k ∈ {1, . . . , n}. Potom podl’a Gaussovej-Jordanovej eliminačnej metódy, ktorú sme
oṕısali v predchádzajúcej kapitole, v parametrickom riešeńı tejto sústavy neznáma xk

nadobúda l’ubovol’nú hodnotu z pol’a F. Pretože za xk môžeme dosadit’ nekonečne
vel’a rôznych prvkov pol’a F, sústava má nekonečne vel’a nazájom rôznych riešeńı. 2
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3.2. Dôsledok Ak A a B sú matice typu m× n a n×m nad nekonečným pol’om
F a plat́ı BA = In, tak m > n.

Dôkaz Najprv ukážeme, že sústava AX = 0, kde X je matica typu n × 1 má iba
triviálne riešenie. Skutočne, ak AX = 0, tak B(AX) = B0 = 0. Ale B(AX) =
(BA)X, a pretože BA = In, dostávame X = 0.

Pretože AX = 0 je homogénna sústava m rovńıc s n neznámymi nad nekonečným
pol’om F a nemá nekonečne vel’a navzájom rôznych riešeńı, vzhl’adom na vetu 3.1
nemôže platit’ m < n, čiže m > n. 2

Aj v pŕıpade, že v matici A typu m × n je m > n, je jasné, že redukovaná tro-
juholńıková matica B, ktorá vznikne pomocou e.r.o. z A, má najviac n nenulových
riadkov. Preto každá homogénna sústava m lineárnych rovńıc s n neznámymi
je ekvivalentná sústave, kde m 6 n. V pŕıpade m < n hovoŕı o počte riešeńı nad
nekonečným pol’om veta 3.1. Teraz sa budeme zaoberat’ pŕıpadom m = n.

3.3. Veta Nech A je štvorcová matica stupňa n a X a 0 sú matice typu n× 1 nad
pol’om F. Potom nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné:

(1) Sústava AX = 0 má jediné (triviálne) riešenie.
(2) A je riadkovo ekvivalentná s jednotkovou maticou In.
(3) Sústava AX = B má jediné riešenie pre každú maticu B typu n× 1.

Dôkaz (1) =⇒ (2). Predpokladajme, že sústava AX = 0 má iba triviálne riešenie.
Nech pri riešeńı tejto sústavy Gaussovou-Jordanovou eliminačnou metódou vznikne
z matice sústavy A redukovaná trojuholńıková matica C (teda C je ekvivalentná
s A). Ked’̌ze sústava CX = 0 má jediné riešenie v poli F a F má minimálne dva rôzne
prvky (nulový a jednotkový), za hodnotu žiadnej z premenných x1, . . . , xn nemohol
byt’ zvolený parameter (povedzme t ∈ F). Preto v redukovanej trojuholńıkovej matici
C muśı každý st́lpec obsahovat’ jednotku ako vedúci prvok niektorého riadku. Teda
C = In.

(2) =⇒ (3). Predpokladajme, že z matice A pomocou e.r.o. vznikla matica In.
Znamená to, že z rozš́ırenej matice [A|B] sústavy AX = B pomocou analogických
e.r.o. vznikne matica [In|D] s posledným st́lpcom D, čo je nejaká matica (d1 . . . dn)T

typu n × 1. Čiže sústava AX = B je ekvivalentná so sústavou InX = D, ktorá má
evidentne jediné riešenie (x1, . . . , xn) = (d1, . . . , dn). Toto je teda aj jediné riešenie
sústavy AX = B.

(3) =⇒ (1). Ak sústava AX = B má pre každú maticu B jediné riešenie, tak má
jediné riešenie aj v pŕıpade B = 0 a je zrejmé, že týmto riešeńım je triviálne riešenie
X = 0. 2

Sústavy s jediným riešeńım a invertovatel’né matice. Vo vete 3.3 sme ukázali,
že (nehomogénna) sústava AX = B nad pol’om má jediné riešenie práve vtedy, ked’
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homogénna sústava AX = 0 má jediné (triviálne) riešenie. Teraz ukážeme, že to je
práve vtedy, ked’ matica A je invertovatel’ná.

Jedným smerom je posledné tvrdenie l’ahko dokázatel’né. Ak matica A je inverto-
vatel’ná, t.j. má inverznú maticu A−1, tak z rovnosti AX = 0 dostaneme rovnost’
A−1(AX) = 0, čiže InX = 0, odkial’ vyplýva X = 0.

Obrátené tvrdenie hovoŕı, že ak má sústava AX = 0 iba triviálne riešenie, tak
matica A má inverznú maticu. Dokážeme ho v dvoch krokoch.

3.4. Lema Nech A je štvorcová matica stupňa n a nech plat́ı, že sústava AX = 0
má iba triviálne riešenie. Potom existuje štvorcová matica B stupňa n tak, že plat́ı
AB = In.

Dôkaz Nech st́lpce matice In sú chápané ako matice E1, . . . , En typu n× 1. Ked’̌ze
sústava AX = 0 má jediné riešenie, podl’a vety 3.3 má aj každá zo sústav AX = Ej,
j = 1, . . . , n, jediné riešenie; označme ho Bj. Nech B označuje štvorcovú maticu
stupňa n so st́lpcami B1, . . . , Bn. Možno l’ahko preverit’, že v súčine AB je j-tym
st́lpcom matica Ej, čiže AB = In. 2

Maticu B z lemy 3.4 nazývame pravou inverznou maticou k matici A. Analogicky
sa definuje l’avá inverzná matica k danej matici.

3.5. Lema Predpokladajme, že štvorcová matica A stupňa n má pravú inverznú
maticu B. Potom A je invertovatel’ná a A−1 = B.

Dôkaz Podl’a predpokladu je AB = In a našou úlohou je ukázat’, že potom aj
BA = In.

Najprv ukážeme, že lemu 3.4 možno použit’ pre maticu B. Skutočne, z rovnosti
BX = 0 možno dostat’ rovnost’ A(BX) = 0, čiže InX = 0, odkial’ vyplýva X = 0.
Podl’a lemy 3.4 existuje preto k matici B pravá inverzná matica C.

Teraz použijeme rovnosti A(BC) = AIn = A a (AB)C = InC = C, z ktorých
dostávame A = C, čiže BA = In. 2

Dostávame teda nasledujúci systém navzájom ekvivalentných tvrdeńı, ktorý možno
chápat’ ako hl’adané kritérium pre invertovatel’nost’ štvorcovej matice stupňa n nad
l’ubovol’ným pol’om.

3.6. Veta (Kritérium invertovatel’nosti matice) Nasledujúce tvrdenia sú ek-
vivalentné pre l’ubovol’nú štvorcovú maticu A stupňa n nad pol’om.

(1) A je invertovatel’ná.
(2) A má l’avú inverznú maticu.
(3) Sústava AX = 0 má iba triviálne riešenie.
(4) A je riadkovo ekvivalentná s jednotkovou maticou In.
(5) Sústava AX = B má jediné riešenie pre každú maticu B typu n× 1.
(6) A má pravú inverznú maticu.
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Dôkaz Implikácia (1) =⇒ (2) je triviálna, pretože A−1 je l’avá inverzná matica k A.
(2) =⇒ (3). Nech C je l’avá inverzná matica k A. Potom

AX = 0 =⇒ CAX = 0 =⇒ InX = 0 =⇒ X = 0.

Implikácie (3) =⇒ (4) a (4) =⇒ (5) vyplývajú z vety 3.3.
Implikácia (5) =⇒ (6) vyplýva z vety 3.3 a lemy 3.4.
Implikácia (6) =⇒ (1) je lema 3.5. 2

Určenie inverznej matice. Z predchádzajúcej časti vyplýva, že inverzná matica
k invertovatel’nej matici A stupňa n nad pol’om F môže byt’ źıskaná riešeńım rovnice

AX = In

nad okruhom Mn(F), kde neznámou je matica X = [xij] typu n×n nad F. Skutočne,
matica X, ktorá je riešeńım tejto rovnice, je pravá inverzná matica k matici A, čiže
podl’a lemy 3.5 je to inverzná matica A−1 k matici A. Všimnime si, že AX = In je
zároveň maticový tvar sústavy lineárnych rovńıc

ai1x1i + ai2x2i + · · ·+ ainxni = 1 (i = 1, . . . , n)

ai1x1j + ai2x2j + · · ·+ ainxnj = 0 (i, j = 1, . . . , n, i 6= j),

pričom pod zovšeobecneným pojmom rozš́ırenej matice sústavy budeme tentoraz
rozumiet’ maticu [A|In] typu n× 2n.

Gaussova-Jordanova eliminačná metóda spolu s vetou 3.6 nám dávajú návod ako
postupovat’ pri určeńı, či je daná štvorcová matica invertovatel’ná a v pŕıpade, že
áno, bude možné ihned’ určit’ aj inverznú maticu. Vieme totiž na základe vety 3.6,
že štvorcová matica A je invertovatel’ná práve vtedy, ked’ je riadkovo ekvivalentná
s jednotkovou maticou In. Ak pomocou e.r.o. dostaneme z matice [A|In] typu n×2n
maticu [B|C], kde B je redukovaná trojuholńıková matica, tak sústava

BX = C

je ekvivalentná s pôvodnou sústavou AX = In (čiže majú rovnakú množinu riešeńı).
Ak A je invertovatel’ná, tak B = In a nová sústava je

InX = C, odkial’ X = C.

Matica C, ktorú dostaneme v pravej časti matice [In|C] bude teda hl’adaná matica
A−1.

Metóda na nájdenie inverznej matice teda pozostáva z nasledovných dvoch
krokov:

Krok 1: Rozš́ırenú maticu [A|In]n,2n sústavy AX = In uprav́ıme pomocou e.r.o.
na tvar [B|C], pričom e.r.o vykonávame na celej matici n × 2n tak, aby sme v jej
l’avej časti dostali z matice A redukovanú trojuholńıkovú maticu B.

Krok 2: (a) Ak pre redukovaný trojuholńıkový tvar matice A plat́ı B 6= In, tak
matica A nie je invertovatel’ná a skonč́ıme.
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(b) Ak matica [A|In] pomocou vykonaných e.r.o. prejde na tvar [In|C], tak
matica A je invertovatel’ná. V tom pŕıpade sústava AX = In je ekvivalentná so
sústavou InX = C, a preto A−1 = C.

3.7. Poznámka Je zrejmé, že ak v kroku 1 počas úpravy matice A na redukovaný
trojuholńıkový tvar v rámci matice [A|In] dostaneme v l’avej časti nulový riadok,
procedúru môžeme ihned’ skončit’ s prehláseńım, že A nie je invertovatel’ná, pretože
matica s nulovým riadkom nemôže byt’ ekvivalentná s jednotkovou maticou In.

3.8. Pŕıklad Našou úlohou bude zistit’, či matica

A =




1 0 2
2 −1 3
4 1 8




nad R je invertovatel’ná a ak áno, určit’ maticu A−1.
Podl’a vyššie uvedenej metódy postupne dostávame

(A|In) =




1 0 2 | 1 0 0
2 −1 3 | 0 1 0
4 1 8 | 0 0 1




(
R2 → R2 − 2R1

R3 → R3 − 4R1

)




1 0 2 | 1 0 0
0 −1 −1 | −2 1 0
0 1 0 | −4 0 1




(
R3 → R3 + R2

R2 → −R2

) 


1 0 2 | 1 0 0
0 1 1 | 2 −1 0
0 0 −1 | −6 1 1







R1 → R1 + 2R3

R2 → R2 + R3

R3 → −R3







1 0 0 | −11 2 2
0 1 0 | −4 0 1
0 0 1 | 6 −1 −1


 .

Teda matica A je invertovatel’ná a vieme hned’ určit’ aj inverznú maticu:

A−1 =



−11 2 2
−4 0 1

6 −1 −1


 .

¥
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4. DETERMINANTY

Úvodné slovo. V kapitole 2 sme oṕısali Gaussovu-Jordanovu eliminačnú metódu
riešenia sústav lineárnych rovńıc a v predchádzajúcej kapitole sme eliminačnú metódu
použili na výpočet inverznej matice k danej regulárnej matici. Pri riešeńı oboch uve-
dených úloh možno eliminačnú metódu nahradit’ použit́ım determinantov, ktorými
sa budeme zaoberat’ v tejto kapitole. Výhodou pri riešeńı pomocou determinantov
je, že výsledky možno vyjadrit’ priamo vzorcami a výpočet tak pri nie pŕılǐs vel’kej
vstupnej matici (pozri poznámku 4.19) pomerne jednoducho previest’ na poč́ıtači.
Použitie determinatov je výhodné aj vtedy, ked’ potrebujeme k dispoźıcii výrazy vy-
jadrujúce riešenie kvôli d’aľsej manipulácii s nimi. Nevýhodným vo všeobecnosti je
takýto postup z hl’adiska náročneǰsej výpočtovej zložitosti, č́ım sa budeme zaoberat’
v závere tejto kapitoly.

Pojem determinantu. Uvažujme o sústave dvoch rovńıc s dvoma neznámymi nad
pol’om F:

a11x1 + a12x2 = c1

a21x1 + a22x2 = c2.

Odč́ıtajme od a22-násobku prvej rovnice a12-násobok druhej rovnice a od a11-násobku
druhej rovnice a21-násobok prvej rovnice. Dostaneme

(a11a22 − a12a21)x1 = a22c1 − a12c2

(a11a22 − a12a21)x2 = a11c2 − a21c1.

Vid́ıme, že ak D = a11a22 − a12a21 6= 0, tak daná sústava má práve jedno riešenie.
Toto riešenie bude možné prehl’adne vyjadrit’ po zavedeńı nasledujúcej defińıcie.

4.1. Defińıcia Determinantom štvorcovej matice

A =

(
a11 a12

a21 a22

)

stupňa 2 nad pol’om F nazývame výraz a11a22−a12a21. Determinant matice A budeme
označovat’ symbolom |A|.

Teraz vid́ıme, že ak |A| 6= 0, tak riešenie danej sústavy je

x1 =
|A1|
|A| , x2 =

|A2|
|A| ,

kde

A1 =

(
c1 a12

c2 a22

)
, A2 =

(
a11 c1

a21 c2

)
.
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4.2. Pŕıklad Riešme nasledovnú sústavu rovńıc nad pol’om Q:
2
3
x1 + 4x2 = 8

9
4
x1 − 6x2 = −12.

Matica A tejto sústavy a pomocné matice A1, A2 majú tvar

A =

(
2
3 4
9
4 −6

)
, A1 =

(
8 4
−12 −6

)
, A2 =

(
2
3 8
9
4 −12

)
.

Vid́ıme, že |A| = −13 6= 0, preto daná sústava bude mat’ jediné riešenie

x1 =
|A1|
|A| = 0, x2 =

|A2|
|A| = 2.

¥

Pripomeňme si, že pod permutáciou ϕ množiny {1, 2, . . . , n} rozumieme l’ubovol’né
bijekt́ıvne zobrazenie na tejto množine. Nech S(n) je množina všetkých permutácíı
množiny {1, 2, . . . , n} (pripomı́name, že vzhl’adom na operáciu skladania zobrazeńı
tvoŕı grupu – tzv. symetrickú grupu rádu n). Ak pre prvky i < j množiny {1, 2, . . . , n}
plat́ı ϕ(i) > ϕ(j), budeme dvojicu (ϕ(i), ϕ(j)) nazývat’ inverziou permutácie ϕ. Nech
I(ϕ) je počet všetkých inverzíı permutácie ϕ.

4.3. Pŕıklad Existuje šest’ permutácíı množiny {1, 2, 3}: ϕ1 = (1)(23), ϕ2 = (2)(13),
ϕ3 = (3)(12), ϕ4 = (123), ϕ5 = (132), ϕ6 = id .

Permutácia ϕ2 má zrejme tri inverzie:

(ϕ2(1), ϕ2(2)) = (3, 2), (ϕ2(1), ϕ2(3)) = (3, 1), (ϕ2(2), ϕ2(3)) = (2, 1).

Teda I(ϕ2) = 3. Presvedčte sa, že I(ϕ1) = 1, I(ϕ3) = 1, I(ϕ4) = 2, I(ϕ5) =
2, I(ϕ6) = 0. ¥

4.4. Defińıcia Nech A je štvorcová matica stupňa n nad pol’om F. Determinantom
matice A nazývame súčet

|A| =
∑

ϕ∈S(n)

(−1)I(ϕ)a1ϕ(1)a2ϕ(2) . . . anϕ(n)

tvorený cez všetky permutácie ϕ množiny {1, 2, . . . , n}.
Defińıcia 4.4 rozširuje defińıciu 4.1 determinantu matice A stupňa 2. Naozaj,

existujú dve permutácie množiny {1, 2}: ϕ = id a ψ = (12). Na základe defińıcie 4.4
potom dostávame

|A| =

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = (−1)I(ϕ)a1ϕ(1)a2ϕ(2) + (−1)I(ψ)a1ψ(1)a2ψ(2)

= (−1)0a11a22 + (−1)1a12a21 = a11a22 − a12a21.
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Teraz vypoč́ıtajme podl’a defińıcie 4.4 determinant matice

A =




a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33




stupňa 3. V pŕıklade 4.3 sme ukázali, že existuje šest’ permutácíı množiny {1, 2, 3}.
Podl’a defińıcie 4.4 teda dostávame

|A| =
6∑

i=1

(−1)I(ϕi)a1ϕi(1)a2ϕi(2)a3ϕi(3)

= (−1)1a11a23a32 + (−1)3a13a22a31 + (−1)1a12a21a33

+ (−1)2a12a23a31 + (−1)2a13a21a32 + (−1)0a11a22a33

= a11a22a33 + a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31 − a11a23a32 − a12a21a33.

Ukážeme, že pre výpočet determinantu matice tretieho stupňa možno použit’ tzv.
Sarusovo pravidlo. Priṕı̌sme k st́lpcom matice A sprava ešte raz druhý a tret́ı
st́lpec. Dostaneme

......
.....

......
.....

...........

......
.....
......

.....

......
.....

a11 a12 a13 a11 a12

a21 a22 a23 a21 a22

a31 a32 a33 a31 a32

Vynásob́ıme všetky trojice prvkov ležiace na plných čiarach a prirad́ıme im “kladné
znamienka”. Tiež vynásob́ıme všetky trojice prvkov ležiace na bodkovaných čiarach
a prirad́ıme im “záporné znamienka”. Ako vid́ıme, výsledný súčet je práve |A|.
4.5. Pŕıklad Podl’a práve prezentovaného Sarusovho pravidla vypoč́ıtame deter-
minat matice

A =



−3 1

2 1
−2 5 −4

6
5 −1 2


 .

Priṕı̌seme k st́lpcom matice A sprava ešte raz druhý a tret́ı st́lpec.

......
.....

......
.....

...........

......
.....
......

.....

......
.....

−3 1
2 1 −3 1

2

−2 5 −4−2 5
6
5 −1 2 6

5 −1
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Sarusovým pravidlom dostaneme

|A| = (−3) · 5 · 2 +
1
2
· (−4) · 6

5
+ 1 · (−2) · (−1)− 1 · 5 · 6

5
− (−3) · (−4) · (−1)

− 1
2
· (−2) · 2 = −30− 12

5
+ 2− 6 + 12 + 2 = −20− 12

5
= −112

5
.

¥

Vlastnosti determinantov. Ukázali sme, že pre maticu A = [aij] stupňa 3 nad
pol’om F je jej determinant rovný

|A| =a11a22a33 − a11a23a32 − a12a21a33

+a12a23a31 + a13a21a32 − a13a22a31.

L’ahko sa možno presvedčit’, že platia nasledujúce rovnosti:

|A| = a11

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣
a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ + a13

∣∣∣∣
a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣

= −a21

∣∣∣∣
a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ + a22

∣∣∣∣
a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣− a23

∣∣∣∣
a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣

= a31

∣∣∣∣
a12 a13

a22 a23

∣∣∣∣− a32

∣∣∣∣
a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣ + a33

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣

= a11

∣∣∣∣
a22 a23

a32 a33

∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣
a12 a13

a32 a33

∣∣∣∣ + a31

∣∣∣∣
a12 a22

a13 a23

∣∣∣∣

= −a12

∣∣∣∣
a21 a23

a31 a33

∣∣∣∣ + a22

∣∣∣∣
a11 a13

a31 a33

∣∣∣∣− a32

∣∣∣∣
a11 a13

a21 a23

∣∣∣∣

= a13

∣∣∣∣
a21 a22

a31 a32

∣∣∣∣− a23

∣∣∣∣
a11 a12

a31 a32

∣∣∣∣ + a33

∣∣∣∣
a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ .

Čitatel’ si z týchto rovnost́ı môže odvodit’, že determinant matice A = [aij] stupňa
3 možno pre každé i = 1, 2, 3 a j = 1, 2, 3 vyjadrit’ ako

|A| = (−1)i+1ai1|Mi1|+ (−1)i+2ai2|Mi2|+ (−1)i+3ai3|Mi3|
= (−1)1+ja1j|M1j|+ (−1)2+ja2j|M2j|+ (−1)3+ja3j|M3j|

kde Mij je matica typu 2× 2, ktorá vznikne z matice A vynechańım i-teho riadku a
j-teho st́lpca. Oba vzorce možno zovšeobecnit’ pre determinant l’ubovol’nej štvorcovej
matice stupňa n tak ako to vyjadruje nasledujúca veta. O jej platnosti pre n = 3
sme už čitatel’a presvedčili, všeobecný dôkaz však vynecháme (možno ho nájst’ napr.
v [3], veta 2.14.1).
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4.6. Veta (Laplaceov rozvoj determinantu) Nech A = [aij] je štvorcová ma-
tica stupňa n (n > 2). Potom pre každé i = 1, . . . , n a j = 1, . . . , n plat́ı

|A| = (−1)i+1ai1|Mi1|+ · · ·+ (−1)i+nain|Min|,(4.1)

|A| = (−1)1+ja1j|M1j|+ · · ·+ (−1)n+janj|Mnj|(4.2)

kde Mij je matica stupňa n− 1, ktorá vznikne z matice A vynechańım i-teho riadku
a j-teho st́lpca. Vzorec (4.1) sa nazýva Laplaceov 4 rozvoj determinantu matice A
podl’a i-teho riadku a vzorec (4.2) sa nazýva Laplaceov rozvoj determinantu matice
A podl’a j-teho st́lpca.

4.7. Pŕıklad Vypoč́ıtame determinant matice

A =




1 −2 0 3
−3 1 2 −4

2 0 −1 1
−2 3 5 2


 .

Laplaceov rozvoj determinantu |A| podl’a tretieho riadku nám dá

|A| = (−1)3+1 · 2 ·
∣∣∣∣∣∣

−2 0 3
1 2 −4
3 5 2

∣∣∣∣∣∣
+ (−1)3+2 · 0 ·

∣∣∣∣∣∣

1 0 3
−3 2 −4
−2 5 2

∣∣∣∣∣∣
+

+ (−1)3+3 · (−1) ·
∣∣∣∣∣∣

1 −2 3
−3 1 −4
−2 3 2

∣∣∣∣∣∣
+ (−1)3+4 · 1 ·

∣∣∣∣∣∣

1 −2 0
−3 1 2
−2 3 5

∣∣∣∣∣∣
= 2 · (7− 58)− 0− 1 · (−41 + 6)− 1 · (13− 36)

= −102 + 35 + 23 = −44.

Rovnaký výsledok dostaneme, ak rozvinieme determinant podl’a l’ubovol’ného iného
riadku alebo podl’a l’ubovol’ného st́lpca. (Presvedčte sa o tom.) ¥

Nech vo vete 4.6 Aij := (−1)i+j|Mij|. Výraz Aij nazývame algebraickým doplnkom
prvku aij. Veta 4.6 teda hovoŕı, že Laplaceov rozvoj determinantu matice A = [aij]n
podl’a i-teho riadku je

|A| = ai1Ai1 + · · ·+ ainAin

a podl’a j-teho st́lpca je

|A| = a1jA1j + · · ·+ anjAnj.

4Pierre Simon Marquis de Laplace (1749–1827) pochádzal z chudobnej francúzskej rodiny a doma
navštevoval miestnu vojenskú školu. Napriek tomu sa neskôr vypracoval na pozoruhodnú vedeckú
osobnost’ a vo vedeckých kruhoch sa tešil značnému rešpektu. V roku 1785 bol zvolený do slávnej
Académie des Sciences. Bol šest’ týždňov aj Napoleonovým ministrom vnútra a neskôr stál na
čele Senátu. Bol tiež prezidentom Francúzskej Akadémie. Jadro jeho vedeckej práce spoč́ıvalo
v aplikáciach matematickej analýzy v mechanike a pravdepodobnosti.
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Na základe tohto sa indukciou dá l’ahko dokázat’ nasledujúce tvrdenie.

4.8. Dôsledok Nech A je štvorcová matica stupňa n. Potom

|A| = |AT |.
Determinant štvorcovej matice A stupňa n môžeme chápat’ aj ako funkciu |A| =

|(A1, . . . , An)| riadkov A1, . . . , An matice A (pričom riadky chápeme ako matice typu
1×n). Nasledujúca veta hovoŕı, že determinant matice chápaný ako funkcia riadkov
matice sa správa lineárne.

4.9. Veta Pre determinant l’ubovol’nej štvorcovej matice A = [aij] stupňa n nad
pol’om F a pre l’ubovol’né c ∈ F a l’ubovol’nú maticu Bi typu 1× n nad F plat́ı:

(1) |(A1, . . . , Ai−1, cAi, Ai+1, . . . , An)| = c|(A1, . . . , An)|;

(2) |(A1, . . . , Ai−1, Ai + Bi, Ai+1, . . . , An)| = |(A1, . . . , Ai−1, Ai, Ai+1, . . . , An)|
+ |(A1, . . . , Ai−1, Bi, Ai+1, . . . , An)|;

(3) |(A1, . . . , Ai−1, 0, Ai+1, . . . , An)| = 0.

Dôkaz Vo všetkých troch pŕıpadoch rozvinieme determinant na l’avej strane rovnosti
podl’a i-teho riadku. V pŕıpade (1) tak dostaneme

|(A1, . . . , Ai−1, cAi, Ai+1, . . . , An)|
= (−1)i+1 · c · ai1 · |Mi1|+ · · ·+ (−1)i+n · c · ain · |Min|
= c · [(−1)i+1 · ai1 · |Mi1|+ · · ·+ (−1)i+n · ain · |Min|]

= c · |(A1, . . . , Ai−1, Ai, Ai+1, . . . , An)|.
Pŕıpady (2) a (3) prenechávame na čitatel’a. 2

Čitatel’ovi doporučujeme sformulovat’ a dokázat’ analogický “st́lpcový” variant
tejto vety, ked’ determinant matice A chápeme ako funkciu |A| = |(A1, . . . , An)|
st́lpcov A1, . . . , An matice A.

4.10. Veta Ak má štvorcová matica A stupňa n (n > 2) dva rovnaké riadky alebo
st́lpce, tak jej determinant sa rovná nule.

Dôkaz Dôkaz urob́ıme indukciou vzhl’adom na stupeň n matice A. Pre n = 2
tvrdenie evidentne plat́ı. Predpokladajme teraz, že tvrdenie plat́ı pre nejaké n > 2 a
dokážeme, že potom plat́ı aj pre n + 1.

Nech matica A stupňa n + 1 má i-ty riadok totožný s j-tym riadkom (pre dva
totožné st́lpce je dôkaz analogický a prenechávame ho ako l’ahké cvičenie na čitatel’a).
Pretože A má stupeň n + 1 > 2, môžeme v nej zvolit’ riadok, povedzme k-ty, kde
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k 6= i a k 6= j a rozvinút’ determinant |A| podl’a k-teho riadku. Dostaneme

|A| = (−1)k+1ak1|Mk1|+ · · ·+ (−1)k+nakn|Mkn|.
Pretože pre každé j = 1, . . . , n je Mkj matica stupňa n, ktorá má opät’ dva riadky
rovnaké (ked’̌ze vznikne z A vynechańım k-teho riadku a j-teho st́lpca a k je rôzne
od i, j), podl’a indukčného predpokladu je |Mkj| = 0 pre všetky j = 1, . . . , n. Preto
|A| = 0, čo bolo treba dokázat’. 2

Nasledujúca veta hovoŕı, že ak na matici vykonáme e.r.o. typu (1), jej determinant
zmeńı iba znamienko a pri e.r.o. typu (3) sa nezmeńı vôbec.

4.11. Veta Nech A je štvorcová matica stupňa n (n > 2) nad pol’om F.
(1) Ak v matici A zameńıme navzájom i-ty a j-ty riadok, tak jej determinant zmeńı

znamienko.
(2) Ak v matici A pripoč́ıtame c-násobok (c ∈ F) j-teho riadku k i-temu riadku,

tak jej determinant sa nezmeńı.

Dôkaz
(1) Podl’a vety 4.10 a vety 4.9(2) plat́ı

0 = |(A1, . . . , Ai + Aj, . . . , Aj + Ai, . . . , An)|
= |(A1, . . . , Ai, . . . , Aj + Ai, . . . , An)|+ |(A1, . . . , Aj, . . . , Aj + Ai, . . . , An)|
= |(A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , An)|+ |(A1, . . . , Ai, . . . , Ai, . . . , An)|
+ |(A1, . . . , Aj, . . . , Aj, . . . , An)|+ |(A1, . . . , Aj, . . . , Ai, . . . , An)|
= |(A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , An)|+ 0 + 0 + |(A1, . . . , Aj, . . . , Ai, . . . , An)|.

Odtial’ dostávame požadovanú rovnost’

|(A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , An)| = −|(A1, . . . , Aj, . . . , Ai, . . . , An)|.
(2) Opät’ podl’a vety 4.9 a vety 4.10 dostávame

|(A1, . . . , Ai + cAj, . . . , Aj, . . . , An)|
= |(A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , An)|+ |(A1, . . . , cAj, . . . , Aj, . . . , An)|
= |(A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , An)|+ c|(A1, . . . , Aj, . . . , Aj, . . . , An)|

= |(A1, . . . , Ai, . . . , Aj, . . . , An)|+ 0.

Tým je tvrdenie dokázané. 2

Ked’̌ze z viet 4.9 a 4.11 vieme ako sa zmeńı determinant matice pri vykonańı
elementárnych riadkových operácíı na tejto matici, môže nám to výrazne pomôct’
pri výpočte determinantov. Stač́ı, ak maticu ktorej determinant poč́ıtame uprav́ıme
pomocou e.r.o. na hornú alebo dolnú trojuholńıkovú maticu, pretože jej determinant
sa už potom l’ahko vypoč́ıta podl’a nasledujúceho tvrdenia, ktoré je bezprostredným
dôsledkom vety 4.6.
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4.12. Dôsledok Determinant trojuholńıkovej matice sa rovná súčinu prvkov na jej
diagonále.

Dôkaz Dôkaz urob́ıme indukciou vzhl’adom na stupeň n trojuholńıkovej matice,
ktorej determinant poč́ıtame. Je zrejmé, že tvrdenie plat́ı pre n = 1. Predpoklada-
jme, že plat́ı pre všetky trojuholńıkové matice stupňa n a ukážeme, že plat́ı aj pre
všetky trojuholńıkové matice stupňa n + 1.

Nech A je trojuholńıková matica stupňa n + 1, ktorá má na diagonále prvky
a11, . . . , ann, an+1,n+1 a predpokladajme bez ujmy na všeobecnosti, že práve v riadku
s prvkom an+1,n+1 sú ostatné prvky nulové. Rozviňme determinant |A| práve podl’a
tohto riadku. Na základe vety 4.6 dostaneme

|A| = (−1)(n+1)+(n+1) · an+1,n+1 · |Mn+1,n+1|,(4.3)

kde Mn+1,n+1 je štvorcová matica stupňa n, ktorá vznikne z A vynechańım jej (n+1)-
ého riadku a (n+1)-ého st́lpca. Je zrejmé, že matica Mn+1,n+1 je opät’ trojuholńıková
s prvkami a11, . . . , ann na diagonále, preto sa na ňu vzt’ahuje indukčný predpoklad.
Podl’a neho |Mn+1,n+1| = a11 · . . . · ann, a preto po dosadeńı do (4.3) dostaneme
požadovaný výsledok

|A| = an+1,n+1 · |Mn+1,n+1| = a11 · . . . · ann · an+1,n+1.

2

4.13. Pŕıklad Vypoč́ıtajme ešte raz determinant matice z Pŕıkladu 4.7, tentoraz
tak, že maticu uprav́ıme na trojuholńıkovú maticu a potom použijeme dôsledok 4.12.

Výpočet je nasledovný, komentár k nemu je pod ńım.∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 0 3
−3 1 2 −4

2 0 −1 1
−2 3 5 2

∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 0 3
0 −5 2 5
0 4 −1 −5
0 −1 5 8

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 0 3
0 −1 5 8
0 4 −1 −5
0 −5 2 5

∣∣∣∣∣∣∣∣

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 0 3
0 −1 5 8
0 0 19 27
0 0 −23 −35

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 −2 0 3
0 −1 5 8
0 0 19 27
0 0 0 −44

19

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1 · (−1) · 19 · −44

19
= −44.

V prvom kroku sme pripoč́ıtali vhodné násobky prvého riadku k ostatným riad-
kom; ǐslo teda o e.r.o. typu (3), pri ktorých sa determinant nezmenil. V druhom
kroku sme zamenili druhý riadok so štvrtým, č́ım determinant zmenil znamienko. V
tret’om kroku sme pripoč́ıtali vhodné násobky druhého riadku k tretiemu a štvrtému
riadku, determinant sa nezmenil. Vo štvrtom kroku sme 23

19 -násobok tretieho riadku
pripoč́ıtali k štvrtému riadku, determinant sa opät’ nezmenil. Dostali sme (hornú)
trojuholńıkovú maticu, ktorej determinant sme vypoč́ıtali ako súčin prvkov na jej
diagonále. ¥
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4.14. Dôsledok Štvorcová matica je regulárna práve vtedy, ked’ jej determinat je
rôzny od nuly.

Dôkaz Upravme danú štvorcovú maticu A pomocou e.r.o. na redukovanú tro-
juholńıkovú maticu, povedzme B. Pretože pri e.r.o. typu (1) sa meńı len znamienko
determinantu, pri e.r.o. typu (2) sa determinant vynásob́ı nenulovým prvkom pol’a a
pri e.r.o. typu (3) sa nezmeńı vôbec, je zrejmé, že |A| 6= 0 práve vtedy, ked’ |B| 6= 0;
ked’̌ze |B| je súčinom prvkov na diagonále B, tieto sú všetky nenulové práve vtedy,
ked’ matica A je regulárna. 2

4.15. Pŕıklad Nasledujúce determinanty v (a), (b) a (c) sú tzv. Vandermondove5

determinanty stupňov 3, 4 a n:

(a)

∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
(b)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a a2 a3

1 b b2 b3

1 c c2 c3

1 d d2 d3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(c)

∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a1 . . . an−1
1

1 a2 . . . an−1
2

. . . . . . . . .
1 an . . . an−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Ukážeme ako sa dá vypoč́ıtat’ Vandermodov determinant stupňa 3.
∣∣∣∣∣∣

1 a a2

1 b b2

1 c c2

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

1 1 1
a b c
a2 b2 c2

∣∣∣∣∣∣

(
R2 → R2 − aR1

R3 → R3 − aR2

) ∣∣∣∣∣∣

1 1 1
0 b− a c− a
0 b(b− a) c(c− a)

∣∣∣∣∣∣

= (−1)1+1 · 1 ·
∣∣∣∣
(b− a) (c− a)
b(b− a) c(c− a)

∣∣∣∣ = (b− a)(c− a)(c− b).

Prvá rovnost’ vyplýva z dôsledku 4.8, pri druhej rovnosti sme použili Laplaceov rozvoj
podl’a prvého st́lpca.

Prenechávame na čitatel’a vypoč́ıtat’ determinant v (b), nájst’ všeobecný vzorec
pre determinant v (c) a dokázat’ ho matematickou indukciou. ¥

Použitie determinantov. Najprv ukážeme ako možno determinanty použit’ na
výpočet inverznej matice k danej regulárnej matici.

4.16. Defińıcia Nech A je štvorcová matica stupňa n. Adjungovanou maticou
k matici A sa nazýva matica adj A = [Aji], ktorej (ij)-ty prvok je algebraický doplnok
Aji prvku aji.

5Alexandre-Théophile Vandermonde (1735–1796) sa narodil v Paŕıži. Jeho otec, lekár, ho
usmernil na hudobnú kariéru. Bol spoluzakladatel’om Conservatoire des Arts et Métiers, kde bol
dirigentom od roku 1782. V roku 1795 pomohol pri založeńı kurzov politickej ekonómie. Bol akt́ıvny
počas Vel’kej francúzskej revolúcie. Bol členom Paŕıžskej komúny a klubu Jakob́ınov.

Vandermondovo matematické dielo pozostáva zo štyroch článkov, ktoré vyšli počas dvoch rokov.
Vo všeobecnosti sa považuje za zakladatel’a teórie determinantov.
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4.17. Veta Nech A = [aij] je regulárna matica stupňa n. Inverzná matica k A je

A−1 =




A11
|A|

A21
|A| . . . An1

|A|
A12
|A|

A22
|A| . . . An2

|A|
. . . . . . . . . . . .
A1n

|A|
A2n

|A| . . . Ann

|A|


 .

Dôkaz Označme B maticu uvedenú vyššie, o ktorej tvrd́ıme, že je inverzná k A.
Nech d’alej C := AB. Vypoč́ıtajme (ij)-ty prvok cij matice C pre l’ubovol’né
1 6 i, j 6 n:

cij = ai1
Aj1

|A| + · · ·+ ain
Ajn

|A|
= ai1

(−1)j+1|Mj1|
|A| + · · ·+ ain

(−1)j+n|Mjn|
|A| ,(4.4)

kde pre všetky s = 1, . . . , n, Mjs je matica stupňa n − 1, ktorá vznikne z matice A
vynechańım j-teho riadku a s-tého st́lpca.

Nech i, j sú l’ubovol’né ale pevne zvolené indexy z množiny {1, . . . , n}. Nahrad’me
v matici A jej j-ty riadok i-tym riadkom a maticu, ktorú takto dostaneme označme
D. (Načrtnite si A a D.) Laplaceov rozvoj |D| podl’a j-teho riadku (čo je i-ty riadok
matice A) nám dá

|D| = (−1)j+1ai1|Mj1|+ · · ·+ (−1)j+nain|Mjn|,(4.5)

kde pre všetky s = 1, . . . , n, Mjs je matica stupňa n − 1, ktorá vznikne z matice
D vynechańım j-teho riadku a s-tého st́lpca; vzhl’adom na konštrukciu matice D
z matice A vid́ıme, že pre všetky s = 1, . . . , n, Mjs v (4.4) a Mjs v (4.5) je vlastne tá
istá matica stupňa n− 1. Preto môžeme súčet zo (4.5) dosadit’ do (4.4) a dostaneme

cij =
|D|
|A| .(4.6)

Ak i = j, teda matica D vznikla z A “nahradeńım” jej j-teho riadku opät’ tým istým
j-tym riadkom, vid́ıme, že |D| = |A|, a preto cii = 1 pre l’ubovol’né i = 1, . . . , n.
Nech i 6= j. Pretože matica D má rovnaké riadky, i-ty a j-ty, je podl’a vety 4.10
jej determinant |D| rovný nule. Teda zo (4.6) dostávame cij = 0 pre l’ubovol’né
1 6 i 6= j 6 n. Čiže C je jednotková matica In, teda AB = In. Úplne analogicky
plat́ı BA = In. Teda B = A−1. 2
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Ukážeme, že determinanty možno použit’ aj na vyjadrenie riešenia sústavy

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . .(4.7)

an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn

n lineárnych rovńıc s n neznámymi nad pol’om F v pŕıpade, že matica A = [aij]
sústavy má nenulový determinant |A| 6= 0, čiže je regulárna. Toto tvrdenie je známe
ako Cramerovo pravidlo.6

4.18. Veta (Cramerovo pravidlo) Ak matica A = [aij] sústavy (4.7) je regulárna,
tak sústava má jediné riešenie

x1 =
|B1|
|A| , x2 =

|B2|
|A| , . . . , xn =

|Bn|
|A|

kde Bj je matica, ktorá vznikne z matice A nahradeńım jej j-teho st́lpca maticou
B := (b1 . . . bn)T typu 1× n, t.j. pravou stranou sústavy (4.7).

Dôkaz Sústavu (4.7) má maticový tvar AX = B, kde X := (x1 . . . xn)T . Po
vynásobeńı zl’ava maticou A−1 dostaneme X = A−1B a po dosadeńı za A−1 z
vety 4.17 a vynásobeńı dostaneme

x1 =
A11

|A| · b1 + · · ·+ An1

|A| · bn =
1
|A|

n∑
s=1

bsAs1,

x2 =
A12

|A| · b1 + · · ·+ An2

|A| · bn =
1
|A|

n∑
s=1

bsAs2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xn =
A1n

|A| · b1 + · · ·+ Ann

|A| · bn =
1
|A|

n∑
s=1

bsAsn.

Pretože pre j = 1, . . . , n je výraz
∑n

s=1 bsAsj, vlastne Laplaceov rozvoj determinantu
|Bj| podl’a j-teho st́lpca, dostávame požadované vzorce

x1 =
|B1|
|A| , x2 =

|B2|
|A| , . . . , xn =

|Bn|
|A| .

2

6Gabriel Cramer (1704–1752) sa narodil v Ženeve. Učil na Académie de Calvin, vel’a cestoval a
akt́ıvne sa angažoval v občianskych záležitostiach.

Jeho pravidlo pre riešenie sústav lineárnych rovńıc bolo publikované v roku 1750 v pŕılohe jeho
diela Introduction à l’analyse des lignes courbes algébriques. Niektoŕı matematici toto pravidlo
poznali śıce už aj predtým, ale nebolo široko známe a tiež nebolo dostatočne jasne vysvetlené až
kým sa neobjavila Cramerova kniha.
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4.19. Poznámka (Výpočtová zložitost’) Väčšina úloh v technickej praxi pri
ktorých sa aplikujú metódy lineárnej algebry, ide najmä o riešenie sústav lineárnych
rovńıc s pomerne vel’kými maticami sústavy, sa rieši s pomocou poč́ıtača. Preto
je dôležité porovnat’ tzv. výpočtovú zložitost’ pri riešeńı sústav lineárnych rovńıc
Gaussovou-Jordanovou eliminačnou metódou resp. Cramerovým pravidlom. Týka
sa to rovnako výpočtu inverznej matice, kde sa tiež treba rozhodnút’ medzi elimi-
načnou metódou a použit́ım determinantov. Pretože väčšina “poč́ıtačového času” sa
pritom spotrebuje na násobenie, zatial’̌co sčitovanie je “rýchle” a spotrebu času pri
ňom možno pri odhade zanedbat’, na porovnanie oboch metód sa zvykne použit’ len
počet potrebných násobeńı.

Predpokladajme, že máme riešit’ sústavu lineárnych rovńıc AX = B, kde A je
štvorcová matica stupňa 25. Aby sme vypoč́ıtali jej riešenie podl’a Cramerovho
pravidla, potrebujeme vypoč́ıtat’ determinant matice A. Laplaceov rozvoj podl’a
prvého riadku nám dá |A| = a11A11 + · · · + a1,25A1,25, kde A1j je algebraický do-
plnok prvku a1j. Na to potrebujeme 25 násobeńı, ak poznáme hodnoty algebraických
doplnkov A1j. Každý algebraický doplnok A1j je až na znamienko rovný determi-
nantu matice stupňa 24 a jeho rozvoj podl’a niektorého riadku si vyžiada d’aľśıch 24
násobeńı. Vid́ıme teda, že ak pri každom z prvých 25 násobeńı použijeme d’aľśıch
24 násobeńı pri vyjadreniach doplnkov A1j, dopracujeme sa k výrazu obsahujúcemu
determinanty mat́ıc stupňa 23. Pritom už použijeme 25 · 24 násobeńı. Pokračujúc
d’alej vid́ıme, že na výpočet determinantu štvorcovej matice stupňa 25 potrebujeme

25 · 24 · 23 · · · · · 2 · 1 = 25!

násobeńı. Aj superpoč́ıtaču budúcnosti, ktorý by dokázal vykonat’ 100 miliárd ná-
sobeńı za sekundu, by výpočet determinantu stupňa 25 trval viac ako 4 milióny
rokov! Na druhej strane Gaussovou-Jordanovou eliminačnou metódou potrebujeme
na vyriešenie sústavy 25 rovńıc s 25 neznámymi iba približne 253 násobeńı a riešenie
nájdeme na súčasných poč́ıtačoch skôr ako za sekundu. Vo všeobecnosti je elim-
inačná metóda z hl’adiska výpočtovej zložitosti výhodná už pri použit́ı štvorcových
mat́ıc stupňa väčšieho ako 4. Pri určovańı inverznej matice k regulárnej štvorcovej
matici stupňa nanajvýš 4 resp. pri riešeńı sústav lineárnych rovńıc s maticami sústavy
menš́ımi ako 4× 4 sú obe metódy približne rovnako výpočtovo náročné. Výpočtovej
zložitosti pri použit́ı determinantov sa podrobneǰsie venuje napŕıklad článok 2.3
knihy [4].

Poznamenávame, že d’aš́ı dôležitý faktor pri porovnańı oboch metód je, že Cramerovo
pravidlo nehovoŕı nič o riešitel’nosti sústavy (4.7) v pŕıpade, že matica A = [aij]
sústavy nie je regulárna. To sa ale pri použit́ı Cramerovho pravidla dá zistit’ až po
prevedeńı náročného výpočtu determinantu |A|. Rovnako pri použit́ı vety 4.17 na
výpočet inverznej matice k danej štvorcovej matici, o ktorej predpokladáme, že je
invertovatel’ná, by sme až po náročnom výpočte determinantu |A| mohli zistit’, že
daná matica pŕıpadne invertovatel’ná nie je. Pri použit́ı eliminačnej metódy na to
spravidla pŕıdeme za cenu ovel’a menšej výpočtovej náročnosti (pozri poznámku 3.7).
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5. VEKTOROVÉ PRIESTORY A PODPRIESTORY

Úvodné slovo. V algebre I sme sa zaoberali grupami, teda množinami s operáciou
sčitovania prvkov ktorá mala isté vymedzené vlastnosti. V algebre II sme študovali
množiny polynómov nad pol’om ktoré s operáciou sčitovania polynómov tvorili opät’
grupu, ale naviac bolo možné polynómy násobit’ prvkami pol’a. Toto násobenie malo
tiez určité vymedzené vlastnosti. Podobne sa čitatel’ stretol v prvom semestri ma-
tematickej analýzy s množinami reálnych funkcíı reálnej premennej (t.j. funkcíı z R
do R) ktoré s operáciou sčitovania tvorili opät’ grupu a bolo ich možné násobit’
reálnym č́ıslom, pričom toto násobenie malo tie vlastnosti ako násobenie polynómov.
V kapitole 1 tohto textu sme sa zaoberali množinami mat́ıc nad pol’om s operáciami
sčitovania a násobenia skalárom, pričom vzhl’adom na sčitovanie tvorili grupu a
násobenie skalárom malo opät’ vlastnosti ako vo vyššie spomenutých pŕıkladoch. Je
načase uviest’ abstraktný pojem vektorového priestoru nad pol’om, ktorého pŕıkladmi
sú práve množiny polynómov nad pol’om, množiny reálnych funkcíı i množiny mat́ıc
nad pol’om.

Vektorové priestory.

5.1. Defińıcia Nech F je pole. Nech V je neprázdna množina s operáciou sčitovania
+ a nech pre každý prvok c ∈ F a každý prvok α ∈ V je priradený prvok c · α ∈ V ,
pričom

(1) (V, +) je abelovská grupa

a pre l’ubovol’né α, β ∈ V a c, d ∈ F plat́ı

(2) c · (α + β) = c · α + c · β,
(3) (c + d) · α = c · α + d · α,
(4) (cd)α = c · (dα),
(5) 1F · α = α.

Potom V nazývame vektorovým priestorom nad pol’om F a označujeme ho V (F).
Prvky grupy V nazývame vektory a prvky pol’a F skaláry.

5.2. Poznámka Na rozdiel od okruhov či poĺı nie je celkom korektné hovorit’
v tomto pŕıpade o algebre. Dôvodom je, že násobenie skalárom nie je operáciou na
množine V , pretože sa nenásobia prvky množiny V , ale ”násobený” je prvok grupy V
s prvkom pol’a F (s výsledkom vo V ). Vektorové priestory však možno “prerobit’ na
algebry” V (F) = (V, +, (c · −)c∈F) tým, že pre každý skalár c ∈ F sa definuje unárna
operácia (c ·−) : V → V, α 7→ c ·α. V tomto texte to nebudeme robit’, avšak vedomı́
si takejto možnosti použijeme niekedy i pre násobenie skalárom termı́n “operácia”.

Nulový prvok grupy (V, +) nazývame nulovým vektorom a budeme ho označovat’ 0,
aby sme ho odĺı̌sili od nulového skalára 0. Podobne, opačný prvok v adit́ıvnej grupe
(V, +) k prvku α budeme nazývat’ opačným vektorom k α a označovat’ −α.
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5.3. Pŕıklad Vo všetkých pŕıkladoch vektorových priestorov uvedených dole sa
presvedčte, že skutočne platia vlastnosti (1)-(5) z defińıcie 5.1.

1. V1(R) = R je vektorový priestor geometricky známy ako priamka (reálna os).
Body priamky prislúchajú v bijekt́ıvnom zobrazeńı reálnym č́ıslam, bod prislúchajúci
č́ıslu a ∈ R môžeme označit’ A = [a]. Č́ıslu 0 prislúcha na priamke nulový bod
O = [0]. Možno definovat’ vzdialenost’ dvoch bodov A = [a] a B = [b] priamky ako
|AB| := |a − b|, kde posledný výraz znamená absolútnu hodnotu rozdielu č́ısel a, b;
čitatel’ to pozná zo školy pod názvom dĺ̌zka úsečky AB.

2. V2(R) = R2 = {(a1, a2) | a1, a2 ∈ R} je vektorový priestor geometricky
známy ako rovina, ktorého vektory α = (a1, a2) sú znázorňované ako body v rovine
majúce v tradičnom pravouhlom súradnicovom systéme s osami x, y súradnice [a1, a2].
Niekedy sa v stredoškolskej matematike alebo fyzike š́ıpkou smerujúcou od počiatku
[0, 0] súradnicového systému k bodu [a1, a2] vyznačuje “orientácia” vektora α. Ska-
lárny súčin dvoch vektorov α = (a1, a2) a β = (b1, b2) bol definovaný v stredoškolskej
matematike ako (α, β) = a1b1+a2b2 a d́lžka vektora α = (a1, a2) ako ‖α‖ =

√
(α, α) =√

a2
1 + a2

2. Plat́ı vzt’ah
(α, β) = ‖α‖‖β‖ cos θ

kde θ ∈ 〈0, π〉 je vel’kost’ uhla (v radiánoch) medzi vektormi α a β. Dva vektory α, β
sa nazvali kolmé, ak cos θ = 0, t.j. θ = π

2 a použ́ıvalo sa označenie α ⊥ β.
3. Vn(F) = Fn = {(a1, . . . , an) | a1, . . . , an ∈ F} (n > 1) je vektorový priestor n-t́ıc

prvkov pol’a F ktorého špeciálnymi pŕıpadmi sú pre F = R a n = 1 a n = 2 vyššie
uvedená reálna os a rovina. Zložky a1, . . . , an vektora α = (a1, . . . , an) nazývame
súradnicami vektora α. Operácie prebiehajú po súradniciach. Súčet dvoch vektorov
α = (a1, . . . , an) a β = (b1, . . . , bn) je definovaný ako α + β = (a1 + b1, . . . , an + bn),
skalárny násobok vektora α skalárom c ∈ F je c · α = (ca1, . . . , can), nulový vektor
je 0 = (0, . . . , 0) a opačný vektor k α je −α = (−a1, . . . ,−an). Pre F = R sa
zvykne definovat’ skalárny súčin dvoch vektorov α = (a1, . . . , an) a β = (b1, . . . , bn)
ako (α, β) = a1b1 + · · · + anbn. Nazveme ho štandardným skalárnym súčinom. Dva
vektory α, β sú potom navzájom kolmé (ortogonálne), ak (α, β) = 0 a d́lžka vektora
α je definovaná predpisom ‖α‖ =

√
(α, α) =

√
a2

1 + · · ·+ a2
n.

4. C(R) = C je vektorový priestor komplexných č́ısel nad pol’om reálnych č́ısel.
Sčitovanie vektorov α = a+bi a β = c+di je dané predpisom α+β = (a+c)+(b+d)i
a násobenie skalárom r ∈ R je r ·α = ra + (rb)i. Opačný vektor k α je −α = −a− bi
a nulový vektor je č́ıslo 0.

5. P (F) je vektorový priestor F[X] všetkých polynómov v jednej neurčitej nad
pol’om F a Pk(F) je priestor Fk[X] všetkých polynómov v jednej neurčitej stupňa
nanajvýš k nad pol’om F. Pripomeňme, že súčet dvoch vektorov p(x1, . . . , xn) =
anxn + · · ·+ a1x + a0 a q(x1, . . . , xm) = bmxm + · · ·+ b1x + b0, kde 0 6 m 6 n 6 k, je

p(x1, . . . , xn) + q(x1, . . . , xm) =

anxn + · · ·+ am+1x
m+1 + (am + bm)xm + · · ·+ (a1 + b1)x + (a0 + b0),
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skalárny násobok vektora p(x1, . . . , xn) skalárom c ∈ F je

c · p(x1, . . . , xn) = (can)xn + · · ·+ (ca1)x + ca0,

nulový vektor je polynóm n(x) = 0 a opačný vektor k vektoru p(x1, . . . , xn) je
−p(x1, . . . , xn) = −anxn − · · · − a1x− a0.

6. RR je vektorový priestor reálnych funkcíı jednej reálnej premennej. Pripomeňme,
že súčet dvoch vektorov f a g je funkcia f +g definovaná ako (f +g)(x) = f(x)+g(x),
skalárny násobok vektora f č́ıslom r ∈ R je funkcia (rf) definovaná ako (rf)(x) =
rf(x), opačný vektor k f je funkcia (−f) definovaná predpisom (−f)(x) = −f(x) a
nulový vektor je konštantná funkcia R→ {0}. Podobne, pre nejaký uzavretý interval
v R, napŕıklad [−π, π], môžeme uvažovat’ o priestore R[−π,π] všetkých spojitých funkcíı
f : [−π, π] → R. Poznamenávame, že pre l’ubovol’nú množinu X môžeme definovat’
vektorový priestor RX = {f : X → R} všetkých funkcíı z X do R. V špeciálnom
pŕıpade X = ∅ dostaneme priestor R. (Porozmýšl’ajte o tom.)

7. Mm,n(F) je vektorový priestor mat́ıc typu m × n nad pol’om F. Sčitovańım
mat́ıc a násobeńım mat́ıc skalárom sme sa zaoberali v kapitole 1. Všimnime si, že
matice typu m× n nad F sa vzhl’adom na sčitovanie a násobenie skalárom správajú
ako mn-tice prvkov pol’a F (obe operácie prebiehajú po súradniciach). Preto je
zrejmé, že platia všetky vlastnosti vektorového priestoru z defińıcie 5.1. Vektorový
priestor Mm,n(F) sa vlastne od priestoru Vmn(F) ĺı̌si len tým ako sa zapisujú vektory.
V prvom pŕıpade sa zapisujú do obd́lžnikovej tabul’ky (takto určite prehl’adneǰsie
“kódujú” sústavy lineárnych rovńıc), v druhom do jedného riadku. Prvky vek-
torových priestorov M1,n(F) a Vn(F) v tomto texte často stotožňujeme.

8. F (F) = F je vektorový priestor tvorený prvkami samotného pol’a F. Sčitovanie
vektorov a násobenie skalárom je dané sčitovańım resp. násobeńım prvkov v samot-
nom poli F, rovnako opačný vektor k prvku c ∈ F je opačný prvok −c k prvku c
v poli F a nulový vektor je nulový prvok 0F pol’a F.

9. T (F) = {0F} je triviálny vektorový priestor, pretože všetko funguje triviálne:
0F+0F = 0F, 0F ·0F = 0F, opačný vektor k 0F je opät’ 0F a 0F je pochopitel’ne i nulový
vektor. ¥

Teraz dokážeme niektoré elementárne vlastnosti vektorových priestorov.

5.4. Lema Vo vektorovom priestore V (F) plat́ı

(1) 0 · α = 0 pre všetky vektory α ∈ V (F);
(2) c · 0 = 0 pre všetky skaláry c ∈ F;
(3) c · α = 0 práve vtedy, ked’ c = 0 alebo α = 0 pre všetky c ∈ F a α ∈ V (F);
(4) (−c) · α = −c · α pre všetky c ∈ F a α ∈ V (F).

Dôkaz Použijeme vlastnosti z defińıcie 5.1. Pre l’ubovol’ný vektor α ∈ V (F) plat́ı
0 ·α = (0+0) ·α = 0 ·α+0 ·α, odkial’ po pripoč́ıtańı opačného vektora k vektoru 0 ·α
k obom stranám predchádzajúcej rovnosti dostaneme 0 = 0 · α, č́ım je (1) dokázané.
Vlastnost’ (2) sa dokazuje podobne a prenechávame ju na čitatel’a.
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Ak c = 0 alebo α = 0, tak podl’a (1) a (2) plat́ı aj c · α = 0. Pre dôkaz obrátenej
implikácie v (3) predpokladajme, že c ·α = 0 a c 6= 0. Potom existuje inverzný prvok
k c v poli F. Ak ńım vynásob́ıme uvažovanú rovnost’, dostaneme c−1 ·c·α = c−1 ·0 = 0
podl’a (2), odkial’ α = 0.

V (4) potrebujeme ukázat’, že vektor (−c) · α je opačný k vektoru c · α. Ale
(−c) · α + c · α = (−c + c) · α = 0 · α = 0 a komutat́ıvnost’ sč́ıtania zaručuje, že aj
c · α + (−c) · α = 0. 2

5.5. Poznámka Riešenie (x1, . . . , xn) ∈ Fn sústavy lineárnych rovńıc s n neznámy-
mi nad pol’om F, ktorá má maticový tvar AX = B (kde A ∈ Mm,n(F), X ∈ Mn,1(F)
a B ∈ Mm,1(F)) budeme podl’a potreby stotožňovat’ s maticou XT ∈ M1,n(F) ako
aj s vektorom z Vn(F).

Podpriestory. Túto čast’ začneme niekol’kými motivujúcimi pŕıkladmi.

5.6. Pŕıklad 1. Nech c, d ∈ R. Uvažujme o vektorovom priestore V2(R) a jeho
podmnožine

U1 = {(x1, x2) ∈ V2(R) | cx1 = dx2}.
Pre l’ubovol’né vektory x = (x1, x2), y = (y1, y2) ∈ U1 plat́ı cx1 = dx2 a cy1 = dy2,
a teda aj c(x1 + y1) = d(x2 + y2), čiže súčet x + y ∈ U1. Podobne, pre každý skalár
r ∈ R máme r · x ∈ U1, pretože crx1 = drx2.

2. Uvažujme o vektorovom priestore Mn(F) štvorcových mat́ıc stupňa n nad pol’om
F a jeho podmnožine

U2 = {A ∈ Mn(F) | A = AT}.
Prenechávame na čitatel’a preverit’, že podmnožina U2 priestoru Mn(F) je uzavretá
vzhl’adom na sčitovanie vektorov a násobenie l’ubovol’ným skalárom.

3. Nech A je matica typu m×n nad pol’om F. Nech U3 je podmnožina vektorového
priestoru Vn(F) tvorená riešeniami (x1, . . . , xn) homogénnej sústavy AX = 0, kde
0 ∈ Mm,1(F) a maticu XT ∈ M1,n(F) stotožňujeme s vektorom (x1, . . . , xn) ∈ Vn(F).

Nech XT , YT ∈ U3, t.j. AX = 0 a AY = 0. Potom podl’a lemy 1.11 A(X + Y) =
0 + 0 = 0, čiže súčet XT + YT = (X + Y)T patŕı do U3. Podl’a tej istej lemy pre
l’ubovol’né c ∈ F plat́ı A(cX) = c(AX) = c0 = 0, t.j. cXT = (cX)T patŕı do U3.
(Použ́ıvali sme pritom rovnosti z (1.2).) Teda aj podmnožina U3 priestoru Vn(F) je
uzavretá vzhl’adom na sčitovanie vektorov a násobenie skalárom z pol’a F. ¥

Podmnožiny U1, U2, U3 daných vektorových priestorov nazývame ich podpriestormi
v zmysle defińıcie 5.7, ktorá nasleduje. Podpriestor z pŕıkladu 5.6 budeme pritom
nazývat’ podpriestorom (alebo priestorom) riešeńı homogénnej sústavy AX = 0. Je
to jeden z najdôležiteǰśıch pŕıkladov podpriestorov. Podrobneǰsie sa k nemu vrátime
v kapitole 7.
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5.7. Defińıcia Neprázdnu podmnožinu U vektorového priestoru V (F) nad pol’om
F nazývame podpriestorom priestoru V (F), ak plat́ı

(1) (∀α, β ∈ U) α + β ∈ U ;
(2) (∀c ∈ F) (∀α ∈ U) c · α ∈ U .

Každý vektorový priestor V (F) má minimálne dva podpriestory: nulový priestor
{0} tvorený iba nulovým vektorom a samotný priestor V (F). Niekedy sa im hovoŕı
aj nevlastné podpriestory. Poznamenávame, že nulový podpriestor {0F} vektorového
priestoru F (F) sme nazvali triviálnym priestorom.

5.8. Lema Neprázdna podmnožina U vektorového priestoru V (F) nad pol’om F je
jeho podpriestorom práve vtedy, ked’

(∀c, d ∈ F) (∀α, β ∈ U) c · α + d · β ∈ U.(5.1)

Dôkaz Z defińıcie 5.7 je zrejmé, že podmienka (5.1) je nutnou podmienkou, aby
množina U bola podpriestorom V (F). Aby sme ukázali, že je postačujúca, uvažujme
o l’ubovol’ných vektoroch α, β ∈ V (F). Ak polož́ıme c = d = 1F, z podmienky (5.1)
dostaneme α + β ∈ V (F) a ak polož́ıme d = 0F, dostaneme z (5.1) c · α ∈ V (F), čiže
V (F) sṕlňa (1) a (2) z defińıcie 5.7. 2

V nasledujúcej časti dáme odpoved’ na prirodzenú otázku, či prienik a zjednotenie
dvoch podpriestorov daného vektorového priestoru sú jeho podpriestormi.

5.9. Veta Prienik dvoch podpriestorov U a U ′ vektorového priestoru V (F) je opät’
podpriestorom V (F).

Dôkaz Využijeme lemu 5.8. Nech α, β ∈ U ∩ U ′ a c, d ∈ F. Pretože U,U ′ sú
podpriestormi vektorového priestoru V (F), podl’a lemy 5.8 plat́ı c · α + d · β ∈ U a
c · α + d · β ∈ U ′, čiže aj c · α + d · β ∈ U ∩ U ′. 2

5.10. Veta Zjednotenie dvoch podpriestorov U,U ′ vektorového priestoru V (F) je
podpriestorom V (F) práve vtedy, ked’ U ⊆ U ′ alebo U ′ ⊆ U .

Dôkaz Triviálne plat́ı, že ak U ⊆ U ′ alebo U ′ ⊆ U , tak U ∪ U ′ je podpriestorom
V (F). Obrátene, nech U ∪ U ′ je podpriestorom V (F). Predpokladajme, že U * U ′ a
U ′ * U . Potom existujú u ∈ U \ U ′ a v ∈ U ′ \ U . Ked’̌ze U ∪ U ′ je podpriestorom,
u + v ∈ U ∪U ′, odkial’ vyplýva, že muśı platit’ u + v ∈ U alebo u + v ∈ U ′. V prvom
pŕıpade sú u a u + v vektory v U , a pretože U je podpriestorom V (F), plat́ı aj
(u + v) + (−u) ∈ U , čiže v ∈ U , čo je v spore s tým, že u ∈ U \ U ′. Druhý pŕıpad je
analogický a jeho dokončenie prenechávame na čitatel’a. 2
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Podpriestory generované množinami vektorov. Vo vete 5.9 sme ukázali, že
prienik dvoch podpriestorov vektorového priestoru V (F) je opät’ podpriestorom prie-
storu V (F). Z dôkazu tejto vety je zremé, že tvrdenie plat́ı nielen pre dva, ale pre
l’ubovol’ný (i nekonečný) počet podpriestorov V (F).

To nám umožňuje nájst’ pre l’ubovol’nú podmnožinu S vektorového priestoru V (F)
najmenš́ı podpriestor priestoru V (F) obsahujúci S. Skutočne, nech

S = {P ⊆ V (F) | S ⊆ P a P je podpriestor V (F)}

je množina všetkých podpriestorov priestoru V (F) obsahujúcich S. Pretože V (F) ∈ S,
je S 6= ∅. Ked’̌ze prienik ∩S množiny S (prienik všetkých podpriestorov P patriacich
do S) je podpriestorom priestoru V (F), je to najmenš́ı podpriestor V (F) obsahujúci S.

Najmenš́ı podpriestor priestoru V (F) obsahujúci jeho danú podmnožinu S nazý-
vame podpriestorom priestoru V (F) generovaným množinou S a označujeme ho [S].
Podpriestory ktoré možno generovat’ nejakou konečnou množinou S nazývame
konečnorozmerné. Podpriestory pre ktoré neexistuje žiadna konečná množina generá-
torov sa nazývajú nekonečno-rozmerné. Neskôr ukážeme, že napŕıklad priestor Vn(R)
všetkých n-t́ıc reálnych č́ısel (čo je nekonečná množina) a priestor Mm,n(F) mat́ıc typu
m × n nad l’ubovol’ným pol’om F sú konečnorozmerné priestory. Naopak, je l’ahko
vidiet’, že priestor P (F) polynómov nad pol’om F je nekonečno-rozmerný. Podobne,
priestor RR reálnych funkcíı jednej reálnej premennej je nekonečno-rozmerný. Pod-
priestor priestoru V (F) generovaný prázdnou množinou je [∅] = {0}.
5.11. Pŕıklad Hl’adajme podpriestor priestoru V3(R) generovaný množinou
S = {(1, 0, 0), (−1, 2, 0)}.

Podl’a lemy 5.8 muśı [S] obsahovat’ s vektormi α = (1, 0, 0), β = (−1, 2, 0) aj
vektory c ·α+d ·β = (c, 0, 0)+(−d, 2d, 0) = (c−d, 2d, 0) pre všetky c, d ∈ R. Pretože
pre l’ubovol’né d ∈ R možno každú hodnotu c− d ∈ R dosiahnut’ vhodným zvoleńım
c, muśı [S] obsahovat’ množinu {(a, b, 0) | a, b ∈ R}. Je l’ahké presvedčit’ sa, že táto
množina je už podpriestorom V3(R), odkial’ vyplýva [S] = {(a, b, 0) | a, b ∈ R}. ¥

5.12. Defińıcia Nech V (F) je vektorový priestor a nech α1, . . . , αn ∈ V (F). Vektor
α nazývame lineárnou kombináciou vektorov α1, . . . , αn, ak plat́ı

α = c1 · α1 + · · ·+ cn · αn

pre nejaké skaláry c1, . . . , cn ∈ F.

Pomocou pojmu lineárnej kombinácie vektorov môžeme charakterizovat’ podpriestor
[S] priestoru V (F) generovaný množinou S, čo je obsahom nasledujúcej vety. Ak
množina S je konečná, S = {β1, . . . , βn}, tak namiesto [{β1, . . . , βn}] ṕı̌seme len
[β1, . . . , βn].
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5.13. Veta Nech V (F) je vektorový priestor a nech S ⊆ V (F). Potom podpriestor
priestoru V (F) generovaný množinou S je množina

[S] = {c1 · α1 + · · ·+ cn · αn | α1, . . . , αn ∈ S, c1, . . . , cn ∈ F, n > 1}(5.2)

všetkých lineárnych kombinácíı konečných systémov α1, . . . , αn vektorov množiny S.
V pŕıpade konečnej množiny S = {β1, . . . , βn} plat́ı

[β1, . . . , βn] = {c1 · β1 + · · ·+ cn · βn | c1, . . . , cn ∈ F}.
Dôkaz V prvom rade nechávame čitatel’a preverit’ na základe lemy 5.8 , že množina
v (5.2) je podpriestorom priestoru V (F). Pre každý vektor α ∈ S obsahuje táto
množina podl’a jej zadania vektor 1F · α (pri vol’be n = 1 a c1 = 1F ), čiže obsahuje
S. Teda množina v (5.2) je podpriestor priestoru V (F) obsahujúci S, a ked’̌ze [S] je
podl’a svojej defińıcie najmenš́ı podpriestor priestoru V (F) obsahujúci S, dostávame

[S] ⊆ {c1 · α1 + · · ·+ cn · αn | α1, . . . , αn ∈ S, c1, . . . , cn ∈ F, n > 1}.
Ostáva ukázat’ obrátenú inklúziu, teda, že

(∀α1, . . . , αn ∈ S) (∀c1, . . . , cn ∈ F) c1 · α1 + · · ·+ cn · αn ∈ [S].(5.3)

Použijeme indukciu vzhl’adom na n. Pre n 6 2 plat́ı (5.3) podl’a lemy 5.8. Predpo-
kladajme, že (5.3) plat́ı pre nejaké č́ıslo n > 2 a ukážeme, že potom plat́ı aj pre č́ıslo
n + 1. Nech α1, . . . , αn, αn+1 ∈ S, c1, . . . , cn, cn+1 ∈ F. Podl’a indukčného predpo-
kladu máme α := c1 · α1 + · · · + cn · αn ∈ [S], a ked’̌ze [S] ako podpriestor obsahuje
s vektormi α a αn+1 podl’a lemy 5.8 aj ich lineárnu kombináciu 1F · α + cn+1 · αn+1,
dostávame požadované tvrdenie c1 · α1 + · · ·+ cn · αn + cn+1 · αn+1 ∈ [S]. 2

5.14. Pŕıklad (1) Nájdeme podpriestor priestoru M2(R) štvorcových mat́ıc stupňa
2 nad pol’om R generovaný množinou

S = {
(

1 0
0 1

)
,

(
0 0
0 1

)
,

(
0 1
1 0

)
}.

Podl’a vety 5.13 je [S] množinou všetkých lineárnych kombinácíı tvaru

a ·
(

1 0
0 1

)
+ b ·

(
0 0
0 1

)
+ c ·

(
0 1
1 0

)
=

(
a c
c b

)

kde a, b, c sú l’ubovol’né reálne č́ısla. Vid́ıme, že [S] je množinou všetkých symet-
rických mat́ıc typu 2× 2 nad R.

(2) Našou úlohou bude nájst’ množinu vektorov, ktoré generujú v priestore M3(R)
štvorcových mat́ıc stupňa 3 nad pol’om R podpriestor AS3 = {A ∈ M3(R) | A =
−AT} všetkých antisymetrických mat́ıc typu 3× 3 nad R.
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Začneme s l’ubovol’ným nenulovým vektorom z AS3. Napŕıklad matica

A1 =




0 −1 0
1 0 0
0 0 0


 generuje podpriestor [A1] = {




0 −a 0
a 0 0
0 0 0


 | a ∈ R},

čo ešte nie je celý priestor AS3. Preto zvoĺıme d’aľśı vektor z AS3 \ [A1], napŕıklad
maticu

A2 =




0 0 1
0 0 0
−1 0 0


 generujúcu s A1 [A1, A2] = {




0 −a b
a 0 0
−b 0 0


 | a, b ∈ R},

čo opät’ nie je celý priestor AS3. Preto zvoĺıme vektor z AS3 \ [A1, A2], napŕıklad
maticu

A3 =




0 0 0
0 0 −1
0 1 0


 generujúcu s A1, A2 {




0 −a b
a 0 −c
−b c 0


 | a, b, c ∈ R},

čo je, ako l’ahko vidiet’, celý priestor AS3. Teda A1, A2, A3 sú generátory AS3. ¥

Podpriestory prislúchajúce maticiam.

5.15. Defińıcia Podpriestorom prislúchajúcim matici A = [aij]m,n typu m×n nad
pol’om F nazývame podpriestor vektorového priestoru Vn(F) generovaný riadkami
matice A chápanými ako vektory z Vn(F). Budeme ho označovat’ V (A).

5.16. Veta Riadkovo ekvivalentným maticiam typu m× n nad pol’om F prislúcha
rovnaký podpriestor vektorového priestoru Vn(F).

Dôkaz Nech A je matica typu m×n nad pol’om F s riadkami α1, . . . , αm chápanými
ako vektory z Vn(F). Podl’a defińıcie 5.15 prislúcha matici A podpriestor V (A) =
[α1, . . . , αm] priestoru Vn(F). Stač́ı ukázat’, že sa priestor V (A) nezmeńı vykonańım
l’ubovol’nej e.r.o. na matici A. Prenechávame to na čitatel’a. 2

5.17. Pŕıklad Uvažujme o vektoroch α = (3, 0, 2, 0, 4,−5), β = (−1, 0, 0,−2,−2, 3),
γ = (1, 0, 2, 2, 0,−1), δ = (2, 0, 0,−2, 4,−4) z V6(R). Našou úlohou bude zistit’, či
vektory σ = (2, 0, 2, 0, 2,−8

3), ε = (0, 2, 0, 2, 0,−8
3) patria do podpriestoru [α, β, γ, δ].

Nech A′ je matica typu 4× 6 z pŕıkladu 2.8, ktorej riadkami sú vektory α, β, γ, δ.
Potom podpriestor [α, β, γ, δ] je akurát podpriestor V (A′) prislúchajúci matici A′.
V danom pŕıklade sme maticu A′ upravili pomocou e.r.o. na ekvivalentnú reduko-
vanú trojuholńıkovú maticu s riadkami α′ = (1, 0, 0, 0, 2,−7

3), β′ = (0, 0, 1, 0,−1, 1),
γ′ = (0, 0, 0, 1, 0,−1

3), δ′ = (0, 0, 0, 0, 0, 0). Podl’a vety 5.16 plat́ı V (A′) = [α′, β′, γ′, δ′].
To nám umožňuje vyjadrit’ podpriestor prislúchajúci matici A′ v tvare V (A′) =
{(a, 0, b, c, 2a − b,−7

3a + b − 1
3c) | a, b, c, d ∈ R}, z ktorého už vieme l’ahko určit’, že

vektor σ = (2, 0, 2, 0, 2,−8
3) ∈ V (A′), zatial’̌co ε = (0, 2, 0, 2, 0,−8

3) /∈ V (A′). ¥
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6. KONEČNOROZMERNÉ PRIESTORY.
LINEÁRNA NEZÁVISLOSŤ, BÁZA, DIMENZIA

Úvodné slovo. V kapitole 5 sme videli, že mnohé vektorové priestory V (F) možno
vhodne prezentovat’ zadańım ich generujúcej množiny. Zobrat’ za generujúcu celú
množinu V (F) sa nezdá nijako užitočné. Naš́ım ciel’om bude nájst’, pokial’ je to možné,
nejakú konečnú a čo možno najmenšiu množinu generátorov študovaného priestoru.
Nie všetky priestory možno generovat’ konečnou množinou vektorov, napŕıklad v kapi-
tole 5 sme spomenuli, že priestor RR reálnych funkcíı jednej reálnej premennej nie
je konečne generovaný, a teda je nekonečno-rozmerný. V tejto kapitole sa budeme
zaoberat’ problematikou nájdenia čo možno najmenš́ıch generujúcich množ́ın konečno-
rozmerných priestorov.

Lineárna závislost’ a nezávislost’ vektorov. Až doposial’ sme násobenie vektora
α skalárom c označovali c · α. Odteraz ho kvôli jednoduchosti (i šetreniu miestom)
budeme označovat’ cα, t.j. symbol · budeme vynechávat’.

6.1. Defińıcia Nech V (F) je vektorový priestor nad pol’om F. Hovoŕıme, že vek-
tory α1, . . . , αn ∈ V (F) sú lineárne závislé (alebo, že množina vektorov {α1, . . . , αn}
je lineárne závislá), ak existujú skaláry c1, . . . , cn z pol’a F z ktorých aspoň jeden je
rôzny od 0F tak, že

c1α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn = 0.(6.1)

Vektory α1, . . . , αn ∈ V (F) nazývame lineárne nezávislé (alebo hovoŕıme, že množina
{α1, . . . , αn} je lineárne nezávislá), ak α1, . . . , αn nie sú lineárne závislé, t.j. ak
z rovnosti

c1α1 + c2α2 + · · ·+ cnαn = 0(6.2)

pre l’ubovol’né skaláry c1, . . . , cn vyplýva, že c1 = c2 = · · · = cn = 0F.

Množina {α} je zrejme lineárne závislá práve vtedy, ked’ α = 0.

6.2. Lema Dva vektory sú lineárne závislé práve vtedy, ked’ jeden je skalárnym
násobkom druhého.

Dôkaz Ak vektory α1, α2 ∈ V (F) sú lineárne závislé, tak podl’a defińıcie 6.1 existujú
skaláry c1, c2 ∈ F z ktorých aspoň jeden je rôzny od 0F tak, že

c1α1 + c2α2 = 0.(6.3)

Predpokladajme, že c1 6= 0F. Potom existuje v F inverzný prvok c−1
1 a ak ńım

vynásob́ıme (6.3), dostaneme α1 + c−1
1 c2α2 = 0, odkial’ máme α1 = −c−1

1 c2α2.
Obrátene, ak α1 = cα2 pre nejaký skalár c ∈ F, tak dostaneme 1Fα1 − cα2 = 0,

čiže α1, α2 sú lineárne závislé. 2

Dôkaz nasledujúcej lemy prenechávame ako l’ahké cvičenie na čitatel’a.
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6.3. Lema (1) Ak nejaké vektory α1, . . . , αm ∈ V (F) sú lineárne závislé, tak aj
vektory α1, . . . , αm, β1, . . . , βn ∈ V (F) sú lineárne závislé pre l’ubovol’né vektory
β1, . . . , βn ∈ V (F).

(2) Ak vektory α1, . . . , αm, . . . , αn ∈ V (F) sú lineárne nezávislé, tak pre l’ubovol’né
1 6 m 6 n vektory α1, . . . , αm sú tiež lineárne nezávislé.

6.4. Pŕıklad Ktoré z podmnož́ın nasledujúcej množiny S sú lineárne závislé?

S = {(0, 1, 2, 1), (0, 1,−2, 1), (0,−1, 0,−1), (0, 2, 0, 2)} ⊆ V4(R)

V prvom rade vid́ıme, že vektory (0,−1, 0,−1), (0, 2, 0, 2) sú podl’a lemy 6.2 lineárne
závislé. Z toho dôvodu (využijúc (1) z lemy 6.3) sú lineárne závislé aj dve trojice
vektorov obsahujúce vektory (0,−1, 0,−1), (0, 2, 0, 2) a tiež celá štvorica vektorov.
(V každom z týchto pŕıpadov nájdite pŕıslušné vyjadrenie v tvare (6.1).) Žiadne iné
dva vektory nie sú podl’a lemy 6.2 lineárne závislé. Vid́ıme, že

(0, 1, 2, 1) + (0, 1,−2, 1)− (0, 2, 0, 2) = (0, 0, 0, 0).

Teda zvyšné dve trojice (0, 1, 2, 1), (0, 1,−2, 1), (0,−1, 0,−1) a (0, 1, 2, 1), (0, 1,−2, 1),
(0, 2, 0, 2) tvoria tiež lineárne závislé podmnožiny S. ¥

Nech V (F) je vektorový priestor. Nasledujúca veta uvádza kritérium lineárnej
závislosti vektorov α1, . . . , αm ∈ V (F).

6.5. Veta Nech α1, . . . , αm ∈ V (F). Nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné:

(1) Vektory α1, . . . , αm sú lineárne závislé.
(2) Rovnica

x1α1 + · · ·+ xmαm = 0
má riešenie v poli F, pričom xi 6= 0F pre nejaké 1 6 i 6 m.

(3) Pre nejaké 1 6 i 6 m,

[α1, . . . , αm] = [α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αm].

(4) Pre nejaké 1 6 i 6 m,

αi ∈ [α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αm].

(5) Vektor αi je lineárnou kombináciou vektorov α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αm pre
nejaké 1 6 i 6 m.

Naviac, v podmienkach (2)–(5) možno zvolit’ rovnaký index 1 6 i 6 m.

Dôkaz Nech S := {α1, . . . , αm}. To, že v podmienkach (2)–(5) možno zvolit’ rovnaký
index 1 6 i 6 m uvid́ıme priamo z dôkazu.

Implikácia (1) =⇒ (2) vyplýva priamo z defińıcie 6.1.
(2) =⇒ (3). Ak (c1, . . . , cm) je riešenie rovnice x1α1 + · · · + xmαm = 0 v poli F,

pričom ci 6= 0F pre nejaké 1 6 i 6 m, tak existuje c−1
i ∈ F a dostávame vyjadrenie

αi = −c−1
i (c1α1 + · · ·+ ci−1αi−1 + ci+1αi+1 + · · ·+ cmαm),
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odkial’ máme αi ∈ [S \ {αi}], čiže

[S] = [(S \ {αi}) ∪ {αi}] = [S \ {αi}].
Implikácia (3) =⇒ (4) je triviálna.
Implikácia (4) =⇒ (5) vyplýva priamo z vety 5.13.
(5) =⇒ (1). Ak plat́ı (5), tak plat́ı

αi = c1α1 + · · ·+ ci−1αi−1 + ci+1αi+1 + · · ·+ cmαm

pre nejaké c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cm ∈ F, odkial’

c1α1 + · · ·+ ci−1αi−1 − 1F αi + ci+1αi+1 + · · ·+ cmαm = 0,

čiže vektory α1, . . . , αm sú lineárne závislé. 2

6.6. Dôsledok Predpokladajme, že vektorový priestor V (F) z predchádzajúcej
vety je priestorom Vn(F) všetkých n-t́ıc prvkov pol’a F. Nech α1, . . . , αm ∈ V (F).
Nech A = [aij]m,n je matica typu m× n s riadkami α1, . . . , αm.

Potom tvrdenia (1) – (5) vety 6.5 sú naviac ekvivalentné s nasledovnými tvrdenia-
mi:

(6) Maticu A možno pomocou konečného počtu elementárnych riadkových operácíı
upravit’ na maticu s nulovým riadkom.

(7) Podpriestor priestoru Vn(F) prislúchajúci matici A je

V (A) = [α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αm]

pre nejaké 1 6 i 6 m.

Dôkaz Najprv ukážeme, že (2) ⇐⇒ (6). Predpokladajme, že plat́ı (2), teda rovnica
x1α1 + · · · + xmαm = 0 má riešenie (c1, . . . , cn) v F, pričom ci 6= 0F pre nejaké
1 6 i 6 m. Vynásobme v matici A i-ty riadok nenulovým skalárom ci (je to e.r.o.
typu (2)), a potom pripoč́ıtajme postupne pre j = 1, . . . , i−1, i+1, . . . , m, cj-násobok
j-teho riadku k i-temu riadku (čo je e.r.o. typu (3)). Tým sa i-ty riadok matice A
chápaný ako vektor z Vn(F) zmeńı z αi na vektor

c1α1 + · · ·+ ci−1αi−1 + ciαi + ci+1αi+1 + · · ·+ cmαm = 0.(6.4)

Teda plat́ı (6). Obrátene, nech plat́ı (6) a nech použit́ım konečného počtu e.r.o.
možno v i-tom riadku matice A zmenit’ pôvodný vektor αi na nulový vektor. Pred-
pokladajme bez ujmy na všeobecnosti, že sa to dosiahlo vynásobeńım i-teho riadku
nenulovým skalárom ci (pŕıpad ci = 1F vyjadruje, že i-ty riadok sme v skutočnosti
nenásobili) a postupným pripoč́ıtańım cj-násobku j-teho riadku k i-temu riadku pre
j = 1, . . . , i− 1, i + 1, . . . , m. Potom plat́ı (6.4), čiže plat́ı podmienka (2) z vety 6.5.

Pretože podpriestor prislúchajúci matici A je V (A) = [α1, . . . , αm], ihned’ vidiet’,
že podmienka (7) je ekvivalentná s podmienkou (3) z vety 6.5. 2
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Predchádzajúce tvrdenia nám dávajú návod ako postupovat’ pri zist’ovańı, či nejaké
vektory α1, . . . , αm ∈ Vn(F) sú lineárne závislé. Ako kritérium ich lineárnej závislosti
sa pri testovańı v praxi jav́ı najvýhodneǰśım použit’ podmienku (6) z dôsledku 6.6.
Budeme sa teda snažit’ maticu A typu m×n s riadkami α1, . . . , αm upravit’ pomocou
elementárnych riadkových operácíı na maticu s nulovým riadkom. V momente, ked’ sa
nám to podaŕı môžeme skončit’ a prehlásit’, že vektory α1, . . . , αm sú lineárne závislé.
Najneskôr po konečnej úprave matice A na redukovanú trojuholńıkovú maticu (čo
je vždy možné podl’a vety 2.9) to muśıme byt’ schopńı zistit’; vektory α1, . . . , αm sú
lineárne závislé práve vtedy, ked’ redukovaná trojuholńıková matica má (aspoň jeden)
nulový riadok.

6.7. Pŕıklad Zoberme opät’ vektory α = (3, 0, 2, 0, 4,−5), β = (−1, 0, 0,−2,−2, 3),
γ = (1, 0, 2, 2, 0,−1), δ = (2, 0, 0,−2, 4,−4) z V6(R) tak ako v pŕıklade 5.17. Ak máme
len zistit’, či tieto vektory sú lineárne závislé, budeme sa snažit’ maticu A′ typu
4 × 6 s riadkami α, β, γ, δ upravit’ pomocou e.r.o. na maticu s nulovým riadkom.
V pŕıklade 2.8 sme to dosiahli po tret’om kroku, ale už po druhom kroku sme videli,
že maticu A′ možno pomocou e.r.o. upravit’ na maticu s nulovým riadkom. Teda
už po druhom kroku môžeme skončit’ a prehlásit’, že vektory α, β, γ, δ sú lineárne
závislé. ¥

Teraz uvedieme jednu z najznámeǰśıch viet lineárnej algebry – Steinitzovu vetu.

6.8. Veta (Steinitzova veta) Nech vektory α1, . . . , αn generujú vektorový priestor
V (F) a nech vektory β1, . . . , βk ∈ V (F) sú lineárne nezávislé. Potom k 6 n a existuje
n− k vektorov αi, ktoré spolu s vektormi β1, . . . , βk generujú priestor V (F).

Dôkaz Nech A := {α1, . . . , αn} a B := {β1, . . . , βk}. Pre p = 1, . . . , k dokážeme
existenciu n-prvkovej množiny Ap vektorov z V (F) s nasledujúcimi vlastnost’ami:

(i) Ap obsahuje p vektorov β1, . . . , βp lineárne nezávislej množiny B;
(ii) Ap obsahuje n− p vektorov αi z generujúcej množiny A;
(iii) Ap generuje priestor V (F).

Zároveň pritom ukážeme nerovnost’ p 6 n.
Nech p = 1. Nerovnost’ p 6 n je zrejmá. Našou úlohou je zostrojit’ z generujúcej

množiny A = {α1, . . . , αn} množinu A1 obsahujúcu vektor β1, ktorá bude opät’ ge-
nerovat’ priestor V (F). Ak β1 ∈ A, tak nemáme čo robit’, pretože stač́ı definovat’
A1 := A. Ak β1 /∈ A, tak využijeme, že β1 = c1α1 + · · · + cnαn pre nejaké skaláry
c1, . . . , cn ∈ F, pretože V (F) = [α1, . . . , αn]. Aspoň jeden zo skalárov c1, . . . , cn muśı
byt’ nenulový; v opačnom pŕıpade by bolo β1 = 0, čo je v spore s tým, že β1, . . . , βk

sú lineárne nezávislé (využijúc (2) z lemy 6.3). Bez ujmy na všeobecnosti predpokla-
dajme, že skalár cn 6= 0F. Potom

αn = c−1
n (β1 − c1α1 − · · · − cn−1αn−1),
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odkial’ podl’a vety 6.5 dostaneme

V (F) = [β1, α1, . . . , αn] = [β1, α1, . . . , αn−1].

Teda hl’adaná množina A1 je A1 = {β1, α1, . . . , αn−1}. Ak k = 1, tak dôkaz vety je
skončený. (Premyslite si to.)

Predpokladajme, že k > 1 a nech 1 6 p < k. Ďalej predpokladajme, že máme
zostrojenú n-prvkovú množinu Ap vektorov z V (F) generujúcu priestor V (F) a ob-
sahujúcu p vektorov β1, . . . , βp lineárne nezávislej množiny B a n − p vektorov (pre
jednoduchost’ označovania nech sú to α1, . . . , αn−p) pôvodnej generujúcej množiny
A. Ukážeme, že p + 1 6 n a zostroj́ıme n-prvkovú množinu Ap+1 vektorov z V (F)
generujúcu priestor V (F) a obsahujúcu p + 1 vektorov β1, . . . , βp, βp+1 lineárne nezá-
vislej množiny B a n− p− 1 vektorov αi pôvodnej generujúcej množiny A.

Pretože V (F) = [β1, . . . , βp, α1, . . . , αn−p] podl’a nášho indukčného predpokladu,
môžeme vektor βp+1 vyjadrit’ ako

βp+1 = b1β1 + · · ·+ bpβp + a1α1 + · · ·+ an−pαn−p

pre nejaké skaláry b1, . . . , bp, a1, . . . , an−p ∈ F. Tvrd́ıme, že n − p > 1 a aspoň jeden
zo skalárov a1, . . . , an−p muśı byt’ nenulový; skutočne, v opačnom pŕıpade by bolo
βp+1 = b1β1 + · · ·+ bpβp, čo je v spore s tým, že β1, . . . , βp+1 sú lineárne nezávislé (tu
opät’ využ́ıvame (2) z lemy 6.3). Bez ujmy na všeobecnosti teda predpokladajme, že
skalár an−p 6= 0F. Potom

αn−p = a−1
n−p(βp+1 − b1β1 − · · · − bpβp − a1α1 − · · · − an−p−1αn−p−1),

odkial’ vyplýva opät’ podl’a vety 6.5

V (F) =[β1, . . . , βp, βp+1, α1, . . . , αn−p]

=[β1, . . . , βp, βp+1, α1, . . . , αn−p−1].

Vid́ıme, že hl’adaná množina Ap+1 je Ap+1 = {β1, . . . , βp, βp+1, α1, . . . , αn−p−1}. Zá-
roveň sme ukázali, že n− p > 1, čiže p + 1 6 n.

Ukázali sme teda, že uvedeným indukt́ıvnym spôsobom je možné zostrojit’ množinu

Ak = {β1, . . . , βk, α1, . . . , αn−k},
obsahujúcu n − k vektorov αi, ktoré spolu s vektormi β1, . . . , βk generujú priestor
V (F). Zároveň sme pritom dokázali nerovnost’ k 6 n. 2

Báza a dimenzia konečnorozmerných vektorových priestorov.

6.9. Defińıcia Systém vektorov α1, . . . , αn konečnorozmerného vektorového
priestoru V (F) nazývame jeho bázou, ak platia nasledujúce podmienky:

(1) V (F) = [α1, . . . , αn];
(2) vektory α1, . . . , αn sú lineárne nezávislé.
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Ak V (F) = {0}, tak priestor V (F) nemá bázu (nulový vektor tvoŕı lineárne závislý
systém). Ak V (F) je konečnorozmerný a V (F) 6= {0}, tak V (F) muśı mat’ bázu podl’a
nasledujúcej vety. Jej dôkaz urob́ıme (podobne ako predchádzajúci dôkaz Steinitzovej
vety) konštrukt́ıvne a to oṕısańım algoritmu (konečnej procedúry) na zostrojenie bázy
priestoru V (F).

6.10. Veta Každý konečnorozmerný vektorový priestor V (F) 6= {0} má bázu.

Dôkaz Nech V (F) je konečnorozmerný vektorový priestor a nech α1, . . . , αn sú
generátory V (F). Ak α1, . . . , αn sú lineárne nezávislé, tak už tvoria bázu V (F). Nech
α1, . . . , αn sú lineárne závislé. Podl’a vety 6.5 pre nejaké 1 6 i 6 m plat́ı

[α1, . . . , αn] = [α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn].

V prvom kroku teda vynecháme zo systému α1, . . . , αn vektor αi. Ak zostávajúce
vektory {α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn} sú lineárne nezávislé, tak už tvoria bázu V (F) a
skonč́ıme. V opačnom pŕıpade môžeme v druhom kroku vynechat’ d’aľśı z vektorov
α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn. V tejto procedúre, pri ktorej zakaždým vynechávame vek-
tor ktorý je lineárnou kombináciou ostatných vektorov, možno pokračovat’ až kým ne-
dostaneme bázu V (F). V prvom rade je jasné, že uvedená procedúra sa muśı zastavit’
po konečnom počte krokov (teda je algoritmom), pretože máme len konečný počet
generátorov V (F). Ďalej, pŕıpadné nulové vektory spomedzi generátorov budú všetky
vynechané, pretože nulový vektor je vždy lineárnou kombináciou ostatných vektorov.
Napokon, všetky vektory α1, . . . , αn nemohli byt’ nulové, pretože V (F) 6= {0}. 2

6.11. Pŕıklad Nájdime všetky bázy priestoru

T = [(0, 1, 2, 1), (0, 1,−2, 1), (0,−1, 0,−1), (0, 2, 0, 2)] ⊆ V4(R).

V pŕıklade 6.4 sme skúmali, ktoré z daných vektorov tvoria lineárne závislé systémy.
Zistili sme, že vektor (0, 2, 0, 2) je lineárnou kombináciou ostatných vektorov.
V prvom kroku ho preto vynecháme z daného systému a na základe vety 6.5 máme
T = [(0, 1, 2, 1), (0, 1,−2, 1), (0,−1, 0,−1)]. Pretože d’alej (0, 1, 2, 1) + (0, 1,−2, 1) =
(−2) · (0,−1, 0,−1), v druhom kroku vynecháme vektor (0,−1, 0,−1) a dostaneme
T = [(0, 1, 2, 1), (0, 1,−2, 1)]. Vektory (0, 1, 2, 1), (0, 1,−2, 1) sú lineárne nezávislé
(jeden nie je násobkom druhého), preto už tvoria bázu T .

Podobne možno ukázat’, že dvojice vektorov (0, 1, 2, 1), (0,−1, 0,−1) a (0, 1,−2, 1),
(0,−1, 0,−1) a (0, 1, 2, 1), (0, 2, 0, 2) a (0, 1,−2, 1), (0, 2, 0, 2) tvoria lineárne nezávislé
systémy generujúce T , čiže bázy T . Pretože ktorákol’vek trojica vektorov tvoŕı
lineárne závislý systém a na druhej strane, jediný vektor nestač́ı na generovanie T ,
iné bázy T nemá. ¥

V pŕıklade 6.11 sme ukázali, že všetky bázy daného konečnorozmerného priestoru
mali rovnaký počet prvkov. Nasledujúca veta, ktorá je dôsledkom Steinitzovej vety,
hovoŕı, že to nebola náhoda.
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6.12. Veta Všetky bázy konečnorozmerného vektorového priestoru majú rovnaký
počet prvkov.

Dôkaz Predpokladajme, že vektorový priestor V (F) má bázy α1, . . . , αn a β1, . . . , βm.
Potom vektory α1, . . . , αn generujú V (F) a vektory β1, . . . , βm sú lineárne nezávislé,
preto podl’a Steinitzovej vety 6.8 plat́ı m 6 n. Ale pretože aj vektory β1, . . . , βm

generujú V (F) a vektory α1, . . . , αn sú lineárne nezávislé, podl’a Steinitzovej vety 6.8
plat́ı aj n 6 m. Teda n = m a dôkaz je skončený. 2

6.13. Defińıcia Počet prvkov bázy konečnorozmerného vektorového priestoru V (F)
nazývame dimenziou priestoru V (F) a označujeme dim V (F).

Poznamenávame, že dimenziu nulového vektorového priestoru V (F) = {0}, ktorý
nemá bázu, označujeme zvyčajne dim{0} = 0 a dimenziu nekonečnorozmerného vek-
torového priestoru V (F) označujeme dim V (F) = ∞.

Klasickou bázou vektorového priestoru Vn(F) je systém jednotkových vektorov

ε1 = (1, 0, . . . , 0), ε2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , εn = (0, . . . , 0, 1).

(Poznamenávame, že pod 0 resp. 1 máme vždy na mysli nulu resp. jednotku pol’a
F.) Tieto vektory generujú priestor Vn(F), pretože každý vektor (a1, . . . , an) ∈ Vn(F)
sa dá vyjadrit’ ako ich lineárna kombinácia

(a1, . . . , an) = a1(1, 0, . . . , 0) + · · ·+ an(0, . . . , 0, 1) = a1ε1 + · · ·+ anεn.

Je l’ahké ukázat’, že vektory ε1, . . . , εn sú lineárne nezávislé. Teda dim Vn(F) = n a
bázu ε1, . . . , εn nazývame jednotkovou bázou priestoru Vn(F).

6.14. Pŕıklad Našou úlohou bude zistit’ dimenziu priestoru riešeńı nasledujúcej
homogénnej sústavy štyroch lineárnych rovńıc so štyrmi neznámymi s parametrami
a, b, c nad pol’om Z5:

x1 + x3 + 4x4 = 0

3x1 + x2 + 2x3 + 4x4 = 0

x1 + 2x2 + 4x3 + ax4 = 0

2x1 + bx2 + 4x3 + cx4 = 0.

Matica tejto sústavy je matica A′ z pŕıkladu 2.12, kde sme ju už upravili na reduko-
vanú trojuholńıkovú maticu:

A′ =




1 0 1 4
3 1 2 4
1 2 4 a
2 b 4 c


 ∼




1 0 1 4
0 1 4 2
0 0 b + 2 c + 3b + 2
0 0 0 a + 2


 .
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Teda daná sústava je ekvivalentná so sústavou

x1 + x3 + 4x4 = 0

x2 + 4x3 + 2x4 = 0

(b + 2)x3 + (c + 3b + 2)x4 = 0

(a + 2)x4 = 0.

Ďalej budeme pracovat’ už len s touto sústavou, pretože má vo V4(Z5) ten istý pod-
priestor riešeńı, označme ho S, ako pôvodná sústava. Aby sme určili tento podpriestor
a zistili akú má dimenziu, muśıme rozĺı̌sit’ niekol’ko pŕıpadov.

1. Nech a 6= 3. Z poslednej rovnice sústavy vid́ıme, že x4 = 0.
(i) Ak b 6= 3, tak z tretej rovnice sústavy dostaneme x3 = 0, a a potom z prvých

dvoch rovńıc vyplýva, že aj x1 = x2 = 0. V tomto pŕıpade teda S = {(0, 0, 0, 0)} je
nulový podpriestor V4(Z5) a má teda dimenziu 0.

(ii) Ak b = 3, tak môžeme zvolit’ l’ubovol’né x3 ∈ Z5 a z prvých dvoch rovńıc
vypoč́ıtame x1 = 4x3, x2 = x3. Teda priestor riešeńı je v tomto pŕıpade
S = [(4, 1, 1, 0)] a má dimenziu 1.

2. Nech a = 3 a b = 3. Riešeńım poslednej rovnice sústavy je l’ubovol’né x4 ∈ Z5 a
tretia rovnica sústavy prejde do tvaru (c + 1)x4 = 0, kde rozĺı̌sime opät’ dva pŕıpady.

(i) Nech c 6= 4. Potom x4 = 0 a dostávame rovnaký pŕıpad ako v 1(ii).
(ii) Ak c = 4, tak môžeme zvolit’ l’ubovol’né x3, x4 ∈ Z5 a z prvých dvoch rovńıc

vypoč́ıtame x1 = 4x3 + x4, x2 = x3 + 3x4. Potom S = [(4, 1, 1, 0), (1, 3, 0, 1)] a
dim S = 2.

3. Nech a = 3 a b 6= 3. Tretia rovnica prejde do tvaru (b+2)x3 +(c+3b+2)x4 = 0.
Môžeme zvolit’ l’ubovol’né x4 ∈ Z5 a z tretej rovnice vypoč́ıtame x3 = 4c+2b+3

b+2 x4.
Z prvých dvoch rovńıc potom máme x1 = 4x3+x4 = c+4b+4

b+2 x4, x2 = x3+3x4 = 4c+4
b+2 x4.

Teda priestor riešeńı je S = [( c+4b+4
b+2 , 4c+4

b+2 , 4c+2b+3
b+2 , 1)] a má dimenziu 1. ¥

6.15. Lema Nech vektorový priestor V (F) má dimenziu n. Ak vektory α1, . . . , αn

generujú V (F), tak tvoria bázu priestoru V (F).

Dôkaz Nech vektory α1, . . . , αn generujú V (F). Stač́ı ukázat’, že α1, . . . , αn sú
lineárne nezávislé. Keby ale α1, . . . , αn boli lineárne závislé, tak by podl’a implikácie
(1) =⇒ (3) z vety 6.5 existovalo 1 6 i 6 n také, že V (F) = [α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn]
a postupom ako v dôkaze vety 6.10 by bolo možné nájst’ bázu s menej ako n vektormi.
To je v spore s tým, že dimenzia V (F) je n. 2

6.16. Dôsledok Nech V (F) je konečnorozmerný vektorový priestor dimenzie n a
nech vektory β1, . . . , βk sú lineárne nezávislé. Potom vektory β1, . . . , βk možno do-
plnit’ na bázu priestoru V (F). Ak k = n, tak vektory β1, . . . , βn už tvoria bázu
priestoru V (F).
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Dôkaz Nech α1, . . . , αn je nejaká báza priestoru V (F). Ked’̌ze vektory β1, . . . , βk

sú lineárne nezávislé a vektory α1, . . . , αn generujú V (F), podl’a Steinitzovej vety 6.8
k 6 n a existuje n−k vektorov αi, ktoré spolu s vektormi β1, . . . , βk generujú priestor
V (F). Podl’a lemy 6.15 tým dostaneme bázu priestoru V (F). 2

Nasledujúci pŕıklad je ilustráciou predchádzajúcich dvoch tvrdeńı.

6.17. Pŕıklad Je l’ahké vidiet’, že bázou priestoru Pn(R) všetkých polynómov
stupňa nanajvýš n nad pol’om R sú vektory 1, x, x2, . . . , xn. Teda dim Pn(R) = n+1.
Teraz ukážeme ako možno zistit’, či priestor P3(R) má okrem bázy 1, x, x2, x3 aj ne-
jakú bázu obsahujúcu napŕıklad vektory x2 − 1,−2x + 3. Pridajme k týmto dvom
vektorom bázové vektory 1, x, x2, x3. Dostaneme

P3(R) = [x2 − 1,−2x + 3, 1, x, x2, x3] = [x2 − 1,−2x + 3, 1, x, x3],

lebo x2 = (x2 − 1) + 1, t.j. vektor x2 je lineárnou kombináciou ostatných vektorov.
Ďalej, pretože vektor x je lineárnou kombináciou x = −1

2 · (−2x + 3) + 3
2 · 1 vektorov

−2x + 3 a 1, dostaneme

P3(R) = [x2 − 1,−2x + 3, 1, x3].

Čiže vektory x2−1,−2x+3, 1, x3 generujú priestor P3(R) dimenzie 4 a podl’a lemy 6.15
teda tvoria jeho hl’adanú bázu.

Iná možnost’ by bola doplnit’ vektory x2 − 1,−2x + 3 iba vektormi 1 a x3, ukázat’,
že tieto štyri vektory sú lineárne nezávislé a použit’ dôsledok 6.16. ¥

6.18. Veta Nech V (F) je vektorový priestor dimenzie n. Vektory α1, . . . , αn ∈ V (F)
tvoria bázu priestoru V (F) práve vtedy, ked’ každý vektor β ∈ V (F) možno jediným
spôsobom vyjadrit’ v tvare lineárnej kombinácie

β = c1α1 + · · ·+ cnαn(6.5)

pre nejaké skaláry c1, . . . , cn ∈ F.

Dôkaz Predpokladajme, že vektory α1, . . . , αn tvoria bázu priestoru V (F). Priamo
z defińıcie bázy a vety 6.5 potom vyplýva, že každý vektor β ∈ V (F) možno vyjadrit’
v tvare lineárnej kombinácie (6.5). Aby sme ukázali jednoznačnost’ takého vyjadrenia,
predpokladajme, že β má dve vyjadrenia v tvare (6.5) pre skaláry c1, . . . , cn resp.
d1, . . . , dn z F. Potom jednoduchou úpravou dostaneme

0 = (c1 − d1)α1 + (c2 − d2)α2 + · · ·+ (cn − dn)αn,

a pretože vektory α1, . . . , αn sú lineárne nezávislé, dostávame ci = di pre všetky i,
čiže obe vyjadrenia sú totožné.

Obrátená implikácia bezprostredne vyplýva z lemy 6.15. 2

Usporiadanú n-ticu skalárov (c1, . . . , cn) vo vyjadreńı (6.5) nazývame súradnicami
vektora β vzhl’adom na bázu α1, . . . , αn.
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7. PRIESTORY PRISLÚCHAJÚCE MATICIAM A PRIESTORY
RIEŠENÍ HOMOGÉNNYCH SÚSTAV

Úvodné slovo. Podpriestory prislúchajúce maticiam sme definovali v kapitole 5.
V tejto kapitole definujeme hodnost’ matice ako dimenziu podpriestoru prislúcha-
júceho matici a prezentujeme niekol’ko užitočných tvrdeńı týkajúcich sa hodnost́ı
mat́ıc. Potom dokážeme, že redukovaný trojuholńıkový tvar matice ktorým sme sa
zaoberali v kapitole 2 je jednoznačný. Napokon sa vrátime k homogénnym a ne-
homogénnym sústavám lineárnych rovńıc. Ukážeme ako možno vyjadrit’ priestor
riešeńı homogénnej sústavy lineárnych rovńıc s n neznámymi nad pol’om F ako pod-
priestor priestoru Vn(F). Ukážeme, že aj obrátene, každý podpriestor priestoru Vn(F)
je priestorom riešeńı nejakej homogénnej sústavy lineárnych rovńıc s n neznámymi
nad F. Napokon prezentujeme Frobeniovu vetu ako kritérium riešitel’nosti neho-
mogénnej sústavy lineárnych rovńıc a ukážeme ako možno vyjadrit’ množinu riešeńı
nehomogénnej sústavy.

Hodnost’ matice. Vieme podl’a vety 5.16, že riadkovo ekvivalentným maticiam
prislúcha rovnaký podpriestor. Nasledujúca veta hovoŕı, čo bude jeho bázou.

7.1. Veta Nech matica A typu m×n nad pol’om F má redukovaný trojuholńıkový
tvar B. Potom nenulové riadky matice B chápané ako vektory z Vn(F) tvoria bázu
vektorového podpriestoru prislúchajúceho matici A.

Dôkaz Nech β1 = (b11, . . . , b1n), . . . , βk = (bk1, . . . , bkn) sú nenulové riadky matice
B chápané ako vektory z Vn(F), pričom k 6 m. Nech C je matica typu k × n
s riadkami β1, . . . , βk. Z dôsledku 6.6 vyplýva, že vektory β1, . . . , βk sú lineárne
závislé práve vtedy, ked’ maticu C možno pomocou konečného počtu elementárnych
riadkových operácíı upravit’ na maticu s nulovým riadkom, teda ked’ možno pomocou
e.r.o. prevádzaných na matici B zvýšit’ aspoň o jeden počet nulových riadkov matice
B. Pretože ale matica B je redukovaná trojuholńıková matica, toto samozrejme nie
je možné, a teda vektory β1, . . . , βk sú lineárne nezávislé.

Pdpriestor priestoru Vn(F) prislúchajúci matici A je na základe vety 5.16 rovnaký
ako podpriestor prislúchajúci matici B, a teda je generovaný vektormi β1, . . . , βk.
Pretože tieto sú lineárne nezávislé, tvoria jeho bázu. 2

Pretože dimenzia vektorového priestoru prislúchajúceho matici je invariantom ma-
tice, je vhodné dat’ tomuto invariantu pomenovanie.

7.2. Defińıcia Hodnost’ou matice A typu m × n nad pol’om F nazývame dimen-
ziu podpriestoru V (A) priestoru Vn(F) prislúchajúceho matici A. Označujeme ju
symbolom h(A).

Bezprostredným dôsledkom vety 5.16 je nasledujúce tvrdenie.

7.3. Dôsledok Riadkovo ekvivalentné matice majú rovnakú hodnost’.
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Podobne, dôsledkom vety 7.1 je nasledujúce tvrdenie.

7.4. Dôsledok Hodnost’ redukovanej trojuholńıkovej matice sa rovná počtu jej
nenulových riadkov.

Môžeme tiež uviest’ d’aľsie kritérium invertovatel’nosti štvorcovej matice stupňa n
(pozri spätne vetu 3.6).

7.5. Veta Nech štvorcová matica A stupňa n nad pol’om F má st́lpce (chápané
ako vektory z Vn(F)) α1, . . . , αn. Nasledujúce tvrdenia sú ekvivalentné:

(1) matica A je invertovatel’ná;
(2) st́lpce α1, . . . , αn matice A (riadky matice AT ) tvoria bázu Vn(F);
(3) h(AT ) = n.

Dôkaz (1) =⇒ (2). Nech A je invertovatel’ná. Podl’a vety 3.6 má sústava AX = 0
iba triviálne riešenie. Všimnime si, že sústavu AX = 0 možno preṕısat’ v tvare
jedinej rovnice

x1α1 + · · ·+ xnαn = 0.(7.1)

Pretože jej riešeńım je iba n-tica (x1, . . . , xn) = (0, . . . , 0), podl’a vety 6.5, (1) ⇐⇒ (2),
sú vektory α1, . . . , αn lineárne nezávislé. Podl’a dôsledku 6.16 vektory α1, . . . , αn

tvoria bázu Vn(F).
Pretože h(AT ) = dim V (AT ) = dim[α1, . . . , αn], dostávame ihned’ (2) =⇒ (3).
(3) =⇒ (1). Ak h(AT ) = dim V (AT ) = n, tak riadky α1, . . . , αn matice AT musia

byt’ lineárne nezávislé; v opačnom pŕıpade by podl’a dôsledku 6.6

dim V (AT ) = dim[α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn] 6 n− 1

pre nejaké 1 6 i 6 n, spor. Teda rovnica (7.1) má iba triviálne riešenie (x1, . . . , xn) =
(0, . . . , 0), čiže aj sústava AX = 0 má iba triviálne riešenie. Podl’a vety 3.6 je teda
matica A je invertovatel’ná. 2

V súvislosti s tvrdeńım (3) v predchádzajúcej vete poznamenávame, že neskôr
vo vete 7.11 ukážeme, že h(AT ) = h(A).

Jednoznačnost’ redukovanej trojuholńıkovej matice. Vo vete 2.9 sme ukázali,
že každá matica je riadkovo ekvivalentná s nejakou redukovanou trojuholńıkovou
maticou. Teraz už máme vybudovaný aparát na to, aby sme ukázali, že každá matica
je riadkovo ekvivalentná s práve jednou redukovanou trojuholńıkovou maticou (teda,
že redukovaný trojuholńıkový tvar matice je vzhl’adom na riadkovú ekvivalentnost’
jej kanonický tvar).

Dôkaz nasledujúcej vety je pomerne náročný (doporučujeme čitatel’ovi, aby strávil
nad ńım určitý čas s ceruzkou a papierom).
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7.6. Veta Nech A a B sú redukované trojuholńıkové matice typu m×n nad pol’om
F, ktorým prislúcha ten istý vektorový podpriestor priestoru Vn(F). Potom A = B.

Dôkaz Predpokladajme, že vektorový podpriestor P priestoru Vn(F) prislúchajúci
maticiam A, B má dimenziu k. Pretože podl’a vety 7.1 nenulové riadky mat́ıc A, B
chápané ako vektory z Vn(F) tvoria bázy vektorového podpriestoru P , muśı mat’
matica A i matica B práve k nenulových riadkov. Nech tieto riadky v A sú vektory
α1, . . . , αk a nech v B sú to β1, . . . , βk. Ukážeme, že α1 = β1, . . . , αk = βk.

Nech vedúce prvky (jednotky) riadkov α1, . . . , αk sú v st́lpcoch s1 < s2 < · · · < sk

a nech vedúce prvky riadkov β1, . . . , βk sú v st́lpcoch t1 < t2 < · · · < tk. V prvej
časti dôkazu ukážeme, že s1 = t1, . . . , sk = tk, t.j., že nenulové riadky matice A majú
vedúce prvky v tých istých st́lpcoch ako nenulové riadky matice B.

Nech i ∈ {1, . . . , k} je l’ubovol’ný index. Pretože αi ∈ P a P má bázu β1, . . . , βk,
možno podl’a vety 6.18 vektor αi jediným spôsobom vyjadrit’ v tvare

αi = c1β1 + · · ·+ ckβk(7.2)

pre nejaké skaláry c1, . . . , ck ∈ F. Pretože riadok αi má vedúci prvok v st́lpci si,
vektor αi má prvých (si − 1) súradńıc nulových, a teda z rovnosti (7.2) vyplýva, že
tie riadky βj ktorých vedúce prvky (jednotky) sú v st́lpcoch tj < si musia ako vektory
v (7.2) vystupovat’ s koeficientom 0. Riadky βj ktorých vedúce prvky sú v st́lpcoch
tj > si majú v st́lpci si nuly (lebo B je v redukovanom trojuholńıkovom tvare), preto
sa v rovnosti (7.2) tiež nemôžu podiel’at’ na jednotkovej si-tej súradnice vektora αi.
(Premyslite si to dôkladne.) Preto muśı existovat’ riadok βj ktorý má vedúci prvok
presne v st́lpci tj = si. Pretože k l’ubovol’nému indexu si, i = 1, . . . , k možno takto
priradit’ nejaký index tj = si a indexy si a tj sú usporiadané podl’a vel’kosti a je ich
rovnaký počet, nutne muśı byt’ s1 = t1, . . . , sk = tk.

Rovnost’ (7.2) prejde teda do tvaru

αi = ciβi + · · ·+ ckβk.(7.3)

Pretože matica A je v redukovanom trojuholńıkovom tvare, riadok αi má v st́lpci
si = ti jednotku a v st́lpcoch si+1 = ti+1, . . . , sk = tk samé nuly. Vektor na pravej
strane rovnosti (7.3) má v týchto st́lpcoch prvky ci, ci+1, . . . , ck. Preto ci = 1,
ci+1 = . . . = ck = 0, čiže (7.3) nám dá αi = βi. Pretože index i bol l’ubovol’ný
z množiny {1, . . . , k}, dostávame požadované rovnosti α1 = β1, . . . , αk = βk. Teda
A = B. 2

7.7. Dôsledok Každá matica je riadkovo ekvivalentná práve s jednou redukovanou
trojuholńıkovou maticou.

Dôkaz Vo vete 2.9 sme dokázali, že každá matica A je riadkovo ekvivalentná s ne-
jakou redukovanou trojuholńıkovou maticou. Predpokladajme teraz, že B a C sú
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redukované trojuholńıkové matice riadkovo ekvivalentné s A. Potom aj B a C sú
navzájom riadkovo ekvivalentné (pozri lemu 2.5), a preto podl’a vety 5.16 im prislúcha
rovnaký vektorový podpriestor. Teda podl’a vety 7.6, B = C. 2

7.8. Dôsledok Matice A a B typu m × n nad pol’om F sú riadkovo ekvivalentné
práve vtedy, ked’ im prislúcha ten istý vektorový podpriestor priestoru Vn(F), t.j.
V (A) = V (B).

Dôkaz Jedna čast’ vyplýva priamo z vety 5.16. Nech teraz maticiam A, B typu
m × n prislúcha ten istý vektorový podpriestor P priestoru Vn(F). Nech A ∼ A′ a
B ∼ B′, pričom A′, B′ sú v redukovanom trojuholńıkovom tvare. Potom aj maticiam
A′, B′ na základe vety 5.16 prislúcha vektorový podpriestor P . Podl’a vety 7.6 teda
A′ = B′. Čiže A ∼ B. 2

Priestory riešeńı homogénnych sústav. Ako sme uviedli v kapitole 5, medzi
najdôležiteǰsie pŕıklady podpriestorov vektorových priestorov patria priestory riešeńı
homogénnych sústav lineárnych rovńıc.

Homogénna sústava AX = 0 s maticou sústavy A typu m × n je špeciálnym
pŕıpadom sústavy AX = B, kde B je matica typu m × 1. Gaussovu-Jordanovu
eliminačnú metódu riešenia tejto sústavy sme uviedli v kapitole 2. Teraz sa vrátime
ku kroku 2(b) (pozri stranu 20) pri riešeńı homogénnej sústavy, t.j. ked’ B = 0.

Nech redukovaný trojuholńıkový tvar matice A (vd’aka vete 7.7 vieme, že je jed-
noznačný) má k < n nenulových riadkov, ktoré tvoria maticu D; teda h(A) =
h(D) = k. Predpokladajme, že vedúce prvky (jednotky) týchto nenulových riadkov
sú v st́lpcoch j1 = 1, j2 = 2, . . . , jk = k odpovedajúcich premenným x1, . . . , xk.
(Toto sa vždy dá dosiahnut’ poprehadzovańım st́lpcov, čo odpovedá preznačeniu pre-
menných. Po vyriešeńı sústavy možno premenné spätne preznačit’ a dostat’ tak
riešenie pôvodnej sústavy. K preznačeniu premenných však siahame iba pre jednodu-
chost’ zápisu dôkazu, pri praktickom riešeńı homogénnych sústav to robit’ nebudeme.)

Za hodnoty premenných xk+1, xk+2, . . . , xn podl’a Gaussovej-Jordanovej eliminačnej
metódy voĺıme parametre t1, . . . , tn−k (t1, . . . , tn−k ∈ F). Hodnoty ostatných pre-
menných možno potom vyjadrit’ v tvare (pozri (2.3) na strane 20):

x1 = −d1,k+1t1 − d1,k+2t2 − · · · − d1ntn−k

x2 = −d2,k+1t1 − d2,k+2t2 − · · · − d2ntn−k

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(7.4)

xk = −dk,k+1t1 − dk,k+2t2 − · · · − dkntn−k.

Je zrejmé, že (n− k)-tice parametrov (t1, . . . , tn−k) ∈ Fn−k tvoria vektorový priestor
Vn−k(F). Preto každú (n − k)-ticu (xk+1, . . . , xn) = (t1, . . . , tn−k) vieme vyjadrit’
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jednoznačne v tvare lineárnej kombinácie jednotkovej bázy priestoru Vn−k(F)

ε1 = (1, 0, . . . , 0), ε2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , εn−k = (0, . . . , 0, 1).

(Pripomı́name, že pod 0 resp. 1 máme vždy na mysli nulu resp. jednotku pol’a F.)
Ak zvoĺıme za (n− k)-tice premenných (xk+1, xk+2, . . . , xn) postupne bázové vektory
ε1, ε2, . . . , εn−k priestoru Vn−k(F), dostaneme ako n-tice riešeńı danej homogénnej
sústavy nasledovné vektory z priestoru Vn(F):

αk+1 =(−d1,k+1,−d2,k+1, . . . ,−dk,k+1, 1, 0, . . . , 0)

αk+2 =(−d1,k+2,−d2,k+2, . . . ,−dk,k+2, 0, 1, . . . , 0)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(7.5)

αn =(−d1n,−d2n, . . . ,−dkn, 0, 0, . . . , 1).

7.9. Veta (1) Vektory αk+1, αk+2, . . . , αn ∈ Vn(F) tvoria bázu priestoru riešeńı
homogénnej sústavy AX = 0.

(2) Priestor riešeńı homogénnej sústavy AX = 0 má dimenziu n− h(A).

Dôkaz Je vidiet’, že vektory αk+1, . . . , αn sú lineárne nezávislé (vyplýva to z toho
ako vyzerá ich posledných (n − k) súradńıc). Aby sme ukázali, že generujú priestor
riešeńı sústavy AX = 0, zoberme l’ubovol’né riešenie (x1, . . . , xk, t1, . . . , tn−k) = XT

sústavy AX = 0 chápané ako vektor z Vn(F), kde (t1, . . . , tn−k) ∈ Fn−k a x1, . . . , xk

majú tvar (7.4). Dá sa l’ahko preverit’ dosadeńım zo (7.4) a (7.5), že plat́ı rovnost’

XT = t1αk+1 + · · ·+ tn−kαn.

Teda vektory αk+1, . . . , αn generujú priestor riešeńı homogénnej sústavy AX = 0,
č́ım je dokázané (1). Tvrdenie (2) je dôsledkom (1) a toho, že h(A) = h(D) = k. 2

7.10. Pŕıklad Máme riešit’ nasledovnú homogénnu sústavu štyroch rovńıc so šiestimi
neznámymi nad R:

3x1 + 2x3 + 4x5 − 5x6 = 0

−x1 − 2x4 − 2x5 + 3x6 = 0

x1 + 2x3 + 2x4 − x6 = 0

2x1 − 2x4 + 4x5 − 4x6 = 0.

Matica sústavy je matica A′ z pŕıkladu 2.8. Jej úpravou na redukovanú tro-
juholńıkovú maticu sme dostali maticu

B′ =




1 0 0 0 2 −7
3

0 0 1 0 −1 1
0 0 0 1 0 −1

3
0 0 0 0 0 0


 ,
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ktorá má tri nenulové riadky s vedúcimi prvkami v prvom, tret’om a štvrtom st́lpci.
Pretože v druhom, piatom a šiestom st́lpci nie sú vedúce prvky žiadneho riadku,
zvoĺıme za trojice premenných (x2, x5, x6) postupne bázové vektory ε1 = (1, 0, 0), ε2 =
(0, 1, 0), ε3 = (0, 0, 1) priestoru V3(R). Podl’a vety 7.9 bázu priestoru riešeńı danej
homogénnej sústavy tvoria potom vektory

α2 = (?, 1, ?, ?, 0, 0), α5 = (?, 0, ?, ?, 1, 0), α6 = (?, 0, ?, ?, 0, 1),

kde neznáme hodnoty premenných x1, x3, x4 l’ahko vypoč́ıtame zo sústavy

x1 + 2x5 − 7
3
x6 = 0

x3 − x5 + x6 = 0

x4 − 1
3
x6 = 0

kódovanej maticou B′. Dostaneme, že priestor riešeńı danej homogénnej sústavy je

[α2, α5, α6] = [(0, 1, 0, 0, 0, 0), (−2, 0, 1, 0, 1, 0), (
7
3
, 0,−1,

1
3
, 0, 1)].

¥

7.11. Veta Nech B je l’ubovol’ná matica typu m× n nad pol’om F. Potom

h(B) = h(BT ).

Dôkaz Nech h(B) = k. Nech β1, . . . , βn sú st́lpce matice B (riadky matice BT )
chápané ako vektory z Vm(F). Hodnost’ matice BT je podl’a defińıcie dimenzia pod-
priestoru V (BT ) = [β1, . . . , βn] priestoru Vm(F). Ukážeme, že dim[β1, . . . , βn] 6 k.

Matica B má hodnost’ k, teda jej redukovaný trojuholńıkový tvar má práve k
nenulových riadkov na základe dôsledkov 7.3 a 7.4. Vedúce prvky (jednotky) týchto
k nenulových riadkov nemusia byt’ v prvých k st́lpcoch odpovedajúcich premenným
x1, . . . , xk. Aby sme opät’ zjednodušili zápis dôkazu, nech D je matica so st́lpcami
βj1 , . . . , βjn ktorú dostaneme z B poprehadzovańım st́lpcov tak, aby v jej reduko-
vanom trojuholńıkovom tvare boli vedúce prvky (jednotky) jej k nenulových riad-
kov v prvých k st́lpcoch odpovedajúcich premenným x1, . . . , xk. Potom homogénna
sústava DX = 0 má podl’a vety 7.9 priestor riešeńı s bázou αk+1, αk+2, . . . , αn vy-
jadrenou v (7.5). Pretože βj1 , . . . , βjn sú st́lpce matice D, sústavu DX = 0 možno
preṕısat’ v tvare

βj1x1 + · · ·+ βjnxn = 0.(7.6)

Ak bázový vektor priestoru riešeńı αn = (−d1n,−d2n, . . . ,−dkn, 0, 0, . . . , 1) dosad́ıme
do (7.6) za (x1, . . . , xn), dostaneme

−d1nβj1 − d2nβj2 − · · · − dknβjk
+ 0βjk+1 + · · ·+ 0βjn−1 + 1βjn = 0.
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Teda vektor βjn je lineárnou kombináciou vektorov βj1 , . . . , βjk
. Analogicky sa ukazuje,

že každý z vektorov βjk+1 , . . . , βjn−1 je lineárnou kombináciou vektorov βj1 , . . . , βjk
.

Teda podl’a vety 6.5 [βj1 , . . . , βjn ] = [βj1 , . . . , βjk
].Odtial’ dostaneme požadovanú

nerovnost’ dim[β1, . . . , βn] 6 k.
Ukázali sme, že pre l’ubovol’nú maticu B plat́ı nerovnost’ h(BT ) 6 h(B). Ak do

tejto nerovnosti teraz dosad́ıme za B maticu BT , dostaneme h((BT )T ) 6 h(BT ), t.j.
h(B) 6 h(BT ), odkial’ už vyplýva požadované tvrdenie h(B) = h(BT ). 2

Dôsledkom predchádzajúcej vety a vety 7.5 je nasledujúce tvrdenie.

7.12. Dôsledok Nech matica A ∈ Mn(F) má riadky α1, . . . , αn. Nasledujúce tvr-
denia sú ekvivalentné:

(1) matica A je invertovatel’ná;
(2) h(A) = n;
(3) riadky α1, . . . , αn matice A tvoria bázu Vn(F).

Vieme, že všetky riešenia homogénnej sústavy m lineárnych rovńıc s n neznámymi
nad pol’om F tvoria vektorový podpriestor priestoru Vn(F). Teraz si položme opačnú
otázku: Je každý podpriestor priestoru Vn(F) priestorom riešeńı nejakej
homogénnej sústavy lineárnych rovńıc s n neznámymi nad pol’om F?

7.13. Veta Každý podpriestor priestoru Vn(F) je priestorom riešeńı nejakej ho-
mogénnej sústavy lineárnych rovńıc s n neznámymi nad pol’om F.

Dôkaz Nech S = [β1, . . . , βk] je daný podpriestor priestoru Vn(F) s dimenziou k > 0.
Hl’adaná sústava lineárnych rovńıc s priestorom riešeńı S sa nájde nasledovne:

Krok 1: Utvoŕıme maticu B typu k × n s riadkami β1, . . . , βk. (Jej hodnost’ je
h(B) = dim S = k.)

Krok 2: Nájdeme bázu riešeńı sústavy BX = 0 pozostávajúcu z n − k vektorov
αk+1, αk+2, . . . , αn. (Hovoŕı o nej veta 7.9.)

Krok 3: Utvoŕıme maticu A typu (n−k)×n s riadkami αk+1, αk+2, . . . , αn. (Teda
h(A) = n− k.)

Tvrd́ıme, že že S je priestorom riešeńı homogénnej sústavy AX = 0 n−k lineárnych
rovńıc s n neznámymi nad pol’om F.

Pretože αk+1, αk+2, . . . , αn sú riešenia sústavy BX = 0, plat́ı BαT
j = 0, pre všetky

j = k + 1, . . . , n, kde vektor αT
j chápeme ako maticu z Mn,1(F) a 0 ∈ Mk,1(F).

Z toho vyplýva, že plat́ı aj BAT = 0, kde 0 ∈ Mk,n−k(F). (Preverte to.) Transpono-
vańım dostaneme rovnost’ ABT = 0T , odkial’ máme AβT

i = 0 pre i = 1, . . . , k, kde
0 ∈ Mn−k,1(F). Teda vektory β1, . . . , βk sú riešeniami sústavy AX = 0, čiže máme
ukázanú inklúziu S ⊆ T , kde T ⊆ Vn(F) je priestor všetkých riešeńı homogénnej
sústavy AX = 0. Ked’̌ze h(A) = n − k, podl’a vety 7.9 plat́ı dim T = n − h(A) =
n−(n−k) = k = dim S, odkial’ vyplýva, že S = T , čo bolo treba dokázat’. V pŕıpade,
že S = {0}, stač́ı zobrat’ sústavu InX = 0, ktorá má iba triviálne riešenie. 2
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7.14. Pŕıklad Zoberme podpriestor

S = [α2, α5, α6] = [(0, 1, 0, 0, 0, 0), (−2, 0, 1, 0, 1, 0), (
7
3
, 0,−1,

1
3
, 0, 1)]

priestoru V6(R) z pŕıkladu 7.10 a vytvorme podl’a algoritmu v dôkaze vety 7.13 spätne
sústavu lineárnych rovńıc s priestorom riešeńı S.

V prvom kroku utvoŕıme maticu B typu 3 × 6 s riadkami α2, α5, α6. V druhom
kroku nájdeme bázu priestoru riešeńı homogénnej sústavy BX = 0, čiže sústavy


0 1 0 0 0 0
−2 0 1 0 1 0

7
3 0 −1 1

3 0 1


 (x1, . . . , x6)T = 0

so šiestimi neznámymi, kde vektor (x1, . . . , x6) stotožňujeme s maticou XT ∈ M1,6(R)
a 0 ∈ M3,1(R). Maticu B uprav́ıme na redukovaný trojuholńıkový tvar. Dostaneme


0 1 0 0 0 0
−2 0 1 0 1 0

7
3 0 −1 1

3 0 1


 ∼




1 0 0 1 3 3
0 1 0 0 0 0
0 0 1 2 7 6


 .

Vid́ıme, že báza priestoru riešeńı homogénnej sústavy BX = 0 je tvorená vektormi

(−1, 0,−2, 1, 0, 0), (−3, 0,−7, 0, 1, 0), (−3, 0,−6, 0, 0, 1).

V tret’om kroku teda utvoŕıme hl’adanú sústavu ktorej priestorom riešeńı je S ako
sústavu troch rovńıc so šiestimi neznámymi z koeficientov vyššie uvedených vektorov:

− x1 − 2x3 + x4 = 0

− 3x1 − 7x3 + x5 = 0

− 3x1 − 6x3 + x6 = 0. ¥

Môžeme teda zhrnút’:

7.15. Dôsledok Nech F je l’ubovol’né pole a m,n sú l’ubovol’né prirodzené č́ısla.
Existuje jedno-jednoznačná korešpondencia medzi
(i) maticami typu m× n nad pol’om F,
(ii) homogénnymi sústavami m lineárnych rovńıc s n neznámymi nad pol’om F,
(iii) (nehomogénnymi) sústavami m lineárnych rovńıc s n− 1 neznámymi nad F,
(iv) podpriestormi priestoru Vn(F) prislúchajúcimi maticiam typu m× n nad F,
(v) podpriestormi priestoru Vn(F) ako priestormi riešeńı homogénnych sústav m

lineárnych rovńıc s n neznámymi nad pol’om F.
Zvol’me maticu A typu m × n nad F. Potom v (ii) matici A odpovedá homogénna
sústava lineárnych rovńıc AX = 0 s maticou sústavy A, v (iii) jej odpovedá (ne-
homogénna) sústava lineárnych rovńıc s rozš́ırenou maticou sústavy A, v (iv) jej
odpovedá podpriestor V (A) priestoru Vn(F) generovaný riadkami matice A a vo (v)
priestor riešeńı S homogénnej sústavy AX = 0, ktorý je podpriestorom Vn(F). Plat́ı
dim V (A) = h(A) a dim S = n− h(A).
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Teraz sa vrátime k nehomogénnej sústave lineárnych rovńıc AX = B nad pol’om
F, kde matice A, X, B sú postupne typov m×n, n×1, m×1. Rozš́ırenou maticou
tejto sústavy sme nazvali maticu A′ = [A|B] typu m × (n + 1). Nasledujúca veta
poskytuje kritérium riešitel’nosti sústavy AX = B.

7.16. Veta (Frobeniova veta) Sústava

AX = B(7.7)

má aspoň jedno riešenie práve vtedy, ked’ hodnost’ matice sústavy sa rovná hodnosti
rozš́ırenej matice sústavy.

Dôkaz Nech matica A typu m × n má st́lpce α1, . . . , αn. Nech vektor β ∈ Vm(F)
je utvorený z koeficientov pravých strán sústavy (7.7). Nech S := [α1, . . . , αn] a
T := [α1, . . . , αn, β] sú podpriestory Vm(F). Sústava (7.7) je ekvivalentná rovnici

x1α1 + · · ·+ xnαn = β.(7.8)

Predpokladajme, že h(A) = h([A|B]). Potom aj h(AT ) = h([A|B]T ) t.j.

dim[α1, . . . , αn] = dim[α1, . . . , αn, β].(7.9)

Pretože S ⊆ T a dim S = dim T , muśı byt’ S = T . Teda β ∈ S, čiže podl’a vety 6.5

β = c1α1 + · · ·+ cnαn pre nejaké c1, . . . , cn ∈ F.

Potom však n-tica (c1, . . . , cn) je riešeńım (7.8), a teda aj sústavy (7.7).
Obrátene, nech n-tica (c1, . . . , cn) ∈ Fn je riešeńım sústavy (7.7), čiže je riešeńım

(7.8). Potom β ∈ S, odkial’ vyplýva, že plat́ı S = T , teda plat́ı (7.9). To ale hovoŕı,
že h(AT ) = h([A|B]T ), odkial’ podl’a vety 7.11 dostaneme h(A) = h([A|B]). 2

7.17. Veta Priestor T všetkých riešeńı nehomogénnej sústavy AX = B možno
vyjadrit’ v tvare

T = β + S = {β + α | α ∈ S},
kde S je priestor všetkých riešeńı homogénnej sústavy AX = 0 a β je l’ubovol’né
pevne zvolené riešenie sústavy AX = B.

Dôkaz Pretože vektor β je riešeńım sústavy AX = B, plat́ı AβT = B. Nech teraz
γ ∈ T , t.j. plat́ı AγT = B. Treba ukázat’, že γ = β + α pre nejaké riešenie α
homogénnej sústavy AX = 0. Označme α := γ − β. Potom

AαT = A(γ − β)T = AγT −AβT = B−B = 0,

teda α je hl’adaným riešeńım homogénnej sústavy AX = 0.
Obrátene, nech α je l’ubovol’né riešenie homogénnej sústavy AX = 0. Treba

ukázat’, že β + α je riešeńım sústavy AX = B. To ale preveŕıme výpočtom:

A(β + α)T = AβT + AαT = B + 0 = B.

Tvrdenie je dokázané. 2



65

8. LINEÁRNE A DIREKTNÉ SÚČTY PODPRIESTOROV

Úvodné slovo. Táto kapitola bude po predchádzajúcich náročneǰśıch pre čitatel’a
trochu oddychovou. Budeme sa zaoberat’ najmenš́ım podpriestorom vektorového
priestoru V (F) obsahujúcim dva dané podpriestory S, T ⊆ V (F) a tiež určeńım jeho
dimenzie v pŕıpade, že V (F) je konečnorozmerný. Osobitne budeme študovat’ pŕıpad,
ked’ podpriestory S, T sú disjunktné.

Lineárny súčet podpriestorov. Vo vete 5.10 sme ukázali, že zjednotenie dvoch
podpriestorov S, T vektorového priestoru V (F) je podpriestorom V (F) vtedy a len
vtedy, ked’ S ⊆ T alebo T ⊆ S. Ak napŕıklad vo V3(R) zvoĺıme S = [(1, 0, 0)]
a T = [(0, 1, 0)], tak S ∪ T = {(a, 0, 0), (0, b, 0) | a, b ∈ R} nebude podpriestorom
V3(F); skutočne, vektory (1, 0, 0) a (0, 1, 0) patria do S∪T , ale napŕıklad už ich súčet
(1, 0, 0) + (0, 1, 0) = (1, 1, 0) nepatŕı do S ∪ T .

Najmenš́ı podpriestor vektorového priestoru V (F) obsahujúci zjednotenie S ∪ T
dvoch podpriestorov S, T bude [S ∪ T ]. V danom pŕıklade plat́ı

[S ∪ T ] = [(1, 0, 0), (0, 1, 0)] = {(a, b, 0) | a, b ∈ R} = {(a, 0, 0) + (0, b, 0) | a, b ∈ R}.
Toto je motiváciou k nasledujúcej vete.

8.1. Veta Nech S a T sú podpriestory vektorového priestoru V (F). Potom naj-
menš́ı podpriestor vektorového priestoru V (F) obsahujúci podpriestory S, T má tvar

[S ∪ T ] = {α + β | α ∈ S, β ∈ T}.(8.1)

Dôkaz Ked’̌ze α ∈ S, β ∈ T implikuje α ∈ [S ∪ T ], β ∈ [S ∪ T ], je jasné, že aj
α+β ∈ [S∪T ], čo ukazuje inklúziu ⊇ v (8.1). Pre obrátenú inklúziu stač́ı ukázat’, že
P := {α+β | α ∈ S, β ∈ T} je podpriestorom priestoru V (F) obsahujúcim S a T . Ak
α1+β1, α2+β2 ∈ P a c, d ∈ F, tak c(α1+β1)+d(α2+β2) = (cα1+dα2)+(cβ1+dβ2) ∈ P ,
pretože podl’a lemy 5.8 cα1 + dα2 ∈ S a cβ1 + dβ2 ∈ T . Čiže opät’ podl’a lemy 5.8, P
je podpriestorom priestoru V (F). Pretože pre všetky α ∈ S, β ∈ T plat́ı α = α + 0,
β = 0 + β a 0 ∈ S ∩ T , dostávame S, T ⊆ P . Tvrdenie je dokázané. 2

8.2. Defińıcia Nech S a T sú podpriestory vektorového priestoru V (F). Pod-
priestor

{α + β | α ∈ S, β ∈ T}
sa nazýva lineárnym súčtom podpriestorov S a T a označuje sa S + T .

8.3. Pŕıklad Zoberme vektory α = (3, 0, 2, 0, 4,−5), β = (−1, 0, 0,−2,−2, 3),
γ = (1, 0, 2, 2, 0,−1), δ = (2, 0, 0,−2, 4,−4) a vektory σ = (2, 0, 2, 0, 2,−8

3),
ε = (0, 2, 0, 2, 0,−8

3) z V6(R) použité v pŕıklade 5.17. Nech

S := [α, β, γ, δ], T := [σ, ε].
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Našou úlohou bude vyjadrit’ S+T a S∩T a zistit’ dimenzie podpriestorov S, T, S∩T
a S + T .

V pŕıklade 5.17 sme vyjadrili podpriestor S v tvare

S = [α′, β′, γ′],

kde α′ = (1, 0, 0, 0, 2,−7
3), β′ = (0, 0, 1, 0,−1, 1), γ′ = (0, 0, 0, 1, 0,−1

3), na základe
čoho sme určili, že σ ∈ S a ε /∈ S. Teda dim S = 3 a podl’a viet 8.1 a 6.5

S + T = [S ∪ T ] = [α′, β′, γ′, ε].

To nám dáva požadované vyjadrenie S+T a vid́ıme, že plat́ı dim(S+T ) = 4. Pretože
σ ∈ S a ε /∈ S, vid́ıme d’alej, že S ∩ T = [σ] a dim(S ∩ T ) = 1. Je zrejmé, že vektory
σ, ε nemôžu byt’ lineárne závislé. Teda dim T = 2. Vid́ıme, že

dim S + dim T = 5 = dim(S + T ) + dim(S ∩ T ).(8.2)

¥

Rovnost’ (8.2) ktorú sme ukázali v predchádzajúcom pŕıklade dokážeme teraz pre
l’ubovol’né podpriestory S, T konečnorozmerného vektorového priestoru V (F).

8.4. Veta Nech S a T sú podpriestory konečnorozmerného vektorového priestoru
V (F). Potom

dim S + dim T = dim(S + T ) + dim(S ∩ T ).

Dôkaz Tvrdenie vety je zrejmé, ak S ⊆ T alebo T ⊆ S. Predpokladajme teda, že
to neplat́ı. Ak S ∩T 6= {0}, nech γ1, . . . , γk je báza podpriestoru S ∩T a doplňme ju
na základe vety 6.16 vektormi α1, . . . , αm na bázu priestoru S a vektormi β1, . . . , βn

na bázu priestoru T . Ak S ∩ T = {0}, podpriestor S ∩ T nemá bázu a tak zvoĺıme
rovno vektory α1, . . . , αm za bázu priestoru S a vektory β1, . . . , βn za bázu priestoru
T . V oboch pŕıpadoch dostávame

S + T = [S ∪ T ] = [γ1, . . . , γk, α1, . . . , αm, β1, . . . , βn](8.3)

pričom v 2. pŕıpade je k = 0. Ukážeme, že vektory γ1, . . . , γk, α1, . . . , αm, β1, . . . , βn

sú lineárne nezávislé a tvoria teda bázu priestoru S + T . Predpokladajme, že sú
lineárne závislé a ukážeme, že to vedie k sporu.

Ak sú lineárne závislé, tak podl’a vety 6.5 je niektorý z nich lineárnou kombináciou
ostatných. Predpokladajme najprv, že je to vektor αi pre nejaké 1 6 i 6 m (ak je
to niektorý z vektorov βi, postupuje sa analogicky a prenechávame to na čitatel’a).

Dostávame teda

αi = c1γ1 + · · ·+ ckγk + a1α1 + · · ·+ ai−1αi−1

+ ai+1αi+1 + · · ·+ amαm + b1β1 + · · ·+ bnβn
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pre nejaké skaláry c1, . . . , ck, a1, . . . , ai−1, ai+1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ F. Odtial’ vyplýva,
že vektor

α := αi − a1α1 − · · · − ai−1αi−1 − ai+1αi+1 − · · · − amαm

= c1γ1 + · · ·+ ckγk + b1β1 + · · ·+ bnβn,(8.4)

ktorý patŕı do podpriestoru S patŕı aj do podpriestoru T . Ked’̌ze γ1, . . . , γk, β1, . . . , βn

je báza T , je podl’a vety 6.18 vyjadrenie (8.4) pomocou tejto bázy jednoznačné. Ďalej,
pretože vektor α patŕı do podpriestoru S ∩ T s bázou γ1, . . . , γk, opät’ z vety 6.18
vyplýva, že ho možno jediným spôsobom vyjadrit’ v tvare lineárnej kombinácie vek-
torov γ1, . . . , γk. Ak by teda v (8.4) bol nejaký zo skalárov b1, . . . , bn nenulový, bolo
by vyjadrenie vektora α v tvare lineárnej kombinácie vektorov γ1, . . . , γk, β1, . . . , βn

rôzne od jeho vyjadrenia iba pomocou γ1, . . . , γk, čo je v spore s tým, že vyjadrenie
vektora α pomocou bázy T je jednoznačné. (Premyslite si to.) Preto v (8.4) musia
byt’ všetky zo skalárov b1, . . . , bn nulové, a teda

α = αi − a1α1 − · · · − ai−1αi−1 − ai+1αi+1 − · · · − amαm = c1γ1 + · · ·+ ckγk.

To ale znamená, že vektory γ1, . . . , γk, α1, . . . , αm sú lineárne závislé, čo je v spore
s tým, že tvoria bázu S.

Ak vektor γi je lineárnou kombináciou ostatných vektorov pre nejaké 1 6 i 6 k,
tak analogickým postupom ako v prechádzajúcom pŕıpade dostaneme, že vektor

γ := γi − c1γ1 − · · · − ci−1γi−1 − ci+1γi+1 − · · · − ckγk

− a1α1 − · · · − amαm = b1β1 + · · ·+ bnβn,

kde skaláry c1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , ck, a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ F, patŕı do podpriestoru
S ∩ T . Postupom ako v prechádzajúcom pŕıpade možno ukázat’, že to vedie k sporu.
(Prenechávame to ako cvičenie na čitatel’a.)

Ukázali sme teda, že vektory γ1, . . . , γk, α1, . . . , αm, β1, . . . , βn vo vyjadreńı (8.3)
sú lineárne nezávislé a tvoria teda bázu priestoru S + T . Čiže sme ukázali, že ak
dim(S∩T ) = k, dim S = k +m, dim T = k +n, tak dim(S +T ) = k +m+n. Z toho
vyplýva

dim S + dim T = (k + m) + (k + n) = (k + m + n) + k = dim(S + T ) + dim(S ∩ T ),

čo bolo treba dokázat’. 2

Direktný súčet podpriestorov.

8.5. Defińıcia Nech S a T sú podpriestory vektorového priestoru V (F). Lineárny
súčet S + T podpriestorov S, T nazývame direktným súčtom podpriestorov S, T , ak
plat́ı S ∩ T = {0}. Označujeme ho S ⊕ T .

Ako dôsledok vety 8.4 dostávame pre direktné súčty nasledovné tvrdenie.
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8.6. Veta Nech S, T a P sú podpriestory konečnorozmerného vektorového priestoru
V (F). Nasledujúce podmienky sú ekvivalentné:
(1) P = S ⊕ T ;
(2) P = S + T a dim P = dim S + dim T ;
(3) ak α1, . . . , αm je báza priestoru S a β1, . . . , βn je báza priestoru T , tak α1, . . . , αm,

β1, . . . , βn je báza priestoru P ;
(4) P = S + T a každý vektor γ ∈ P sa dá jediným spôsobom vyjadrit’ v tvare

γ = α + β, kde α ∈ S a β ∈ T .

Dôkaz Implikácia (1) =⇒ (2) vyplýva priamo z vety 8.4, ked’̌ze dim{0} = 0.
(2) =⇒ (3). Nech plat́ı (2) a nech α1, . . . , αm je báza priestoru S a β1, . . . , βn je

báza priestoru T . Potom

P = S + T = [S ∪ T ] = [α1, . . . , αm, β1, . . . , βn],

teda m + n vektorov α1, . . . , αm, β1, . . . , βn generuje priestor P . Pretože dim P =
dim S + dim T = m + n, podl’a lemy 6.15 vektory α1, . . . , αm, β1, . . . , βn tvoria bázu
priestoru P .

(3) =⇒ (4). Nech plat́ı (3). Potom

S + T = [S ∪ T ] = [α1, . . . , αm, β1, . . . , βn] = P.

Pretože α1, . . . , αm, β1, . . . , βn je báza priestoru P , podl’a vety 6.18 sa každý vektor
γ ∈ P dá jediným spôsobom vyjadrit’ v tvare

γ = a1α1 + · · ·+ amαm + b1β1 + . . . bnβn

pre nejaké skaláry a1, . . . , am, b1, . . . , bn ∈ F. Z toho vyplýva aj jednoznačnost’ vyja-
drenia vektora γ v tvare γ = α + β, kde α ∈ S a β ∈ T . (Premyslite si to.)

(4) =⇒ (1). Nech plat́ı (4) a predpokladajme, že γ ∈ S∩T . Potom dve vyjadrenia
γ = γ + 0 (γ ∈ S, 0 ∈ T ) a γ = 0 + γ (0 ∈ S, γ ∈ T ) vektora γ ∈ P v tvare
γ = α + β, kde α ∈ S a β ∈ T sa podl’a predpokladu (4) musia rovnat’, a teda γ = 0.
Pretože γ ∈ S ∩ T bol l’ubovol’ný, ukázali sme, že S ∩ T = {0}, čiže P = S ⊕ T . 2

8.7. Pŕıklad Našou úlohou bude nájst’ k vektorovému priestoru S v pŕıklade 8.3
vektorový priestor T tak aby S ⊕ T = V6(R).

V pŕıklade 8.3 sme vyjadrili podpriestor S v tvare

S = [α′, β′, γ′]

kde α′ = (1, 0, 0, 0, 2,−7
3), β′ = (0, 0, 1, 0,−1, 1), γ′ = (0, 0, 0, 1, 0,−1

3). Je vidiet’,
že dim S = 3 a vektory α′, β′, γ′ tvoria bázu S. Veta 8.6 nám hovoŕı, že hl’adaný
vektorový priestor T má mat’ dimenziu 3 a že jeho bázové vektory majú doṕlňat’
vektory α′, β′, γ′ na bázu V6(R). Také vektory však nie je problémom nájst’: stač́ı
napŕıklad zobrat’ vektory (0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 1). Teda hl’adaný
vektorový priestor je T = [(0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 0, 0, 1)]. ¥
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9. LINEÁRNE ZOBRAZENIA

Úvodné slovo. Lineárne zobrazenia vektorových priestorov, ktorými sa budeme za-
oberat’ v tejto kapitole, sú zobrazenia zachovávajúce štruktúru vektorových priestorov,
teda sčitovanie vektorov a ich násobenie skalárom. Sú dôležitým nástrojom v mnohých
oblastiach matematiky i v jej aplikáciach.

V kapitole 7 (dôsledok 7.15) sme ukázali, že existuje jedno-jednoznačná koreš-
pondencia medzi maticami typu m × n nad pol’om F, sústavami lineárnych rovńıc
nad pol’om F a podpriestormi priestoru Vn(F). V tejto kapitole túto korešpondenciu
rozš́ırime o lineárne zobrazenia medzi vhodnými vektorovými priestormi. Ukážeme,
že každá matica typu m × n nad pol’om F určuje jednoznačne lineárne zobrazenie
priestoru Vm(F) do priestoru Vn(F) a obrátene, každému takému lineárnemu zobraze-
niu prislúcha práve jedna matica typu m×n nad F. Ukážeme súvislosti medzi vlast-
nost’ami lineárnych zobrazeńı a im prislúchajúcich mat́ıc, napŕıklad, že bijekt́ıvnym
lineárnym zobrazeniam (izomorfizmom vektorových priestorov) prislúchajú akurát
invertovatel’né matice. Budeme sa zaoberat’ výpočtom inverznej matice k matici
bijekt́ıvneho lineárneho zobrazenia. Napokon ukážeme, že jadrom lineárneho zo-
brazenia je práve priestor riešeńı homogénnej sústavy, ktorej maticou sústavy je ma-
tica lineárneho zobrazenia, a že obrazom lineárneho zobrazenia je práve podpriestor
prislúchajúci matici lineárneho zobrazenia.

Lineárne zobrazenia.

9.1. Defińıcia Nech V (F) a V ′(F) sú vektorové priestory nad pol’om F. Zobrazenie
ϕ : V (F) → V ′(F) nazývame lineárnym zobrazeńım priestoru V (F) do priestoru
V ′(F), ak zachováva sčitovanie vektorov a ich násobenie skalárom, t.j. ak plat́ı:
(1) (∀α, β ∈ V (F)) ϕ(α + β) = ϕ(α) + ϕ(β);
(2) (∀α ∈ V (F))(∀c ∈ F) ϕ(cα) = cϕ(α).

Prenechávame na čitatel’a presvedčit’ sa, že zobrazenia v nasledujúcom pŕıklade sú
skutočne lineárne.

9.2. Pŕıklad 1. Nech V (F) je l’ubovol’ný vektorový priestor. Identické zobrazenie
id : α 7→ α a nulové zobrazenie 0 : α 7→ 0 sú lineárne zobrazenia V (F) → V (F).

2. Zobrazenie pxy : V3(R) → V3(R) s predpisom pxy(x, y, z) = (x, y, 0), ktoré geo-
metricky môžeme interpretovat’ ako priemet do roviny xy v trojrozmernom priestore
s tradičným pravouhlým súradnicovým systémom, je lineárne zobrazenie.

3. Zobrazenie ϕ : V2(R) → V2(R) dané predpisom ϕ(x, y) = (y, x), ktoré geomet-
ricky môžeme interpretovat’ ako preklopenie roviny okolo priamky y = x, je lineárne
zobrazenie.

4. Evaluačné zobrazenie ev(r) : P (R) → R, p(x) 7→ p(r), (r ∈ R), kde P (R)
je priestor všetkých polynómov v jednej neurčitej nad pol’om R, prirad’uje každému
polynómu p(x) = anxn + · · ·+ a1x + a0 (ai ∈ R) reálne č́ıslo p(r) źıskané dosadeńım
č́ısla r do p(x) za neurčitú x a je lineárne zobrazenie.
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5. Zobrazenie der : P (R) → P (R), p(x) 7→ p′(x) priestoru P (R) do P (R)
prirad’ujúce každému polynómu p(x) jeho deriváciu je lineárne zobrazenie.

Polynóm p(x) = anx
n + · · · + a1x + a0 v neurčitej x v pŕıkladoch 4, 5 môžeme

chápat’ aj ako polynomickú funkciu p : R→ R, x 7→ anx
n + · · ·+ a1x + a0, (ai ∈ R).

¥

Dôkaz nasledujúcej lemy prenechávame na čitatel’a.

9.3. Lema

(1) Zobrazenie ϕ : V (F) → V ′(F) je lineárnym zobrazeńım priestoru V (F) do
priestoru V ′(F) práve vtedy, ked’ zobrazuje lineárne kombinácie na lineárne kom-
binácie, t.j. ked’ pre všetky α1, . . . , αn ∈ V (F) a pre všetky c1, . . . , cn ∈ F plat́ı

ϕ(c1α1 + · · ·+ cnαn) = c1ϕ(α1) + · · ·+ cnϕ(αn).

(2) Pre každé lineárne zobrazenie ϕ : V (F) → V ′(F) plat́ı ϕ(0) = 0.

Teraz už l’ahko dokážeme tzv. Základnú vetu o lineárnych zobrazeniach.

9.4. Veta (Základná veta o lineárnych zobrazeniach) Nech α1, . . . , αm je
báza konečnorozmerného priestoru V (F) a nech β1, . . . , βm sú l’ubovol’né vektory
priestoru V ′(F). Potom existuje práve jedno lineárne zobrazenie ϕ : V (F) → V ′(F)
ktoré zobraźı vektory α1, . . . , αm postupne na β1, . . . , βm a je dané predpisom

ϕ(c1α1 + · · ·+ cmαm) = c1β1 + · · ·+ cmβm.(9.1)

Dôkaz Pretože α1, . . . , αm tvoria bázu priestoru V (F), podl’a vety 6.18 možno každý
vektor α ∈ V (F) jednoznačným spôsobom vyjadrit’ v tvare lineárnej kombinácie
α = c1α1 + · · ·+ cmαm. Preto predpis (9.1) jednoznačne určuje zobrazenie priestoru
V (F) do priestoru V ′(F). Nech α ∈ V (F) a c ∈ F. Dostávame

(9.2) ϕ(cα) = ϕ(cc1α1 + · · ·+ ccmαm) = (cc1)β1 + · · ·+ (ccm)βm

= c(c1β1 + · · ·+ cmβm) = cϕ(α),

č́ım je ukázané, že ϕ sṕlňa podmienku (2) z defińıcie 9.1. Ostáva podobne preverit’
podmienku (1) z defińıcie 9.1 a to prenechávame na čitatel’a. Teda predpis (9.1)
jednoznačne určuje lineárne zobrazenie a pri vol’be koeficientov c1 = · · · = ci−1 = 0F,
ci = 1F , ci+1 = · · · = cm = 0F dostaneme z (9.1) rovnost’ ϕ(αi) = βi. 2

Nech A = [aij] je matica typu m × n nad pol’om F. Zobrazeńım prislúchajúcim
matici A nazveme zobrazenie ϕA : Vm(F) → Vn(F) definované predpisom

ϕA((x1, . . . , xm)) = (x1, . . . , xm)A,(9.3)

kde pri násobeńı stotožňujeme vektor (x1, . . . , xm) ∈ Vm(F) s maticou z M1,m(F).
Takéto stotožňovanie budeme použ́ıvat’ aj nad’alej.
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Nech α := (x1, . . . , xm), β := (y1, . . . , ym). Pretože podl’a lemy 1.11 plat́ı

ϕA(cα + dβ) = (c(x1, . . . , xm) + d(y1, . . . , ym))A

= c((x1, . . . , xm)A) + d((y1, . . . , ym)(A)) = cϕA(α) + dϕA(β),

podl’a lemy 9.3(1) je zobrazenie ϕA lineárne.

9.5. Defińıcia Maticou lineárneho zobrazenia ϕ : Vm(F) → Vn(F) nazývame maticu
Aϕ typu m× n nad pol’om F ktorej riadkami sú obrazy

ϕ(ε1), . . . , ϕ(εm)

jednotkových vektorov ε1, . . . , εm ∈ Vm(F) v zobrazeńı ϕ.

Každej matici A typu m × n nad pol’om F teda prislúcha lineárne zobrazenie
ϕA : Vm(F) → Vn(F) a každému lineárnemu zobrazeniu ϕ : Vm(F) → Vn(F) prislúcha
matica Aϕ typu m × n nad F. Prenechávame na čitatel’a ukázat’, že ak prejdeme
od matice A k lineárnemu zobrazeniu ϕA a naspät’ k matici AϕA , dostaneme tú
istú maticu A z ktorej sme zač́ınali, čiže AϕA = A. Teraz ukážeme, že ak začneme
s lineárnym zobrazeńım ϕ : Vm(F) → Vn(F), prejdeme k jeho matici Aϕ a potom
opät’ k lineárnemu zobrazeniu ϕAϕ , dostaneme lineárne zobrazenie ϕ, s ktorým sme
zač́ınali.

9.6. Lema Nech matica A = [aij]m,n nad pol’om F je maticou lineárneho zo-
brazenia ϕ : Vm(F) → Vn(F) a nech ϕA : Vm(F) → Vn(F) je lineárne zobrazenie
prislúchajúce k A podl’a predpisu (9.3). Potom ϕA = ϕ.

Dôkaz Podl’a vety 9.4 stač́ı ukázat’, že zobrazenie ϕA zobrazuje jednotkové vektory
ε1, . . . , εm postupne na vektory ϕ(ε1), . . . , ϕ(εm). (Premyslite si to.) Pretože ϕA je
dané predpisom (9.3), je obraz jednotkového vektora ε1 ∈ Vm(F)

ϕA((1, 0, . . . , 0)) = (1, 0, . . . , 0)A = (a11, a12 . . . , a1n),

čo je prvý riadok matice A, a teda ϕ(ε1). Analogicky plat́ı ϕA(εi) = ϕ(εi) aj pre
i = 2, . . . , n. 2

9.7. Dôsledok Nech ϕ : Vm(F) → Vn(F) je lineárne zobrazenie a nech A je jeho
matica. Potom obraz l’ubovol’ného vektora (x1, . . . , xm) ∈ Vm(F) v zobrazeńı ϕ sa
vypoč́ıta podl’a predpisu

ϕ((x1, . . . , xm)) = XA,

t.j. ako súčin mat́ıc X a A, kde X = (x1, . . . , xm) je daný vektor z Vm(F) chápaný
ako matica typu 1×m.

Podl’a vety 9.4 existuje práve jedno lineárne zobrazenie ϕ : Vm(F) → Vn(F) ktoré
zobraźı zvolenú bázu α1, . . . , αm vektorového priestoru Vm(F) na l’ubovol’né zadané
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vektory β1, . . . , βm ∈ Vn(F). Ukážeme ako vypoč́ıtat’ maticu tohto lineárneho zo-
brazenia.

Nech bázové vektory α1, . . . , αm tvoria riadky štvorcovej matice A ∈ Mm(F) a
vektory β1, . . . , βm ∈ Vn(F) riadky matice B ∈ Mm,n(F). Uvažujme o rozš́ırenej
matici

C = [A|B] =




α1|β1

. . . . . .
αm|βm


 ,(9.4)

typu m × (m + n) nad F, ktorá má vlastnost’, že vektory v l’avej časti sa zobrazia
v zobrazeńı ϕ na vektory v pravej časti. Ukážeme, že vykonańım l’ubovol’nej ele-
mentárnej riadkovej operácie na matici C sa táto jej vlastnost’ nezmeńı. Je to zrejmé
pri zámene dvoch riadkov matice C. Pri vykonańı e.r.o. typu (2), t.j. vynásobeńı
i - teho riadku matice C skalárom c ∈ F, treba preverit’, či ϕ(cαi) = cβi. To ale
vyplýva z toho, že ϕ(αi) = βi a ϕ je lineárne. Ak pripoč́ıtame c-násobok j-teho
riadku matice C k i-temu riadku (i 6= j), máme preverit’, že ϕ(αi + cαj) = βi + cβj.
To ale opät’ ihned’ vyplýva z toho, že ϕ(αi) = βi, ϕ(αj) = βj a ϕ je lineárne.

Pretože vektory α1, . . . , αm v l’avej časti matice C tvoria bázu priestoru Vm(F),
podl’a dôsledku 7.12 a vety 3.6 možno maticu A v l’avej časti C upravit’ pomocou
e.r.o. na jednotkovú maticu. Urob́ıme to, ale s tým, že e.r.o. vykonávame na celej
matici C. Nech úpravami pomocou e.r.o. z matice C dostaneme maticu C′ = [Im|B′].
Práve sme vyššie ukázali, že aj po aplikácii e.r.o. sa nad’alej vektory v l’avej časti
zobrazia v zobrazeńı ϕ na vektory v pravej časti. Preto riadkami matice B′ budú
vektory ϕ(ε1), . . . , ϕ(εm) ∈ Vn(F), a teda B′ bude požadovanou maticou lineárneho
zobrazenia ϕ.

Predchádzajúci postup ilustrujeme na pŕıklade.

9.8. Pŕıklad Určme maticu lineárneho zobrazenia ϕ : V3(R) → V3(R) ktoré zobraźı
vektory (1, 0, 2), (2,−1, 3), (4, 1, 8) postupne na jednotkové vektory ε1, ε2, ε3 ∈ V3(R).

Zostav́ıme rozš́ırenú maticu v ktorej vektory v l’avej časti sa majú zobrazit’ v zo-
brazeńı ϕ na vektory v pravej časti. Je to prvá z nasledujúcich dvoch mat́ıc.




1 0 2 | 1 0 0
2 −1 3 | 0 1 0
4 1 8 | 0 0 1


 ∼




1 0 0 | −11 2 2
0 1 0 | −4 0 1
0 0 1 | 6 −1 −1


 .(9.5)

Ide o maticu [A|I3] z pŕıkladu 3.8, o ktorej sme ukázali, že je riadkovo ekvivalentná
s druhou maticou uvedenou v (9.5). Teda plat́ı

ϕ(ε1) = (−11, 2, 2), ϕ(ε2) = (−4, 0, 1), ϕ(ε3) = (6,−1,−1)

a v pravej časti druhej matice v (9.5) je požadovaná matica lineárneho zobrazenia ϕ.
¥
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9.9. Poznámka Poznamenávame, že ak nevieme dopredu, či vektory α1, . . . , αm

tvoria bázu Vm(F) a maticu A v l’avej časti matice C uvedenej v (9.4) nemožno
upravit’ pomocou e.r.o. na jednotkovú maticu (t.j. pri úprave dostaneme v l’avej časti
nulový riadok), znamená to podl’a dôsledku 7.12 a vety 3.6, že vektory α1, . . . , αm

netvoria bázu Vm(F), a teda zobrazenie ϕ : Vm(F) → Vn(F) nie je korektne určené.

Niektoré vlastnosti lineárnych zobrazeńı. Dôkaz nasledujúceho tvrdenia pre-
nechávame na čitatel’a.

9.10. Lema Nech ϕ : V (F) → V ′(F) a ψ : V ′(F) → V ′′(F) sú lineárne zobrazenia.
Potom aj zložené zobrazenie

ψ ◦ ϕ : V (F) → V ′′(F), (ψ ◦ ϕ)(α) = ψ(ϕ(α))

je lineárne.

Predpokladajme, že lineárne zobrazenia ϕ : Vm(F) → Vn(F) a ψ : Vn(F) → Vp(F)
ktoré skladáme majú matice A = [aij]m,n resp. B = [bij]n,p. Zauj́ıma nás či sa
dá z týchto mat́ıc vypoč́ıtat’ matica C = [cij]m,p zloženého lineárneho zobrazenia
ψ ◦ ϕ : Vm(F) → Vp(F).

Označme i-ty jednotkový vektor vo Vm(F) resp. Vn(F) symbolom εm
i resp. εn

i .
Vieme, že i-ty riadok matice lineárneho zobrazenia ψ ◦ ϕ je

(ψ ◦ ϕ)(εm
i ) = ψ(ϕ(εm

i )) = ψ((ai1, . . . , ain)) =

= ψ(ai1ε
n
1 + · · ·+ ainε

n
n) = ai1ψ(εn

1 ) + · · ·+ ainψ(εn
n) =

= ai1(b11, . . . , b1p) + · · ·+ ain(bn1, . . . , bnp).

Teda pre prvok cij matice C dostávame vyjadrenie

cij = ai1b1j + ai2b2j + · · ·+ ainbnj,

čo znamená podl’a defińıcie 1.8, že

C = AB.

Dokázali sme teda nasledujúce tvrdenie. (Čast’ (2) vyplýva z (1) podl’a dôsledku 9.7.)

9.11. Veta (1) Ak lineárne zobrazenia ϕ : Vm(F) → Vn(F) a ψ : Vn(F) → Vp(F)
majú matice Aϕ resp. Aψ, tak zložené zobrazenie ψ ◦ ϕ : Vm(F) → Vp(F) má maticu

Aψ◦ϕ = AϕAψ.

(2) Obraz l’ubovol’ného vektora (x1, . . . , xm) ∈ Vm(F) v zobrazeńı ψ ◦ϕ sa vypoč́ıta
podl’a predpisu

(ψ ◦ ϕ)((x1, . . . , xm)) = XAϕAψ

t.j. ako súčin mat́ıc X, Aϕ a Aψ, kde X = (x1, . . . , xm) je daný vektor z Vm(F)
chápaný ako matica typu 1×m.
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9.12. Poznámka Veta 9.11 nám umožňuje využ́ıvat’ pri skúmańı vlastnost́ı zlože-
ných lineárnych zobrazeńı vlastnosti súčinu mat́ıc a obrátene. Napŕıklad v dôkaze
lemy 1.11 sme sa dost’ “narobili” kým sme ukázali asociat́ıvnost’ súčinu mat́ıc.
S využit́ım vety 9.11 je tento dôkaz vel’mi jednoduchý, pretože bezprostredne vyplýva
z asociat́ıvnosti skladania prislúchajúcich lineárnych zobrazeńı.

9.13. Lema Inverzné zobrazenie k bijekt́ıvnemu lineárnemu zobrazeniu je lineárne.

Dôkaz Predpokladajme, že ϕ : V (F) → V ′(F) je bijekt́ıvne lineárne zobrazenie a
ϕ−1 : V ′(F) → V (F) je k nemu inverzné zobrazenie. Nech c ∈ F a α′, β′ ∈ V ′(F),
čiže existujú α, β ∈ V (F), že ϕ(α) = α′ a ϕ(β) = β′. Potom

ϕ−1(α′ + β′) = ϕ−1(ϕ(α) + ϕ(β)) = ϕ−1(ϕ(α + β)) = α + β = ϕ−1(α′) + ϕ−1(β′)

ϕ−1(cα′) = ϕ−1(c(ϕ(α))) = ϕ−1(ϕ(cα)) = cα = cϕ−1(α′).

Teda na základe defińıcie 9.1 je zobrazenie ϕ−1 lineárne. 2

Lema 9.13 vedie k prirodzenej otázke ako vyzerá matica inverzného lineárneho
zobrazenia ϕ−1 k danému bijekt́ıvnemu lineárnemu zobrazeniu ϕ : Vn(F) → Vn(F).
Odpoved’ je priamym dôsledkom vety 9.11.

9.14. Dôsledok Nech ϕ : Vn(F) → Vn(F) je bijekt́ıvne lineárne zobrazenie s mati-
cou A. Potom matica A je invertovatel’ná a matica A−1 je maticou inverzného
lineárneho zobrazenia ϕ−1.

Dôkaz Nech idVn(F) označuje identické zobrazenie priestoru Vn(F) do seba. Plat́ı

ϕ ◦ ϕ−1 = idVn(F) a ϕ−1 ◦ ϕ = idVn(F) .(9.6)

Nech A′ je maticou inverzného lineárneho zobrazenia ϕ−1. Na základe vety 9.11
nám (9.6) dá

AA′ = In a A′A = In.

Teda matica A je invertovatel’ná a matica A′ inverzného lineárneho zobrazenia ϕ−1

je inverznou maticou A−1. 2

9.15. Pŕıklad Matica lineárneho zobrazenia ϕ : V3(R) → V3(R) v pŕıklade 9.8 je
inverzná matica A−1 k matici A z pŕıkladu 3.8. Maticou inverzného zobrazenia ϕ−1

bude podl’a dôsledku 9.14 inverzná matica k matici A−1, teda matica A. Čiže

Aϕ =



−11 2 2
−4 0 1
6 −1 −1


 , Aϕ−1 =




1 0 2
2 −1 3
4 1 8


 .

¥
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9.16. Veta (Kritérium injekt́ıvnosti, surjekt́ıvnosti a bijekt́ıvnosti li-
neárneho zobrazenia) Nech ϕ : V (F) → V ′(F) je lineárne zobrazenie a nech
α1, . . . , αn je báza priestoru V (F). Potom
(i) ϕ je injekt́ıvne práve vtedy, ked’ vektory ϕ(α1), . . . , ϕ(αn) sú lineárne nezávislé;
(ii) ϕ je surjekt́ıvne práve vtedy, ked’

V ′(F) = [ϕ(α1), . . . , ϕ(αn)];

(iii) ϕ je bijekt́ıvne práve vtedy, ked’ vektory ϕ(α1), . . . , ϕ(αn) tvoria bázu V ′(F).

Dôkaz (i) Predpokladajme, že ϕ(α1), . . . , ϕ(αn) sú lineárne závislé, t.j.

c1ϕ(α1) + · · ·+ cnϕ(αn) = 0(9.7)

pre nejaké skaláry c1 . . . , cn ∈ F z ktorých aspoň jeden je nenulový. Pretože ϕ je
lineárne, možno (9.7) ṕısat’ v tvare

ϕ(c1α1 + · · ·+ cnαn) = 0.

Označme α := c1α1 + · · · + cnαn. Rovnost’ α = 0 by viedla k c1 = · · · = cn = 0F,
pretože α1, . . . , αn je báza priestoru V (F). Pretože aspoň jeden skalár ci je nenulový,
muśı byt’ α 6= 0. Teda ϕ(α) = ϕ(0) = 0 využijúc lemu 9.3(2), čiže ϕ nie je injekt́ıvne.

Obrátene, nech vektory ϕ(α1), . . . , ϕ(αn) sú lineárne nezávislé. Predpokladajme,
že ϕ(α) = ϕ(β) = γ pre nejaké vektory α, β ∈ V (F) a γ ∈ V ′(F). Potom

0 = ϕ(α)− ϕ(β) = ϕ(α− β).(9.8)

Pretože α1, . . . , αn je báza V (F), možno α, β (jediným spôsobom) vyjadrit’ v tvare

α = c1α1 + · · ·+ cnαn,

β = d1α1 + · · ·+ dnαn

pre nejaké skaláry c1, d1, . . . , cn, dn ∈ F. Teda (9.8) prejde do tvaru

0 = ϕ((c1 − d1)α1 + · · ·+ (cn − dn)αn) = (c1 − d1)ϕ(α1) + · · ·+ (cn − dn)ϕ(αn).

Pretože ϕ(α1), . . . , ϕ(αn) sú lineárne nezávislé, dostávame z toho rovnosti c1−d1 = 0,
. . . , cn − dn = 0. Teda c1 = d1, . . . , cn = dn, odkial’ α = β, čiže ϕ je injekt́ıvne.

(ii) Predpokladajme, že plat́ı V ′(F) = [ϕ(α1), . . . , ϕ(αn)]. Teda každý vektor
γ ∈ V ′(F) sa dá vyjadrit’ v tvare γ = c1ϕ(α1) + · · · + cnϕ(αn) pre nejaké skaláry
c1, . . . , cn ∈ F. Pretože ϕ je lineárne, plat́ı γ = ϕ(c1α1 + · · · + cnαn), čiže
α := c1α1 + · · ·+ cnαn je vzor ku γ v zobrazeńı ϕ. Teda ϕ je surjekt́ıvne.

Obrátene, nech ϕ je surjekt́ıvne. Ukážeme inklúziu V ′(F) ⊆ [ϕ(α1), . . . , ϕ(αn)],
ktorá stač́ı. Nech γ ∈ V ′(F). Pretože ϕ je surjekt́ıvne, existuje α ∈ V (F) tak, že
ϕ(α) = γ. Pretože α1, . . . , αn je báza priestoru V (F), možno α vyjadrit’ v tvare
α = c1α1 + · · ·+ cnαn pre nejaké skaláry c1, . . . , cn ∈ F. Potom

γ = ϕ(α) = c1ϕ(α1) + · · ·+ cnϕ(αn),

čiže γ ∈ [ϕ(α1), . . . , ϕ(αn)] ako sme potrebovali ukázat’.
Tvrdenie (iii) vyplýva priamo z (i) a (ii) a defińıcie bázy. 2
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9.17. Defińıcia Nech V (F) a V ′(F) sú vektorové priestory. Bijekt́ıvne lineárne
zobrazenie ϕ : V (F) → V ′(F) nazývame izomorfizmom priestorov V (F) a V ′(F).

Pretože inverzné zobrazenie ϕ−1 : V ′(F) → V (F) k izomorfizmu ϕ : V (F) → V ′(F)
je bijekt́ıvne a podl’a lemy 9.13 je lineárne, je tiež izomorfizmom priestorov V (F) a
V ′(F). V nasledujúcej časti sa budeme zaoberat’ tým ako určit’ jeho maticu v pŕıpade,
že V (F) = V ′(F) = Vn(F).

Ak ϕ : Vn(F) → Vn(F) je izomorfizmus, ktorý zobrazuje nejakú (nie nutne jed-
notkovú) bázu α1, . . . , αn priestoru Vn(F) na inú bázu β1, . . . , βn ∈ Vn(F) a máme
vypoč́ıtat’ maticu izomorfizmu ϕ−1, tak jedna možnost’ je v prvom kroku postupom
vysvetleným pred pŕıkladom 9.8 a ilustrovanom v pŕıklade 9.8 vypoč́ıtat’ maticu
lineárneho zobrazenia ϕ a v druhom kroku postupom ako v kapitole 3 vypoč́ıtat’ k nej
inverznú maticu. Táto podl’a dôsledku 9.14 bude hl’adanou maticou zobrazenia ϕ−1.
Tento postup teda v praxi znamená v prvom kroku upravit’ pomocou e.r.o. rozš́ırenú
maticu C = [A|B] zobrazenia ϕ vyjadrenú v (9.4) tak, aby matica A v l’avej časti
prešla na maticu In, č́ım matica C prejde na maticu C′ = [In|B′]. Matica B′ v pravej
časti je potom maticou zobrazenia ϕ. Druhý krok znamená utvorit’ maticu [B′|In] a
pomocou e.r.o. ju upravit’ tak, aby matica B′ v l’avej časti prešla na maticu In, č́ım
matica In v pravej časti prejde na maticu (B′)−1, čo je hl’adaná matica zobrazenia
ϕ−1. Tento postup však možno skrátit’ zhruba na polovicu nasledovnou úvahou.

Zostav́ıme ako predtým rozš́ırenú maticu C = [A|B] zobrazenia ϕ vyjadrenú v (9.4)
v ktorej vektory v l’avej časti sa zobrazia vo ϕ na vektory v pravej časti. Tentokrát
ale upravujeme C pomocou e.r.o. tak, aby sme v pravej časti dostali jednotkovú
maticu In. Pretože riadky β1, . . . , βn matice B tvoria bázu Vn(F), podl’a dôsledku 7.12
je B invertovatel’ná, a teda podl’a vety 3.6 je možné upravit’ ju na jednotkovú maticu.
Úpravou dostaneme teda nejakú maticu

C′ = [A′|In] =




α′1|ε1

. . . . . .
α′n|εn


 ,

z ktorej vyplýva, že ϕ−1(ε1) = α′1, . . . , ϕ
−1(εn) = α′n. Teda matica A′ s riad-

kami α′1, . . . , α
′
n je hl’adanou maticou zobrazenia ϕ−1! Je zároveň inverznou maticou

k matici zobrazenia ϕ, ovšem maticu zobrazenia ϕ týmto postupom nezist́ıme.

9.18. Pŕıklad Vrát’me sa k určeniu matice zobrazenia ϕ−1, kde ϕ : V3(R) → V3(R)
je izomorfizmus v pŕıklade 9.8. Teraz ilustrujeme kratš́ı jednokrokový postup oṕısaný
vyššie.

Zostav́ıme rozš́ırenú maticu

C = [A|In] =




1 0 2 | 1 0 0
2 −1 3 | 0 1 0
4 1 8 | 0 0 1
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v ktorej vektory v l’avej časti sa zobrazia vo ϕ na vektory v pravej časti. Maticu C
dokonca ani nemuśıme upravovat’, pretože v jej pravej časti je už matica In. Teda
matica A v l’avej časti je hl’adanou maticou zobrazenia ϕ−1. (Je zároveň inverznou
maticou k matici zobrazenia ϕ, ktorú sme ovšem týmto postupom nezistili.) ¥

9.19. Poznámka Predstavme si situáciu, kedy nevieme, či zadané lineárne zo-
brazenie ϕ : Vn(F) → Vn(F) ktoré zobrazuje bázu α1, . . . , αn priestoru Vn(F) na
nejaké vektory β1, . . . , βn ∈ Vn(F) je bijekt́ıvne, t.j. izomorfizmus. Máme za úlohu
to zistit’ a zároveň určit’ maticu ϕ−1 v pŕıpade, že ϕ je izomorfizmus.

Najlepšou metódou je “tvárit’ sa” akoby ϕ bolo bijekt́ıvne a použit’ vyššie uve-
dený jednokrokový postup na určenie matice zobrazenia ϕ−1 (akoby ϕ−1 existovalo).
Úprava matice C v (9.4) pomocou e.r.o. na tvar kedy v pravej časti dostaneme
jednotkovú maticu In je podl’a vety 3.6 a dôsledku 7.12 možná práve vtedy, ked’
vektory β1, . . . , βn tvoria bázu Vn(F), čo je podl’a vety 9.16(iii) práve vtedy, ked’ ϕ je
bijekt́ıvne.

Ak sa matica C v (9.4) nedá pomocou e.r.o. upravit’ na tvar kedy v pravej časti
dostaneme jednotkovú maticu, čiže v pravej časti pri úpravách dostaneme nulový ria-
dok, môžeme prehlásit’, že ϕ nie je izomorfizmom. V opačnom pŕıpade ϕ je izomor-
fizmom a v l’avej časti dostaneme ihned’ hl’adanú maticu izomorfizmu ϕ−1.

Jadro a obraz lineárneho zobrazenia.

9.20. Defińıcia Nech ϕ : V (F) → V ′(F) je lineárne zobrazenie. Jeho jadrom
nazývame množinu

Jϕ := {α ∈ V (F) | ϕ(α) = 0}

a obrazom množinu

Oϕ := {α′ ∈ V ′(F) | (∃α ∈ V (F)) ϕ(α) = α′}.
Dôkaz nasledujúceho tvrdenia prenechávame na čitatel’a.

9.21. Lema Nech ϕ : V (F) → V ′(F) je lineárne zobrazenie. Potom jadro Jϕ je
podpriestorom priestoru V (F) a obraz Oϕ je podpriestorom priestoru V ′(F).

Nasledujúca veta charakterizuje jadro a obraz lineárneho zobrazenia.

9.22. Veta Nech ϕ : Vm(F) → Vn(F) je lineárne zobrazenie s maticou Aϕ. Potom
jadro Jϕ je práve podpriestorom všetkých riešeńı homogénnej sústavy AT

ϕX = 0 (kde
AT

ϕ ∈ Mn,m(F), X ∈ Mm,1(F), 0 ∈ Mn,1(F)) s m neznámymi a obraz Oϕ je práve
podpriestor V (Aϕ) prislúchajúci matici Aϕ.

Dôkaz Prvá čast’ vyplýva bezprostredne z dôsledku 9.7. Podl’a defińıcíı 5.15 a 9.5,
V (Aϕ) = [ϕ(ε1), . . . , ϕ(εm)]. Nech α′ ∈ Oϕ a α = (c1, . . . , cm) je vzorom k α′
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v zobrazeńı ϕ. Potom

α′ = ϕ(α) = ϕ(c1ε1 + · · ·+ cmεm)

= c1ϕ(ε1) + · · ·+ cmϕ(εm),

čiže Oϕ ⊆ V (Aϕ). Obrátenú inklúziu prenechávame na čitatel’a. 2

9.23. Pŕıklad Určme jadro a obraz lineárneho zobrazenia ϕ : V3(R) → V3(R)
z pŕıkladu 9.8.

Podl’a vety 9.22, obraz Oϕ je podpriestorom V (Aϕ) priestoru V3(R) generovaným
riadkami matice Aϕ. Teda Oϕ = [(−11, 2, 2), (−4, 0, 1), (6,−1,−1)]. Jadro Jϕ je
podl’a vety 9.22 podpriestorom všetkých riešeńı homogénnej sústavy AT

ϕX = 0.
Pretože vieme (pozri pŕıklad 9.15), že matica Aϕ je invertovatel’ná, plat́ı podl’a
vety 7.5 a dôsledku 7.12, že aj matica AT

ϕ je invertovatel’ná, a teda sústava AT
ϕX = 0

má podl’a vety 3.6 iba triviálne riešenie. Teda Jϕ = {0}.
Jednoduchš́ı argument ukazujúci, že Jϕ = {0} využ́ıva fakt, že lineárne zobrazenie

ϕ je bijekt́ıvne, t.j. izomorfizmus. Teda 0 je jediný vektor, ktorý zobrazenie ϕ
zobrazuje do 0. ¥

9.24. Veta Nech ϕ : V (F) → V ′(F) je lineárne zobrazenie a nech priestor V (F) má
dimenziu n. Potom

dim(Jϕ) + dim(Oϕ) = n.

Dôkaz Nech α1, . . . , αm je báza podpriestoru Jϕ. Ak m = n, tak Oϕ = {0},
t.j. tvrdenie plat́ı. Ak m < n, možno vektory α1, . . . , αm doplnit’ n − m vektormi
β1, . . . , βn−m ∈ V (F) na bázu priestoru V (F). Pre každý vektor α′ ∈ Oϕ plat́ı

α′ = ϕ(c1α1 + · · ·+ cmαm + cm+1β1 + · · ·+ cnβn−m)

pre nejaké skaláry c1, . . . , cn ∈ F, odkial’ vzhl’adom na lineárnost’ ϕ a fakt, že
ϕ(αi) = 0 pre i = 1, . . . , m dostávame α′ ∈ [ϕ(β1), . . . , ϕ(βn−m)]. Teda vektory
ϕ(β1), . . . , ϕ(βn−m) generujú Oϕ. Ostáva ukázat’, že sú lineárne nezávislé. Predpo-
kladajme, že pre nejaké skaláry d1, . . . , dn−m ∈ F plat́ı

d1ϕ(β1) + · · ·+ dn−mϕ(βn−m) = 0.

Teda vektor d1β1 + · · · + dn−mβn−m ∈ Jϕ, čo je ale možné iba ak je nulový (pretože
β1, . . . , βn−m je doplnenie bázy Jϕ na bázu V (F)). Pretože β1, . . . , βn−m sú lineárne
nezávislé, dostávame d1 = · · · = dn−m = 0F, čiže vektory ϕ(β1), . . . , ϕ(βn−m) sú
lineárne nezávislé. 2
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10. EUKLIDOVSKÉ VEKTOROVÉ PRIESTORY

Úvodné slovo. V kapitole 5 sme si pripomenuli ako bol v stredoškolskej matema-
tike definovaný v priestore V2(R) (rovine) skalárny súčin vektorov a na jeho základe
kolmost’ vektorov a d́lžka vektora. V tejto kapitole budeme definovat’ euklidovské
priestory ako l’ubovol’né vektorové priestory nad R v ktorých existuje skalárny súčin
a následne budeme študovat’ v nich pojmy kolmosti (ortogonality) vektorov i d́lžky
(normy) vektora. Ukážeme, že každý n-rozmerný euklidovský vektorový priestor nad
R má bázu n navzájom kolmých vektorov d́lžky 1 presne tak ako priestor Vn(R).
Napokon ukážeme, že n-rozmerný euklidovský vektorový priestor nad R je izomorfný
s priestorom Vn(R), t.j. z algebraického hl’adiska sú “nerozĺı̌sitel’né”.

Skalárny súčin.

10.1. Defińıcia Euklidovským vektorovým priestorom nazývame každý vektorový
priestor V (R) nad R pre ktorý existuje zobrazenie s : V (R) × V (R) → R s nasle-
dujúcimi vlastnost’ami pre všetky α, β, γ ∈ V (R) a c ∈ R:

(1) s(α, β) = s(β, α);
(2) s(α + β, γ) = s(α, γ) + s(β, γ);
(3) s(cα, β) = c s(α, β);
(4) α 6= 0 =⇒ s(α, α) > 0.

Zobrazenie s sa nazýva skalárnym súčinom. Euklidovský vektorový priestor V (R)
so skalárnym súčinom s budeme označovat’ (V (R), s).

10.2. Pŕıklad V kapitole 5, pŕıklade 5.3, sme definovali skalárny súčin vektorov
α = (a1, a2, a3), β = (b1, b2, b3) ∈ V3(R) ako (α, β) = a1b1+a2b2+a3b3. Prenechávame
na čitatel’a preverit’, že zobrazenie

s(α, β) = (a1, a2, a3)




1 0 0
0 3 −1
0 −1 1


 (b1, b2, b3)T = a1b1 + 3a2b2 − a2b3 − a3b2 + a3b3

má vlastnosti (1)–(3) z defińıcie 10.1. Všimnime si, že sṕlňa aj vlastnost’ (4). Ak
(a1, a2, a3) 6= (0, 0, 0), tak s(α, α) = a2

1 + 2a2
2 + (a2 − a3)2 > 0, čiže s je skalárnym

súčinom. ¥

V priestore Vn(R) vo všeobecnosti plat́ı, že pre vektory α = (a1, . . . , an),
β = (b1, . . . , bn) a maticu A ∈ Mn(R) zobrazenie

s(α, β) = (a1, . . . , an)A(b1, . . . , bn)T

sṕlňa vlastnost’ (1) z defińıcie 10.1 práve vtedy, ked’ matica A je symetrická. Ďalej,
na základe (4) a (1) z lemy 1.11 vždy sṕlňa vlastnosti (2) a (3) z defińıcie 10.1.
Symetrická matica A nad R pre ktorú zobrazenie s(α, β) = αAβT sṕlňa vlastnost’ (4)
z defińıcie 10.1, a teda je skalárnym súčinom, sa nazýva kladne definitná. Jednotková



80

matica In je kladne definitná a dostávame pre ňu štandardný skalárny súčin (α, β) =
a1b1 + · · ·+ anbn.

10.3. Pŕıklad V pŕıklade 5.3 sme spomenuli vektorový priestor R[−π,π] všetkých
spojitých funkcíı f : [−π, π] → R. Presvedčte sa, že skalárny súčin možno v ňom
definovat’ predpisom

(f, g) =
∫ π

−π

f(x)g(x) dx.

¥

Nech (V (R), s) je l’ubovol’ný euklidovský vektorový priestor. Dĺ̌zka (norma) vek-
tora sa vo V (R) definuje analogicky ako v priestore Vn(R):

‖α‖ =
√

s(α, α).

Analogicky sa definuje aj vel’kost’ uhla medzi vektormi α, β ∈ V (R):

cos θ =

{
s(α,β)
‖α‖ ‖β‖ , ak α 6= 0 a β 6= 0

0, ak α = 0 alebo β = 0.

Vektory α, β ∈ V (R) sa nazývajú ortogonálne (kolmé), ak cos θ = 0, t.j. s(α, β) = 0.
Použ́ıvame tradičné označenie α ⊥ β.

Nasledujúca veta hovoŕı, že mnohé vlastnosti, ktoré poznáme z priestoru V2(R)
platia v l’ubovol’nom euklidovskom vektorovom priestore.

10.4. Veta V každom euklidovskom priestore (V (R), s) plat́ı:

(1) ‖cα‖ = |c| ‖α‖;
(2) ‖α‖ > 0 pre α 6= 0;
(3) s(α, β) = 0 =⇒ ‖α + β‖2 = ‖α‖2 + ‖β‖2 (Pytagorova veta);
(4) ‖α + β‖2 + ‖α− β‖2 = 2‖α‖2 + 2‖β‖2 (rovnobežńıkové pravidlo);
(5) |s(α, β)| 6 ‖α‖‖β‖ (Schwarzova7 nerovnost’);
(6) ‖α + β‖ 6 ‖α‖+ ‖β‖ (trojuholńıková nerovnost’).

Dôkaz Overenie (1) je l’ahké:

‖cα‖ =
√

s(cα, cα) =
√

c2s(α, α) = |c| ‖α‖.

7Hermann Amadeus Schwarz (1843–1921) sa narodil v Pol’sku, ale bol vychovávaný a vzdelanie
źıskal v Nemecku. Bol nasledovńıkom Karla Weierstrassa a Ernsta Eduarda Kummera, ktorého
dcéru si vzal za manželku. Jeho hlavným záujmom boli geometrické aspekty analýzy. Ukázal, že
s diferenciálnymi rovnicami súvisia určité č́ısla, ktoré sa neskôr stali známymi ako vlastné hodnoty
mat́ıc resp. lineárnych zobrazeńı. Spomı́naná nerovnost’ bola objavená práve v súvislosti s vlastnými
hodnotami.
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Vlastnost’ (2) je bezprostredným dôsledkom vlastnosti (4) z defińıcie 10.1. Dôkaz
Pytagorovej vety je tiež jednoduchý s využit́ım vlastnost́ı (1)–(3) z defińıcie 10.1:

‖α + β‖2 = s(α + β, α + β) = s(α, α) + 2s(α, β) + s(β, β) = ‖α‖2 + ‖β‖2

použijúc predpoklad, že s(α, β) = 0. Dôkaz (4) prenechávame na čitatel’a.
Teraz dokážeme nerovnost’ (5). Nech α, β ∈ V (R). Ak α = 0, tak obe strany

(5) sú rovné nule. Predpokladajme teraz, že α 6= 0. Na základe vlastnosti (4)
z defińıcie 10.1, pre l’ubovol’né c ∈ R plat́ı

s(cα− β, cα− β) > 0,(10.1)

odkial’ po úprave s využit́ım vlastnost́ı (1)–(3) z defińıcie 10.1 dostaneme

c2s(α, α)− 2c s(α, β) + s(β, β) > 0.(10.2)

Na l’avej strane máme kvadratický polynóm premennej c. Ak c je koreňom tohto
polynómu, tak v (10.2), a teda aj v (10.1) nastane rovnost’, čiže podl’a vlastnosti (4)
z defińıcie 10.1, cα− β = 0. Teda β = cα. Je zrejmé, že nemôžu existovat’ dve rôzne
také c ∈ R; skutočne, ak by β = c1α a β = c2α, tak dostaneme 0 = (c1−c2)α, odkial’
podl’a lemy 5.4(3) máme (ked’̌ze α 6= 0) c1 − c2 = 0, čiže c1 = c2. Teda kvadratický
polynóm premennej c na l’avej strane 10.2 má nanajvýš jeden dvojnásobný koreň c.
Teda pre jeho diskriminant plat́ı

4c2s(α, β)2 − 4c2s(α, α)s(β, β) 6 0,

odkial’ dostávame
s(α, β)2 6 s(α, α)s(β, β),

čiže po odmocneńı máme požadovanú nerovnost’

|s(α, β)| 6 ‖α‖‖β‖.
Trojuholńıková nerovnost’ (6) je bezprostredným dôsledkom Schwarzovej nerovnosti

s využit́ım vlastnost́ı (1)–(3) z defińıcie 10.1:

(10.3) ‖α + β‖2 = s(α, α) + 2s(α, β) + s(β, β) 6
‖α‖2 + 2‖α‖‖β‖+ ‖β‖2 = (‖α‖+ ‖β‖)2

odkial’ po odmocneńı (všimnime si, že ‖α + β‖ aj ‖α‖ + ‖β‖ sú nezáporné č́ısla)
dostaneme

‖α + β‖ 6 ‖α‖+ ‖β‖.
2

Pojem ortogonálnosti vektorov v euklidovskom vektorovom priestore (V (R), s)
možno prirodzene zovšeobecnit’ pre l’ubovol’ný konečný počet vektorov. Jednoducho
povieme, že vektory α1, . . . , αn ∈ V (R) sú ortogonálne, ak pre všetky i, j ∈ {1, . . . , n},
i 6= j plat́ı s(αi, αj) = 0.
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10.5. Veta Nenulové ortogonálne vektory v euklidovskom vektorovom priestore
(V (R), s) sú lineárne nezávislé.

Dôkaz Nech vektory α1, . . . , αn ∈ V (R) sú nenulové a ortogonálne. Predpoklada-
jme, že

c1α1 + · · ·+ cnαn = 0

pre nejaké skaláry c1, . . . , cn ∈ R. Potom pre každé i ∈ {1, . . . , n} plat́ı

ci s(αi, αi) = c1 s(α1, αi) + · · ·+ ci s(αi, αi) + · · ·+ cn s(α1, αi)

= s(c1α1 + · · ·+ cnαn, αi) = s(0, αi) = 0.

Pretože podl’a vlastnosti (4) z defińıcie 10.1 je s(αi, αi) > 0, dostávame ci = 0.
Pretože i bolo l’ubovol’né, α1, . . . , αn sú lineárne nezávislé. 2

Gram-Schmidtova ortogonalizačná metóda. V euklidovských vektorových pries-
toroch existujú špeciálne a vel’mi vhodné bázy vektorov ktoré majú všetky d́lžku 1 a
z ktorých každé dva sú navzájom kolmé.

10.6. Defińıcia Ortonormálnou bázou n-rozmerného euklidovského vektorového
priestoru (V (R), s) nazývame l’ubovol’né vektory α1, . . . , αn ∈ V (R) ktoré sú orto-
gonálne a majú dĺžku 1.

Poznamenávame, že podl’a vety 10.5 sú ortogonálne vektory α1, . . . , αn nenulovej
d́lžky lineárne nezávislé a podl’a dôsledku 6.16 teda skutočne tvoria bázu n-rozmerného
priestoru V (R).

Dôkaz nasledujúcej lemy uvádza konštrukciu, ktorou možno l’ubovol’nú bázu koneč-
norozmerného euklidovského vektorového priestoru upravit’ na ortonormálnu bázu.
Táto metóda sa nazýva Gram8 -Schmidtova9 ortogonalizačná metóda (proces). Pritom
plat́ı, že ortogonalizáciou rôznych báz môžeme dostat’ rôzne ortonormálne bázy.

10.7. Veta (Gram-Schmidtova ortogonalizačná metóda) Nech (V (R), s)
je konečnorozmerný euklidovský vektorový priestor a nech α1, . . . , αn ∈ V (R) sú

8Jörgen Pederson Gram (1850–1916) bol d’anskym expertom oblasti poist’ovńıctva. Determinant
štvorcovej matice, ktorú budeme definovat’ vo vete 10.12 sa v literatúre zvykne nazývat’ Gramov
determinant.

9Erhard Schmidt (1876–1959) vyučoval na niekol’kých popredných nemeckých univerzitách a
bol študentom slávnych matematikov Hermanna Amandusa Schwartza (pozri stranu 80) a Davida
Hilberta. Významne prispel k štúdiu integrálnych rovńıc a parciálnych diferenciálnych rovńıc a
v rámci toho uviedol v roku 1907 metódu na nájdenie ortonormálnej bázy. V roku 1908 naṕısal prácu
v ktorej sa zaoberal sústavami nekonečného počtu rovńıc s nekonečne vel’a neznámymi a v ktorej
položil základy teórie Hilbertových priestorov, čo sú vektorové priestory nad C (niekedy nad R) so
skalárnym súčinom majúce určité špeciálne vlastnosti. V tejto práci použil svoju ortogonalizačnú
metódu.
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lineárne nezávislé. Potom existujú nenulové ortogonálne vektory β1, . . . , βn v tvare

β1 = α1,

β2 = α2 + a21α1,

β3 = α3 + a32α2 + a31α1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(10.4)

βn = αn + ak,k−1αk−1 + · · ·+ ak1α1

pre vhodné koeficienty aij ∈ R.

Dôkaz Konštrukcia prebieha v n krokoch, pričom výsledkom k-teho kroku pre
k = 1, . . . , n je k-prvkový systém nenulových ortogonálnych vektorov β1, . . . , βk,
ktoré možno vyjadrit’ v tvare (10.4).

V prvom kroku (k = 1) zvoĺıme β1 = α1. Predpokladajme (indukčný predpok-
lad), že pre nejaké 1 6 k 6 n − 1 máme zostrojený k-prvkový systém nenulových
ortogonálnych vektorov β1, . . . , βk ktoré možno vyjadrit’ v tvare (10.4). Ukážeme, že
možno zostrojit’ nenulový vektor βk+1, ktorý je ortogonálny k vektorom β1, . . . , βk a
je v tvare (10.4). Vektor βk+1 budeme hl’adat’ v tvare

βk+1 = αk+1 + bk+1,kβk + · · ·+ bk+1,1β1(10.5)

kde bk+1,k, . . . , bk1 sú (zatial’ neznáme) koeficienty z R. Všimnime si, že vektor βk+1

bude (bez ohl’adu na hodnoty koeficientov bk+1,k, . . . , bk+1,1) v tvare (10.4), pretože
podl’a indukčného predpokladu vektory β1, . . . , βk sú v tvare (10.4). Urč́ıme aké
musia byt’ hodnoty koeficientov bk+1,k, . . . , bk+1,1 aby vektor βk+1 bol ortogonálny
k vektorom β1, . . . , βk. Nech i ∈ {1, . . . , k}. Potom

s(βk+1, βi) = s(αk+1 + bk+1,kβk + · · ·+ bk+1,1β1, βi)

= s(αk+1, βi) + bk+1,ks(βk, βi) + · · ·+ bk+1,1s(β1, βi)

s využit́ım vlastnost́ı (2) a (3) z defińıcie 10.1. Ak využijeme, že vektory β1, . . . , βk

sú ortogonálne, t.j. plat́ı s(βj, βi) = 0 pre j ∈ {1, . . . , k} \ {i}, dostaneme

s(βk+1, βi) = s(αk+1, βi) + bk+1,is(βi, βi).(10.6)

Aby vektor βk+1 bol ortogonálny k vektoru βi, položme pravú stranu rovnosti (10.6)
rovnú nule. Dostaneme rovnicu

s(αk+1, βi) + bk+1,is(βi, βi) = 0(10.7)

s neznámou bk+1,i, ktorú z nej l’ahko vypoč́ıtame. Z rovńıc (10.7) teda postupne pre
i = 1, . . . , k vypoč́ıtame všetky neznáme koeficienty bk+1,k, . . . , bk+1,1, ktoré potrebu-
jeme na vytvorenie vektora βk+1.
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Ostáva ukázat’, že vektor βk+1 je nenulový. Predpokladajme nepriamo, že βk+1 = 0.
Dostaneme vyjadrenie

0 = αk+1 + bk+1,kβk + · · ·+ bk+1,1β1

= αk+1 + ck+1,kαk + · · ·+ ck+1,1α1,

pre nejaké koeficienty ck+1,j, j ∈ {1, . . . , k}, ked’̌ze vektory βk, . . . , β1 majú tvar (10.4).
Vektor 0 sme teda vyjadrili ako lineárnu kombináciu vektorov α1, . . . , αk+1, pričom
pri αk+1 je koeficient 1, čo je v spore s tým, že vektory α1, . . . , αk+1 sú lineárne
nezávislé. 2

10.8. Dôsledok V konečnorozmernom euklidovskom vektorovom priestore má kaž-
dý jeho nenulový podpriestor ortonormálnu bázu.

Dôkaz Nech (V (R), s) je konečnorozmerný euklidovský vektorový priestor a nech
T je jeho nenulový podpriestor s dim T = n. Podl’a vety 6.10 má T nejakú bázu
α1, . . . , αn. Podl’a predchádzajúcej vety ju možno ortogonalizovat’; nech β1, . . . , βn

sú obdržané nenulové ortogonálne vektory. Je l’ahké presvedčit’ sa, že potom vektory

γ1 =
β1

‖β1‖ , . . . , γn =
βn

‖βn‖
sú tiež ortogonálne a majú d́lžku 1. Podl’a vety 10.5 sú teda lineárne nezávislé a na
základe dôsledku 6.16 tvoria ortonormálnu bázu priestoru T . 2

10.9. Pŕıklad Našou úlohou bude nájst’ ortonormálnu bázu priestoru S riešeńı
homogénnej sústavy z pŕıkladu 7.10. Budeme uvažovat’ o štandardnom skalárnom
súčine vo V6(R). V pŕıklade 7.10 sme ukázali, že

S = [(0, 1, 0, 0, 0, 0), (−2, 0, 1, 0, 1, 0), (
7
3
, 0,−1,

1
3
, 0, 1)].

Aby sme sa vyhli zlomkom, zoberme za bázu priestoru S, ktorú budeme ortogonali-
zovat’, vektory

α1 = (0, 1, 0, 0, 0, 0), α2 = (−2, 0, 1, 0, 1, 0), α3 = (7, 0,−3, 1, 0, 3).

V prvom kroku položme β1 = α1. V druhom kroku budeme hl’adat’ vektor β2

ortogonálny k vektoru β1 a to v tvare

β2 = α2 + b21β1 = (−2, 0, 1, 0, 1, 0) + b21(0, 1, 0, 0, 0, 0).

Vynásobeńım tejto rovnosti skalárne vektorom β1 a položeńım (β2, β1) = 0 dostaneme

0 = (α2, β1) + b21(β1, β1) = 0 + b21,
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odkial’ máme b21 = 0. Teda β2 = α2 = (−2, 0, 1, 0, 1, 0). V tret’om kroku budeme
hl’adat’ vektor β3 ortogonálny k vektorom β1 a β2 a to v tvare

β3 = α3 + b32β2 + b31β1(10.8)

= (7, 0,−3, 1, 0, 3) + b32(−2, 0, 1, 0, 1, 0) + b31(0, 1, 0, 0, 0, 0).

Vynásobeńım rovnosti (10.8) skalárne vektorom β1 a tým, že polož́ıme (β3, β1) = 0,
(β2, β1) = 0 dostaneme

0 = (α3, β1) + b31(β1, β1) = b31,

odkial’ vypoč́ıtame b31 = 0. Vynásobeńım rovnosti (10.8) skalárne vektorom β2 a
položeńım (β3, β2) = 0, (β1, β2) = 0 dostaneme

0 = (α3, β2) + b32(β2, β2) = −17 + 6b32,

odkial’ vypoč́ıtame b32 = 17
6 . Teda

β3 = (7, 0,−3, 1, 0, 3) +
17
6

(−2, 0, 1, 0, 1, 0) = (
4
3
, 0,−1

6
, 1,

17
6

, 3).

Dostali sme ortogonálnu bázu β1, β2, β3. Každý z vektorov βi teraz predeĺıme jeho
d́lžkou ‖βi‖ a výsledné vektory γ1, γ2, γ3 budú tvorit’ ortonormálnu bázu S:

γ1 = (0, 1, 0, 0, 0, 0), γ2 =
1√
6

(−2, 0, 1, 0, 1, 0), γ3 =

√
6
83

(
4
3
, 0,−1

6
, 1,

17
6

, 3).

¥

10.10. Defińıcia Ortogonálnym doplnkom podmnožiny M euklidovského vektoro-
vého priestoru V (R) nazývame množinu

M⊥ := {α ∈ V (R) | (∀β ∈ M) α ⊥ β}.
Prenechávame na čitatel’a preverit’, že pre l’ubovol’nú množinu M ⊆ V (R) je M⊥

podpriestorom V (R).
Vektor αT v nasledujúcom tvrdeńı nazývame ortogonálnou projekciou vektora α

do podpriestoru T .

10.11. Dôsledok Nech (V (R), s) je konečnorozmerný euklidovský vektorový
priestor a nech T je l’ubovol’ný jeho podpriestor. Potom

(1) l’ubovol’ný vektor α ∈ V (R) možno vyjadrit’ v tvare

α = αT + β

kde αT ∈ T a β ∈ T⊥;
(2) V (R) = T ⊕ T⊥;
(3) (T⊥)⊥ = T .
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Dôkaz (1) Podpriestor T má podl’a dôsledku 10.8 nejakú ortonormálnu bázu vek-
torov α1, . . . , αn. Ak α ∈ T , tak máme vyjadrenie α = α+0, t.j. tvrdenie plat́ı. Nech
α /∈ T . Potom vektory α, α1, . . . , αn sú lineárne nezávislé. Podl’a Gram-Schmidtovej
ortogonalizačnej metódy (veta 10.7) existujú skaláry ann, an,n−1, . . . , an1 ∈ R tak, že
vektor

β = α + annαn + an,n−1αn−1 + · · ·+ an1α1

je ortogonálny k vektorom α1, . . . , αn, t.j. β ∈ T⊥. Nech

αT := −annαn − an,n−1αn−1 − · · · − an1α1.

Teda α = αT + β pre αT ∈ T a β ∈ T⊥.
(2) Podl’a (1) máme V (R) = T + T⊥. Ostáva ukázat’, že T ∩ T⊥ = {0}. Nech

α ∈ T∩T⊥. Potom s(α, α) = 0, odkial’α = 0 na základe vlastnosti (4) z defińıcie 10.1.
(3) Inklúzia T ⊆ (T⊥)⊥ je zrejmá. Skutočne, ak α ∈ T tak pre všetky β ∈ T⊥ plat́ı

s(α, β) = 0, odkial’ α ∈ (T⊥)⊥. Aby sme dostali rovnost’, stač́ı ukázat’, že dim T =
dim(T⊥)⊥. Na základe (2) a vety 8.6 však máme dim T + dim(T⊥) = dim V (R) a
analogicky, dim T⊥ + dim(T⊥)⊥ = dim V (R). Teda dim T = dim(T⊥)⊥. 2

10.12. Veta Nech (V (R), s) je euklidovský vektorový priestor s bázou α1, . . . , αn.
Nech A = [aij]n je štvorcová matica stupňa n definovaná tak, že

aij = s(αi, αj).(10.9)

Potom pre l’ubovol’né vektory β = b1α1 + · · ·+ bnαn, γ = c1α1 + · · ·+ cnαn plat́ı

s(β, γ) = (b1, . . . , bn)A




c1

. . .
cn


 .

Dôkaz Využijúc vlastnosti (2) a (3) z defińıcie 10.1 dostávame

s(β, γ) = s(
n∑

i=1

biαi,

n∑
j=1

cjαj) =
n∑

i=1

n∑
j=1

bicjs(αi, αj)

=
n∑

i=1

n∑
j=1

biaijcj.

Teda plat́ı vyššie uvedený vzorec. 2

Je zrejmé, že báza α1, . . . , αn euklidovského vektorového priestoru so skalárnym
súčinom s je ortonormálna práve vtedy, ked’ pre všetky i, j ∈ {1, . . . , n}

s(αi, αj) =

{
0, ak i 6= j

1, ak i = j

t.j. ked’ matica A vo vete 10.12 je rovná jednotkovej matici In.
Z predchádzajúcej vety tak dostávame ihned’ nasledujúci dôsledok.
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10.13. Dôsledok Nech (V (R), s) je euklidovský priestor s bázou α1, . . . , αn.
Potom pre l’ubovol’né vektory β = b1α1 + · · ·+ bnαn, γ = c1α1 + · · ·+ cnαn plat́ı

s(β, γ) = b1c1 + · · ·+ bncn

práve vtedy, ked’ báza α1, . . . , αn je ortonormálna.

10.14. Pŕıklad V priestore V3(R) nájdeme predpis pre skalárny súčin g vzhl’adom
na ktorý vektory

α1 = (0, 1, 2), α2 = (1, 1, 1), α3 = (1, 0, 0)

tvoria ortonormálnu bázu V3(R).
Nech (b1, b2, b3) a (c1, c2, c3) sú súradnice vektorov β, γ ∈ V3(R) vzhl’adom na jed-

notkovú bázu ε1 = (1, 0, 0), ε2 = (0, 1, 0), ε3 = (0, 0, 1). Podl’a vety 10.12 možno pred-
pis pre hl’adaný skalárny súčin g vyjadrit’ vzorcom g(β, γ) = (b1, b2, b3)A(c1, c2, c3)T ,
kde matica A = [aij] je definovaná tak, že aij = g(εi, εj) pre i, j ∈ {1, 2, 3}. Pretože
plat́ı

ε1 = α3, ε2 = −α1 + 2α2 − 2α3, ε3 = α1 − α2 + α3,

jednotkové vektory εi majú vzhl’adom na ortonormálnu bázu α1, α2, α3 súradnice

ε1 = (0, 0, 1), ε2 = (−1, 2,−2), ε3 = (1,−1, 1).

Pretože báza α1, α2, α3 je vzhl’adom na g ortonormálna, podl’a dôsledku 10.13 plat́ı

a11 = g(ε1, ε1) = 1, a12 = g(ε1, ε2) = −2, a13 = g(ε1, ε3) = 1

a21 = g(ε2, ε1) = −2, a22 = g(ε2, ε2) = 9, a23 = g(ε2, ε3) = −5

a31 = g(ε3, ε1) = 1, a32 = g(ε3, ε2) = −5, a33 = g(ε3, ε3) = 3.

(Prvok a23 sme napŕıklad vypoč́ıtali ako g(ε2, ε3) = (−1) ·1+2 ·(−1)+(−2) ·1 = −5.)
Teda hl’adaný predpis pre skalárny súčin g je daný vzorcom

g(β, γ) = (b1, b2, b3)




1 −2 1
−2 9 −5

1 −5 3







c1

c2

c3




= b1c2 − 2b1c2 + b1c3 − 2b2c1 + 9b2c2 − 5b2c3 + b3c1 − 5b3c2 + 3b3c3,

pre l’ubovol’né vektory β = (b1, b2, b3), γ = (c1, c2, c3 ∈ V3(R). ¥

10.15. Defińıcia Nech (V (R), s) a (V ′(R), s′) sú euklidovské vektorové priestory.
Bijekt́ıvne lineárne zobrazenie ϕ : V (R) → V ′(R) nazývame izomorfizmom eukli-
dovských priestorov (V (R), s) a (V ′(R), s′), ak zachováva skalárny súčin, t.j. plat́ı

(∀α, β ∈ V (R)) s(α, β) = s′(ϕ(α), ϕ(β)).

Nasledujúca veta je sl’́ubeným vyvrcholeńım nášho štúdia vektorových priestorov.
Hovoŕı, že konečnorozmerné euklidovské vektorové priestory sú z algebraického
hl’adiska “nerozĺı̌sitel’né” od euklidovských priestorov Vn(R) n-t́ıc reálnych č́ısel so štan-
dardným skalárnym súčinom.
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10.16. Veta Každé dva konečnorozmerné euklidovské vektorové priestory sú
izomorfné.

Dôkaz Nech (V (R), s) a (V ′(R), s′) sú konečnorozmerné euklidovské vektorové
priestory. Nech α1, . . . , αn je ortonormálna báza V (R) a β1, . . . , βn je ortonormálna
báza V ′(R). Podl’a Základnej vety o lineárnych zobrazeniach 9.4 existuje práve jedno
lineárne zobrazenie ϕ : V (R) → V ′(R) tak, že ϕ(αi) = βi pre i = 1, . . . , n. Pretože
β1, . . . , βn je báza V ′(R), podl’a vety 9.16 je lineárne zobrazenie ϕ bijekt́ıvne, t.j. je
izomorfizmom (V (R), s) a (V ′(R), s′) ako vektorových priestorov. Nech γ, δ ∈ V (R)
sú l’ubovol’né vektory, γ = c1α1 + · · ·+ cnαn, δ = d1α1 + · · ·+ dnαn. Potom

ϕ(γ) = c1β1 + · · ·+ cnβn, ϕ(δ) = d1β1 + · · ·+ dnβn,

a teda využijúc dvakrát dôsledok 10.13 dostávame

s(γ, δ) = c1d1 + . . . cndn = s′(ϕ(γ), ϕ(δ)),

čo bolo treba dokázat’. 2

10.17. Dôsledok Každý euklidovský vektorový priestor (V (R), s) dimenzie n je
izomorfný s priestorom Vn(R) n-t́ıc reálnych č́ısel so štandardným skalárnym súčinom.
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homogénna
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matica, 74
izomorfizmus, 69, 76

matica, 76, 77
jadro, 77
obraz, 77
pŕıklady, 69
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vedúci prvok riadku, 13, 16–18, 22, 23, 58,

61
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obor integrity, 5, 11

parameter, 12, 15, 18, 20, 21, 23, 53, 59
permutácia, 28
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redukovaný
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d́lžka, 40
jednotkové, 53
lineárna kombinácia, 44, 48, 55
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