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PREDSLOV

Cielom tychto skript je obozndmit’ Studentov ucitel'ského studia (kombinécii
s matematikou) so zdkladnymi pojmami a poznatkami linedrnej algebry.

Pri nasom vyklade sme zvolili obsahové ¢lenenie odlisné od zndmej uc¢ebnice [3], kde
sa zaCina s vektorovymi priestormi. Nasim ciel'om je uz v prvej casti skript oboznamit’
citatela s metédami riesenia sustav linedrnych rovnic nad poliami (kapitoly 1-4). Az
v druhej casti skript prechadzame k skiimaniu algebraickej Struktiry mnozin rieseni
ststav linedrnych rovnic a budujeme tedriu vektorovych priestorov (kapitoly 5-10).

N4&s vyklad preto zac¢iname maticami a elementarnymi riadkovymi operaciami na
maticiach ako zakladnym nastrojom, ktory potom vyuzivame v celom d’alSom texte.
Postupne ukazujeme budicemu ucitel'ovi vzajomne jednoznacnu korespondenciu matic
so sustavami linedrnych rovnic (kapitoly 2, 3), podpriestormi kone¢norozmernych vek-
torovych priestorov (kapitoly 5-7) a linedrnymi zobrazeniami medzi nimi (kapitola 9).
Pouzitim determinantov pri rieSeni sustav linedrnych rovnic sa zaoberame v zavere
prvej ¢asti (kapitola 4). V centre ndsho zdujmu v druhej ¢asti st kone¢norozmerné
vektorové priestory (kapitola 6). Potrebné suvislosti s maticami a sistavami linedrnych
rovnic dopfﬁame v kapitole 7. V zavere nasho vykladu ukazujeme, ze konecnorozmerné
euklidovské vektorové priestory nad R si z algebraického hl'adiska “nerozlisitelné”
od zndmych priestorov n-tic redlnych ¢isel (kapitola 10).

Do tychto skript sme nezaradili v zavere kapitol d’alSie cvicenia, pretoze cvicenia
z linedrnej algebry planujeme v budicnosti robit’ aj pod niektorym zo softwarovych
programov Mathematica, Maple alebo MatLab. Radi by sme vydali pracovny zosit
vhodny i pre takuto formu cviceni, ktory sa bude v priebehu rokov flexibilne obmienat’
v stillade s vyvojom informacnych technolégii a nasho softwarového vybavenia. Pritom
tedria by mala zostat’ nemenna, preto sme povazovali za vhodné oddelit’ ju od stiborov
cviceni. Nas vyklad je vSak bohato ilustrovany 45 rieSenymi prikladmi.

Pretoze tento text je napisany v  AMS-I¥TEXu, mohli sme si dovolit’ zaradit’ na
jeho koniec Index, ktory m&a umoznit’ vyhladdvanie a dobri orientdaciu v texte.
Cislovanie jednotlivych poloziek v texte ako definicie, lemy, vety, dosledky a priklady
je zvycajnym sposobom x.y, kde x je cislo kapitoly a y je poradové cislo polozky
v kapitole . Pre oznacovanie poli pouzivame font “field”, teda pole realnych ¢isel
je oznacované R. Symbol := znamend, Ze ide o definujicu rovnost’. Koniec dokazu
oznacujeme zvycajnym symbolom [ a koniec prikladu symbolom BM. Ak definujeme
novy pojem v texte a nie v ramci osobitnej definicie, pouzivame pren font italic.
Ak chceme urcité slovo alebo formuldciu v texte zdoraznit’, pouzivame font bold.
Skladanie zobrazeni robime tak, ze (f o g)(z) = f(g(x)), teda tiez odlisne od [3].
Zaradili sme aj historické poznamky, ktoré uvadzame pod ¢iarou.

Podnety a komentéare z radov Studentov i ostatnych ¢itatel'ov tohto textu uvitam.
Mozno ich posielat’ e-mailom na adresu haviar@pdf.umb.sk.

V Melbourne, 28. augusta 2000
autor



1. MATICE

Uvodné slovo. Matice hraju centralnu tlohu v linearnej algebre. V tomto texte
ukazeme ich vzajomne jednoznacnu koreSpondenciu so sustavami linedrnych rovnic,
podpriestormi kone¢norozmernych vektorovych priestorov a linedrnymi zobrazeniami
kone¢norozmernych vektorovych priestorov. V tejto kapitole bude nasim cielom
oboznamit’ ¢itatel’a so zadkladnymi pojmami a poznatkami tykajicimi sa matic typu
m X n nad polom F. Uvidime napriklad, Ze tak ako pre I'ubovolné reédlne ¢isla a, b, ¢
plati

a+b=b+a, a+ (b+c)=(a+b)+e¢ albc)= (ab)e, a(b+ c¢) = ab+ ac,

tak tieto zakony platia aj pre scitanie a nasobenie matic nad polom. Na druhej
strane, nie vSetky pravidla na ktoré si citatel’ zvykol pri praci s redlnymi ¢islami
budu platit’ u matic. V algebre (R \ {0}, -) nenulovych redlnych ¢isel s ndsobenim
mé napriklad kazdy prvok inverzny prvok, v algebre nenulovych matic s nasobenim,
ako neskor uvidime, tomu tak nie je. Podobne komutativnost’ nasobenia, ktora plati
pre redlne ¢isla, neplati vo vSeobecnosti pre matice. V tejto kapitole okrem iného
ukazeme, ze mnozina vSetkych matic typu m x n nad polom F s operaciami s¢itania
a nasobenia tvori okruh. Neskor v kapitole 5 ukédzeme, ze matice nad FF so s¢itovanim
a nasobenim skaldrom z pol'a ' tvoria vektorovy priestor.

Pojem matice.

1.1. Definicia Nech F je pole a m,n si prirodzené ¢isla. Pod maticou typu m X n
nad polom F rozumieme obdlznikovi tabulku prvkov pola F pozostavajicu z m
riadkov (vodorovné zoskupenia prvkov) a n stlpcov (zvislé zoskupenia prvkov).

Matice budeme oznacovat’ velkymi polotuénymi pismenami A, B, C,.... Prvok
pol'a F nachadzajuci sa v i-tom riadku a j-tom stlpci matice A budeme oznacovat’
a;j. V silade s tym maticu A typu m x n s prvkami a;; budeme zapisovat’ v tvare

ayjp a2 ... Qip
A _ a921 929 ce Qon
Am1 Am2 ... Omn

a skratene pisat’ A = [a;;]mn. Ak m = n, hovorime, ze A je Stvorcovd matica stupria
n a piSeme A = [a;j],. V takom pripade zoskupeniu prvkov a;;, ¢ = 1,...,n hovorime
hlavnd diagondla matice A.

Mnozinu vsetkych matic typu m x n nad polom F budeme oznacovat’ M, ,(IF).
V pripade stvorcovych matic stupiia n namiesto M, ,,(F) budeme pisat’ M, (F).

V mnozine M, ,(F) zaujima zvlastne postavenie nulovd matica 0 = [Op|, n, ktorej
v8etky prvky su rovné nulovému prvku pola F a v mnozine M, (F) je to okrem nulovej
matice i jednotkovd matica I,, = [a;;], kde a; = 1p (jednotkovy prvok pola F) pre
i=1,...,n aa; = Op pre vietky i # j.
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1.2. Definicia Hovorime, Ze matica A = [a;j|m, sa rovnd matici B = [b;j],.q,
ak m = p an = ¢, tj. ak obe su rovnakého typu a ak a;; = b;; pre vsetky
1 =1,....m, 3=1,...,n.

1.3. Priklad Nech a,b,c,d, e, f st redlne ¢isla a nech

a b c —2 % 0
'A“<d e f)’ B“(Q§ 17 w)
st matice typu 2 X 3 nad polom R. Matice A a B sa rovnaju prave vtedy, ked’
a = —2,b = 2,¢=0,d=03,e=17a f = m. Podobne, A = 0 prave vtedy, ked

a=b=c=d=e=f=0. ]
Sc¢itovanie matic a nasobenie matic skalarom.

1.4. Definicia Nech A = [a;j] a B = [b;;] si matice typu m x n nad polom F.
Suctom matic A a B nazyvame maticu C = [¢;;] typu m x n takd, ze ¢;; = a;; + bj;
pre vsetky i, 7. PiSeme C = A + B.

Upozoriujeme, zZe sicet matic A a B je definovany iba v pripade, ked’ A a B sd
toho istého typu.

Opacnou maticou k matici A = [a;;] nazyvame maticu —A = [—a;;]. Matice A a
—A maju ten isty typ a I'ahko vidiet’, ze plati

(1.1) A+(—A)=0=(-A)+A

5. Definicia Nech A = [a;;] je matica typu m X n nad polom F. Pre I'ubovolny
skalar ¢ € F definujeme (skaldrny) c-ndsobok matice A ako maticu B = [c - a;j]mn
nad F. Piseme B = cA.

1.6. Priklad Nech A, B st matice z prikladu 1.3. Potom

—a —-b —c -4 3 0 —4—a 3-0 —c
_A“*2B“(—d —e —f)'%(qé 34 2n)__<Q6—d 34— e 27——f)
n

Na zaklade predchadzajucich definicii a na zdklade vlastnosti s¢itania a nasobenia
prvkov v poli FF, ¢itatel iste 'ahko odvodi platnost’ nasledujucich tvrdeni.

1.7. Lema Pre l'ubovolné matice A, B, C € M,, ,(F) a skaldry c,d € F plati:

) A+B=B+A;

2) A+(B+C)=(A+B)+C;
3) A+0=0+ A =A;

4) c(dA) = (cd)A;

5) (c+d)A = cA +dA;

6)

(1
(
(
E
(6) c(A+B)=cA+cB.
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Tvrdenie (2) hovori, Ze s¢itovanie matic je asociativne, a preto pri s¢itani troch
alebo viacerych matic nie je potrebné pisat’ ztvorky. Dalej si viimnime, ze v (5)
symbol + na l'avej strane reprezentuje scitanie v I, zatial'¢o symbol + na pravej
strane reprezentuje s¢itanie v M, ,,(IF).

Nasobenie matic. Nasobenie matic je komplikovanejsie ako sCitanie. Stcin matice
A a matice B je definovany len vtedy, ked’ pocet stlpcov matice A sa rovna
poctu riadkov matice B.

1.8. Definicia Nech A = [a;j|mn & B = [bij]n, si matice nad F. Sticinom matic
A a B je matica C = [¢;j]mp nad F, kde pre vsetky i =1,...,maj=1,...,p platf
Cij = ainbij + aizbzj + -+ - + Qinby;.

Piseme C = AB.

1.9. Priklad Nech

3 -2
A=(r9 %) 4 B=|2 4
03 4 -
1

st matice nad R. Pretoze pocet StIpCOV matice A sa rovna poctu riadkov matice B,
mozno utvorit’ sucin C = AB, ¢o je matica typu 2 x 2. Ukazeme ako sa v matici C
vypocita prvok cop. V silade s definiciou 1.8 vezmeme druhy riadok matice A a prvy
stipec matice B (oba obsahujui po tri prvky), vyndsobime prvy (druhy, treti) prvok
daného riadku s prvym (druhym, tretim) prvkom v danom stipci a sCitame:

3 1
=0- - 24 (—4)-==1.
Co1 0-3 + 9 + ( ) 9
Analogicky sa vypocitaju prvky ci1, 12, c22. Dostaneme
2 0 3 =3 2
C=AB= apodobne D:=BA=|2 6 -20
1 10 13 3
2 2

V nasledujicom priklade ukazujeme, ze nasobenie matic nie je vo vSeobecnosti
komutativne a ze si¢inom nenulovych matic méze byt nulova matica.

1.10. Priklad Zoberme nenulové matice

XTREE

nad R. Vynasobenim sa presved¢ime, ze

0 —1 00
ST:(0 0), ale TS:(0 0):0. |



Citatel’ sa uz pravdepodobne stretol s oznacenim
n

a1+a2+---+an:Zai.
i=1

Toto oznacenie mozno prirodzene rozsirit’ a pouzit’ pre vyjadrenie prvku c;; matice

C = AB:

n
Cij = @by + aigbaj + -+ + Qinbpj = E ik ;-
k=1

Citatel sa presved¢i o uzitocnosti takéhoto struéného oznacovania uz pri dokaze nasle-
dujucich tvrdeni o vlastnostiach operacie nasobenia matic.

1.11. Lema Nech A, B, C su matice nad polom F.

(1) Ak sucin AB je definovany, tak pre vsetky skalary c € F plati (cA)B = ¢(AB) =
A(cB).

(2) Ak siciny AB a BC su definované, tak su definované aj suciny (AB)C a A(BC)
a plati (AB)C = A(BC).

(3) Ak suciny AB a AC s definované, tak je definovany aj sucin A(B+ C) a plati
distributivnost’ ndsobenia vzhl'adom na scitanie zl'ava: A(B+ C) = AB+ AC.

(4) Ak suciny BA a CA si definované, tak je definovany aj sicin (B + C)A a plati
distributivnost’ ndasobenia vzhl'adom na s¢itanie sprava: (B+C)A = BA+ CA.

Dékaz Urobime dokaz (2). (Dokazy ostatnych tvrdeni prenechdvame na citatel’a.)

Predpokladajme, ze A je matica typu m x n nad F. Pretoze suciny AB a BC su
definované, B je matica typu n x p a C je matica typu p x ¢ pre nejaké prirodzené cisla
p,q. Nech AB = E = [¢;j];n, a BC =F = [fjj],,,4- Je zrejmé, ze stciny G := (AB)C
a H := A(BC) su definované a oba st matice typu m x ¢. Ostéva ukéazat’, ze prvky

gij a h;j matic G a H st rovnaké pre vSetky t: =1,...,maj=1,...,q.
Podla definicie 1.8 prvok g;; matice G = EC je
p n
9 = Y encrj, kde ex =Y anby.
k=1 =1

Po dosadeni teda dostaneme

P n
gij = Z < ailblkz) Ckj-
=1

k=1

Analogicky mozno vyjadrit’ prvok h;; matice H = AF:

n p
hij = Zail (Z blkckj> .
=1 k=1

Prvky g¢i; 1 hy; st teda suctami pn scitancov a;bycy; prel=1....nak = 1,...,p,
a teda sa rovnaju. O
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V kapitole 9 ukazeme, ako alternativny dokaz, ze asociativnost’ nasobenia matic
vyplyva z asociativnosti skladania im odpovedajicich linearnych zobrazeni.

1.12. Veta Mnozina M, (FF) stvorcovych matic stupna n nad polom F spolu s ope-
rdciami scitania a ndasobenia matic tvori okruh (M, (F),+,-) s jednotkovym prvkom
I,. Vo vSeobecnosti ide o nekomutativny okruh, ktory nie je oborom integrity.

Doékaz Pre 'ubovolnid maticu A € M, (FF) zrejme plati AI, = A =1,A. Prvé cast’
vety teraz vyplyva z lemy 1.7, rovnost{ (1.1) a z lemy 1.11. Druh4 cast’ vety vyplyva
z toho, ¢o bolo ukazané v priklade 1.10. O

Inverzné a transponované matice. Stvorcovd matica A stupna n sa nazyva
requldrna (alebo invertovatelnd), ak existuje k nej stvorcova matica B takd, ze

AB =BA =1,.

V takom pripade hovorime, ze B je inverznd matica k matici A. Ak matica A nie je
reguldrna (nemd inverzni maticu), hovori sa niekedy, ze je singuldrna.

1.13. Veta
(1) Inverzna matica k regularnej matici A € M, (F) je jednoznacne urcena.
(2) V okruhu M, (F) je sucin reguldrnych matic opédt’ reguldrna matica.

Doékaz (1) Predpokladajme, ze B,C € M, (F) st inverzné matice k matici A, t.j.
plati
BA =1, =AC.
Kedze podla vety 1.12 je (M, (FF),-) pologrupa s jednotkou I,,, dostdvame
B =BI,=B(AC)=(BA)C=I,C=C.

(2) Ak A, B € M, (FF) st regularne matice, potom v M, (F) existuju matice C, D

tak, ze
AC=CA=1,=BD=DB.

Opét’ vyuzitim faktu, ze (M, (F), ) je pologrupa s jednotkou I,, dostaneme
(AB)(DC) = ((AB)D)C = (A(BD)C) = (AI,)C=AC=1,
(DC)(AB) = ((DC)A)B = (D(CA)B) = (DI,)B = DB =I,,

odkial’ vyplyva, ze DC je inverznd matica k AB. O

1.14. Désledok Mnozina regularnych matic stupna n nad pol'om F tvori podgrupu
pologrupy (M, (FF), -) vSetkych stvorcovych matic stupnia n nad polom F.

Dokaz Vyplyva bezprostredne z definicie regularnej matice a z vety 1.13. O



Kedze podla 1.13(1) inverznd matica k reguldrnej matici A € M, (F) je jed-
nozna¢ne uréend, mozeme pre nu zaviest’ oznacenie A~!. Vsimnime si eSte, Ze ak
A je invertovatelna, tak je invertovatelnd aj A~! a plati (A1)~ = A.

Podl'a 1.13(2) je suc¢in A;A, invertovatelnych matic opét’ invertovatelna matica
a plati (A;A,)~' = A;'A!. Platnost’ tohto mozno matematickou indukciou I'ahko
rozsirit’ a ukazat’, ze sucin A;A,... A, invertovatelnych matic je invertovatelna
matica a plati (AjA,... A,) ' =A 1. ASTATL

Pre I'ubovolnu stvorcovi maticu A € M, (F) mo6zeme tiez definovat’ jej mocniny
A=1, A'=A, A2=AA, A3 = AAA, atd. Asociativny zdkon pre ndsobenie
matic pritom zarucuje, ze mocniny A" (n > 3) su korektne definované. V grupe
regularnych matic stupna n mozeme definiciu mocnin matice rozsirit’ aj na zaporné
mocniny definovanim A™" := (A™1)" (n=1,2,...).

1.15. Definicia Transponovanou maticou k matici A = [a;;] € M,,,,(F) je matica
B = [bﬂ] € Mn,m(F> takai, ze

bji = ai

pre vSetky i =1,...,m, j=1,...,n. Budeme ju oznacovat’ symbolom A™.

Vsimnime si, ze pre I'ubovolné matice A, B € M,, ,,(F) a skalar ¢ € F plati

(12) (AT =A, (A+B)" = AT + BT =BT + A7, (cA)” = cA”.

1.16. Lema Nech A,B su matice a nech sicin AB je definovany. Potom je defi-
novany aj sucin BT AT a plat{

B'A” = (AB)".

Dokaz Nech A = [ajj]mn, B = [bjklnp anech C:= AB. Potom plati BY = [bg;]pn.
AT = laj]nm, teda stcin D := BT AT je definovany. Prvok d;; matice D mozno
vyjadrit’' v tvare d;; = > ;_, bria;i. Pretoze ndsobenie prvkov pola F je komutativne,
plati d;; = Zzzl a;ibr;. Toto je vSak prvok c;; matice C = AB, teda prvok e;; matice
E := CT. Cize d;; = e;; pre vietky i, j, teda plati BTAT = (AB)7. O

1.17. Priklad Zoberme matice A, B a C = AB, D = BA z prikladu 1.9.
Transponovanim matic A, B dostaneme matice

10
AT=| 0 %], B"= (_32 . _%)
2



Prenechavame na citatel’a presvedcit’ sa vypoctami, ze plati

T 4 2 —3 T T
A+B :(_2 i _§>:(A +B)T,
2
c'—(AB) = (2 1) _pra”
0 10 ’
32 %3
D"=BA)"=|-3 6 -2|=A"B". u
2 —-20 3

Niektoré specialne triedy matic.

Diagonalne matice

Hovorime, ze §tvorcovd matica A = [a;;] stupiia n nad polom F je diagondlna, ak
a;; = Op pre kazdé ¢ # j. Inymi slovami, v diagondlnej matici sa nenulové prvky
mozu nachadzat’ iba na hlavnej diagonale. Diagonédlnu maticu

d 0 0
0 dy 0
0 0 d,
oznacujeme Casto strucne diag(dy,...,d,). Diagondlna matica tvaru cL,, kde ¢ € F

je skalar, sa niekedy nazyva skaldrna matica.

Symetrické matice

Hovorime, zZe $tvorcovd matica A = [a;;] stupfia n nad polom F je symetrickd,
ak A = AT t.j. plati rovnost’ a;; = aj; pre vietky 7,j. Znamend to, Ze matica je
symetricka podl'a hlavnej diagonaly.

Antisymetrické matice

Stvorcové matica A = [aij] stupnia n sa nazyva antisymetrickd, ak A = —AT t.j.
a;j = —aj;. Takad matica musi mat’ nevyhnutne na hlavnej diagonale samé nuly.

Horné a dolné trojuholnikové matice

Stvorcova matica A = [a;;] stupiia n je hornd (resp. dolnd) trojuholnikovd, ak
a;; = 0 pre vietky ¢ > j (resp. a;; = 0 pre vSetky ¢ < j). Teda A je horna (resp.
dolnd) trojuholnikova matica, ked’ vsetky prvky pod (resp. nad) hlavnou diagonalou
su nulové.

Prenechdvame na citatela ukazat’, ze ak A, B € M,, ,,(IF) st symetrické (antisymet-
rické, horné trojuholnikové, dolné trojuholnikové) matice, tak aj matice A+B, A—B
a vieobecne cA + dB pre l'ubovolné c¢,d € F st symetrické (antisymetrické, horné
trojuholnikové, dolné trojuholnikové).
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1.18. Priklad Z nasledujicich matic typu 3 x 3 nad R je matica A symetricka,
matica B antisymetricka a matica C horna trojuholnikové:

-2 5 -1 | -2 1 -1
A=(3 0 2|, B=[-3 0 2], C=[|0 3
-1 2 3 1 -2 0 0 0 —3

1.19. Priklad Ukézeme, ze sucin dvoch hornych trojuholnikovych matic nad pol'om
[ je opat’ horna trojuholnikové matica.

Nech A, B st horné trojuholnikové matice stupna n nad polom F a nech C = AB,
C = [¢]. Teda ¢;; = > aiby;. Ak i > j tak pre kazdé k bud’ i > k alebo k > j.
Ak i > k tak a;, = Op, pretoze A je horna trojuholnikova matica. Podobne, ak k > j,
tak by; = Op. Teda pre kazdé 7 > j plati a;;br; = O, odkial’ vyplyva, Ze C je hornd
trojuholnikova matica. ]

Ortogonalne matice

Hovorime, ze tvorcova matica A = [a;;] stupiia n nad polom F je ortogondlna, ak
AAT = ATA =1,. Vidime, Ze A je ortogonalna prave vtedy, ked’ je invertovatelna
a A7 = AT, Tieto matice si dolezité v euklidovskej geometrii.

1.20. Priklad Ukdzeme, ze kazdd ortogonalna matica A = [a;;] stupiia 2 m4 tvar

bud’ . '
A (COS f —sin 9) alebo A — (COS 6 sinf )

sinf  cosf sinf —cosf
pre nejaké 6 € (—m, 7 >.

Vychédzame zo zndmeho faktu, Ze ak redlne ¢isla z,y spliaju 22 + y? = 1 tak
existuje jediné redlne ¢islo (uhol v radidnoch) 0 € (—m, 7 > tak, ze cosf = z a
sinf = y.

PretoZe A je ortogondlna, plati AT A = I, odkial' dostdvame rovnice
Prvé dve rovnice implikuju, na zaklade faktu spomenutého vyssie, existenciu realnych
cisel 0,0 € (—m,m > tak, ze cos@ = aj1, sinf = ag, cosf = ajp a sinh = agy. Po
dosadeni do tretej rovnice potom dostavame

cosfcost +sinfsing =0, t.j. cos(d—0")=0.
Teda 0 — 0" = £7, odkial' 6 = 0 & 7.

Riesenie ¢ = 0 + 7 ddva cosf/ = —sinf a sinf’ = cost, ¢ize A je matica prvého
tvaru. RieSenie 0’ = 6 — T ddva cos#’ = sinf) a sinf/ = —cos0, ¢ize matica A ma
druhy z uvedenych tvarov. |



2. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC

Uvodné slovo. Rovnica typu ¥y = az na vyjadrenie priamej imery dvoch kvantit
oznacenych premennymi y a x sa pouziva v prirodnych i spolo¢enskych vedéch a
rovnako aj v technickej praxi. Vola sa linedrnou rovnicou, pretoze jej grafom v rovine
je priamka. Podobne, rovnica ay1x1 + a1222 + - - - + a1,x, = b vyjadrujica b pomocou
konstant a; a premennych x; sa nazyva linearna.

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ sistavami linearnych rovnic nad polom F
(niekedy sa im hovorf tiez systémy linedrnych rovnic). V technickej praxi sa sistavy
linearnych rovnic pouzivaju vo vyjadreni mnohych fyzikalno-chemickych modelov. V
skolskej praxi ich najcastejsie riesime nad ¢iselnymi poliami Q,R,C a Z, (kde p je
prvocislo). Nulovy prvok v poli F budeme preto namiesto O ¢asto oznacovat’ iba 0.
Vseobecny tvar sustav linedrnych rovnic, ktorymi sa budeme zaoberat’ je

a11T1 + a12T2 + -+ ATy — bl
a91T1 + G992 + « - - + G9n Ty, = by
(2.1)

Am1T1 + A2l + - + ATy = bm

kde a;;, b; si konstanty z pol'a IF a z; si premenné nadobudajice hodnoty tiez z pol'a
F (pre vsetky i = 1,...,m, j =1,...,n). Konstanty a;;, b; z pol'a F nazyvame koefi-
cientami sustavy a premenné x; nezndmymi. Stistavu rovnic v tvare (2.1) nazyvame
sustavou (systémom) m linedrnych rovnic s n nezndmymi nad F.

Dosad'me za n-ticu (xi,...,x,) premennych n-ticu (cq,...,c,) prvkov pola F.
Tymto dosadenim sa z i-tej rovnice sistavy (2.1) chapanej ako vyrokova forma
nad F stane vyrok

a;C1 + ApCy + -+ + ApnCy, = by,

ktory je bud’ pravdivy alebo nepravdivy. Pod riesenim sustavy (2.1) nad F rozu-
mieme kazdd n-ticu (cq,...,c,) prvkov pola F, po dosadeni ktorej za premenné
(x1,...,7,) sa kazda z m rovnic sustavy (2.1) stane pravdivym vyrokom. Nasim
cielom v tejto kapitole bude oboznamit’ citatela s metdédou ktora sa pouziva na
najdenie vsetkych rieseni akejkol'vek ststavy v tvare (2.1).!

Matice budu pritom hrat’ klIticovi tulohu v tom, ze budu jednoznacne “kédovat™
sistavy rovnic a umoznia nam prehladnejsiu a efektivnejsiu manipuldciu s nimi.
Nasim cielom bude néjst’ postupnost’ krokov pri manipulécii s maticami, ktorou sa

IPociatky rieSenia takychto ststav siahaji az do babylonskej, egyptskej a ¢inskej matematiky
priblizne 2500 az 1500 rokov pred Kristom. V stredoveku boli takéto ilohy riesené v Indii, Arabskom
svete a v Eurépe. Ale az v 17. storo&f sa objavili ststavy v dnesnej podobe. Okolo roku 1730 Skét
Colin Maclaurin nasiel explicitné vzorce pre riesenie sustavy dvoch a troch linedrnych rovnic s dvoma
resp. troma neznadmymi ako aj rekurzivne vzorce pre sustavy Styroch linedrnych rovnic so Styrmi
nezndmymi. V roku 1750 Gabriel Cramer poskytol vzorce pre pre rieSenie sustavy n linedrnych
rovnic s n nezndmymi pre 'ubovolné n. Tieto vzorce, zndme ako Cramerovo pravidlo, uvedieme
v kapitole 4. Podrobnejsie historické pozadie mozno ndjst’ napriklad v knihe [2].
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rozsirend matica sustavy (2.1),

a1 a12 e QA1n bl
a a ...a b
/ 21 22 2n 2
A = ,
Umi Qma -+ Qmn  Om

jednoznacne “kdédujica” zadanu sistavu (2.1), upravi do tvaru z ktorého bude mozné
urcit’ vsetky riesenia sustavy (2.1); takym tvarom bude tzv. redukovany trojuholni-
kovy tvar matice A’. Pri tipravdch matice sa vhodné nésobky riadkov pripocitavaji
k inym riadkom ¢o v odpovedajicej stustave linarnych rovnic znamend pripocitavanie
nasobkov rovnic k inym rovniciam. Pritom sa v niektorych rovniciach eliminuju
niektoré premenné, co vedie k jednoduchsej sustave resp. odpovedajicej matici.
Tato eliminacnd metdda rieSenia s ktorou sa citatel urcite scasti zozndmil uz na
strednej skole mé& nazov Gaussova-Jordanova eliminacnd metéda po vyznamnych
matematikoch 19. storocia C.F. Gaussovi (1777-1855)* a W. Jordanovi (1842-1899)3.

Ststavy linedrnych rovnic v maticovom tvare. Rozsireni maticu sustavy (2.1)
sme uz prezentovali vyssie. Teraz utvorime maticu z koeficientov na lavej strane
rovnic sustavy (2.1), maticu z premennych a maticu z konstant pravej strany. Polozme

a1 a2 ... QA1 T bl

a921 29 ... (05} i) b2
A_ = n 5 X_ = 5 B =

m1 Am2  -.. Am;p Tn bm

2Carl Friedrich Gauss (1777-1855) sa narodil v chudobnej rodine v nemeckom Brunswicku a
umrel v nemeckom Gé&ttingene ako najuznavanejsi svetovy matematik tej doby; prischla mu honosna
prezyvka “princ matematiky”.

Gauss bol “zazracnym diet'atom”. Dojem ktory urobil na svojich ucitelov bol dostatoény na to,
aby mu vd’aka ich intervencii Vojvoda z Brunswicku poskytol stipendium na miestnej strednej skole.
Uz tam Gauss urobil objavy v tedrii ¢isel a zacal Spekulovat’ o neeuklidovskej geometrii. V rokoch
1796-1800 Studoval na zndmej univerzite v Gottingene, kde v roku 1799 ziskal doktorat. V roku
1907 bol menovany riaditelom Observatoéria v Gottingene.

Jeho celozivotné dielo zahfila mnohé dolezité vysledky v tedrii ¢isel, algebre, analyze, ge-
ometrii, pravdepodobnosti a Statistike, ale aj astronémii, geodézii, mechanike a magnetizme.
Jeho poznamkové bloky obsahovali mnoho d’alsich objavov, ktoré nikdy nepublikoval. Vo svojich
vyskumoch pouzival vypocty, ktoré neskorsie generacie zovseobecnili do dnesnych riadkovych dprav
matic a nazvali jeho menom. Treba vSak povedat’, Ze metéda bola pouzivana pod menom fangcheng
v Cine uz takmer o 2000 rokov skér, pricom koeficienty sistavy sa zapisovali do tabulky.

3Wilhelm Jordan (1842-1922) sa narodil v juznom Nemecku. Navstevoval college v Stuttgarte
a v r. 1868 sa stal profesorom geodézie na technickom college v nemeckom Karlsruhe. Zucastnil
sa na mapovani niekolkych oblasti Nemecka. Jeho hlavné dielo, Handbuch der Vermessungskunde
(Prirucka geodézie) bolo prelozené do francizskeho, talianskeho a ruského jazyka. Mal vynimoény
talent na pisanie a bol vynikajicim ucitelom. Gaussova-Jordanova metdda sa namiesto neho dost’
¢asto prisudzovala zndmemu francizskemu matematikovi menom Camille Jordan (1838-1922). Zd4
sa tiez, ze metdda bola nezavisle objavena v rovnakom ¢ase kilazom menom B.I. Classen, ktory zil
v Luxemburgu. Viac sa o historickom pozadi metédy mozno dozvediet’ v ¢lanku [1]
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Matica A sa nazyva maticou sustavy (2.1) a maticovy tvar tejto stustavy je
AX =B.

Je zrejmé, ze 'ubovol'nd ststava linedrnych rovnic nad F v tvare (2.1) jednoznacne
urcuje maticu sustavy a rozsireni maticu sistavy a obratene, kazda matica A’ typu
m x (n+ 1) nad F urcuje sustavu linedrnych rovnic nad F v tvare (2.1) s rozsirenou
maticou sustavy A’.

V pripade, ze v ststave (2.1) sd koeficienty by, . . ., b, na pravej strane nulové (resp.
v maticovom tvare je B = 0), nazyvame sustavu (2.1) homogénnou; v opa¢nom
pripade hovorime o nehomogénnej sistave (systéme) linedrnych rovnic.

2.1. Priklad Matice
0 L -1 o0 o L -1 0 -1
= 2 = 2 2
A(1—36—1)aA(1—36—13
s matica sustavy resp. rozsirend matica sustavy linearnych rovnic
1 1

—T9 — I3 = ——=

2 2
T1—3x2 4+ 623 — 24 =3

nad R. Maticovy tvar tejto stustavy je

1
<(1) 3 61 _01> (1 @2 @5 w) = (-4 3)".
_

Elementarne riadkové operacie na maticiach. Dosledkovymi a ekvivalentnymi
upravami sme sa zaoberali v zavere Algebry I pri rieseni algebraickych rovnic nad
obormi integrity. Chapanie tychto tprav pri rieSeni sustav linedrnych rovnic je ob-
dobné.

Pri rieseni akejkol'vek ststavy rovnic (v Specidlnom pripade jednej rovnice) je
cielom prejst’ dosledkovymi alebo ekvivalentnymi tdpravami k takej stustave rovnic,
ktorej riesenia je mozné uz l'ahko urcit. Ak sa pritom pouzivaji iba ekvivalentné
Upravy, mnozina rieSeni vyslednej sustavy je totozna s mnozinou rieseni povodne;j
sustavy, a preto nie je nutné skiskou preverovat’ ziskané rieSenia.

Je zrejmé, ze medzi ekvivalentné dpravy sistavy (2.1) m linedrnych rovnic s n
neznamymi nad polom F patria vymena 'ubovolnych dvoch rovnic sistavy a vynaso-
benie ktorejkol'vek rovnice sustavy nenulovym prvkom pola F. Zrejmym je aj fakt, ze
pripo¢itanie 'ubovol'ného c-ndsobku j-tej rovnice k i-tej rovnici sustavy (c € F, i # j)
je ekvivalentnd uprava, ak si uvedomime, ze spatnym odpocitanim c-nasobku j-tej
rovnice od i-tej rovnice dostaneme presne povodnu sistavu rovnic.

Na rozsirenej matici sustavy (2.1) budeme prave spomenuté jednoduché ekviva-
lentné tpravy simulovat’ nasledujicimi elementarnymsi riadkovymi operdciami.
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2.2. Definicia Elementdrna riadkova operdcia (d’alej len e.r.o.) R na matici je
I'ubovolny z nasledujicich troch tikonov:

(1) vzdjomnd vymena i-teho a j-teho riadku matice, oznacenie R = (R; < R;);
(2) vyndsobenie i-teho riadku nenulovym skaldrom c, oznacenie R = (R; — cR;);

(3) pripocitanie c-nasobku j-teho riadku matice k i-temu riadku (i # j), oznacenie
R = (R; — R + cR;).

Poznamendvame, ze priptist’ame i = j v operdcii (1), aj ¢ = 0 v operécii (3), hoci
v tychto pripadoch vysledny efekt nie je ziadny. Co nepripistame je, aby ¢ = 0
v operécii (2) a aby i = j v operacii (3).

Ak z matice A vznikla matica B pomocou e.r.o. R, budeme pisat’ A (R) B alebo
B = R(A). Ak matica B vznikla z matice A kone¢nou postupnostou Ry, R, ..., Ry

e.r.o., vyjadrime to zapisom

A (R1) A1 (Re) Ay ... Ayy (Ry) B.

2.3. Priklad Zoberme stustavu z prikladu 2.1 a upravujme pomocou e.r.o. rozsirent
maticu siustavy A’. Plati

0 3 -1 0 —3 1 -3 6 -1 3
(1 36 -1 32> (= o) (0 11 0 —l) (Fy = 21,

2
(1—36—13 100—10)

0 1 -2 0 —1) ) (o 1 -2 0 -1

Prva er.o. odpoveda vzdjomnej vymene prvej a druhej rovnice sustavy, druhd
naslednému vyndasobeniu druhej rovnice ¢islom 2 a tretia pripoc¢itaniu 3-nasobku
druhej rovnice k prvej rovnici. Vyslednd matica je teda rozsirenou maticou sustavy

I — Ty = 0
) —21’3 = —1,

ktora je ekvivalentna s povodnou siustavou a z ktorej je uz l'ahké urcit’ pri zvoleni
hodnét x4 =t, x3 = s (t,s € R), ze mnozina rieseni danej ststavy je

{(t,—1+2s,s,t) | s,t € R}.
|

Symboly s,t v rieSeni predchadzajicej sustavy nazyvame parametrami a rieSenie
s parametrami nazyvame parametrické riesenie.

Hovorime, ze e.r.o. S je inverznd k e.r.o. R, ak pre I'ubovol'né matice A, B také,
ze A (R) B plati B (S) A. Je zrejmé, ze ak S je inverznd e.r.o. k R, tak inverzna
e.r.o. k S je zasa R.

Zrejmé su aj nasledujuce tvrdenia, ktoré formalne potvrdzuju uz avizovany fakt, ze
e.r.o. na rozsirenej matici sustavy simulujua ekvivalentné tpravy odpovedajicej
sustavy linedrnych rovnic.
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2.4. Lema Pre elementdrne riadkové operdcie (e.r.o.) na maticiach plati:

(1) inverznd er.o. k (R; < R;) je opét’ (R; < R;);
(2) inverznd e.r.o. k (R; — cR;) je (R; — ¢ 'R;);
(3) inverznd e.r.o. k (R; — R; + cR;) je (R; — R; — cR;).

Budeme hovorit’, Ze matica A typu m x n nad polom F je riadkovo ekvivalentnd
s maticou B typu m x n nad F a pisat’ A ~ B, ak B mozno dostat’ z A pomocou
konec¢nej postupnosti e.r.o.

2.5. Lema Reldcia ~ je reldciou ekvivalencie na mnozine M,, ,(F).

Doékaz Je zrejmé, ze pre kazdd maticu A € M, ,(F) plati A ~ A. Predpokladajme,
ze A ~ B. Potom existuje konecnd postupnost’ e.r.o. R;, i =1,...,k tak, ze

A (R1) A1 (R2) Az ... Ay1 (Ri) B.
Podla lemy 2.4 ma kazda e.r.o. R; svoju inverznu e.r.o. S;, 1 =1,..., k. Preto
B (Sk) A1 ... A (S2) Aq (S1) A,

¢ize B ~ A. Teda relacia ~ je aj symetrickd. Overenie tranzitivnosti relacie ~
prenechavame na Citatela. O

Ked'ze ~ je relaciou ekvivalencie na mnozine M,, ,(F), umoznuje rozklad mnoziny
M, n(F) na triedy navzajom ekvivalentnych matic. Ulohu reprezentantov tychto
tried budud hrat’ v d’alsom redukované trojuholnikové matice. K nim budi smerovat’
nase upravy pomocou e.r.o. na rozsirenych maticiach sustavy. Redukované tro-
juholnikové matice ako vysledné matice nasich uprav budud kédovat’ sustavu ek-
vivalentni s povodnou a to v takom tvare, z ktorého rieSenia sistavy bude naj-
jednoduchsie urcit. Ukazeme, ze kazdd matica z mnoziny M,, ,(F) je riadkovo ekvi-
valentnd s prave jednou redukovanou trojuholnikovou maticou v mnozine M,, ,(IF).

Vedicim prvkom riadku matice nazyvame jeho prvy nenulovy prvok. Ak su vsetky
prvky niektorého riadku matice nulové, tak tento riadok neméa veduci prvok.

2.6. Definicia Matica A = [a;] typu m X n sa nazyva redukovand trojuholnikova
matica, ak ma nasledujiice vlastnosti:

(a) nulové riadky (ak existujii) lezia pod vsetkymi nenulovymi riadkami;

(b) vediici prvok v kazdom nenulovom riadku je 1;

(c) pre kazdé i > 1 pre ktoré i-ty a (i + 1)-vy riadok su nenulové lezi vediici prvok
(i + 1)-ého riadku v stfpci vpravo od stfpca s veducim prvkom i-teho riadku;

(d) kazdy stfpec ktory obsahuje vediici prvok niektorého riadku ma vsetky ostatné
prvky nulové.
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2.7. Priklad Matice
1000
013
0010 10 101
A=100 0 0 ’B:<o 2)’(3: (1)83 ’D:(oo1>
0001

nie st redukované trojuholnikové matice. Matica A nespiﬁa podmienku (a), matica
B podmienku (b), matica C podmienku (c¢) a matica D podmienku (d). Naopak,
matice E = 0,3,

L2 o 100 2—3 010+v20 -1
F:(Ogl),cz 010 -1+i)],H=|001 -3 0 1
001 i 000 0 1

st redukované trojuholnikové matice. MozZeme ich povazovat’ za rozsirené matice
sustav linearnych rovnic postupne nad poliami Zs, @, C a R. V nasledujtcej casti
urcime rieSenia tychto stustav v danych poliach.

Matica E nad polom Z3 = ({0,1,2},®,®) je rozsirenou maticou sustavy, ktora
pozostava z dvoch rovnakych rovnic

0]71 + 01‘2 =0.
Této stustava ma parametrické rieSenia (z1,x9) = (s,t) (s,t € Z3), ¢ize mnoZina
rieseni je
Zs x 73 = {(0,0),(0,1),(0,2),(1,0),(1,1),(1,2),(2,0),(2,1),(2,2)}.

Matica F nad Q je rozsirenou maticou sustavy

T+ 51’2 =0
0.731 +0$2 = 1.

Vidime, Ze druhej rovnici 0z; + 0z = 1 nevyhovuju ziadne x1, 25 € Q. Preto celd
sustava nemad rieSenie v Q (a nemd riesenie ani v R, C).
Matica G nad C je rozsirenou maticou sustavy

T = 2-3
Ty =—142
T3 = 1.
Této stustava mé v C jediné riesenie (21, xo,x3) = (2 — 31, —1 +4,1).
Napokon matica H nad R je rozsirenou maticou sistavy

Tro + \/§ZE4 =-1

T3 — 3[L’4 =

3wl

Ty =
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Dostavame

$2:—1—\/§$4

1
$3:§—|—3QS4
Ty — T.

Po zvoleni z7 a x4 za parametre s,t (s,t € R) dostaneme mnozinu rieseni

1
{(s,—1— \/§t,§ +3t,t,7) | s,t € R}.

ijrava matice na redukovany trojuholnikovy tvar. Prv nez pristipime k vete,
ze kazdu maticu mozno pomocou elementarnych riadkovych operacii upravit’ na re-
dukovany trojuholnikovy tvar, ilustrujeme si takito tpravu na priklade.

2.8. Priklad Nasou ulohou bude upravit’ maticu

302 0 4 -5
, -1 00 -2 2 3
A=l11 02 2 0o -1
2 00 -2 4 -4

nad R na redukovany trojuholnikovy tvar.

Ked'Zze v prvom stipci je aspon jeden nenulovy prvok, najprv urc¢ime tzv. pivota
prvého stipca, pomocou ktorého potom v d’alsom kroku “vynulujeme ostatné policka”
v danom pivotdlnom stl})ci. Pivota ¢ v prvom kroku presunieme do prvého riadku a
naslednym vynasobenim jeho riadku prvkom ¢~! upravime na jednotku . Ak by sme
v nasom pripade zvolili za pivota ¢islo 3 v prvom riadku, pomocou e.r.o. R; — %Rl
by sme ho mohli upravit’ na jednotku, ale hned’ by nam vznikli zlomky v upravovane;j
matici.Vznik zlomkov v matici sa snazime pri ruénom pocitani ¢o mozno najviac
oddialit’, preto zvol'me radsej za pivota ¢islo 1 v tretom riadku. Pivota umiestnime
do prvého riadku pomocou e.r.o. R; < R3 typu (1). Tohto pivota nebudeme musiet’
uz upravovat’ na jednotku, ¢im usetrime jednu e.r.o. typu (2). Teda prvy krok je

302 0 4 -5 1 02 2 0 -1
100 -2 -2 3 100 -2 -2 3
L o2 2 o0 —1|WeB) 3 09 o 4 _5
2 00 —2 4 —4 2 00 —2 4 —4
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V druhom kroku pomocou e.r.o. typu (3) “vynulujeme ostatné policka” v prvom
stlpci, takze pre prvy stlpec bude platit’ podmienka (d) z definicie 2.6:

1 02 2 0 -1 10 2 2 0 -1
100 -2 -2 3 ?:?f% 00 2 0 -2 2
302 0 4 =5\ 0 oo f|00 -4 -6 4 -2
2 00 —2 4 —4 4 4 . 00 —4 -6 4 -2

Postup pri d’alsich stfpcoch je analogicky. KedZze vsak druhy stipec je nulovy,
prejdeme rovno k tretiemu stipcu, ktory obsahuje nenulové prvky.

V tret'om kroku urc¢ime pivota v tret’om StIpCi. Bude to v niektorom z riadkov
s vynimkou prvého, ktory uz predtym poskytol pivota pre prvy stipec. Vidime, ze
v nasom pripade bude najvyhodnejsie zvolit’ za pivota ¢islo 2 v druhom riadku a
pomocou e.r.o. Ry — %Rg typu (2) ho upravit’ na jednotku. Ked’ze sme po druhom
kroku dostali maticu, v ktorej si treti a Stvrty riadok rovnaké, v tret'om kroku este
odc¢itame od stvrtého riadku treti riadok. Posledny riadok zostane “vynulovany” az
do konca nasich uprav. Teda treti krok je

10 2 2 0 -1 10 2 2 0 -1
00 2 0 -2 2 (32—>§R2) 00 1 0 -1 1
00 -4 —6 4 —2|\Ry—R—R3) |00 —4 -6 4 -2
00 -4 -6 4 -2 00 0 0 0 0

Vo stvrtom kroku pomocou e.r.o. typu (3) “vynulujeme vsetky policka” tret'om
stipci:

10 2 2 0 -1 100 2 2 =3
00 1 0 -1 1 Ry — Ry — 2R, 001 0 -1 1
00 -4 -6 4 -2 Rs — R34+ 4R, 000 -6 0 2
00 0 0 O 0 000 0 O 0

Matica, ktori sme obdrzali, este nie je redukovana trojuholnikové matica, ked'ze
nesplita podmienky (b) a (d) - vediici prvok tret'om riadku nie je 1 a v stipei v ktorom
lezi tento prvok (vo Stvrtom) nie su ostatné prvky nulové. V piatom kroku teda
zvolime za pivota veduci prvok tretieho riadku a pomocou e.r.o. R3 — (—%)Rg ho
upravime na prvok 1, ktory ndm poslizi na “vynulovanie policok” stvrtého stipca v
poslednom Siestom kroku. Teda piaty krok je

100 2 2 -3 1002 2 -3
001 0 -1 1 1 0010 -1 1
000 6 0 2|H=EPRIg001 0 -2
000 0 0 0 0000 0 0



17

a Siesty krok je

1002 2 -3 1000 2 -1

0010 -1 1 0010 -1 1

0001 0 —2|FE=B=2R)g o0 o 1

3 3

0000 O 0 0000 O 0
Poslednd matica je uz redukovana trojuholnikova matica. |

Kazdi maticu mozno analogickym sposobom upravit’ na redukovanu trojuholnikovi
maticu. Nasledujici vSeobecny dokaz tohto tvrdenia je konstruktivny a pouziva
metodu ilustrovani v predchadzajicom priklade. Ked'ze tvrdenie chceme dokazat’
pre I'ubovolni maticu, dokaz je urobeny matematickou indukciou.

2.9. Veta Kazda matica je riadkovo ekvivalentna s nejakou redukovanou trojuhol-
nikovou maticou.

Dokaz Nech A je 'ubovolna matica typu m X n nad polom F. Ak A je nulova,
tak A je uz redukovana trojuholnikovd matica, t.j. tvrdenie plati. Predpokladajme
teraz, ze A je nenulova. Tvrdenie dokazeme indukciou vzhl'adom na pocet riadkov
m matice A.

1. Nech m = 1. Aby sme z matice typu 1 x n dostali redukovantu trojuholnikovi
maticu, staci vedici prvok jej jediného riadku, nech je to ¢, zmenit’ na ¢islo 1. Do-
siahneme to pomocou e.r.o. By — ¢ 'R typu (2). (Kedze dany riadok je nenulovy,
mame zarucené, ze ¢ # 0.)

2. Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre 'ubovol'ni maticu s m = k riadkami, kde
k > 1 je kladné celé ¢islo. Ukazeme, ze za tohto predpokladu plati aj pre I'ubovolnu
maticu s k + 1 riadkami. Nech teda A = [a;;] je matica typu (k + 1) x n. Nech prvy
nenulovy stipec matice A je s-ty stfpec. Nech a;; je nejaky nenulovy prvok v tomto
stipci (pivot). Pomocou er.o. R; — a;,'R; typu (2) dostaneme z neho jednotku. Ak
i-ty riadok, v ktorom sa tato jednotka nachadza, nie je prvym riadkom, pomocou e.r.o.
R; < Ry typu (1) ho urobime prvym riadkom. Nech matica ktoru takto dostaneme
je B. Teraz vd’aka prvku b;; = 1 pomocou e.r.o. typu (3) “vynulujeme” ostatné
nenulové prvky v s-tom stipci; ak v tomto stipci je v i-tom riadku (i € {2,...,k+1})
nenulovy prvok b;,, tak na nulu ho zmenime pomocou e.r.o. R; — R; — b;sR,. Nech
matica ktoru takto dostaneme je C. Jej tvar je

0 e 1 C1,5+1 e Cin

0 e 0 (&) 1 N Co
C — ,5+ n

0 e 0 Ck+175+1 N Ck—i—l,n

Oznacéme C’ maticu typu k£ X n, ktord z matice C dostaneme odobratim jej prvého
riadku. Podl'a indukéného predpokladu je C’ riadkovo ekvivalentnd s nejakou re-
dukovanou trojuholnikovou maticou D’. Pretoze matica C’ sa lisi od matice C iba
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odobratym prvym riadkom, mézeme vymeny, nasobenia a pripocitavania nasobkov
riadkov v matici C’, ktorymi ju mozno upravit’' na maticu D', uskuto¢novat’ rovno
na matici C; pritom tieto e.r.o. neovplyvnia prvy riadok matice C. Dostaneme tak
maticu D, ktorej prvy riadok je totozny s prvym riadkom matice C a ostatné riad-
ky tvoria redukovanu trojuholnikovi maticu D’, pricom v kazdom z tychto riadkov,
ktory je nenulovy, je veducim prvkom jednotka. Vdaka tymto jednotkdm mozno
v ich stipcoch pomocou e.r.o. typu (3) “vynulovat’ ” pripadné nenulové prvky v pr-
vom riadku matice D; ak napriklad pre stipcovy index s je das41 = 1 a dys41 # 0,
pomocou e.r.o. Ry — Ry —dj 511 Rs typu (3) na matici D “vynulujeme” povodny pr-
vok d; s+1. Matica E ktora napokon takto dostaneme je uz redukovana trojuholnikova
matica. Kedze vSetky upravy boli vykonané pomocou e.r.o., je vysledna matica E
riadkovo ekvivalentna s pévodnou maticou A. O

Gaussova-Jordanova eliminaéna metoda. Najprv metodu opat’ ilustrujeme na
priklade.

2.10. Priklad Nech A’ je matica z prikladu 2.8. Tato matica nad polom R je
rozsirenou maticou sustavy

3.%'1 + 2£C3 + 41’5 =-5

—T1 — 2&74 — 21E5 = 3
1 + 21’3 + 2(1}4 = —1
2.1'1 — 21’4 -+ 4.%'5 =—4

Styroch rovnic s piatimi neznamymi nad R. Nasou ulohou bude najst’ vsetky jej
rieSenia.

Maticu A’ upravime pomocou e.r.o. na redukovant trojuholnikovi maticu. V priklade 2.8
sme to urobili a dostali sme maticu, oznac¢me ju B,

o
—_

|
= ol

B —

co o
cococo
cor o
o~ oo
ool
o

W=

Redukovana trojuholnikova matica B’ ma tri nenulové riadky, ktorych vedice prvky
su v prvom, tret'om a Stvrtom stipci. Pretoze v druhom a piatom stipci nie s
veduce prvky ziadneho riadku, za hodnoty premennych x, a x5, ktoré odpovedaju
tymto stfpcom, zvolime parametre s,t (s,t € R).
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Hodnoty premennych xq,x3 a x4, odpovedajicich stfpcom, v ktorych si vedice
prvky riadkov, teraz 'ahko vypocitame zo sustavy

T + 225 = —g
T3 —r5= 1

1

Ty =3

kédovanej maticou B’. Dostaneme

7
$1:—§—2t
$3:1+t

1
$4:—§.

KedZze tato sustava je ekvivalentnd s povodnou sustavou, dostaneme parametrické
rieSenia povodnej sustavy v tvare

7 1
(1, T, T3, Ty, T5) = (_§ —2t,s,1+1t, _§’t) (s,t € R).
Teda mnozinou rieSeni danej sistavy je

1
{(_g ~ 25,144, —,1) | 5,t €},

Vo vSeobecnosti uvazujme o sustave (2.1) m linedrnych rovnic s n nezndmymi
nad polom F v maticovom tvare AX = B s maticou ststavy A = [a;j]m.n & nech
A’ = [A|B],;, n+1 je rozsirena matica tejto sistavy. Ak A’ je nulovd matica, mnozina
rieSeni je F" = {(c1,...,¢,) | c1,..., ¢, € F}. Predpokladajme v d’alsom, ze matica
A’ je nenulovd. Gaussova-Jordanova eliminaénd metdda riesenia sustavy (2.1)

pozostava z nasledovnych krokov:

Krok 1: Rozsireni maticu A’ = [A|B],,,11 sistavy (2.1) upravime pomocou
e.r.0. na redukovani trojuholnikovi maticu B'.

Ak B’ obsahuje riadok tvaru (0,0,...,0,c¢), kde ¢ # 0, odpoveda to rovnici

0zy + 0xg + - - - 4+ 0z, = ¢,

ktorda nem4 rieSenie, preto sustava (2.1) nema rieSenie. Ak matica B’ neobsahuje
taky riadok, ideme na krok 2, kde rozliSujeme dva pripady:

Krok 2: (a) Nech matica B’ ma n nenulovych riadkov. Znamena to, ze m > n a
nenulové riadky matice B’ tvoria maticu

C/ == [In|C]n,n+17
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kde I, je jednotkové matica stupita n a C = (¢ ...c,)T. Odpovedajica ststava m4
tvar

Ty =0C, T2 =0C2, ..., Ty =Cp
a jediné riesenie (z1,...,x,) = (c1,...,¢p).
(b) Nech matica B’ ma k < n nenulovych riadkov tvoriacich maticu D’ = [D|C]

a nech vedtce prvky (jednotky) nenulovych riadkov su v stipcoch g1 < g2 < -+ < Jk
matice B'. Nech {(y,..., 0} ={1,2,...,n}\ {j1,J2,- - -, Jr}-

Za hodnoty premennych z;,, x,,...,2;, _, zvolime parametre z F, ¢iZze polozime

(22) Ty, = tl, Lpy = f}g, e Sl]grkk = tn,k.

Ked’Ze kazdé z ostatnych premennych z;,, z;,, ..., z;, odpoveda Stipcu matice B’, kde
je jedna jednotka a ostatné prvky nulové, nachadza sa kazda z tychto premennych
prave v jednej rovnici odpovedajticej sistavy rovnic, odkial’ jej hodnotu mozno I'ahko
vyjadrit’ pomocou parametrov a konstanty na pravej strane rovnice:

xj, = c1 — dipty — digte — -+ —dig,_ tn—k
Tj, = Cg — dog 11 — dagyto — -+ - — dap,  tnk
(2.3)
T, = ¢ — drey by — dreyto — -+ — die,_, Tni

Zli¢enim (2.2) a (2.3) dostdvame parametrické rieSenie danej siistavy. Stustavami
linedrnych rovnic a mnozinami ich rieseni sa budeme d’alej zaoberat’ v zavere kapi-
toly 7.

2.11. Pozndmka PririeSeni homogénnej stistavy, ¢ize v pripade, ked’ v stustave (2.1)
su koeficienty by, . .., b,, na pravej strane nulové, nie je potrebné pracovat’ s rozsirenou
maticou A’ = [A|0],, 41 sustavy. Udrziavat’ informéciu o poslednom stipci tejto ma-
tice nie je potrebné, pretoze posledny stipec je pri pouzivani e.r.o. v ktoromkol'vek
kroku nulovy. V prvom kroku elimina¢nej metédy preto staci upravit’ maticu sustavy
A na redukovanti trojuholnikovii maticu a rovno prejst’ na krok 2, kde C = (0...0)T.
V pripade (a) ma dand ststava iba trividlne riesenie (z1, ..., 2z,) = (0,...,0). Kukroku
2(b) v pripade homogénnej sistavy sa podrobnejsie vratime v zavere kapitoly 7.

Doteraz sme sa zaoberali sustavami linearnych rovnic, kde koeficienty sustavy
(prvky rozsirenej matice sustavy) boli konstanty z daného pola F. Uplne analo-
gicky vsak mozno prostrednictvom matic (a e.r.o. na nich) upravovat’ aj sistavy
linedrnych rovnic s parametrami, t.j. sustavy v tvare (2.1), kde niektoré koeficienty
sustavy su vyjadrené parametrami nadobudajicimi hodnoty z pola IF.
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2.12. Priklad Nad pol'om Zs riesme nasledujicu sustavu styroch linedarnych rovnic
s troma neznamymi s parametrami a, b, c:

1 +x3 =4
3r1 + 2o+ 223 =4
1+ 2x,+4x3=0a
2x1 + bxy + 4x3 = c.

Rozsireni maticu tejto stustavy oznaéme A’. Upravme pomocou e.r.o. maticu A’ na
redukovanu trojuholnikovi maticu. (Treba si uvedomit’, ze s¢itovanie a ndsobenie
uskutocnujeme v poli Zs = ({0, 1,2, 3,4}, ®, ®), t.j. poc¢itame “modulo 5”.)

1 1 4 101 4

31 2 4 ?:%iigl 014 2 Rs — Rs + 3R,

1 2 4 a R3_>R3+3R1 0 2 3 a+1]| \R,— R,+4bR,

2 b 4 ¢ 4 4 ! 0b 2 c+2
10 1 4 10 1 4
01 4 2 01 4 2
00 0 ot | B)lg o b0 cispao
00 b+2 c+3b+2 00 0 a+2

Dalej uz mézeme postupovat’ iba za predpokladu, zZe rozlisime niekolko pripadov
v zavislosti od hodnot parametrov a, b, c.

I. V prvom rade vidime na poslednom riadku matice, ze pre a + 2 # 0, t.j. pre
a # 3, sustava nema riesenie. V d’alSom budeme predpokladat’, ze a = 3, teda
posledny riadok matice je nulovy.

II. Ak b # 3 tak predposledny riadok matice urcuje jednoznacné parametrické
vyjadrenie premennej x3, a sice x3 = ﬁ# Z druhého riadku matice potom méame

Te=24+x3=2+ ‘ﬂﬁ# a z prvého riadku matice x; = 4 + 4x3 = 4+4C+b‘1#.

III. Nech a = b = 3. Predposledny riadok matice je potom (0, 0,0, c + 1), ¢ize pre
¢ # 4 stustava opat’ nem4 riesenie.

IV. Nech a = b= 3 ac=4,t.j. posledné dva riadky matice si nulové. Za hodnotu
premennej x3 zvolime parameter t (¢ € Zs) a z prvych dvoch riadkov vyjadrime z; a
To: X1 =4+ 4, xo =241t

Zaver: Dana stustava linearnych rovnic s parametrami nad Zs; nema rieSenie ak
a€{0,1,2,4} aleboa=b=3ace {0,1,2,3}.

Ak a =3 abe {0,1,2,4}, sistava mé pre kazdi hodnotu ¢ € Zs jediné rieSenie
(w1, T9, 23) = (4+4 Cﬁf_’ff, 2+ "’Jﬁ’f, Cf_’ff). Pre tieto hodnoty parametrov dostdvame
teda spolu 20 rieSeni.

Pre a = b = 3 a ¢ = 4 m4 sustava parametrické riesenie (1, xq, x3) = (4+4t,2+1,1)
(t € Zs). Pre tieto hodnoty parametrov a, b, ¢ dostaneme teda d’alsich 5 rieseni. M
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3. SUSTAVY LINEARNYCH ROVNIC 8 JEDINYM RIESENIM A
INVERTOVATELNE MATICE

3.1. Uvodné slovo. V linedrnej algebre je dolezité vediet’ rozhodnut’ ¢i dana Stvor-
cova matica A stupnia n nad polom F je invertovatel'na a v pripade, ze je tomu tak,
vediet’ urcit’ inverzni maticu. Urcenie inverznej matice je dolezité aj v technickej
praxi, pretoze mnohé fyzikdlno-chemické modely si opisané sistavami linedrnych
rovnic. Napriklad nejaky chemicky proces moze byt’ vyjadreny regularnou maticou
A stupnian a v sustave AX = B mo6ze matica X typu n x 1 predstavovat’ n vstupnych
hodnot do procesu a matica B zas n vystupnych hodnot. Cielom je urcit’ nezndme
vstupné hodnoty X tak, aby sa dosiahli pozadované vystupné hodnoty B. Ak sa aj
pozadované vystupné hodnoty B menia, sta¢i vypoéitat’ inverzni maticu A~! raz a
kedykol'vek sa zmeni matica B, hl'adané rieSenie X sa uréf ako X = A~'B.

V tejto kapitole ukdzeme, Ze Stvorcova matica A stupna n je invertovatelna prave
vtedy, ked’ homogénna sustava linedrnych rovnic AX = 0 (kde X a 0 su matice typu
n % 1) ma jediné (trividlne) riesenie X = 0, a to je prave vtedy, ked sustava AX = B
ma jediné rieSenie pre kazdd maticu B typu n x 1. Potom opiSeme metédu ako mozno
vypoéitat’ inverznid maticu A~! k invertovatelnej matici A.

Homogénne sustavy linearnych rovnic s jedinym rieSenim. Maticovy tvar
homogénnej ststavy linedrnych rovnic je AX = 0. Vyznamnou ¢rtou homogénnych
sustav je to, ze su rieSitel'né, pretoze maju vzdy trividlne rieSenie X = 0.

Rozsirend matica homogénnej sistavy AX = 0 nad polom F je matica [A|0] typu
m %X (n + 1), kde posledny stipec pozostava z nulovych prvkov pola F. Ako sme uz
spomenuli v poznamke 2.11, pri ipravach rozsirenej matice stistavy pomocou e.r.o.
zostava tento posledny stfpec vzdy nulovy, preto pracujeme len s maticou sustavy
namiesto rozsirenej matice sustavy.

Nasledujuci vysledok sa pochopitelne tyka i pola R, nad ktorym v skolskej praxi
najcastejsie riesime sustavy linedrnych rovnic.

3.1. Veta Homogénna ststava m linearnych rovnic s n neznamymi nad nekonec-
nym polom F ma v pripade m < n nekonecne vel'a navzajom réznych rieSeni.

Do6kaz Dana sistava ma maticovy tvar AX = 0, kde matice A, X a 0 sd pos-
tupne typu m x n, n x 1 a m x 1. Predpokladajme, ze tipravou matice A na re-
dukovany trojuholnikovy tvar vznikne matica B; tdto ma samozrejme najviac m
nenulovych riadkov s vedicimi prvkami. Pretoze m < n, musi mat’ matica B aspon
jeden stipec, ktory neobsahuje vedtci prvok ziadneho riadku. Nech je to k-ty Stipec,
k € {1,...,n}. Potom podla Gaussovej-Jordanovej elimina¢nej metdédy, ktord sme
opisali v predchadzajicej kapitole, v parametrickom rieSeni tejto stistavy neznama z;
nadobtuda l'ubovol'nid hodnotu z pola F. Pretoze za x; mozeme dosadit’ nekonec¢ne
vel'a roznych prvkov pola [F, sustava ma nekonecne vel’a nazajom roznych rieseni. O
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3.2. Dosledok Ak A a B st matice typu m X n a n X m nad nekoneénym polom
F a plati BA =1, tak m > n.

Dokaz Najprv ukazeme, ze sustava AX = 0, kde X je matica typu n x 1 ma iba
trividlne riesenie. Skutocne, ak AX = 0, tak B(AX) = B0 = 0. Ale B(AX) =
(BA)X, a pretoze BA =1,,, dostavame X = 0.

Pretoze AX = 0 je homogénna stistava m rovnic s n nezndmymi nad nekoneénym
polom F a nemé nekonecne vela navzdjom roznych rieSeni, vzhl'adom na vetu 3.1
nemoze platit’ m < n, ¢ize m > n. O

Aj v pripade, ze v matici A typu m X n je m > n, je jasné, ze redukovand tro-
juholnikova matica B, ktord vznikne pomocou e.r.o. z A, mé najviac n nenulovych
riadkov. Preto kazda homogénna ststava m linearnych rovnic s n neznamymi
je ekvivalentna sustave, kde m < n. V pripade m < n hovori o pocte rieseni nad
nekonecénym polom veta 3.1. Teraz sa budeme zaoberat’ pripadom m = n.

3.3. Veta Nech A je stvorcova matica stupna n a X a 0 s matice typu n x 1 nad
polom IF. Potom nasledujiice tvrdenia su ekvivalentné:

(1) Sustava AX = 0 m4 jediné (trividlne) riesenie.
(2) A je riadkovo ekvivalentnd s jednotkovou maticou I,,.
(3) Stustava AX = B ma4 jediné riesenie pre kazdi maticu B typu n x 1.

Doékaz (1) = (2). Predpokladajme, ze stistava AX = 0 ma iba trividlne riesenie.
Nech pri rieseni tejto sustavy Gaussovou-Jordanovou elimina¢nou metédou vznikne
z matice sistavy A redukovand trojuholnikovd matica C (teda C je ekvivalentna
s A). Ked'ze sustava CX = 0 m4 jediné rieenie v poli F a F ma minimélne dva rozne
prvky (nulovy a jednotkovy), za hodnotu ziadnej z premennych xy, ..., z, nemohol
byt’ zvoleny parameter (povedzme ¢ € F). Preto v redukovanej trojuholnikovej matici
C musi kazdy Stipec obsahovat’ jednotku ako vedtci prvok niektorého riadku. Teda
C=1,.

(2) = (3). Predpokladajme, ze z matice A pomocou e.r.o. vznikla matica I,.
Znamena to, ze z rozsirenej matice [A|B] sustavy AX = B pomocou analogickych
e.r.0. vznikne matica [L,|D] s poslednym stipcom D, ¢o je nejakd matica (d; . .. d,)"
typu n x 1. Cize sistava AX = B je ekvivalentnd so ststavou I,X = D, ktord ma
evidentne jediné riesenie (x1,...,2,) = (dy,...,d,). Toto je teda aj jediné riesenie
sustavy AX = B.

(3) = (1). Ak stustava AX = B ma4 pre kazdi maticu B jediné rieSenie, tak ma
jediné riesenie aj v pripade B = 0 a je zrejmé, ze tymto rieSenim je trividlne rieSenie
X =0. O

Sustavy s jedinym rieSenim a invertovatel’'né matice. Vo vete 3.3 sme ukazali,
ze (nehomogénna) stistava AX = B nad polom m4 jediné riesenie prave vtedy, ked’
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homogénna sistava AX = 0 m4 jediné (trividlne) riesenie. Teraz ukdzeme, Ze to je
prave vtedy, ked’ matica A je invertovatelna.

Jednym smerom je posledné tvrdenie I'ahko dokédzatelné. Ak matica A je inverto-
vatelnd, t.j. méa inverzni maticu A~!, tak z rovnosti AX = 0 dostaneme rovnost’
A1(AX) = 0, ¢ize I,X = 0, odkial’ vyplyva X = 0.

Obratené tvrdenie hovori, ze ak mé sustava AX = 0 iba trividlne rieSenie, tak
matica A ma inverznu maticu. Dokézeme ho v dvoch krokoch.

3.4. Lema Nech A je Stvorcova matica stupiia n a nech plati, Ze sustava AX =0
ma iba trivialne rieSenie. Potom existuje Stvorcova matica B stupna n tak, ze plati

AB=1,.

Dokaz Nech stipce matice I,, st chapané ako matice Eq, ..., E, typun x 1. Ked’ze
stustava AX = 0 m4 jediné rieSenie, podl'a vety 3.3 mé aj kazda zo sustav AX = E;,

J = 1,...,n, jediné riesenie; oznacme ho B;. Nech B oznacuje stvorcovi maticu
stupnia n so stlpcami By, ..., B,. Mozno l'ahko preverit’, ze v sic¢ine AB je j-tym
stlpcom matica E;, ¢ize AB = 1,. O

Maticu B z lemy 3.4 nazyvame pravou inverznou maticou k matici A. Analogicky
sa definuje l'avd inverznd matica k danej matici.

3.5. Lema Predpokladajme, zZe Stvorcova matica A stupna n ma pravid inverznu
maticu B. Potom A je invertovatelnd a A~! = B.

Dokaz Podla predpokladu je AB = I, a naSou tlohou je ukazat’, Ze potom aj
BA =1,.

Najprv ukdzeme, ze lemu 3.4 mozno pouzit’ pre maticu B. Skutocne, z rovnosti
BX = 0 mozno dostat’ rovnost’ A(BX) = 0, ¢ize I,X = 0, odkial’ vyplyva X = 0.
Podl'a lemy 3.4 existuje preto k matici B prava inverzna matica C.

Teraz pouzijeme rovnosti A(BC) = AI, = A a (AB)C = I,C = C, z ktorych
dostavame A = C, c¢ize BA =1,,. O

Dostavame teda nasledujici systém navzajom ekvivalentnych tvrdeni, ktory mozno
chapat’ ako hl'adané kritérium pre invertovatelnost’ stvorcovej matice stupna n nad
I'ubovolnym pol'om.

3.6. Veta (Kritérium invertovatel’nosti matice) Nasledujiice tvrdenia su ek-
vivalentné pre I'ubovolni Stvorcovii maticu A stupna n nad polom.

(1) A je invertovatelna.

(2) A ma lavi inverzni maticu.

(3) Sustava AX = 0 m4 iba trividlne riesenie.

(4) A je riadkovo ekvivalentnd s jednotkovou maticou I,,.

(5) Sustava AX = B ma4 jediné riesenie pre kazdi maticu B typu n x 1.
(6) A mé pravi inverznd maticu.

5
6
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Dokaz Implikécia (1) = (2) je trividlna, pretoze A~! je lavd inverznd matica k A.
(2) = (3). Nech C je l'avd inverznd matica k A. Potom

AX=0=CAX=0=1,X=0=X=0.

Implikécie (3) = (4) a (4) = (5) vyplyvaju z vety 3.3.
Implikacia (5) = (6) vyplyva z vety 3.3 a lemy 3.4.

Implikacia (6) = (1) je lema 3.5. O
Urcenie inverznej matice. 7 predchadzajicej casti vyplyva, ze inverzna matica
k invertovatelnej matici A stupna n nad polom [ moze byt’ ziskana rieSenim rovnice

AX =1,

nad okruhom M,,(F), kde nezndmou je matica X = [z;;] typu n x n nad F. Skutocne,
matica X, ktord je rieSenim tejto rovnice, je prava inverzna matica k matici A, ¢ize
podl’a lemy 3.5 je to inverznd matica A~! k matici A. Vsimnime si, 7e AX =1, je
zaroven maticovy tvar sustavy linearnych rovnic

an®; + Qoo+ -+ @ity =1 (i=1,...,n)
A1 + QigToj + -+ AinTn; =0 (3,5 =1,...,n, i # j),

pricom pod zovSeobecnenym pojmom rozsirenej matice sistavy budeme tentoraz
rozumiet’ maticu [A|L,] typu n X 2n.

Gaussova-Jordanova elimina¢nd metoda spolu s vetou 3.6 ndm davaji navod ako
postupovat’ pri urceni, ¢i je dana Stvorcova matica invertovatelna a v pripade, ze
ano, bude mozné ihned’ urc¢it’ aj inverzni maticu. Vieme totiz na zaklade vety 3.6,
ze Stvorcova matica A je invertovatelnd prave vtedy, ked’ je riadkovo ekvivalentna
s jednotkovou maticou I,,. Ak pomocou e.r.o. dostaneme z matice [A|I,] typu n x 2n
maticu [B|C], kde B je redukovana trojuholnikova matica, tak ststava

BX =C

je ekvivalentnd s pévodnou sistavou AX = I, (¢ize maji rovnaki mnozinu rieSent).
Ak A je invertovatelnd, tak B = I,, a nova sustava je

ILX=C, odkial X=C.

Matica C, ktori dostaneme v pravej ¢asti matice [I,|C] bude teda hl'adand matica
AL

Metoéda na najdenie inverznej matice teda pozostava z nasledovnych dvoch
krokov:

Krok 1: Rozsirent maticu [A|L,}, 2, sistavy AX = I, upravime pomocou e.r.o.
na tvar [B|C], pricom e.r.o vykondvame na celej matici n x 2n tak, aby sme v jej
lavej casti dostali z matice A redukovant trojuholnikovii maticu B.

Krok 2: (a) Ak pre redukovany trojuholnikovy tvar matice A plati B # I,,, tak
matica A nie je invertovatelna a skoncime.
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(b) Ak matica [A|L,] pomocou vykonanych e.r.o. prejde na tvar [I,,|C], tak
matica A je invertovatelna. V tom pripade sustava AX = I, je ekvivalentna so
ststavou I,X = C, a preto A1 = C.

3.7. Poznamka Je zrejmé, ze ak v kroku 1 pocas upravy matice A na redukovany
trojuholnikovy tvar v rdmci matice [A|L,] dostaneme v lavej ¢asti nulovy riadok,
procediru mozeme ihned’ skoncit’ s prehlasenim, ze A nie je invertovatelna, pretoze
matica s nulovym riadkom nemoze byt’ ekvivalentna s jednotkovou maticou I,.

3.8. Priklad Nasou ulohou bude zistit’, ¢i matica

1 0 2
A=1[2 -1 3
4 1 8

nad R je invertovatelnd a ak dno, uréit’ maticu A~
Podl’a vyssie uvedenej metddy postupne dostavame

1 0 2| 100
AL)=(2 =13 01 0 (%:%:igl)
4 1 8] 001 5 3 !
1 0 2 | 1 00 10 2 | 1 00
0 -1 —1 | =210 (R?};_]j”?’_ERz) 01 1 ] 2 —10
0 1 0 | -4 01 2 2 00 -1 | -6 11
Ry — Ry + 2R; 100 | —-11 2 2
R2—>R2+R3 010 ‘ —4 0 1
Teda matica A je invertovatelna a vieme hned urcit’ aj inverzni maticu:
-1 2 2
Alt=| -4 0 1
6 -1 -1
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4. DETERMINANTY

Uvodné slovo. V kapitole 2 sme opisali Gaussovu-Jordanovu eliminacni metédu
rieSenia sustav linearnych rovnic a v predchadzajicej kapitole sme elimina¢nii metodu
pouzili na vypocet inverznej matice k danej regularnej matici. Pri rieSeni oboch uve-
denych tdloh mozno elimina¢nid metédu nahradit’ pouzitim determinantov, ktorymi
sa budeme zaoberat’ v tejto kapitole. Vyhodou pri rieSeni pomocou determinantov
je, ze vysledky mozno vyjadrit’ priamo vzorcami a vypocet tak pri nie prilis velkej
vstupnej matici (pozri pozndmku 4.19) pomerne jednoducho previest’ na pocitaci.
Pouzitie determinatov je vyhodné aj vtedy, ked’ potrebujeme k dispozicii vyrazy vy-
jadrujuce rieSenie kvoli d’alSej manipulacii s nimi. Nevyhodnym vo vSeobecnosti je
takyto postup z hl'adiska narocnejsej vypoctovej zlozitosti, ¢im sa budeme zaoberat’
v zavere tejto kapitoly.

Pojem determinantu. Uvazujme o stustave dvoch rovnic s dvoma neznamymi nad
pol'om [F:

1171 + G122 = C1

2121 + A92T9 = Co.

Odcitajme od ass-ndsobku prvej rovnice aio-nasobok druhej rovnice a od a;;-nasobku
druhej rovnice as;-ndsobok prvej rovnice. Dostaneme

(a11a22 - a12a21)331 = Q22C1 — Q12C2
(a11a22 - G12G21)$2 = a11€2 — A21Cq.

Vidime, ze ak D = ajya90 — ajpas; # 0, tak dana stustava ma prave jedno rieSenie.
Toto riesenie bude mozné prehl'adne vyjadrit’ po zavedeni nasledujicej definicie.

4.1. Definicia Determinantom stvorcovej matice
apg a
A= [ a2
Q21 Q22
stupia 2 nad pol'om F nazyvame vyraz a;1a25—aq2a91. Determinant matice A budeme
oznacovat’ symbolom |A|.

Teraz vidime, ze ak |A| # 0, tak riesenie danej sistavy je

|A| |Ay|

1= 2 =

Al Al

A, = C1 Q12 A, = a; G
Cy a)’ Q21 C2

kde
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4.2. Priklad RieSme nasledovnu sustavu rovnic nad polom Q:

2
- 4y — 8
3.751—1— To

9
Sxy — 6xy = —12.
4!171 i)

Matica A tejto ststavy a pomocné matice Ay, Ay majui tvar

2y 8 4 -
A = A, = A, = .
()= (G %) -l )

Vidime, ze |A| = —13 # 0, preto dand sustava bude mat’ jediné riesenie
A4 A,
g = 2 g gy = 22 o)

A A
|
Pripomenme si, ze pod permutéciou ¢ mnoziny {1, 2, ..., n} rozumieme I'ubovolné
bijektivne zobrazenie na tejto mnozine. Nech S(n) je mnozina vsetkych permutacii
mnoziny {1,2,...,n} (pripominame, Ze vzhl'adom na operaciu skladania zobrazeni
tvori grupu — tzv. symetrickd grupu rdadun). Ak pre prvky i < j mnoziny {1,2,...,n}

plati ¢(i) > ¢(j), budeme dvojicu (¢(7), (7)) nazyvat’ inverziou permutdcie . Nech
I() je pocet vietkych inverzii permutécie .

4.3. Priklad Existuje Sest’ permutécii mnoziny {1,2,3}: ¢; = (1)(23), 92 = (2)(13),
w3 = (3)(12), w4 = (123), @5 = (132), pe =1id.
Permutacia ¢, ma zrejme tri inverzie:
(02(1), ¥2(2)) = (3,2), (2(1),¥2(3)) = (3, 1), (¥2(2),¥2(3)) = (2, 1),
Teda I(ps) = 3. Presvedcte sa, ze I(p1) = 1, I(p3) = 1, I(ps) = 2, I(p5) =

4.4. Definicia Nech A je stvorcova matica stupna n nad polom [F. Determinantom
matice A nazyvame sucet

Al = D (—=1D)"Parn)ase) - - Gngm)
©eS(n)
tvoreny cez vsetky permutdcie ¢ mnoziny {1,2,... ,n}.
Definicia 4.4 rozsiruje definiciu 4.1 determinantu matice A stupna 2. Naozaj,

existuju dve permutdcie mnoziny {1,2}: ¢ =id a ¢ = (12). Na zdklade definicie 4.4
potom dostavame

@11 a2
Q21 A22

Al =

= (—1)"ay 1)a0,0) + (=1) P arymyazy )

= (—1)0011022 + (—1)1a12a21 = a11Q22 — A12421.
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Teraz vypocitajme podl'a definicie 4.4 determinant matice

11 diz2 A3
A= |an axn ax
31 dagzz G33

stupna 3. V priklade 4.3 sme ukézali, ze existuje Sest’ permutécii mnoziny {1, 2, 3}.
Podl’a definicie 4.4 teda dostavame

6
_ —1){(ws)
Al = (—1)"ay,, 1)a2,,2)30,3)
i=1
= (—1)* 1)3 1)
= (—1) anasas + (—1)aizazas1 + (—1) a2a21a33
2 2 0
+ (=1)%arzaz3as; + (—1) aiza21a32 + (—1)"ay1a22as3
= (11022033 + Q12023031 + Q13021032 — (13022031 — 411023032 — A12021033.
Ukazeme, ze pre vypocet determinantu matice tretieho stupina mozno pouzit’ tzv.
Sarusovo pravidlo. Pripisme k stlpcom matice A sprava este raz druhy a treti

Stipec. Dostaneme

arp a2 @Q\QH a2
g1 (193 (23 A7) (22

(31 (32 €33 431 32

Vynasobime vSetky trojice prvkov leziace na plnych ¢iarach a priradime im “kladné
znamienka”. Tiez vynasobime vSetky trojice prvkov leziace na bodkovanych ciarach
a priradime im “zédporné znamienka”. Ako vidime, vysledny sucet je prave |A].

4.5. Priklad Podl'a prave prezentovaného Sarusovho pravidla vypocitame deter-
minat matice
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Sarusovym pravidlom dostaneme

1 6 6
Al = (=3)-5-24 5 (~4) - £+ 1+ (=) (-1) = 15+ = (=3) - (~4) - (-1)
L (—=2)-2=-30 12+2 6+12+2=-20 212
2 B 5 a 5 5
|
Vlastnosti determinantov. Ukazali sme, Ze pre maticu A = [a;;| stupiia 3 nad

polom [ je jej determinant rovny

‘A| =a110A22033 — A110A23032 — A12021033

+a12a23a31 + Q13021032 — A13G22031.

Lahko sa mozno presvedcit’, ze platia nasledujiice rovnosti:

2z Q23 Q21 (23 G21 Q22
|A| - a3z as3 T @31 a33 + a1 a31 32
a1z Qa3 an 13 11 a2
= —ao + as — Qo3
agz2 a33 asi 31 a3z
12 Qs a11 a3 a11 a2
= asy — a3z + ags
Q22 Q23 A21 Q23 A21 (22
Q22 Q23 aiz A3 aiz2 A2
- a3z Aa33 T az2 as3 + 31 a13 a3
21 Q23 ail; a3 11 a3
= —a12 + as — a3
a3 a3 Q21 Q23
Q21 A22 apx; Qaig aix Qaig
= ai3 — Qs + as3 .
a3zr  asz a31 32 a1 Q22

Citatel si z tychto rovnosti moze odvodit’, Ze determinant matice A = [a,;] stupiia
3 mozno pre kazdé i = 1,2,3 a j = 1, 2,3 vyjadrit’ ako

|A| = (—1)a;n M| + (=1)"* 0| Ms| 4+ (—1)" a5 M3
= (=1)"ay|My;| + (—=1)*ag;|Ma;| + (1) az;| M|

kde M;; je matica typu 2 x 2, ktord vznikne z matice A vynechanim i-teho riadku a
j-teho stlpca. Oba vzorce mozno zovseobecnit’ pre determinant I'ubovol'nej stvorcovej
matice stupna n tak ako to vyjadruje nasledujica veta. O jej platnosti pre n = 3

sme uz Citatel'a presvedéili, veobecny dokaz vsak vynechdme (mozno ho néjst’ napr.
v [3], veta 2.14.1).
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4.6. Veta (Laplaceov rozvoj determinantu) Nech A = [a;;] je Stvorcovd ma-
tica stuprian (n > 2). Potom pre kazdé i =1,...,.naj=1,... ,n platf

(4.1) (A= (1) an M| + -+ (=1)"ai, M,

(4.2) A = (=1)"ay,; M| + -+ (=1)"a, ;| M,,|

kde M;; je matica stupiia n — 1, ktord vznikne z matice A vynechanim i-teho riadku

a j-teho stl/pca. Vzorec (4.1) sa nazyva Laplaceov * rozvoj determinantu matice A
podla i-teho riadku a vzorec (4.2) sa nazyva Laplaceov rozvoj determinantu matice
A podla j-teho stlpca.

4.7. Priklad Vypocitame determinant matice

1 -2 0 3
-3 1 2 -4
A= 2 0 -1 1
-2 3 5 2
Laplaceov rozvoj determinantu |A| podla treticho riadku nam da
-2 0 3 1 0 3
Al = (=131 2.1 2 —4[4+(=1)*2.0-|-3 2 —4|+
3 5 2 -2 5 2
1 -2 3 1 =20
+ (=¥ (=1)- -3 1 4[4+ (-1**1-|-3 1 2
-2 3 2 -2 3 5

=2.(7T—58)—0—1-(—41+6)—1- (13 — 36)
— 102435423 = —44.

Rovnaky vysledok dostaneme, ak rozvinieme determinant podl’a I'ubovolného iného
riadku alebo podla I'ubovolného stlpca. (Presvedéte sa o tom.) |

Nech vo vete 4.6 A;; := (—=1)""7|M,;|. Vyraz A;; nazyvame algebraickym doplnkom
proku a;;. Veta 4.6 teda hovori, ze Laplaceov rozvoj determinantu matice A = [a;;],
podla i-teho riadku je

|A| = anAn + -+ anAin
a podla j-teho stfpca je
|A] = a1 Ay + -+ + anj Anj.

4Pierre Simon Marquis de Laplace (1749-1827) pochédzal z chudobnej franctizskej rodiny a doma
nav$tevoval miestnu vojensku skolu. Napriek tomu sa neskor vypracoval na pozoruhodnu vedeckud
osobnost’ a vo vedeckych kruhoch sa tesil znacnému respektu. V roku 1785 bol zvoleny do sldvnej
Académie des Sciences. Bol Sest’ tyzdiov aj Napoleonovym ministrom vnutra a neskor stdl na
cele Sendtu. Bol tiez prezidentom Francizskej Akadémie. Jadro jeho vedeckej préace spocivalo
v aplikdciach matematickej analyzy v mechanike a pravdepodobnosti.
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Na zéaklade tohto sa indukciou dé l'ahko dokazat’ nasledujice tvrdenie.

4.8. Dosledok Nech A je stvorcova matica stupna n. Potom
Al = |AT].

Determinant Stvorcovej matice A stupnia n mozeme chapat’ aj ako funkciu |A| =
|(Aq,...,A,)| riadkov Ay, ..., A, matice A (pricom riadky chdpeme ako matice typu
1 x n). Nasledujtica veta hovori, ze determinant matice chdpany ako funkcia riadkov
matice sa sprava linearne.

4.9. Veta Pre determinant I'ubovolnej stvorcovej matice A = [a;;] stupria n nad
polom IF a pre I'ubovolné ¢ € F a I'ubovolni maticu B; typu 1 x n nad F plati:

(1) |(A17 s 7Ai—lacAi7Ai+17 s 7An)| - C|(A17 s 7An)|7

(2) |(A1, ce 7Ai—17Ai +Bi7Ai+17 Ce ,An)| = |(1A17 R 7Ai—17Ai7Ai+17 ce 7An)|
=+ ’(Al, . ,Aifl,Bi’AiJ’,l’ Ce 7A.n)‘,

(3) |(A17 ce 7Ai—1707Ai+17 s 7An)| =0.

Doékaz Vo vsetkych troch pripadoch rozvinieme determinant na 'avej strane rovnosti
podla i-teho riadku. V pripade (1) tak dostaneme

(Av,. o As 1, cAs As, . AL
= (_1)i+1 ce-ap - M| -+ (_1)i+n S C Qi - | M|
=c- (=) an - M|+ 4 (D)™ - g - (M)
=c |(Ay,. . AL AL AL, AL

Pripady (2) a (3) prenechdvame na ¢itatel’a. O

Citatelovi doporucujeme sformulovat’ a dokézat’ analogicky “stfpcovy” variant
tejto vety, ked’ determinant matice A chédpeme ako funkciu |A| = [(Al,... A")]|

Stipcov Al ... A" matice A.

4.10. Veta Ak md Stvorcovd matica A stupiian (n > 2) dva rovnaké riadky alebo
stlpce, tak jej determinant sa rovna nule.

Dokaz Dokaz urobime indukciou vzhl'adom na stupen n matice A. Pre n = 2
tvrdenie evidentne plati. Predpokladajme teraz, ze tvrdenie plati pre nejaké n > 2 a
dokazeme, ze potom plati aj pre n + 1.

Nech matica A stupna n + 1 ma i-ty riadok totozny s j-tym riadkom (pre dva
totozné stipce je dokaz analogicky a prenechdvame ho ako I'ahké cvicenie na ¢itatel’a).
Pretoze A ma stupein n + 1 > 2, mozeme v nej zvolit’ riadok, povedzme k-ty, kde
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k #iak # j arozvinit’ determinant |A| podla k-teho riadku. Dostaneme

[A] = (1) ap M| + - + (=1 ag, [ My,
Pretoze pre kazdé j = 1,...,n je My; matica stupiia n, ktord ma opat’ dva riadky
rovnaké (ked’ze vznikne z A vynechanim k-teho riadku a j-teho stlpca a k je rozne

od 4, j), podla indukéného predpokladu je [My;| = 0 pre vsetky j = 1,...,n. Preto
|A| = 0, ¢o bolo treba dokazat’. O

Nasledujiica veta hovori, ze ak na matici vykondme e.r.o. typu (1), jej determinant
zmeni iba znamienko a pri e.r.o. typu (3) sa nezmeni vobec.

4.11. Veta Nech A je stvorcova matica stupiia n (n > 2) nad polom F.

(1) Ak v matici A zamenime navzdjom i-ty a j-ty riadok, tak jej determinant zmeni
znamienko.

(2) Ak v matici A pripocitame c-ndsobok (¢ € F) j-teho riadku k i-temu riadku,
tak jej determinant sa nezmeni.
Dékaz
(1) Podl'a vety 4.10 a vety 4.9(2) plati
(A1, ..., A+ A, ..., A+ A ... A)]
(Ar, . A A AL A (A A A AL LAY
(A1, A LA LA (AL AL LA LA
FI(AL. AL A A (AL A AL LAY
= (A1, A, LA, LA 00+ (A A AL A
Odtial’ dostavame pozadovant rovnost’
(A1, A A A = (A A AL A
(2) Opat’ podla vety 4.9 a vety 4.10 dostavame

’(Al,...,Ai—i-CAj,...,Aj,...,An)’

= (A, .. AL A LAY (A A A A
=|(A1,.. ., A LA A (AL LA A A
=|(Ay,..., A, ... A . A +0.
Tym je tvrdenie dokazané. O

KedZze z viet 4.9 a 4.11 vieme ako sa zmeni determinant matice pri vykonani
elementarnych riadkovych operéacii na tejto matici, moze nam to vyrazne pomoct’
pri vypocte determinantov. Staci, ak maticu ktorej determinant pocitame upravime
pomocou e.r.o. na hornt alebo dolnu trojuholnikovii maticu, pretoze jej determinant
sa uz potom l'ahko vypocita podl'a nasledujiceho tvrdenia, ktoré je bezprostrednym
dosledkom vety 4.6.
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4.12. Dosledok Determinant trojuholnikovej matice sa rovna sucinu prvkov na jej
diagonale.

Dokaz Dokaz urobime indukciou vzhl'adom na stupen n trojuholnikovej matice,
ktorej determinant pocitame. Je zrejmé, ze tvrdenie plati pre n = 1. Predpoklada-
jme, ze plati pre vSetky trojuholnikové matice stupna n a ukazeme, ze plati aj pre
vSetky trojuholnikové matice stupna n + 1.

Nech A je trojuholnikova matica stupna n + 1, ktora ma na diagonale prvky
11, - - -, Gy, Gnt1n+1 @ predpokladajme bez ujmy na vSeobecnosti, Ze prave v riadku
s prvkom @y, 41,41 Su ostatné prvky nulové. Rozviiime determinant |A| prave podla
tohto riadku. Na zaklade vety 4.6 dostaneme

(4.3) JA] = (=)D g (Mol

kde M, 41 41 je Stvorcova matica stupiia n, ktord vznikne z A vynechanim jej (n+1)-
ého riadku a (n—+1)-ého stipca. Je zrejmé, Ze matica M, 11 5+1 je opét’ trojuholnikova
s prvkami aqq,...,a,, na diagondle, preto sa na nu vztahuje indukény predpoklad.
Podl'a neho |M,+1 11| = @11+ ... - Gun, a preto po dosadeni do (4.3) dostaneme
pozadovany vysledok

’A’ = Op4+1n+1 " ’Mn+1,n+1| =a11° ... *App* Apyln+l-
O

4.13. Priklad Vypocitajme este raz determinant matice z Prikladu 4.7, tentoraz
tak, Ze maticu upravime na trojuholnikovii maticu a potom pouzijeme dosledok 4.12.
Vypocet je nasledovny, komentar k nemu je pod nim.

1 -2 0 3 1 -2 0 3 1 -2 0 3
-3 1 2 -4 _ 0 -5 2 5|_ |0 -1 5 8

2 0 -1 1| 0 4 -1 -5/ "0 4 -1 -5
-2 3 5 2 0 -1 5 8 0 -5 2 5
1 -2 0 3 1 -2 0 3
0 -1 5 8 0 -1 5 8 —44

o 0 19 27| o 0o 19 27 =-1-(=1)-19- 19 =4

0 0 —-23 —35 0o 0 0 =¥

V prvom kroku sme pripocitali vhodné nésobky prvého riadku k ostatnym riad-
kom; islo teda o e.r.o. typu (3), pri ktorych sa determinant nezmenil. V druhom
kroku sme zamenili druhy riadok so stvrtym, ¢im determinant zmenil znamienko. V
tret'om kroku sme pripocitali vhodné nasobky druhého riadku k tretiemu a stvrtému
riadku, determinant sa nezmenil. Vo stvrtom kroku sme %—nésobok tretieho riadku
pripocitali k stvrtému riadku, determinant sa opét’ nezmenil. Dostali sme (horni)
trojuholnikovi maticu, ktorej determinant sme vypocitali ako sicin prvkov na jej

diagonale. ]
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4.14. Doésledok Stvorcovd matica je reguldrna préve vtedy, ked’ jej determinat je
rozny od nuly.

Do6kaz Upravme danui Stvorcovi maticu A pomocou e.r.o. na redukovanu tro-
juholnikovi maticu, povedzme B. Pretoze pri e.r.o. typu (1) sa meni len znamienko
determinantu, pri e.r.o. typu (2) sa determinant vyndsobi nenulovym prvkom pola a
pri e.r.o. typu (3) sa nezmeni vobec, je zrejmé, ze |A| # 0 prave vtedy, ked’ |B| # 0;
ked’ze |B| je su¢inom prvkov na diagondle B, tieto su vSetky nenulové prave vtedy,
ked’ matica A je regularna. O

4.15. Priklad Nasledujice determinanty v (a), (b) a (¢) st tzv. Vandermondove®
determinanty stupnov 3,4 a n:

1 a a® a 1 a a? !
1 a o 2 13 ' -1
@b B O, e s @ ™o
1 ¢ 2 1 ¢ & ¢
1 d & & 1 ap ... a4t

1 a a? 1 1 1 1 1 1
1 b Vl=|a b c (22322_321> 0 b—a c—a
1 ¢ ¢ a’? b A 3 3 210 b(b—a) c(c—a)
b—a c—a
_(—1)1“-1-‘;@_2) C(<C_a)) — (b= a)(c—a)(c—b).

Prva rovnost’ vyplyva z dosledku 4.8, pri druhej rovnosti sme pouzili Laplaceov rozvoj
podl'a prvého stfpca.

Prenechdvame na citatela vypocitat’ determinant v (b), najst’ vSeobecny vzorec
pre determinant v (c) a dokdzat’ ho matematickou indukciou. |

Pouzitie determinantov. Najprv ukdzeme ako mozno determinanty pouzit’ na
vypocet inverznej matice k danej regularnej matici.

4.16. Definicia Nech A je Stvorcova matica stupna n. Adjungovanou maticou
k matici A sa nazyva matica adj A = [A};], ktorej (ij)-ty prvok je algebraicky doplnok
Aj; prvku a;;.

® Alexandre-Théophile Vandermonde (1735-1796) sa narodil v Parizi. Jeho otec, lekdr, ho
usmernil na hudobnu kariéru. Bol spoluzakladatelom Conservatoire des Arts et Métiers, kde bol
dirigentom od roku 1782. V roku 1795 pomohol pri zalozeni kurzov politickej ekonémie. Bol aktivny
pocas Velkej francizskej revolicie. Bol ¢lenom Parizskej komuny a klubu Jakobinov.

Vandermondovo matematické dielo pozostava zo Styroch ¢lankov, ktoré vysli pocas dvoch rokov.
Vo v8eobecnosti sa povazuje za zakladatela tedrie determinantov.
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4.17. Veta Nech A = [a;;] je reguldrna matica stupiia n. Inverznd matica k A je

Ay A Any
Al [A] |Al
Az Ax Ana
AL = | 1Al [A] " [A]
Aln A2n Ann
Al [A] [A]

Doékaz Oznactme B maticu uvedentu vyssie, o ktorej tvrdime, Ze je inverznd k A.
Nech dalej C := AB. Vypocitajme (ij)-ty prvok c¢;; matice C pre I'ubovolné
1<, 7 <n

_ . An Ajn
Cij = Q177 Tt Qin

A Al
(=17 My | (—1)7" M|
(4.4) =01 Tt
A Al
kde pre vSetky s = 1,...,n, Mj, je matica stupna n — 1, ktord vznikne z matice A

vynechanim j-teho riadku a s-tého stipca.

Nech i, 7 st 'ubovolné ale pevne zvolené indexy z mnoziny {1,...,n}. Nahrad'me
v matici A jej j-ty riadok ¢-tym riadkom a maticu, ktord takto dostaneme oznacme
D. (Nacrtnite si A a D.) Laplaceov rozvoj |D| podla j-teho riadku (¢o je i-ty riadok
matice A) ndm dd

(4.5) ID| = (=1 an M| + -+ (=1)7a, My,

kde pre vsetky s = 1,...,n, Mj; je matica stupna n — 1, ktord vznikne z matice
D vynechanim j-teho riadku a s-tého stipca; vzhladom na konstrukciu matice D
z matice A vidime, ze pre vietky s = 1,...,n, M, v (4.4) a M, v (4.5) je vlastne t4
istd matica stupna n — 1. Preto mozeme stcet zo (4.5) dosadit’ do (4.4) a dostaneme

D
7oA

Ak i = j, teda matica D vznikla z A “nahradenim” jej j-teho riadku opat’ tym istym
j-tym riadkom, vidime, ze |D| = |A|, a preto ¢; = 1 pre lubovolné i = 1,... n.
Nech i # j. Pretoze matica D ma rovnaké riadky, i-ty a j-ty, je podla vety 4.10
jej determinant |D| rovny nule. Teda zo (4.6) dostdvame c¢;; = 0 pre l'ubovolné
1 <i+#j<n. Cize C je jednotkové matica I,, teda AB = I,. Uplne analogicky
plati BA =1,,. Teda B = A~!. O
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Ukazeme, Ze determinanty mozno pouzit’ aj na vyjadrenie rieSenia sistavy
a11T1 + a12T2 + - + 1Ty = by
a1 + AT+ + A2 Ty = by
(4.7)
Ap1T1 + Qp2T2 + - - + App®y = bn
n linedrnych rovnic s n nezndmymi nad polom F v pripade, ze matica A = [a;;]

sustavy mé nenulovy determinant |A| # 0, ¢ize je reguldrna. Toto tvrdenie je zndme
ako Cramerovo pravidlo.’

4.18. Veta (Cramerovo pravidlo) Ak matica A = [a;;] stistavy (4.7) je reguldrna,
tak sustava ma jediné riesenie
U -
A1 A A
kde B’ je matica, ktord vznikne z matice A nahradenim jej j-teho stl/pca maticou
B := (by...b,)T typu 1 x n, t.j. pravou stranou sistavy (4.7).

Dokaz Ststavu (4.7) ma maticovy tvar AX = B, kde X = (z;...7,)7. Po
vynésobeni zlava maticou A~! dostaneme X = A7!'B a po dosadeni za A~! z
vety 4.17 a vynasobeni dostaneme

Ap Ay

_ i Ot L JA

_Ap An2
B = AT b TR |A|ZbA52,

Aln Ann 1 &
xn:_b1++ bn:_ bsAsn
LN LN A ;

Pretoze pre j =1,...,n je vyraz y ._, bsA,;, vlastne Laplaceov rozvoj determinantu
|B’| podla j-teho stipca, dostdvame pozadované vzorce
|BY| |B?| B”|
VN AV VRV

O

6Gabriel Cramer (1704-1752) sa narodil v Zeneve. UGil na Académie de Calvin, vela cestoval a
aktivne sa angazoval v obcianskych zalezitostiach.

Jeho pravidlo pre rieSenie sustav linedrnych rovnic bolo publikované v roku 1750 v prilohe jeho
diela Introduction a l’analyse des lignes courbes algébriques. Niektori matematici toto pravidlo
poznali sice uz aj predtym, ale nebolo Siroko zndme a tiez nebolo dostato¢ne jasne vysvetlené az
kym sa neobjavila Cramerova kniha.
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4.19. Poznamka (Vypoctova zlozitost’) Viacsina tloh v technickej praxi pri
ktorych sa aplikuji metddy linearnej algebry, ide najma o rieSenie sistav linearnych
rovnic s pomerne velkymi maticami sustavy, sa riesi s pomocou pocitaca. Preto
je dolezité porovnat’ tzv. vypoctovi zlozitost’ pri rieSeni ststav linedrnych rovnic
Gaussovou-Jordanovou eliminacnou metodou resp. Cramerovym pravidlom. Tyka
sa to rovnako vypoctu inverznej matice, kde sa tiez treba rozhodnut’ medzi elimi-
nac¢nou metodou a pouzitim determinantov. Pretoze vacsSina “pocitacového casu” sa
pritom spotrebuje na nésobenie, zatial'co sCitovanie je “rychle” a spotrebu casu pri
nom mozno pri odhade zanedbat’, na porovnanie oboch metdd sa zvykne pouzit’ len
pocet potrebnych nasobeni.

Predpokladajme, Ze mame riesit’ sustavu linearnych rovnic AX = B, kde A je
Stvorcova matica stupna 25. Aby sme vypocitali jej rieSenie podla Cramerovho
pravidla, potrebujeme vypocitat’ determinant matice A. Laplaceov rozvoj podla
prvého riadku nam dé |A| = a11411 + -+ + a125A41,25, kde Ay, je algebraicky do-
plnok prvku a;;. Na to potrebujeme 25 nasobeni, ak pozname hodnoty algebraickych
doplnkov A;;. Kazdy algebraicky doplnok A;; je az na znamienko rovny determi-
nantu matice stupina 24 a jeho rozvoj podl'a niektorého riadku si vyziada d’alsich 24
nasobeni. Vidime teda, ze ak pri kazdom z prvych 25 nésobeni pouzijeme d’alsich
24 nasobeni pri vyjadreniach doplnkov A;;, dopracujeme sa k vyrazu obsahujicemu
determinanty matic stupna 23. Pritom uz pouzijeme 25 - 24 nasobeni. Pokracujic
d’alej vidime, ze na vypocet determinantu Stvorcovej matice stupna 25 potrebujeme

25-24-23-----2-1=25!

nasobeni. Aj superpocitacu buducnosti, ktory by dokazal vykonat’ 100 miliard né-
sobeni za sekundu, by vypocet determinantu stupna 25 trval viac ako 4 miliény
rokov! Na druhej strane Gaussovou-Jordanovou elimina¢nou metédou potrebujeme
na vyrieSenie ststavy 25 rovnic s 25 nezndmymi iba priblizne 25 ndsoben{ a rieSenie
najdeme na sucasnych pocitacoch skor ako za sekundu. Vo vSeobecnosti je elim-
inacna metoda z hl'adiska vypoctovej zlozitosti vyhodna uz pri pouziti stvorcovych
matic stupna vacsieho ako 4. Pri urcovani inverznej matice k regularnej stvorcovej
matici stuptia nanajvys 4 resp. pri rieSeni sustav linearnych rovnic s maticami sistavy
mensimi ako 4 X 4 su obe metddy priblizne rovnako vypoctovo narocné. Vypoctovej
zlozitosti pri pouziti determinantov sa podrobnejsie venuje napriklad clanok 2.3

knihy [4].

Poznamendavame, ze d’asi dolezity faktor pri porovnani oboch metdd je, ze Cramerovo
pravidlo nehovori ni¢ o riesitelnosti sustavy (4.7) v pripade, ze matica A = [a;;]
sustavy nie je regularna. To sa ale pri pouziti Cramerovho pravidla da zistit’ az po
prevedeni naroéného vypoétu determinantu |A|. Rovnako pri pouziti vety 4.17 na
vypocet inverznej matice k danej Stvorcovej matici, o ktorej predpokladame, zZe je
invertovatelna, by sme az po ndrotnom vypoéte determinantu |A| mohli zistit’, ze
dana matica pripadne invertovatelna nie je. Pri pouziti eliminac¢nej metédy na to
spravidla prideme za cenu ovel'a mensej vypoctovej naroénosti (pozri poznamku 3.7).
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5. VEKTOROVE PRIESTORY A PODPRIESTORY

Uvodné slovo. V algebre I sme sa zaoberali grupami, teda mnozinami s operaciou
sCitovania prvkov ktora mala isté vymedzené vlastnosti. V algebre II sme studovali
mnoziny polynémov nad pol'om ktoré s operaciou sc¢itovania polynémov tvorili opat’
grupu, ale naviac bolo mozné polynémy nasobit’ prvkami pola. Toto nasobenie malo
tiez urc¢ité vymedzené vlastnosti. Podobne sa citatel’ stretol v prvom semestri ma-
tematickej analyzy s mnozinami redlnych funkcii redlnej premennej (t.j. funkcii z R
do R) ktoré s operdciou s¢itovania tvorili opéat’ grupu a bolo ich mozné nésobit’
redlnym c¢islom, pricom toto nasobenie malo tie vlastnosti ako nasobenie polynémov.
V kapitole 1 tohto textu sme sa zaoberali mnozinami matic nad polom s operaciami
sCitovania a ndasobenia skaldrom, pricom vzhladom na scitovanie tvorili grupu a
nasobenie skalarom malo opéat’ vlastnosti ako vo vyssie spomenutych prikladoch. Je
nacase uviest’ abstraktny pojem vektorového priestoru nad pol'om, ktorého prikladmi
su prave mnoziny polynémov nad pol'om, mnoziny realnych funkcii i mnoziny matic
nad polom.

Vektorové priestory.

5.1. Definicia NechF je pole. Nech V' je neprazdna mnozina s operaciou sc¢itovania
+ a nech pre kazdy prvok ¢ € F a kazdy prvok o € V je priradeny prvok c-a €V,
pricom
(1) (V,+) je abelovska grupa
a pre I'ubovolné o, 3 € V a c,d € F plati
(2) c-(a+p)=c-atcf,
(3) (c+d)-a=c-a+d-a,
(4) (ed)a = c- (da),
(5) 1p-a=a.
Potom V' nazyvame vektorovym priestorom nad polom F a oznacujeme ho V(IF).
Prvky grupy V nazyvame vektory a prvky pola F skaldry.

5.2. Poznamka Na rozdiel od okruhov ¢i poli nie je celkom korektné hovorit’
v tomto pripade o algebre. Dovodom je, ze nasobenie skalarom nie je operaciou na
mnozine V', pretoze sa nendsobia prvky mnoziny V', ale "nasobeny” je prvok grupy V'
s prvkom pola F (s vysledkom vo V). Vektorové priestory vSak mozno “prerobit’ na
algebry” V(F) = (V,+, (¢ —)cer) tym, ze pre kazdy skalar ¢ € F sa definuje undrna
operacia (c-—) : V — V, a— c-a. V tomto texte to nebudeme robit’, avéak vedomi
si takejto moznosti pouzijeme niekedy i pre nésobenie skalarom termin “operacia”.

Nulovy prvok grupy (V, +) nazyvame nulovym vektorom a budeme ho oznacovat’ 0,
aby sme ho odlisili od nulového skalara 0. Podobne, opac¢ny prvok v aditivnej grupe
(V,+) k prvku « budeme nazyvat’ opaénym vektorom k « a oznacovat’ —a.
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5.3. Priklad Vo vsSetkych prikladoch vektorovych priestorov uvedenych dole sa
presvedcte, ze skutoéne platia vlastnosti (1)-(5) z definicie 5.1.

1. Vi(R) =R je vektorovy priestor geometricky znamy ako priamka (redlna os).
Body priamky prislichaju v bijektivnom zobrazeni realnym ¢islam, bod prislichajuici

¢islu @ € R mozeme oznacit' A = [a]. Cislu 0 prislicha na priamke nulovy bod
O = [0]. Mozno definovat’ vzdialenost’ dvoch bodov A = [a] a B = [b] priamky ako
|AB| := |a — b|, kde posledny vyraz znamena absolitnu hodnotu rozdielu ¢&isel a, b;

citatel’ to pozna zo Skoly pod nazvom dizka usecky AB.

2. WB(R) = R?* = {(aj,a2) | a1,a2 € R} je vektorovy priestor geometricky
znamy ako rovina, ktorého vektory a = (ay, az) st znazornované ako body v rovine
majice v tradi¢nom pravouhlom siradnicovom systéme s osami x, y siradnice [aq, as].
Niekedy sa v stredoskolskej matematike alebo fyzike Sipkou smerujicou od pociatku
[0, 0] stradnicového systému k bodu [aq, as] vyznacuje “orientdcia” vektora «. Ska-
larny sicin dvoch vektorov o = (aq, az) a 3 = (b1, b2) bol definovany v stredoskolskej
matematike ako (cv, ) = aibi+asbs a dizka vektora a = (ay, as) ako ||o|| = /(a, ) =

\/ @2 + a3. Plati vzt'ah
(a, B) = ||lal|| B]| cos b

kde 6 € (0, 7) je velkost’ uhla (v radidnoch) medzi vektormi o a 3. Dva vektory «, 3
sa nazvali kolmé, ak cosf) = 0, t.j. 6 = 7 a pouzivalo sa oznacenie o L (3.

3. Vo(F) =F"={(a1,...,a,) | a1,...,a, € F} (n > 1) je vektorovy priestor n-tic
prvkov pola F ktorého Specidlnymi pripadmi si pre F =R an =1 an = 2 vyssie
uvedend redlna os a rovina. Zlozky as,...,a, vektora a = (ay,...,a,) nazyvame
suradnicami vektora c. Operacie prebiehaji po suradniciach. Sucet dvoch vektorov
a=(ay,...,a,) a B =(b1,...,b,) je definovany ako oo + 3 = (ay + b1,...,a, + by,),

skaldrny nasobok vektora « skaldrom ¢ € F je ¢- a = (cay,...,ca,), nulovy vektor
je 0 = (0,...,0) a opatny vektor k o je —a = (—aq,...,—a,). Pre F = R sa
zvykne definovat’ skalarny siucin dvoch vektorov a = (ay,...,a,) a 8 = (by,...,b,)

ako («, ) = a1by + - - + aub,. Nazveme ho standardngm skaldrnym sic¢inom. Dva
vektory «, § st potom navzdjom kolmé (ortogondlne), ak (a, 3) = 0 a dlzka vektora

a je definovana predpisom [|a| = /(a, @) = y/a? + - - + a2.

4. C(R) = C je vektorovy priestor komplexnych ¢isel nad polom redlnych &isel.
Scitovanie vektorov oo = a+bi a § = c¢+di je dané predpisom a+ 5 = (a+c)+ (b+d)i
a nasobenie skaldrom r € R je -« = ra+ (rb)i. Opaény vektor k o je —a = —a — bi
a nulovy vektor je ¢islo 0.

5. P(FF) je vektorovy priestor F[X] vSetkych polynémov v jednej neurcitej nad
polom F a Py (F) je priestor Fy[X]| vSetkych polynémov v jednej neurcitej stupna
nanajvys k nad polom F. Pripomenime, ze sicet dvoch vektorov p(xy,...,z,) =
™+ +artaga gy, ..., Ty) =bpx™ 4+ +bix+by, kde 0 <m < n <k, je

p(r1, . xn) gz, . ) =
W@ 4 -+ U1 @ (@ + D)™ -+ (a1 + )+ (a0 + bo),
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skaldrny nasobok vektora p(xy,...,x,) skaldrom ¢ € F je
C- p<xla ce 73771) = (Can)xn +ot (Cal)aj + cayp,

nulovy vektor je polyném n(x) = 0 a opaény vektor k vektoru p(xy,...,z,) je
—p(21,...,2,) = —apx" — -+ — a1 — ap.

6. R® je vektorovy priestor redlnych funkcif jednej redlnej premennej. Pripomenme,
ze stucet dvoch vektorov f a g je funkcia f+ g definovana ako (f+g¢)(x) = f(x)+g(z),
skaldrny nasobok vektora f ¢islom r € R je funkcia (rf) definovana ako (rf)(z) =
rf(z), opacny vektor k f je funkcia (—f) definovana predpisom (—f)(z) = —f(z) a
nulovy vektor je konstantnd funkcia R — {0}. Podobne, pre nejaky uzavrety interval
v R, napriklad [, 7], mézeme uvazovat’ o priestore RI=™7 vetkych spojitych funkcii
f : [-7m, 7] — R. Poznamendvame, ze pre I'ubovolni mnozinu X mo6zeme definovat’
vektorovy priestor R* = {f : X — R} vsetkych funkcii z X do R. V $pecidlnom
pripade X = & dostaneme priestor R. (Porozmyslajte o tom.)

7. Mp,.(F) je vektorovy priestor matic typu m x n nad polom F. Scitovanim
matic a nadsobenim matic skalarom sme sa zaoberali v kapitole 1. VSimnime si, ze
matice typu m X n nad F sa vzhl'adom na scitovanie a nasobenie skalarom spravaju
ako mn-tice prvkov pola ' (obe opericie prebiehaju po siradniciach). Preto je
zrejmé, ze platia vSetky vlastnosti vektorového priestoru z definicie 5.1. Vektorovy
priestor M,, ,(F) sa vlastne od priestoru V,,,(IF) 1isi len tym ako sa zapisuju vektory.
V prvom pripade sa zapisuju do obdiinikovej tabulky (takto urcite prehladnejsie
“k6duji” sistavy linedrnych rovnic), v druhom do jedného riadku. Prvky vek-
torovych priestorov M, ,(F) a V,,(F) v tomto texte Casto stotoznujeme.

8. F(F) =T je vektorovy priestor tvoreny prvkami samotného pola F. Sé¢itovanie
vektorov a nasobenie skalarom je dané scitovanim resp. nasobenim prvkov v samot-
nom poli F, rovnako opac¢ny vektor k prvku ¢ € F je opacny prvok —c k prvku c
v poli ' a nulovy vektor je nulovy prvok O pola [F.

9. T(F) = {Og} je trividlny vektorovy priestor, pretoze vsetko funguje trividlne:
Op 4+ 0r = Op, O -Op = Op, opacny vektor k O je opat’ O a Or je pochopitelne i nulovy
vektor. |

Teraz dokazeme niektoré elementarne vlastnosti vektorovych priestorov.

5.4. Lema Vo vektorovom priestore V (IF) plati

(1) 0-a = 0 pre vsetky vektory a € V(F);

(2) ¢-0 =0 pre vsetky skaldry c € F;

(3) ¢-a =0 prdve vtedy, ked’ ¢ = 0 alebo o« = 0 pre vSetky c € F a a € V(F);
(4) (—=¢)-a= —c-«a pre vsetky c € F a a € V().

Doékaz Pouzijeme vlastnosti z definicie 5.1. Pre I'ubovolny vektor a € V(F) plati
0-a=(0+0)-a=0-a+0-a, odkial’ po pripocitani opacného vektora k vektoru 0 -«
k obom strandm predchadzajicej rovnosti dostaneme 0 = 0 - o, ¢im je (1) dokézané.
Vlastnost’ (2) sa dokazuje podobne a prenechdvame ju na citatela.
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Ak ¢ =0 alebo a = 0, tak podla (1) a (2) plati aj ¢- o = 0. Pre dokaz obrétene;j
implikacie v (3) predpokladajme, ze ¢c-a = 0 a ¢ # 0. Potom existuje inverzny prvok
k ¢ v poli F. Ak nfm vyndsobime uvazovani rovnost’, dostaneme ¢ !-c-a =c71-0 =0
podla (2), odkial’ a = 0.

V (4) potrebujeme ukdzat’, ze vektor (—c) - o je opa¢ny k vektoru c - a. Ale
(—¢)-a+c-a=(—c+c)-a=0-a=0 akomutativnost’ s¢itania zarucuje, ze aj
c-a+(—c)-a=0. O

5.5. Poznamka RieSenie (x1,...,z,) € F" sistavy linedrnych rovnic s n neznamy-
mi nad polom F, ktord ma maticovy tvar AX = B (kde A € M,,,(F), X € M, (F)
aB € M, (F)) budeme podla potreby stotoziovat’ s maticou X € M ,(F) ako
aj s vektorom z V,,(IF).

Podpriestory. Thito ¢ast’ zaéneme niekol’kymi motivujucimi prikladmi.

5.6. Priklad 1. Nech ¢,d € R. Uvazujme o vektorovom priestore V5(R) a jeho
podmnozine

Uy = {(z1,22) € Va(R) | cx; = dxo}.

Pre T'ubovolné vektory x = (z1,22), ¥ = (y1,92) € Uy plati czy = dzy a cy; = dys,
a teda aj c¢(z1 + y1) = d(x2 + ya), Cize sucet x +y € U;. Podobne, pre kazdy skalar
r € R mame r - x € Uy, pretoze crx; = drus.

2. Uvazujme o vektorovom priestore M, (IF) stvorcovych matic stupna n nad pol'om
F a jeho podmnozine

Uy ={A € M,(F) | A =A"}.

Prenechdvame na ¢itatel'a preverit’, ze podmnozina U, priestoru M, (IF) je uzavreta
vzhl'adom na scitovanie vektorov a nasobenie I'ubovolnym skalarom.

3. Nech A je matica typu m xn nad pol'om F. Nech U; je podmnozina vektorového
priestoru V,,(F) tvorena rieSeniami (zy,...,z,) homogénnej sustavy AX = 0, kde
0 € M,,1(F) a maticu X” € My, (F) stotoziiujeme s vektorom (z1,...,z,) € V,(F).

Nech X7, YT € U, t.j. AX =0 a AY = 0. Potom podla lemy 1.11 A(X+Y) =
0+ 0 = 0, ¢ize sticet X + YT = (X +Y)? patri do Us. Podla tej istej lemy pre
I'ubovolné ¢ € F plati A(cX) = ¢(AX) = 0 = 0, t.j. XT = (cX)? patri do Us.
(Pouzivali sme pritom rovnosti z (1.2).) Teda aj podmnozina Us priestoru V,,(F) je
uzavretd vzhl'adom na sc¢itovanie vektorov a nasobenie skalarom z pola F. |

Podmnoziny Uy, Us, Us danych vektorovych priestorov nazyvame ich podpriestormi
v zmysle definicie 5.7, ktora nasleduje. Podpriestor z prikladu 5.6 budeme pritom
nazyvat’ podpriestorom (alebo priestorom) rieseni homogénnej sustavy AX = 0. Je
to jeden z najdolezitejsich prikladov podpriestorov. Podrobnejsie sa k nemu vratime
v kapitole 7.
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5.7. Definicia Neprdzdnu podmnozinu U vektorového priestoru V (F) nad polom
F nazyvame podpriestorom priestoru V (F), ak plat{

(1) Va,BelU)a+pelU;
(2) (VeeF) (VaeU)c-aecl.

Kazdy vektorovy priestor V(F) mé minimalne dva podpriestory: nulovy priestor
{0} tvoreny iba nulovym vektorom a samotny priestor V(F). Niekedy sa im hovori
aj nevlastné podpriestory. Poznamenavame, ze nulovy podpriestor {Op} vektorového
priestoru F'(F) sme nazvali trividlnym priestorom.

5.8. Lema Neprdzdna podmnozina U vektorového priestoru V (F) nad polom F je
jeho podpriestorom prave vtedy, ked’

(5.1) (Ve,d € F) (Yo, €U) c-a+d-B e U.

Dokaz 7 definicie 5.7 je zrejmé, ze podmienka (5.1) je nutnou podmienkou, aby
mnozina U bola podpriestorom V (F). Aby sme ukdzali, ze je postacujica, uvazujme
o T'ubovolnych vektoroch a, 8 € V(F). Ak polozime ¢ = d = 1p, z podmienky (5.1)
dostaneme a + 5 € V(F) a ak polozime d = Op, dostaneme z (5.1) ¢- a € V(F), ¢ize
V/(F) spliia (1) a (2) z definicie 5.7. O

V nasledujucej casti ddme odpoved’ na prirodzenu otazku, ¢i prienik a zjednotenie
dvoch podpriestorov daného vektorového priestoru su jeho podpriestormi.

5.9. Veta Prienik dvoch podpriestorov U a U’ vektorového priestoru V (F) je opét’
podpriestorom V (IF).

Doékaz Vyuzijeme lemu 5.8. Nech o, € UNU’" a ¢,d € F. Pretoze U,U’ su
podpriestormi vektorového priestoru V(F), podla lemy 5.8 plati c-a+d -3 € U a
c-a+d-fel,écizeajc-a+d-feUNU. O

5.10. Veta Zjednotenie dvoch podpriestorov U, U’ vektorového priestoru V(F) je
podpriestorom V (F) prave vtedy, ked’ U C U’ alebo U" C U.

Dokaz Trividlne plati, ze ak U C U’ alebo U’ C U, tak U U U’ je podpriestorom
V(F). Obrétene, nech U U U’ je podpriestorom V (F). Predpokladajme, ze U € U’ a
U' ¢ U. Potom existuji u € U\ U" av € U'\U. Kedze UUU’ je podpriestorom,
u+v € UUU’', odkial vyplyva, ze musi platit’ u +v € U alebo u+v € U'. V prvom
pripade st u a u + v vektory v U, a pretoze U je podpriestorom V(F), plati aj
(u+v)+ (—u) € U, ¢ize v € U, ¢o je v spore s tym, ze u € U \ U’'. Druhy pripad je
analogicky a jeho dokoncenie prenechdvame na citatel’a. O
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Podpriestory generované mnozinami vektorov. Vo vete 5.9 sme ukazali, ze
prienik dvoch podpriestorov vektorového priestoru V(F) je opét’ podpriestorom prie-
storu V(F). Z dokazu tejto vety je zremé, ze tvrdenie plati nielen pre dva, ale pre
I'ubovolny (i nekone¢ny) pocet podpriestorov V().

To nam umoziuje néjst’ pre 'ubovolni podmnozinu S vektorového priestoru V (F)
najmensi podpriestor priestoru V(F) obsahujici S. Skutocne, nech

8§={PCV(F)|SCPa P je podpriestor V(F)}

je mnozina vsetkych podpriestorov priestoru V(IF) obsahujicich S. Pretoze V(F) € 8,
je 8 # &. Ked’ze prienik NS mnoziny 8 (prienik vsetkych podpriestorov P patriacich
do 8) je podpriestorom priestoru V' (IF), je to najmensi podpriestor V' (IF) obsahujiici S.

Najmensi podpriestor priestoru V(FF) obsahujici jeho dani podmnozinu S nazy-
vame podpriestorom priestoru V (F) generovangm mnoZinou S a oznacujeme ho [S].
Podpriestory ktoré mozno generovat’ nejakou koneénou mnozinou S nazyvame
konecnorozmerné. Podpriestory pre ktoré neexistuje ziadna kone¢na mnozina genera-
torov sa nazyvajui nekonecno-rozmerné. Neskor ukazeme, ze napriklad priestor V,,(R)
vietkych n-tic redlnych ¢isel (Co je nekoneénd mnozina) a priestor M,, ,,(IF) matic typu
m X n nad 'ubovolnym polom F si konec¢norozmerné priestory. Naopak, je 'ahko
vidiet’, ze priestor P(F) polynémov nad polom F je nekone¢no-rozmerny. Podobne,
priestor R® realnych funkcii jednej redlnej premennej je nekoneéno-rozmerny. Pod-
priestor priestoru V(F) generovany prazdnou mnozinou je [&] = {0}.

5.11. Priklad Hl'adajme podpriestor priestoru V3(R) generovany mnozinou
S =1{(1,0,0),(-1,2,0)}.

Podl'a lemy 5.8 musi [S] obsahovat’ s vektormi o = (1,0,0),8 = (—1,2,0) aj
vektory c-a+d- 3 = (¢,0,0)+(—d, 2d,0) = (c—d, 2d,0) pre vietky ¢, d € R. Pretoze
pre T'ubovolné d € R mozno kazdi hodnotu ¢ — d € R dosiahnut’ vhodnym zvolenim
¢, musi [S] obsahovat’ mnozinu {(a,b,0) | a,b € R}. Je l'ahké presvedcit’ sa, ze tato
mnozina je uz podpriestorom V3(R), odkial’ vyplyva [S] = {(a,b,0) | a,b € R}. N

5.12. Definicia Nech V (F) je vektorovy priestor a nech ay, . .., a, € V(F). Vektor
«a nazyvame linearnou kombinaciou vektorov oy, . .., «,, ak plati

a=cC o1+ -ty

pre nejaké skalary cq,...,c, € F.

Pomocou pojmu linearnej kombinécie vektorov mézeme charakterizovat’ podpriestor
[S] priestoru V(F) generovany mnozinou S, ¢o je obsahom nasledujicej vety. Ak
mnozina S je koneénd, S = {fi,...,5,}, tak namiesto [{f,...,3,}] piSeme len

[617 cee aﬁn]
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5.13. Veta Nech V(FF) je vektorovy priestor a nech S C V(F). Potom podpriestor
priestoru V (IF) generovany mnozinou S je mnozina

(5.2) S]={cr-an+-Fcp-an|a,...;an € Sc1,...,¢, €F, n>1}

vsetkych linearnych kombinacii konecnych systémov aq, ..., «, vektorov mnoziny S.
V pripade kone¢nej mnoziny S = {3, ..., .} plati

[51,...,ﬂn}:{Cl'ﬁl—{—"'—l—cn'ﬁn|Cl,...,CnEIF}.

Dokaz V prvom rade nechavame citatel'a preverit’ na zédklade lemy 5.8 | Ze mnozina
v (5.2) je podpriestorom priestoru V(F). Pre kazdy vektor a € S obsahuje tato
mnozina podla jej zadania vektor 1y - a (pri volbe n = 1 a ¢; = 1p), ¢ize obsahuje
S. Teda mnozina v (5.2) je podpriestor priestoru V(IF) obsahujici S, a ked'ze [S] je
podla svojej definicie najmensi podpriestor priestoru V(F) obsahujici S, dostdvame

S]C{cr-an+-+cp-an|ag,...;0n € S,¢1,...,¢, €F, n > 1},
Ostava ukazat’ obratenu inkliziu, teda, ze
(5.3) (Vai,...,an, €8) (Ver,...,cn €F)er-an+ -+ ¢, -y € [S].

Pouzijeme indukciu vzhl'adom na n. Pre n < 2 plati (5.3) podl'a lemy 5.8. Predpo-
kladajme, ze (5.3) plati pre nejaké ¢islo n > 2 a ukazeme, ze potom plati aj pre ¢islo
n+ 1. Nech ay,...,an,ap1 €S, ¢1,...,¢p, 1 € F. Podla indukéného predpo-
kladu méme a :=c¢; - a1 + -+ + ¢, - o, € [5], a ked’ze [S] ako podpriestor obsahuje
s vektormi a a a,, 11 podla lemy 5.8 aj ich linedrnu kombinaciu 1p - o + ¢p41 - apy,
dostdvame pozadované tvrdenie ¢; - aq + -+ 4 ¢, - @y + Gyt - Qg € [S]. O

5.14. Priklad (1) N4jdeme podpriestor priestoru Ms(R) $tvorcovych matic stupna
2 nad polom R generovany mnozinou

(o ) ) (o)

Podl’a vety 5.13 je [S] mnozinou vsetkych linedrnych kombindcii tvaru

(ot ) e ()= ()

kde a,b,c su I'ubovolné reédlne ¢isla. Vidime, ze [S] je mnozinou vsetkych symet-
rickych matic typu 2 x 2 nad R.

(2) Nasou tulohou bude najst’ mnozinu vektorov, ktoré generuju v priestore M3(R)
stvorcovych matic stupna 3 nad polom R podpriestor A83 = {A € M;3(R) | A =
— AT} vsetkych antisymetrickych matic typu 3 x 3 nad R.



46

Zacneme s I'ubovolnym nenulovym vektorom z AS83. Napriklad matica

0 -1 0 0 —a O
Ai=(1 0 0 generuje podpriestor [A;]={la 0 0] |a€R},
0 0 O 0 0 0

¢o este nie je cely priestor A83. Preto zvolime d’alsi vektor z A83 \ [A1], napriklad
maticu

0 01 0 —a b
Ay,=| 0 0 0] generujicus A; [A;,Ay]={|l a 0 0] |abeR}
-1 0 0 -b 0 0

¢o opat’ nie je cely priestor AS83. Preto zvolime vektor z A83 \ [A1, Ay, napriklad
maticu

00 O 0 —a b
A;=|0 0 —1] generujicus Aj,As {| ¢ 0 —c]||a,bceR}
01 O —b ¢ 0

¢o je, ako l'ahko vidiet’, cely priestor AS83. Teda A, As, A3 st generatory AS;. M
Podpriestory prislhichajiice maticiam.

5.15. Definicia Podpriestorom prislichajiicim matici A = [a;;|m » typu m x n nad
polom F nazyvame podpriestor vektorového priestoru V,,(IF) generovany riadkami
matice A chdpanymi ako vektory z V,,(F). Budeme ho oznacovat’ V(A).

5.16. Veta Riadkovo ekvivalentnym maticiam typu m X n nad polom F prislicha
rovnaky podpriestor vektorového priestoru V,,(IF).

Do6kaz Nech A je matica typu m x n nad polom F s riadkami a4, . . ., o, chapanymi
ako vektory z V,(F). Podla definicie 5.15 prislicha matici A podpriestor V(A) =
[aq, ..., apy] priestoru V,,(IF). Staci ukazat’, ze sa priestor V(A) nezmeni vykonanim
I'ubovol'nej e.r.o. na matici A. Prenechavame to na citatela. O

5.17. Priklad Uvazujme o vektoroch o = (3,0,2,0,4,—5), 5 = (—1,0,0,—2, —2,3),
v=(1,0,2,2,0,—1),06 = (2,0,0,—2,4,—4) z V5(R). Nasou tlohou bude zistit’, ¢i
vektory o = (2,0,2,0,2, —g),s =(0,2,0,2,0, —%) patria do podpriestoru [a, 3,7, d].
Nech A’ je matica typu 4 x 6 z prikladu 2.8, ktorej riadkami si vektory «, 3,7, d.
Potom podpriestor [«, 3,7, d] je akurdt podpriestor V(A’) prislichajici matici A'.
V danom priklade sme maticu A’ upravili pomocou e.r.o. na ekvivalentni reduko-
vant trojuholnikovi maticu s riadkami o/ = (1,0,0,0,2,—%), 4 = (0,0,1,0,—1,1),
v =1(0,0,0,1,0,—3),6 = (0,0,0,0,0,0). Podla vety 5.16 plati V/(A') = [o/, §, 7/, '].
To ndm umoznuje vyjadrit’ podpriestor prislichajici matici A’ v tvare V(A') =
{(a,0,b,¢c,2a — b, —%a +b— %c) | a,b,c,d € R}, z ktorého uz vieme l'ahko urécit’, z
vektor o = (2,0, 2,0, 2, —%) € V(A), zatialco ¢ = (0,2,0,2,0, —%) ¢ V(A). |

)
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6. KONECNOROZMERNE PRIESTORY.
LINEARNA NEZAVISLOST, BAZA, DIMENZIA

Uvodné slovo. V kapitole 5 sme videli, ze mnohé vektorové priestory V (F) mozno
vhodne prezentovat’ zadanim ich generujicej mnoziny. Zobrat’ za generujicu celi
mnozinu V' (F) sa nezd4 nijako uzitoéné. Nasim cielom bude najst’, pokial je to mozné,
nejakt koneéni a ¢o mozno najmensiu mnozinu generatorov studovaného priestoru.
Nie vsetky priestory mozno generovat’ kone¢nou mnozinou vektorov, napriklad v kapi-
tole 5 sme spomenuli, Ze priestor R¥ redlnych funkcii jednej redlnej premennej nie
je konecne generovany, a teda je nekonecno-rozmerny. V tejto kapitole sa budeme
zaoberat’ problematikou ndjdenia ¢o mozno najmensich generujicich mnozin kone¢no-
rozmernych priestorov.

Linearna zavislost’ a nezavislost’ vektorov. Az doposial’ sme nasobenie vektora
« skaldrom ¢ oznacovali ¢ - a. Odteraz ho kvoli jednoduchosti (i Setreniu miestom)
budeme oznacovat’ ca, t.j. symbol - budeme vynechavat’.

6.1. Definicia Nech V(IF) je vektorovy priestor nad polom F. Hovorime, Ze vek-

tory aq,...,a, € V(F) su linedrne zavislé (alebo, ze mnozina vektorov {ay, ..., a,}
je linedrne zavisla), ak existujd skaldry cy,...,c, z polaF z ktorych asporii jeden je
rozny od Op tak, ze
(6.1) cioq + caag + -+, = 0.

ektory oy, ..., « nazyvame linearne nezavislé (alebo hovorime, ze mnozina
Vekt ooy € V(F 1 lé (alebo h ,
{a1,...,a,} je linedrne nezavisld), ak ay,...,q, nie su linedrne zavislé, t.j. ak
7 rovnosti
(6.2) c1aq + coan + -+ cpa, =0
pre I'ubovolné skalary cy,...,c, vyplyva, ze c, = cy = --- = ¢, = Op.

Mnozina {a} je zrejme linedrne zavisla prave vtedy, ked’ o = 0.

6.2. Lema Dva vektory su linearne zavislé prave vtedy, ked’ jeden je skalarnym
nasobkom druhého.

Doékaz Ak vektory ay, as € V/(IF) st linedrne zavislé, tak podla definicie 6.1 existuju
skalary ¢y, co € F z ktorych aspon jeden je rozny od Op tak, ze
(63) C10 + Corg = 0.

Predpokladajme, Ze ¢; # Op. Potom existuje v F inverzny prvok c¢;* a ak nim

vynasobime (6.3), dostaneme a; + ¢; 'coay = 0, odkial’ mame o = —c] ' caas.
Obratene, ak a; = cas pre nejaky skalar ¢ € F, tak dostaneme 1lpa; — cas = 0,

Cize ap, i su linedrne zavislé. O

Dokaz nasledujicej lemy prenechavame ako 'ahké cvicenie na citatel’a.
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6.3. Lema (1) Ak nejaké vektory ay,...,a,, € V(F) st linedrne zavislé, tak aj

vektory o, ..., am, 1, ..., By € V(IF) st linedrne zavislé pre I'ubovolné vektory
ﬁl? s 7671 € V(IF)

(2) Ak vektory ay,...,Qy,...,a, € V(IF) su linedrne nezavislé, tak pre 'ubovolné
1 <m < n vektory aq, ..., q,, sd tiez linearne nezavislé.

6.4. Priklad Ktoré z podmnozin nasledujicej mnoziny S su linedrne zavislé?
S ={(0,1,2,1), (0,1, -2,1), (0, ~1,0, 1), (0,2,0,2)} C Va(R)

V prvom rade vidime, ze vektory (0, —1,0,—1), (0, 2,0, 2) st podl’a lemy 6.2 linedrne
z&vislé. Z toho dovodu (vyuzijuc (1) z lemy 6.3) si linedrne zavislé aj dve trojice
vektorov obsahujice vektory (0,—1,0,—1),(0,2,0,2) a tiez celd Stvorica vektorov.
(V kazdom z tychto pripadov najdite prislusné vyjadrenie v tvare (6.1).) Ziadne iné
dva vektory nie su podla lemy 6.2 linedrne zavislé. Vidime, ze

(0,1,2,1) + (0,1, —2,1) — (0,2,0,2) = (0,0,0,0).

Teda zvysné dve trojice (0,1,2,1),(0,1,-2,1),(0,—1,0,—1) a (0,1,2,1), (0,1, —2,1),
(0,2,0,2) tvoria tiez linedrne zavislé podmnoziny S. |

Nech V (F) je vektorovy priestor. Nasledujica veta uvddza kritérium linearnej
zavislosti vektorov oy, ..., a,, € V(F).

6.5. Veta Nech ay,...,q,, € V(F). Nasledujiice tvrdenia si ekvivalentné:
(1) Vektory aq,...,q, su linearne zavislé.
(2) Rovnica
100+ -+ Ty, =0

ma riesenie v poli F, pricom x; # Op pre nejaké 1 < i < m.

(3) Pre nejaké 1 < i < m,
[&1, ce ,O./m] = [&1, R 6 77 P @ 7 POP ,O{m].
(4) Pre nejaké 1 < i < m,
o5 € [ala sy QG 1, gy 7am]'

(5) Vektor «; je linedrnou kombindciou vektorov ovu,..., 1,1, ..,Qy, DIe

nejaké 1 <1 < m.

Naviac, v podmienkach (2)—(5) mozno zvolit’ rovnaky index 1 < i < m.

Dékaz Nech S := {ay,...,ay}. To, ze v podmienkach (2)—(5) mozno zvolit’ rovnaky
index 1 < ¢ < m uvidime priamo z dokazu.

Implikacia (1) = (2) vyplyva priamo z definicie 6.1.

(2) = (3). Ak (c1,...,cn) je rieSenie rovnice zyay + « -+ + Ty, = 0 v poli T,
pricom c¢; # O pre nejaké 1 < i < m, tak existuje c; ' € F a dostdvame vyjadrenie

—1
;= —c; (cran + -+ Gy + CipaQigr + -+ Cpin),
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odkial’ mdme «; € [S\ {a;}], Cize

[5] = [(S\ {eu}) U{eu}] =[S\ {eu}].

Implikacia (3) == (4) je trividlna.
Implikécia (4) = (5) vyplyva priamo z vety 5.13.
(5) = (1). Ak plati (5), tak plati

Qj = C10q + -0 F GGG 1 + Cip1 Qg1 o GOy
pre nejaké cy,...,¢_1,Ci11,...,¢n € T, odkial
crion + -+ oo — 1pag + G + -+ Gpouy, = 0,

¢ize vektory oy, ..., a,, si linedrne zavislé. O

6.6. Dosledok Predpokladajme, zZe vektorovy priestor V(F) z predchadzajiicej
vety je priestorom V,(IF) vsetkych n-tic prvkov pola F. Nech ay,..., o, € V(F).
Nech A = [a;j]m.n je matica typu m X n s riadkami oy, . .., Q.

Potom tvrdenia (1) — (5) vety 6.5 sd naviac ekvivalentné s nasledovnymi tvrdenia-
mi:

(6) Maticu A mozno pomocou konec¢ného poctu elementarnych riadkovych operdcii
upravit’ na maticu s nulovym riadkom.
(7) Podpriestor priestoru V,(F) prishichajici matici A je

V(A) = [Oél, ey O 1, gy - 7O{m]
pre nejaké 1 <1 < m.

Doékaz Najprv ukdzeme, ze (2) <= (6). Predpokladajme, ze plati (2), teda rovnica
r101 + -0 + Ty, = 0 mé rieSenie (cq,...,c¢,) v F, pricom ¢; # Op pre nejaké
1 < i < m. Vynéasobme v matici A i-ty riadok nenulovym skaldrom ¢; (je to e.r.o.
typu (2)), a potom pripoc¢itajme postupne pre j = 1,...,i—1,i+1,...,m, ¢;-ndsobok
j-teho riadku k i-temu riadku (¢o je e.r.o. typu (3)). Tym sa i-ty riadok matice A
chapany ako vektor z V,,(IF) zmeni z «; na vektor

(6.4) craq + - G 1 + oG+ i1y 0+ e, = 0.

Teda plati (6). Obratene, nech plati (6) a nech pouzitim konecného poctu e.r.o.
mozno v i-tom riadku matice A zmenit’ pévodny vektor a; na nulovy vektor. Pred-
pokladajme bez ujmy na vSeobecnosti, ze sa to dosiahlo vynasobenim i-teho riadku
nenulovym skalarom ¢; (pripad ¢; = 1p vyjadruje, ze i-ty riadok sme v skuto¢nosti
nendsobili) a postupnym pripoc¢itanim ¢;-ndsobku j-teho riadku k i-temu riadku pre
j=1,...,i—1i+1,...,m. Potom plati (6.4), ¢ize plati podmienka (2) z vety 6.5.

Pretoze podpriestor prislichajici matici A je V(A) = [ay, ..., qp], ihned’ vidiet,
ze podmienka (7) je ekvivalentnd s podmienkou (3) z vety 6.5. O
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Predchadzajice tvrdenia ndm davaji navod ako postupovat’ pri zist’ovani, ¢i nejaké
vektory o, ..., apy, € V,(IF) st linedrne zavislé. Ako kritérium ich linedrnej zavislosti
sa pri testovani v praxi javi najvyhodnejsim pouzit’ podmienku (6) z dosledku 6.6.
Budeme sa teda snazit’ maticu A typu m x n s riadkami aq, . . ., «,, upravit’ pomocou
elementarnych riadkovych operacii na maticu s nulovym riadkom. V momente, ked’ sa
nam to podari mézeme skoncit’ a prehlasit’, ze vektory o, . .., ay, su linedrne zavislé.
Najneskor po koneénej tprave matice A na redukovani trojuholnikovi maticu (¢o
je vzdy mozné podla vety 2.9) to musime byt’ schopni zistit’; vektory ay, ..., a,, si
linedrne zavislé prave vtedy, ked’ redukovand trojuholnikovd matica méa (aspon jeden)
nulovy riadok.

6.7. Priklad Zoberme opat’ vektory a = (3,0,2,0,4, —5),5 = (-1,0,0, -2, -2, 3),
v=1(1,0,2,2,0,—1),6 = (2,0,0,—2,4, —4) z V5(R) tak ako v priklade 5.17. Ak méme
len zistit’, ¢i tieto vektory su linedrne zavislé, budeme sa snazit’ maticu A’ typu
4 x 6 s riadkami «, 3,7, upravit’ pomocou e.r.o. na maticu s nulovym riadkom.
V priklade 2.8 sme to dosiahli po tret'om kroku, ale uz po druhom kroku sme videli,
ze maticu A’ mozno pomocou e.r.o. upravit’ na maticu s nulovym riadkom. Teda
uz po druhom kroku mozeme skoncit’ a prehlasit’, ze vektory «, 3,7,0 st linedrne
zavislé. |

Teraz uvedieme jednu z najznamejsich viet linedrnej algebry — Steinitzovu vetu.

6.8. Veta (Steinitzova veta) Nech vektory a1, ..., «, generujui vektorovy priestor
V(F) a nech vektory [y, ..., 0 € V(F) st linedrne nezavislé. Potom k < n a existuje
n — k vektorov «;, ktoré spolu s vektormi (31, ..., 3 generuju priestor V().

Doékaz Nech A := {ay,...,a,} a B := {f1,...,0c}. Pre p = 1,... k dokdzeme
existenciu n-prvkovej mnoziny A, vektorov z V(F) s nasledujicimi vlastnost’ami:

(i) A, obsahuje p vektorov (3i,..., 3, linedrne nezavislej mnoziny B;
(ii) A, obsahuje n — p vektorov o z generujicej mnoziny A;
(iii) A, generuje priestor V (F).

Zaroven pritom ukazeme nerovnost’ p < n.

Nech p = 1. Nerovnost’ p < n je zrejma. NaSou ulohou je zostrojit’ z generujicej
mnoziny A = {aq,...,a,} mnozinu A; obsahujicu vektor 3;, ktord bude opat’ ge-
nerovat’ priestor V(F). Ak ; € A, tak nemame ¢o robit’, pretoze staci definovat’
Ay = A. Ak (81 € A, tak vyuzijeme, Ze [, = ciaq + -+ + ¢, pre nejaké skalary
C1y...,cp € F, pretoze V(F) = [aq,...,a,]. Aspon jeden zo skaldrov ¢y, ..., ¢, musi
byt’ nenulovy; v opa¢nom pripade by bolo 3; = 0, ¢o je v spore s tym, ze 31,..., Ok
st linedrne nezavislé (vyuzijic (2) z lemy 6.3). Bez ujmy na vseobecnosti predpokla-
dajme, ze skalar ¢, # Op. Potom

an =, (B —craq0 — - — Cp10 1),
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odkial’ podl'a vety 6.5 dostaneme

V(]F) = [61,0{1,. .. ,Oén] = [61,061, Ce 7Oénfl].

Teda hl'adand mnozina A; je A; = {01, 1,...,a,—1}. Ak k = 1, tak dokaz vety je
skonceny. (Premyslite si to.)

Predpokladajme, ze &k > 1 a nech 1 < p < k. Dalej predpokladajme, ze mame
zostrojent n-prvkovi mnozinu A, vektorov z V(F) generujicu priestor V(F) a ob-
sahujicu p vektorov fy,..., [, linedrne nezavislej mnoziny B a n — p vektorov (pre
jednoduchost’ oznacovania nech st to a,...,®,—,) povodnej generujicej mnoziny
A. Ukéazeme, ze p + 1 < n a zostrojime n-prvkovi mnozinu A, ., vektorov z V (F)
generujicu priestor V (F) a obsahujicu p + 1 vektorov f, ..., 3,, B,41 linedrne neza-
vislej mnoziny B a n — p — 1 vektorov «; povodnej generujiicej mnoziny A.

Pretoze V(F) = [f1,...,Bp, a1, ..., an_p] podla nasho indukéného predpokladu,
mozeme vektor 3,11 vyjadrit’ ako

ﬁerl = blﬁl + -+ bpﬁp + a0 + -+ Qp—pQn—p

pre nejaké skaldry by,...,bp,a1,...,a,—p € F. Tvrdime, Ze n —p > 1 a aspon jeden
zo skaldrov ai,...,a,—, musi byt’ nenulovy; skutoc¢ne, v opa¢nom pripade by bolo
Bpt1 =b151+ - -+ b,0,, €o je v spore s tym, ze [y, ..., B,+1 su linedrne nezavislé (tu

opét’ vyuzivame (2) z lemy 6.3). Bez ujmy na vSeobecnosti teda predpokladajme, ze
skalar a,_, # Op. Potom
CYn—p = a"r:ip(ﬁp-i-l - blﬁl - bpﬁp — 10 — an—p—lan—p—l)v

odkial’ vyplyva opat’ podla vety 6.5
V(]F) :[ﬁla v 7/6paﬁp+la A, ... aan—p]

:[617 s 75}776}74—170517 s 7an—p—1]-

Vidime, ze hl'adand mnozina A,y je Apr1 = {F1, .-, Bp, Bps1, 01,5« o, 1 }. Zé-
roven sme ukézali, ze n —p > 1, ¢ize p+ 1 < n.
Ukdzali sme teda, ze uvedenym induktivnym sposobom je mozné zostrojit’ mnozinu

Ak = {ﬂl?"'aﬁkaala--wan—k}a

obsahujicu n — k vektorov «;, ktoré spolu s vektormi f3,..., 5, generuji priestor
V(F). Zaroven sme pritom dokdzali nerovnost’ k < n. O

Baza a dimenzia kone¢norozmernych vektorovych priestorov.

6.9. Definicia Systém vektorov «j,...,q, konec¢norozmerného vektorového
priestoru V (IF) nazyvame jeho bazou, ak platia nasledujiice podmienky:

(1) V(F) = [aq,...,an);
(2) wvektory as,...,q, su linedrne nezavislé.
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Ak V(F) = {0}, tak priestor V(IF) nema bézu (nulovy vektor tvori linedrne zdvisly
systém). Ak V (F) je kone¢norozmerny a V(F) # {0}, tak V(F) musi mat’ bdzu podl'a
nasledujucej vety. Jej dokaz urobime (podobne ako predchadzajici dokaz Steinitzovej
vety) konstruktivne a to opisanim algoritmu (koneénej procediry) na zostrojenie bazy
priestoru V (F).

6.10. Veta Kazdy konecnorozmerny vektorovy priestor V(F) # {0} m4d bazu.

Dokaz Nech V(F) je koneénorozmerny vektorovy priestor a nech ay,...,q, si
generatory V(F). Ak oy, ..., a, st linedrne nezavislé, tak uz tvoria bdzu V(F). Nech
Qq,...,Qp su linedrne zavislé. Podl'a vety 6.5 pre nejaké 1 < i < m plati

[Oél, e ,Oén] = [Ckl, Ce ,Oél',l,CYi+1, Ce ,Ckn].

V prvom kroku teda vynechame zo systému oy, ..., «, vektor a;. Ak zostavajice
vektory {aq, ..., q;_1,Q441,...,q,} st linedrne nezavislé, tak uz tvoria bazu V(F) a
skon¢ime. V opacnom pripade mozeme v druhom kroku vynechat’ d’alsi z vektorov
Q1y ey QG1,Qi11, ..., 0. V tejto procedire, pri ktorej zakazdym vynechavame vek-
tor ktory je linedrnou kombindciou ostatnych vektorov, mozno pokracovat’ az kym ne-
dostaneme bazu V (F). V prvom rade je jasné, ze uvedend procedira sa musi zastavit’
po konecnom pocte krokov (teda je algoritmom), pretoze méme len konecny pocet
generatorov V (F). Dalej, pripadné nulové vektory spomedzi generatorov budi vietky
vynechané, pretoze nulovy vektor je vzdy linearnou kombinéciou ostatnych vektorov.
Napokon, vsetky vektory aq, ..., a, nemohli byt nulové, pretoze V(F) # {0}. O

6.11. Priklad Najdime vsetky béazy priestoru
T=1(0,1,2,1),(0,1,—-2,1),(0,—1,0,—1),(0,2,0,2)] C V4(R).

V priklade 6.4 sme skimali, ktoré z danych vektorov tvoria linearne zavislé systémy.
Zistili sme, ze vektor (0,2,0,2) je linedrnou kombindciou ostatnych vektorov.
V prvom kroku ho preto vynechdme z daného systému a na zaklade vety 6.5 mame
T =1(0,1,2,1),(0,1,-2,1),(0, —1,0, —1)]. Pretoze dalej (0,1,2,1) + (0,1, —2,1) =
(—=2) - (0,—1,0,—1), v druhom kroku vynechdme vektor (0, —1,0,—1) a dostaneme
T = [(0,1,2,1),(0,1,—2,1)]. Vektory (0,1,2,1),(0,1,—2,1) sd linedrne nezavislé
(jeden nie je ndsobkom druhého), preto uz tvoria bazu 7'

Podobne mozno ukazat’, ze dvojice vektorov (0, 1,2, 1), (0, —1,0,—1) a (0,1, -2, 1),
(0,-1,0,—-1) a (0,1,2,1),(0,2,0,2) a (0,1,-2,1),(0,2,0,2) tvoria linedrne nezavislé
systémy generujuce T', cize bazy T. Pretoze ktorakolvek trojica vektorov tvori
linedrne zavisly systém a na druhej strane, jediny vektor nestaci na generovanie 7',
iné bazy T nema. ]

V priklade 6.11 sme ukézali, ze vSetky bazy daného kone¢norozmerného priestoru
mali rovnaky pocet prvkov. Nasledujuca veta, ktord je dosledkom Steinitzovej vety,
hovori, Ze to nebola nahoda.
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6.12. Veta Vsetky bazy konecnorozmerného vektorového priestoru maji rovnaky
pocet prvkov.

Dokaz Predpokladajme, ze vektorovy priestor V(F) ma bazy aq, ..., an a 01, ..., Bn.
Potom vektory ay, ..., a, generuju V(F) a vektory (i, ..., 3, st linedrne nezavislé,
preto podla Steinitzovej vety 6.8 plati m < n. Ale pretoze aj vektory (1,...,0m
generuju V (IF) a vektory aq, ..., a, st linedrne nezavislé, podl'a Steinitzovej vety 6.8
plati aj n < m. Teda n = m a dokaz je skonceny. O

6.13. Definicia Pocet prvkov bdzy konecnorozmerného vektorového priestoru V (IF)
nazyvame dimenziou priestoru V (F) a oznacujeme dim V' (F).

Poznamenédvame, ze dimenziu nulového vektorového priestoru V(F) = {0}, ktory
nemd bazu, oznacujeme zvycajne dim{0} = 0 a dimenziu nekone¢norozmerného vek-
torového priestoru V(F) oznacujeme dim V' (F) = oo.

Klasickou béazou vektorového priestoru V,(F) je systém jednotkovych vektorov

e1=(1,0,...,0), e2=(0,1,0,...,0),...,6, = (0,...,0,1).

(Poznamendvame, ze pod 0 resp. 1 mame vzdy na mysli nulu resp. jednotku pol'a
[F.) Tieto vektory generuju priestor V,,(IF), pretoze kazdy vektor (ay,...,a,) € V,.(F)
sa da vyjadrit’ ako ich linedrna kombindcia

(a1,...,a,) =a1(1,0,...,0) + -+ 4+ an(0,...,0,1) = are1 + - - - + an&p.

Je lahké ukézat’, ze vektory ey, ..., &, su linedrne nezavislé. Teda dimV,,(F) =n a
bézu €1, . ..,€, nazyvame jednotkovou bdzou priestoru V,,(IF).

6.14. Priklad NasSou tlohou bude zistit’ dimenziu priestoru rieseni nasledujice;j
homogénnej sustavy Styroch linearnych rovnic so Styrmi nezndmymi s parametrami
a, b, c nad polom Zs:
T +x3+42, =0
3x1+ 20+ 223 +424 =0
Ty + 229 + 423 +axy, =0
2x1 + bxy + 43 + cxy = 0.

Matica tejto sustavy je matica A’ z prikladu 2.12, kde sme ju uz upravili na reduko-
vanu trojuholnikovi maticu:

1 01 4 1 0 1 4

A — 31 2 4 N 01 4 2
1 2 4 a 0 0 b+2 ¢c+3b+2
2 b 4 ¢ 00 O a—+2
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Teda dana sustava je ekvivalentna so sustavou

r1+a3+4x4 =0
To+4x3+ 224 =0
(b+2)z3+ (c+3b+2)xy =0
(a+2)xy = 0.

Dalej budeme pracovat’ uz len s touto ststavou, pretoze ma vo Vi(Zs) ten isty pod-
priestor rieseni, oznac¢me ho S, ako povodna stistava. Aby sme urcili tento podpriestor
a zistili aki ma dimenziu, musime rozlisit’ niekol’ko pripadov.

1. Nech a # 3. Z poslednej rovnice sustavy vidime, ze x4 = 0.

(i) Ak b # 3, tak z tretej rovnice sistavy dostaneme x3 = 0, a a potom z prvych
dvoch rovnic vyplyva, ze aj x; = 3 = 0. V tomto pripade teda S = {(0,0,0,0)} je
nulovy podpriestor V4(Zs) a ma teda dimenziu 0.

(ii) Ak b = 3, tak mozeme zvolit’ I'ubovolné x3 € Zs a z prvych dvoch rovnic
vypocitame x; = 4x3, x5 = x3. Teda priestor rieseni je v tomto pripade
S =1(4,1,1,0)] a ma dimenziu 1.

2. Nech a = 3 a b = 3. RieSenim poslednej rovnice sistavy je 'ubovolné x4 € Zs a
tretia rovnica sistavy prejde do tvaru (¢ + 1)zy = 0, kde rozlisime opét’ dva pripady.

(i) Nech ¢ # 4. Potom x4, = 0 a dostdvame rovnaky pripad ako v 1(ii).

(ii) Ak ¢ = 4, tak mozeme zvolit’ l'ubovolné x3, 24 € Zs a z prvych dvoch rovnic
vypoéitame z; = 4x3 + x4, 2 = x3 + 3x4. Potom S = [(4,1,1,0),(1,3,0,1)] a
dim S = 2.

3. Nech a = 3 a b # 3. Tretia rovnica prejde do tvaru (b+2)xs+ (c+3b+2)xy = 0.

Mozeme zvolit’ 'ubovolné x4 € Zs a z tretej rovnice vypocitame zz = %m.
Z prvych dvoch rovnic potom mame x, = 4x3+14 = Ct‘f; A4, Ty = 234324 = ‘11)8:24954.
Teda priestor riesenf je S = [(£254, 468t 2203 1)] 4 m4 dimenziu 1. |

6.15. Lema Nech vektorovy priestor V(F) m& dimenziu n. Ak vektory aq,...,a,
generuju V (F), tak tvoria bazu priestoru V (IF).

Doékaz Nech vektory aq,...,q, generuju V(F). Staéi ukézat’, ze aq,...,q, si
linedrne nezavislé. Keby ale aq, ..., a, boli linedrne zavislé, tak by podla implikacie
(1) = (3) z vety 6.5 existovalo 1 < i < n také, ze V(F) = (o, ..., i1, Qig1, - -+, Qi)
a postupom ako v dokaze vety 6.10 by bolo mozné najst’ bazu s menej ako n vektormi.
To je v spore s tym, ze dimenzia V (IF) je n. O

6.16. Dosledok Nech V(F) je kone¢norozmerny vektorovy priestor dimenzie n a
nech vektory 31, ..., [ su linearne nezavislé. Potom vektory (31, ..., [3r mozno do-
plnit’ na bazu priestoru V(F). Ak k = n, tak vektory [3,...,[3, uz tvoria bazu
priestoru V (IF).



55

Dokaz Nech ay,...,a, je nejakd béza priestoru V(F). Kedze vektory fi,..., Gk

su linedrne nezavislé a vektory aq, ..., a, generuji V(F), podla Steinitzovej vety 6.8
k < n aexistuje n — k vektorov «;, ktoré spolu s vektormi 1, ..., B generuju priestor
V(F). Podl'a lemy 6.15 tym dostaneme béazu priestoru V (F). O

Nasledujuci priklad je ilustraciou predchadzajicich dvoch tvrdeni.

6.17. Priklad Je lahké vidiet, ze béazou priestoru P,(R) vSetkych polynémov
stupiia nanajvys n nad polom R si vektory 1,z, 2%, ..., 2" Teda dim P,(R) = n+1.
Teraz ukdZeme ako mozno zistit), ¢i priestor P3(R) mé okrem bazy 1, z, 22, 23 aj ne-
jaki bazu obsahujtcu napriklad vektory z? — 1, —2z + 3. Pridajme k tymto dvom
vektorom bazové vektory 1,z, 2%, 23. Dostaneme

Py(R) = [2° — 1,22 +3,1,2,2% 2% = [2* — 1, -22 + 3,1, 2, 2],

lebo 2 = (2% — 1) + 1, t.j. vektor z? je linedrnou kombindciou ostatnych vektorov.
Dalej, pretoze vektor x je linedrnou kombinéciou x = —% (—2x+3)+ % - 1 vektorov
—2x 4+ 3 a 1, dostaneme

PsR) = [2* — 1,2z + 3,1,2%].

Cize vektory 22—1, —22+43, 1, 2° generuji priestor P3(R) dimenzie 4 a podl'a lemy 6.15
teda tvoria jeho hl'adani bazu.

Ind moZnost’ by bola doplnit’ vektory z% — 1, —2x + 3 iba vektormi 1 a 23, ukézat,
ze tieto Styri vektory su linedrne nezavislé a pouzit’ dosledok 6.16. |

6.18. Veta Nech V (F) je vektorovy priestor dimenzie n. Vektory ay,...,a, € V(F)
tvoria bdzu priestoru V(F) prave vtedy, ked’ kazdy vektor § € V(F) mozno jedinym
sposobom vyjadrit’ v tvare linearnej kombinacie

(6.5) 0 =cas+--+cpa,

pre nejaké skalary cy,...,c, € F.
Dokaz Predpokladajme, ze vektory aq, ..., «, tvoria bazu priestoru V(F). Priamo

z definicie bazy a vety 6.5 potom vyplyva, ze kazdy vektor 8 € V(FF) mozno vyjadrit’
v tvare linedrnej kombindcie (6.5). Aby sme ukdzali jednoznacnost’ takého vyjadrenia,

predpokladajme, ze § ma dve vyjadrenia v tvare (6.5) pre skalary ci,...,c, resp.
dy,...,d, z F. Potom jednoduchou tpravou dostaneme
0= (Cl — d1>061 —+ (CQ — dg)OéQ + -+ (Cn — dn)an,
a pretoze vektory ag,...,q, si linedrne nezavislé, dostavame ¢; = d; pre vsetky 1,
¢ize obe vyjadrenia su totozné.
Obratena implikacia bezprostredne vyplyva z lemy 6.15. O
Usporiadand n-ticu skaldrov (cy,...,¢,) vo vyjadreni (6.5) nazyvame siradnicami

vektora 3 vzhladom na bazu aq, ..., «,.
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7. PRIESTORY PRISLUCHAJUCE MATICIAM A PRIESTORY
RIESENI HOMOGENNYCH SUSTAV

Uvodné slovo. Podpriestory prislichajice maticiam sme definovali v kapitole 5.
V tejto kapitole definujeme hodnost’ matice ako dimenziu podpriestoru prislicha-
juceho matici a prezentujeme niekolko uzitocnych tvrdeni tykajicich sa hodnosti
matic. Potom dokazeme, ze redukovany trojuholnikovy tvar matice ktorym sme sa
zaoberali v kapitole 2 je jednoznac¢ny. Napokon sa vratime k homogénnym a ne-
homogénnym sustavam linedrnych rovnic. Ukazeme ako mozno vyjadrit’ priestor
rieSeni homogénnej sustavy linedrnych rovnic s n nezndmymi nad pol'om F ako pod-
priestor priestoru V,,(IF). Ukézeme, Ze aj obrétene, kazdy podpriestor priestoru V,,(IF)
je priestorom rieSeni nejakej homogénnej sistavy linedrnych rovnic s n neznamymi
nad F. Napokon prezentujeme Frobeniovu vetu ako kritérium rieSitel'nosti neho-
mogénnej sustavy linedrnych rovnic a ukazeme ako mozno vyjadrit’ mnozinu rieseni
nehomogénnej sistavy.

Hodnost’ matice. Vieme podla vety 5.16, ze riadkovo ekvivalentnym maticiam
prislicha rovnaky podpriestor. Nasledujica veta hovori, ¢o bude jeho bazou.

7.1. Veta Nech matica A typu m xn nad polom F ma redukovany trojuholnikovy
tvar B. Potom nenulové riadky matice B chdapané ako vektory z V,,(IF) tvoria bazu
vektorového podpriestoru prishichajiceho matici A.

Doékaz Nech 81 = (bi1,...,b10),- -+, Ok = (bg1, ..., bgy) st nenulové riadky matice
B chépané ako vektory z V,,(F), pricom k& < m. Nech C je matica typu k x n
s riadkami (;,...,0;. 7 dosledku 6.6 vyplyva, ze vektory (,...,0, sa linedrne
zavislé prave vtedy, ked’ maticu C mozno pomocou konecného poctu elementarnych
riadkovych operacii upravit’ na maticu s nulovym riadkom, teda ked’ mozno pomocou
e.r.o. prevadzanych na matici B zvysit’ aspon o jeden pocet nulovych riadkov matice
B. Pretoze ale matica B je redukovand trojuholnikova matica, toto samozrejme nie

je mozné, a teda vektory (31, ..., 3, su linedrne nezavislé.

Pdpriestor priestoru V,,(F) prislichajici matici A je na zdklade vety 5.16 rovnaky
ako podpriestor prislichajici matici B, a teda je generovany vektormi (i, ..., .
Pretoze tieto s linedrne nezavislé, tvoria jeho bazu. O

Pretoze dimenzia vektorového priestoru prislichajiceho matici je invariantom ma-
tice, je vhodné dat’ tomuto invariantu pomenovanie.

7.2. Definicia Hodnost'ou matice A typu m x n nad polom F nazyvame dimen-
ziu podpriestoru V(A) priestoru V,(F) prishichajiiceho matici A. Oznacujeme ju
symbolom h(A).

Bezprostrednym doésledkom vety 5.16 je nasledujice tvrdenie.

7.3. Désledok Riadkovo ekvivalentné matice maji rovnaki hodnost’
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Podobne, dosledkom vety 7.1 je nasledujice tvrdenie.

7.4. Dosledok Hodnost’ redukovanej trojuholnikovej matice sa rovna poctu jej
nenulovych riadkov.

Mozeme tiez uviest’ d’alsie kritérium invertovatelnosti Stvorcovej matice stupna n
(pozri spétne vetu 3.6).

7.5. Veta Nech Stvorcova matica A stupria n nad polom F ma stfpce (chdpané
ako vektory z V,,(F)) au,...,a,. Nasledujice tvrdenia si ekvivalentné:

(1) matica A je invertovatelnd;

(2) stlpce ay, ..., a, matice A (riadky matice AT) tvoria bdzu V, (F);
(3) hW(AT)=n.

Dékaz (1) = (2). Nech A je invertovatelna. Podla vety 3.6 m4 stistava AX =0
iba trividlne rieSenie. VSimnime si, ze sustavu AX = 0 mozno prepisat’ v tvare
jedinej rovnice

(7.1) 00 + -+ x0a, = 0.

Pretoze jej riesenim je iba n-tica (z1,...,z,) = (0,...,0), podla vety 6.5, (1) <= (2),
su vektory aq,...,q, linearne nezavislé. Podla dosledku 6.16 vektory aq,...,aq,
tvoria bazu V,,(F).

Pretoze h(AT) = dim V(AT) = dim[ay, . . ., o], dostdvame ihned’ (2) = (3).

(3) = (1). Ak h(AT) = dim V(AT) = n, tak riadky ay, ..., a, matice AT musia
byt’ linedrne nezavislé; v opacnom pripade by podl'a dosledku 6.6

dim V(AT) = dim[ay, ..., a1, Qi1 ..., 0] <n—1
pre nejaké 1 < i < n, spor. Teda rovnica (7.1) ma iba trividlne riesenie (xy, ..., z,) =
(0,...,0), ¢ize aj sustava AX = 0 m4 iba trividlne rieSenie. Podla vety 3.6 je teda
matica A je invertovatelna. O

V suvislosti s tvrdenim (3) v predchadzajicej vete poznamenavame, ze neskor
vo vete 7.11 ukdzeme, ze h(AT) = h(A).

Jednoznacnost’ redukovanej trojuholnikovej matice. Vo vete 2.9 sme ukazali,
ze kazda matica je riadkovo ekvivalentna s nejakou redukovanou trojuholnikovou
maticou. Teraz uz mame vybudovany aparat na to, aby sme ukazali, ze kazda matica
je riadkovo ekvivalentnd s prave jednou redukovanou trojuholnikovou maticou (teda,
ze redukovany trojuholnikovy tvar matice je vzhl'adom na riadkovi ekvivalentnost’
jej kanonicky tvar).

Dokaz nasledujicej vety je pomerne nérocny (doporucujeme citatelovi, aby stravil
nad nim urcity ¢as s ceruzkou a papierom).
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7.6. Veta Nech A a B sii redukované trojuholnikové matice typu m X n nad pol'om
F, ktorym prishicha ten isty vektorovy podpriestor priestoru V,,(F). Potom A = B.

Dokaz Predpokladajme, ze vektorovy podpriestor P priestoru V,,(IF) prislichajici
maticiam A, B m& dimenziu k. Pretoze podla vety 7.1 nenulové riadky matic A, B
chapané ako vektory z V,(F) tvoria bazy vektorového podpriestoru P, musi mat’
matica A i matica B prave k nenulovych riadkov. Nech tieto riadky v A su vektory

Qaq,...,q anech v B suto (y,...,0:. Ukdzeme, ze oy = f1,..., a1 = (.

Nech vedice prvky (jednotky) riadkov a, ..., af si v stipcoch 51 < Sg < -+ < S,
a nech veduce prvky riadkov (y,..., 0, su v stipcoch 1 <ty < --- < tg. V prvej
casti dokazu ukazeme, ze s; = tq, ..., Sy = ti, t.j., ze nenulové riadky matice A maju

vedice prvky v tych istych stfpcoch ako nenulové riadky matice B.
Nech i € {1,...,k} je l'ubovolny index. Pretoze a; € P a P ma bézu (3, ..., [,
mozno podla vety 6.18 vektor «; jedinym sposobom vyjadrit’ v tvare

(7.2) a, =+ + b

pre nejaké skalary cq,...,c; € F. Pretoze riadok a; ma veduci prvok v stfpci Si,
vektor a; ma prvych (s; — 1) stradnic nulovych, a teda z rovnosti (7.2) vyplyva, ze
tie riadky (3, ktorych veduce prvky (jednotky) si v stfpcoch t; < s; musia ako vektory
v (7.2) vystupovat’ s koeficientom 0. Riadky (3, ktorych vedice prvky su v Stipcoch

t; > s, majuv stipci s; nuly (lebo B je v redukovanom trojuholnikovom tvare), preto
sa v rovnosti (7.2) tiez nemo6zu podielat’ na jednotkovej s;-tej suradnice vektora «;.
(Premyslite si to dokladne.) Preto musi existovat’ riadok (3; ktory ma veduci prvok

presne v stipci t; = s;. Pretoze k I'ubovolnému indexu s;, ¢ = 1,...,k mozno takto
priradit’ nejaky index t; = s; a indexy s; a t; su usporiadané podla velkosti a je ich
rovnaky pocet, nutne musi byt’ s; =1, ..., s, = .
Rovnost’ (7.2) prejde teda do tvaru

(7.3) ;i =il + o+ S

Pretoze matica A je v redukovanom trojuholnikovom tvare, riadok «; ma v stfpci
s; = t; jednotku a v stipcoch Six1 = tix1,..., Sk = tr samé nuly. Vektor na pravej
strane rovnosti (7.3) mé v tychto stipcoch prvky ¢, ciy1,...,cp. Preto ¢ = 1,
Ciy1 = ... = ¢ =0, ¢ize (7.3) ndm da «; = (;. Pretoze index i bol 'ubovolny
z mnoziny {1,...,k}, dostdvame pozadované rovnosti oy = f1,...,ax = [. Teda
A =B. O

7.7. Dosledok Kazda matica je riadkovo ekvivalentna prave s jednou redukovanou
trojuholnikovou maticou.

Dokaz Vo vete 2.9 sme dokézali, ze kazdd matica A je riadkovo ekvivalentna s ne-
jakou redukovanou trojuholnikovou maticou. Predpokladajme teraz, ze B a C su
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redukované trojuholnikové matice riadkovo ekvivalentné s A. Potom aj B a C su
navzajom riadkovo ekvivalentné (pozri lemu 2.5), a preto podla vety 5.16 im prislicha
rovnaky vektorovy podpriestor. Teda podla vety 7.6, B = C. O

7.8. Dosledok Matice A a B typu m x n nad polom F si riadkovo ekvivalentné
prave vtedy, ked’ im prislicha ten isty vektorovy podpriestor priestoru V,(F), t.j.
V(A) =V(B).

Dokaz Jedna cast’ vyplyva priamo z vety 5.16. Nech teraz maticiam A, B typu
m X n prislicha ten isty vektorovy podpriestor P priestoru V,,(F). Nech A ~ A’ a
B ~ B/, pricom A’, B’ st v redukovanom trojuholnikovom tvare. Potom aj maticiam
A’ B’ na zéklade vety 5.16 prislicha vektorovy podpriestor P. Podla vety 7.6 teda
A’ =B Cize A ~ B. O

Priestory rieseni homogénnych sistav. Ako sme uviedli v kapitole 5, medzi
najdolezitejsie priklady podpriestorov vektorovych priestorov patria priestory rieseni
homogénnych stistav linearnych rovnic.

Homogénna sustava AX = 0 s maticou sustavy A typu m X n je Specidlnym
pripadom stustavy AX = B, kde B je matica typu m x 1. Gaussovu-Jordanovu
elimina¢ni metodu rieSenia tejto stustavy sme uviedli v kapitole 2. Teraz sa vratime
ku kroku 2(b) (pozri stranu 20) pri rieSeni homogénnej sistavy, t.j. ked’ B = 0.

Nech redukovany trojuholnikovy tvar matice A (vdaka vete 7.7 vieme, Ze je jed-
noznatny) ma k < n nenulovych riadkov, ktoré tvoria maticu D; teda h(A) =
h(D) = k. Predpokladajme, ze vediice prvky (jednotky) tychto nenulovych riadkov
su v stipcoch =1 7o =2, ..., i = k odpovedajiucich premennym z1,...,xg.
(Toto sa vzdy da dosiahnut’ poprehadzovanim stipcov, ¢o odpoveda preznacCeniu pre-
mennych. Po vyrieSeni stustavy mozno premenné spatne preznacit’ a dostat’ tak
rieSenie povodnej sustavy. K preznaceniu premennych vsak siahame iba pre jednodu-
chost’ zapisu dokazu, pri praktickom rieseni homogénnych stistav to robit’ nebudeme.)

Za hodnoty premennych x4 1, Tg1o, ..., x, podla Gaussovej-Jordanovej eliminacne;j
metédy volime parametre tq,...,t,—x (t1,...,t,—x € F). Hodnoty ostatnych pre-
mennych mozno potom vyjadrit’ v tvare (pozri (2.3) na strane 20):

1 = —dy g1t — dipgale — - — dintn_p
Ty = —dyp1t1 — dopqale — -+ — doptn_y
(7.4)
T = —dp g1ty — dypyots — - — dpplp_p.
Je zrejmé, 7e (n — k)-tice parametrov (t1,...,t, ) € F*~* tvoria vektorovy priestor

Vok(F). Preto kazdd (n — k)-ticu (zg41,...,2,) = (t1,...,tn_x) vieme vyjadrit’
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jednoznaé¢ne v tvare linedrnej kombinécie jednotkovej bazy priestoru V,, ()
g1 =(1,0,...,0), &2 =(0,1,0,...,0),...,6,— = (0,...,0,1).

(Pripominame, ze pod 0 resp. 1 méame vzdy na mysli nulu resp. jednotku pola F.)
Ak zvolime za (n — k)-tice premennych (i1, Tgi2, ..., Z,) postupne bazové vektory
£1,€9,...,En—k Driestoru V,_(F), dostaneme ako n-tice rieSeni danej homogénnej
sustavy nasledovné vektory z priestoru V,,(F):

(0770 :(—d17k+17 —d27k+1, ey _dk,k-i-la 1, 07 e ,0)
2 =(—dipy2, —dopta; - —dppi2,0,1,...,0)
a, =(—dip, —dapn, ..., —dy,0,0,...,1).
7.9. Veta (1) Vektory ajpi1,i2,...,an € V,(F) tvoria bazu priestoru riesenf

homogénnej sistavy AX = 0.
(2) Priestor rieseni homogénnej ststavy AX = 0 ma dimenziu n — h(A).

Dokaz Je vidiet’, ze vektory agi1,...,q, su linedrne nezavislé (vyplyva to z toho
ako vyzerd ich poslednych (n — k) sturadnic). Aby sme ukézali, Ze generuju priestor
riesen{ sistavy AX = 0, zoberme I'ubovol'né riesenie (x1,...,Tx,t1,. .. tnp) = XL
stistavy AX = 0 chdpané ako vektor z V,,(F), kde (t1,...,t, ) € F" F a xy,... x4
maju tvar (7.4). D4 sa l'ahko preverit’ dosadenim zo (7.4) a (7.5), ze plati rovnost’

XT = tlozk+1 + -+ tn_kozn.
Teda vektory ayg.q,...,q, generuju priestor rieSeni homogénnej sustavy AX = 0,

¢im je dokazané (1). Tvrdenie (2) je dosledkom (1) a toho, ze h(A) = (D) = k. O

7.10. Priklad Mame riesit’ nasledovni homogénnu sistavu styroch rovnic so Siestimi
neznamymi nad R:

3r1 + 223 + 4xs — bxg =0
-1 —2x4 — 225 + 326 =0

r1 + 223 + 214 —x6=0
211 —2x4 +4x5 — 4x6 = 0.

Matica sustavy je matica A’ z prikladu 2.8. Jej tpravou na redukovani tro-
juholnikovi maticu sme dostali maticu
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ktora ma tri nenulové riadky s vedicimi prvkami v prvom, tret'om a Stvrtom stipci.
Pretoze v druhom, piatom a Siestom stipci nie su veduice prvky ziadneho riadku,
zvolime za trojice premennych (9, x5, 26) postupne bézové vektory e; = (1,0,0), e =
(0,1,0), e3 = (0,0,1) priestoru V3(R). Podla vety 7.9 bazu priestoru rieseni danej
homogénnej sistavy tvoria potom vektory

Qg = (?, 1,?,?,0,0), ay = (?,O,?,?, 1,0), Qg = (?,O,?,?,O, ]_)7

kde nezname hodnoty premennych x1, x3, x4 I'ahko vypocitame zo stustavy

7

T —+ 2.’13'5 — 5(]36 =0

T3 — 5 + Tg= 0
1

Ty — gl‘(; = 0

kédovanej maticou B’. Dostaneme, Ze priestor rieSeni danej homogénnej sistavy je
7 1
[0427 s, 056] = [(07 17 Oa Oa 07 0)7 (_27 07 17 07 17 0)7 (ga 07 _17 57 07 1)]

7.11. Veta Nech B je I'ubovolna matica typu m x n nad polom F. Potom
h(B) = h(B").

Dokaz Nech h(B) = k. Nech f3y, ..., 3, st stipce matice B (riadky matice BT)
chapané ako vektory z V,,(F). Hodnost’ matice B” je podl'a definicie dimenzia pod-
priestoru V(BT) = [34,. .., 3,] priestoru V,,(F). Ukazeme, ze dim[3;, ..., 3,] < k.

Matica B mé hodnost’ k, teda jej redukovany trojuholnikovy tvar mé prave k
nenulovych riadkov na zdklade dosledkov 7.3 a 7.4. Vedice prvky (jednotky) tychto
k nenulovych riadkov nemusia byt’ v prvych k Stfpcoch odpovedajucich premennym
Z1,...,Tg. Aby sme opat’ zjednodusili zdpis dokazu, nech D je matica so stipcami
Bji, -, Bj, ktort dostaneme z B poprehadzovanim stipcov tak, aby v jej reduko-
vanom trojuholnikovom tvare boli vedice prvky (jednotky) jej k& nenulovych riad-
kov v prvych k stipcoch odpovedajucich premennym zy,...,x;. Potom homogénna
sustava DX = 0 ma podla vety 7.9 priestor rieSeni s bazou a1, Qgio,...,Q, Vy-
jadrenou v (7.5). Pretoze §j,,...,[3;, st stipce matice D, sistavu DX = 0 mozno
prepisat’ v tvare

(76) 6]‘1[)31 —f- s + ﬁjnxn = 0

Ak bazovy vektor priestoru rieseni o, = (—dy,, —dap, - . ., —dgn, 0,0, ..., 1) dosadime
do (7.6) za (z,...,x,), dostaneme

_dlnﬁjl - dQn/BjQ —_— dknﬁjk + Oﬂijrl + tre + Oﬁjn—l + 16jn - 0
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Teda vektor (3, je linedrnou kombinaciou vektorov 3;,, ..., 3;,. Analogicky sa ukazuje,
ze kazdy z vektorov (3 . .,...,05;,_, je linedrnou kombinéaciou vektorov Gj, ..., B;,.
Teda podla vety 6.5 [5;,,...,0;,] = [Bj,---,0;,]-Odtial dostaneme pozadovani
nerovnost’ dim[f3y, ..., 3,] < k.

Ukéazali sme, Ze pre I'ubovolnti maticu B plati nerovnost’ h(BT) < h(B). Ak do
tejto nerovnosti teraz dosadime za B maticu BT, dostaneme h((BT)T) < h(B7), t.j.
h(B) < h(BT), odkial’ uz vyplyva pozadované tvrdenie h(B) = h(BT). O

Dosledkom predchadzajicej vety a vety 7.5 je nasledujice tvrdenie.

7.12. Doésledok Nech matica A € M, (F) ma riadky oy, ..., a,. Nasledujice tvr-
denia st ekvivalentné:

(1) matica A je invertovatelna;
(2) h(A)=mn;
(3) riadky as,...,q, matice A tvoria bazu V,(FF).

Vieme, ze vSetky rieSenia homogénnej sustavy m linearnych rovnic s n neznamymi
nad polom F tvoria vektorovy podpriestor priestoru V,,(IF). Teraz si polozme opaé¢nu
otazku: Je kazdy podpriestor priestoru V,(IF) priestorom rieSeni nejakej
homogénnej sustavy linearnych rovnic s n neznamymi nad pol'om F?

7.13. Veta Kazdy podpriestor priestoru V,,(IF) je priestorom rieSeni nejakej ho-
mogénnej sustavy linearnych rovnic s n neznamymi nad polom F.

Dokaz Nech S = [y, ..., (k] je dany podpriestor priestoru V,,(F) s dimenziou k& > 0.
Hl'adana ststava linedrnych rovnic s priestorom rieseni S sa najde nasledovne:

Krok 1: Utvorime maticu B typu k x n s riadkami (i, ..., Bk. (Jej hodnost’ je
h(B) =dim S = k.)

Krok 2: Najdeme bazu rieseni sustavy BX = 0 pozostavajicu z n — k vektorov

ki1, Upt2, - - -, . (Hovori o nej veta 7.9.)
Krok 3: Utvorime maticu A typu (n—k) xn s riadkami o1, g2, - . ., . (Teda
h(A)=n—k.)

Tvrdime, ze ze S je priestorom rieSeni homogénnej sustavy AX = 0 n—Fk linedrnych
rovnic s n neznamymi nad pol'om F.

Pretoze ayy1, agio, ..., ay st riesSenia sustavy BX = 0, plati Ba;‘r = 0, pre vSetky
j = k+1,...,n, kde vektor o] chdpeme ako maticu z M, (F) a 0 € M, (F).
Z toho vyplyva, ze plati aj BAT = 0, kde 0 € My ,,_(F). (Preverte to.) Transpono-
vanim dostaneme rovnost’ AB? = 07 odkial mdme A3} = 0 prei = 1,...,k, kde
0 € M,_1(F). Teda vektory f,..., [ st rieSeniami sistavy AX = 0, ¢ize mame
ukdzanu inkliziu S C T, kde T" C V,,(F) je priestor vSetkych rieSeni homogénnej
sustavy AX = 0. Kedze h(A) = n — k, podla vety 7.9 plati dim7T = n — h(A) =
n—(n—k) =k = dim S, odkial vyplyva, ze S = T, ¢o bolo treba dokézat’. V pripade,
ze S = {0}, staci zobrat’ sustavu I, X = 0, ktord m4a iba trividlne riesenie. 0
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7.14. Priklad Zoberme podpriestor
S = [ag, a5, a6] = [(0,1,0,0,0,0),(—2,0,1,0,1,0), (;, 0,1, é, 0,1)]
priestoru Vg(R) z prikladu 7.10 a vytvorme podla algoritmu v dokaze vety 7.13 spatne
sustavu linearnych rovnic s priestorom rieseni .S.

V prvom kroku utvorime maticu B typu 3 x 6 s riadkami aw, a5, ag. V druhom
kroku najdeme béazu priestoru rieSeni homogénnej siustavy BX = 0, ¢ize sustavy

01 0 00O

20 1 01 0] (z,...,2)T =0
7 1
3 0 -1 35 01
so Siestimi nezndmymi, kde vektor (1, ..., xg) stotozitujeme s maticou X7 € M 4(R)
a 0 € M31(R). Maticu B upravime na redukovany trojuholnikovy tvar. Dostaneme
0 1 0 000 100133
-2 0 1 010 ~10100TO0PO
0 -13 01 001276

Vidime, ze baza priestoru rieseni homogénnej sistavy BX = 0 je tvorend vektormi
(-1,0,-2,1,0,0), (-3,0,—7,0,1,0), (—3,0,—6,0,0,1).

V tret'om kroku teda utvorime hl'adani stustavu ktorej priestorom rieseni je S ako
sustavu troch rovnic so Siestimi neznamymi z koeficientov vyssie uvedenych vektorov:

— T — 213+ T4 =0
—31’1—71’3 + x5 =0
—31}1—61'3 +3§'6:0 [ |

Mozeme teda zhrnut’:

7.15. Désledok Nech F je I'ubovolné pole a m,n su I'ubovolné prirodzené cisla.
Existuje jedno-jednoznacna koreSpondencia medzi

(i) maticami typu m x n nad polom F,

(ii) homogénnymi sistavami m linedrnych rovnic s n neznamymi nad polom F,

(iii) (nehomogénnymi) sistavami m linearnych rovnic s n — 1 nezndmymi nad T,

(iv) podpriestormi priestoru V() prishichajicimi maticiam typu m x n nad F,

(v) podpriestormi priestoru V,(F) ako priestormi rieSeni homogénnych sistav m
linearnych rovnic s n neznamymi nad polom F.

Zvol'me maticu A typu m x n nad F. Potom v (i) matici A odpovedd homogénna
sustava linearnych rovnic AX = 0 s maticou sistavy A, v (iii) jej odpoveda (ne-
homogénna) ststava linearnych rovnic s rozsirenou maticou siustavy A, v (iv) jej
odpoveda podpriestor V(A) priestoru V,,(IF) generovany riadkami matice A a vo (v)
priestor rieseni S homogénnej sistavy AX = 0, ktory je podpriestorom V,,(F). Plati
dimV(A) = h(A) adimS =n — h(A).
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Teraz sa vratime k nehomogénnej stistave linearnych rovnic AX = B nad polom
IF, kde matice A, X, B su postupne typov m xn, n x 1, m x 1. RozSirenou maticou
tejto stustavy sme nazvali maticu A’ = [A|B] typu m x (n + 1). Nasledujica veta
poskytuje kritérium riesitel'nosti sustavy AX = B.

7.16. Veta (Frobeniova veta) Sistava
(7.7) AX =B
ma aspon jedno riesenie prave vtedy, ked’ hodnost’ matice sistavy sa rovna hodnosti

rozsirenej matice sustavy.

Dokaz Nech matica A typu m x n ma stipce ai,...,a,. Nech vektor 8 € V,,(F
je utvoreny z koeficientov pravych stran sistavy (7.7). Nech S := [aq,...,q,] a
T :=|a,...,qn, ] st podpriestory V,,(F). Stustava (7.7) je ekvivalentnd rovnici

(7.8) T100 + - F Tpoy, = 0.
Predpokladajme, Ze h(A) = h([A|B]). Potom aj h(AT) = h([A|B]?) t.j.
(7.9) dim[ay, ..., a,) = dim[ay, ..., ay, ]
Pretoze S C T a dim.S = dim T, musi byt’ S =7T. Teda 3 € S, ¢ize podla vety 6.5
6 =ca+---+c,a, prenejaké cq,...,c, €F.

Potom vsak n-tica (cy,...,c,) je riesenim (7.8), a teda aj sustavy (7.7).

Obratene, nech n-tica (ci,...,¢,) € F" je rieSenim sistavy (7.7), Cize je riesenim
(7.8). Potom g € S, odkial vyplyva, ze plati S = T, teda plati (7.9). To ale hovori,
ze h(AT) = h([A|B]"), odkial’ podla vety 7.11 dostaneme h(A) = h([A|B]). O

7.17. Veta Priestor T vSetkych rieSeni nehomogénnej sistavy AX = B mozno
vyjadrit’ v tvare

T=p+S={0+a|acS},
kde S je priestor vsetkych rieseni homogénnej sustavy AX = 0 a 3 je I'ubovolné
pevne zvolené riesenie sistavy AX = B.

Doékaz Pretoze vektor 3 je riesenim stustavy AX = B, plati A3” = B. Nech teraz

v € T, t.j. plati AyT = B. Treba ukdzat), Zze v = [ + « pre nejaké riesenie o

homogénnej sistavy AX = 0. Oznac¢me « := vy — 3. Potom
A=Ay - =Ay"- A3 ' =B-B=0,

teda a je hadanym rieSenim homogénnej siustavy AX = 0.
Obratene, nech « je I'ubovolné riesenie homogénnej stustavy AX = 0. Treba
ukazat’, ze 3 + « je rieSenim sustavy AX = B. To ale preverime vypoc¢tom:

AB+a) =Ap" + Ao’ =B +0=B.

Tvrdenie je dokazané. O
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8. LINEARNE A DIREKTNE SUCTY PODPRIESTOROV

Uvodné slovo. Této kapitola bude po predchadzajicich narocnejsich pre citatela
trochu oddychovou. Budeme sa zaoberat’ najmensim podpriestorom vektorového
priestoru V' (F) obsahujicim dva dané podpriestory S,T C V() a tiez ur¢enim jeho
dimenzie v pripade, ze V(IF) je kone¢norozmerny. Osobitne budeme studovat’ pripad,
ked’ podpriestory S, T su disjunktné.

Linearny sucet podpriestorov. Vo vete 5.10 sme ukazali, ze zjednotenie dvoch
podpriestorov S, T vektorového priestoru V' (F) je podpriestorom V(F) vtedy a len
vtedy, ked” S C T alebo T' C S. Ak napriklad vo V3(R) zvolime S = [(1,0,0)]
aT =10,1,0)], tak SUT = {(a,0,0),(0,b,0) | a,b € R} nebude podpriestorom
V3(F); skutocne, vektory (1,0,0) a (0,1,0) patria do SUT, ale napriklad uz ich sicet
(1,0,0) + (0,1,0) = (1,1,0) nepatri do SUT.

Najmensi podpriestor vektorového priestoru V(IF) obsahujici zjednotenie S U T
dvoch podpriestorov S, T bude [SUT]. V danom priklade plati

[SUT]=1(1,0,0),(0,1,0)] = {(a,b,0) | a,b € R} = {(a,0,0) + (0,b,0) | a,b € R}.
Toto je motivaciou k nasledujicej vete.

8.1. Veta Nech S a T su podpriestory vektorového priestoru V (F). Potom naj-
mensi podpriestor vektorového priestoru V (IF) obsahujiici podpriestory S, T mé& tvar

(8.1) SUT)={a+p|aes, geT}.

Dokaz Kedze o € S,3 € T implikuje o € [SUT], B € [SUT], je jasné, ze aj
a+ [ € [SUT], ¢o ukazuje inkliziu O v (8.1). Pre obratent inkliziu staci ukazat’, ze
P:={a+p|a€ S, €T} jepodpriestorom priestoru V(F) obsahujicim S a T'. Ak
a1+f1, ap+B2 € Pac,d € F, tak c(ai+61)+d(aa+52) = (car+daz)+(cfi+dB:) € P,
pretoze podla lemy 5.8 coy +das € S a ¢f1 4+ dBs € T. Cize opéat’ podla lemy 5.8, P
je podpriestorom priestoru V(IF). Pretoze pre vietky o € S, 3 € T plati « = a+ 0,
6 =0+0Fa0eSNT, dostavame S, T C P. Tvrdenie je dokazané. O

8.2. Definicia Nech S a T su podpriestory vektorového priestoru V(F). Pod-
priestor

{a+placs geT}

sa nazyva linearnym sic¢tom podpriestorov S a 1" a oznacuje sa S + T
8.3. Priklad Zoberme vektory o« = (3,0,2,0,4,-5), 8 = (—1,0,0,-2,-2,3),
v = (1,0,2,2,0,—-1), 6 = (2,0,0,—2,4,—4) a vektory 0 = (2,0,2,0,2,—%),

e = (0,2,0,2,0, —%) z Vs(R) pouzité v priklade 5.17. Nech
S:: [a7ﬁ7fy76:|7 T:: [0-76].



66

Nasou tlohou bude vyjadrit’ S+71 a SNT a zistit’ dimenzie podpriestorov S, T, SNT
aS+T.
V priklade 5.17 sme vyjadrili podpriestor S v tvare

S = [0/7 5/7 ’7/]7

kde o/ = (1,0,0,0,2,-%),8 = (0,0,1,0,—1,1),7 = (0,0,0,1,0,—3), na zdklade
¢oho sme uréili, ze 0 € S aec ¢ S. Teda dim S = 3 a podl'a viet 8.1 a 6.5

S+T=[SuT]=1[,0,9,¢].

To ndm déva pozadované vyjadrenie S+7T a vidime, ze plati dim(S+7T') = 4. Pretoze
o€ Sacé¢s, vidime dalej, ze SNT = [o] adim(SNT) = 1. Je zrejmé, ze vektory
0, nemozu byt’ linearne zavislé. Teda dim T = 2. Vidime, zZe

(8.2) dimS +dim7 =5 =dim(S+7) +dim(SN7T).
|

Rovnost’ (8.2) ktort sme ukézali v predchadzajicom priklade dokdzeme teraz pre
Pubovolné podpriestory S, T kone¢norozmerného vektorového priestoru V(IF).

8.4. Veta Nech S a T si podpriestory konecnorozmerného vektorového priestoru
V(F). Potom

dim S +dim 7T = dim(S + T') + dim(SNT).

Dokaz Tvrdenie vety je zrejmé, ak S C T alebo T' C S. Predpokladajme teda, ze
to neplati. Ak SNT # {0}, nech v1, ..., 7 je bdza podpriestoru SNT a dopliime ju
na zaklade vety 6.16 vektormi «q, ..., «a,, na bazu priestoru S a vektormi (31, ..., 3,
na bazu priestoru 7. Ak S NT = {0}, podpriestor S N7 nemd bazu a tak zvolime
rovno vektory aq, ..., a,, za bazu priestoru S a vektory (1,..., 3, za bazu priestoru
T. V oboch pripadoch dostavame

(8.3) SH+T =[SUT| =171, sV, QLy e vy Qun, B1, -+, Bl

pricom v 2. pripade je k = 0. Ukazeme, ze vektory vi,..., Vi, Q1y s Quny B1y - - -y B
su linearne nezavislé a tvoria teda bazu priestoru S + 7. Predpokladajme, ze su
linearne zavislé a ukazeme, ze to vedie k sporu.

Ak st linearne zavislé, tak podl'a vety 6.5 je niektory z nich linedrnou kombinaciou
ostatnych. Predpokladajme najprv, ze je to vektor «; pre nejaké 1 < i < m (ak je
to niektory z vektorov [3;, postupuje sa analogicky a prenechavame to na Citatel’a).

Dostavame teda

Qp =iyt G T a0 e A a0
+ ai1011 + - F G + 0161+ - - + 0,
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pre nejaké skalary ¢y, ..., cp,a1,...,0;-1,0Q41, ..., Qp,b1,..., b, € F. Odtial vyplyva,
ze vektor

Q=0 — 10 = = G101 — Q1 Gyl T T GO,
(8.4) =yt aYe 0B+ A+ DB,

ktory patri do podpriestoru S patri aj do podpriestoru T'. Ked’ze v1, ..., 7V, 81, -+, On
je baza T', je podl'a vety 6.18 vyjadrenie (8.4) pomocou tejto bazy jednoznacné. Dalej,
pretoze vektor « patri do podpriestoru S N1 s bazou v1,...,v, opat’ z vety 6.18
vyplyva, ze ho mozno jedinym sposobom vyjadrit’ v tvare linearnej kombinacie vek-
torov 1, ..., Ak by teda v (8.4) bol nejaky zo skaldrov by, ..., b, nenulovy, bolo
by vyjadrenie vektora a v tvare linearnej kombinacie vektorov vq,..., v, 01, .-, On
rozne od jeho vyjadrenia iba pomocou 71, ..., v, €o je v spore s tym, ze vyjadrenie
vektora o pomocou bazy T je jednoznacné. (Premyslite si to.) Preto v (8.4) musia
byt’ vsetky zo skalarov by, ...,b, nulové, a teda

Q=0 — G100 — = G101 — Qi 1QGy1 — = GOy = C17Y1 + =+ + CEVk-

To ale znamend, ze vektory ~i,...,Vk, Qq,...,Q,, si linedrne zavislé, ¢o je v spore
s tym, ze tvoria bazu S.

Ak vektor 7; je linearnou kombinaciou ostatnych vektorov pre nejaké 1 < i < k,
tak analogickym postupom ako v prechadzajicom pripade dostaneme, ze vektor

Y=Y 00— T Gie1Yier — GV — 0 T Gk
— 0101 = = A Oy = 0101 e A b B
kde skalary c1,...,¢-1,¢Ci01, .- -y Cry Q14 - ooy Gy, b1, ... b, € T, patri do podpriestoru

SNT. Postupom ako v prechadzajicom pripade mozno ukazat’, ze to vedie k sporu.
(Prenechdvame to ako cvicenie na ¢itatela.)

Ukazali sme teda, ze vektory vi,..., vk, Q1,...,Qm, 1, ..., Bn vo vyjadreni (8.3)
st linedrne nezdvislé a tvoria teda bézu priestoru S + 7. Cize sme ukézali, ze ak
dim(SNT) =k, dimS = k+m, dimT = k+n, tak dim(S+7T) = k+m+n. Z toho
vyplyva
dimS+dimT =(k+m)+ (k+n)=(k+m+n)+k=dim(S+7T)+dim(SN7T),

¢o bolo treba dokéazat’. O

Direktny sucet podpriestorov.

8.5. Definicia Nech S a T su podpriestory vektorového priestoru V (F). Linedrny
sucet S + 1" podpriestorov S, T nazyvame direktnym siictom podpriestorov S,T', ak
plati SNT = {0}. Oznacujeme ho S® T.

Ako dosledok vety 8.4 dostavame pre direktné siucty nasledovné tvrdenie.
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8.6. Veta Nech S, T a P su podpriestory konec¢norozmerného vektorového priestoru
V(FF). Nasledujice podmienky st ekvivalentné:

(1) P=SaT;
(2) P=S+TadimP =dimS+dim7T;
(3) akay,...,an, jebdza priestoru S a 31, . .., 3, je baza priestoru T, tak o, . ..,

B1, ..., B, je baza priestoru P;
(4) P = S+ T a kazdy vektor v € P sa d4 jedinym spésobom vyjadrit’ v tvare
y=a+f, kdeae SapeT.

Doékaz Implikdcia (1) = (2) vyplyva priamo z vety 8.4, ked’ze dim{0} = 0.
(2) = (3). Nech plati (2) a nech ay, ..., a,, je baza priestoru S a f,...,[3, je
béaza priestoru 7". Potom

P:S+T:[SUT]:[al,...,am,ﬁl,...,ﬁn],

teda m + n vektorov ay,..., &, (1,..., 3, generuje priestor P. Pretoze dim P =
dim S + dim T = m + n, podla lemy 6.15 vektory aq, ..., am, 51, ..., 3, tvoria bazu
priestoru P.

(3) = (4). Nech plati (3). Potom

S+T:[SUT]:[0517,Oém,ﬁl,7ﬁn]zp

Pretoze aq,...,au,, 01, ..., 3, je baza priestoru P, podla vety 6.18 sa kazdy vektor
v € P da jedinym sposobom vyjadrit’ v tvare

7:alal+"'+amam+blﬁl+-~~bnﬁn

pre nejaké skalary aq,...,am,,b1,...,b, € F. Z toho vyplyva aj jednoznacnost’ vyja-
drenia vektora y v tvare v = a+ (3, kde a € S a § € T. (Premyslite si to.)

(4) = (1). Nech plati (4) a predpokladajme, ze v € SNT. Potom dve vyjadrenia
vy=74+0(y€S, 0eT)ay=0+~v(0€S, veT)vektora y € P v tvare
v=a+ 3, kdea €S apeT sapodla predpokladu (4) musia rovnat’, a teda y = 0.
Pretoze v € SN T bol l'ubovolny, ukdzali sme, ze SNT = {0}, ¢ize P=S@T. O

8.7. Priklad Nasou ulohou bude najst’ k vektorovému priestoru S v priklade 8.3
vektorovy priestor T" tak aby S @ T = V5(R).
V priklade 8.3 sme vyjadrili podpriestor S v tvare

S=l[a, 3,7
kde o/ = (1,0,0,0,2,—%),4" = (0,0,1,0,—1,1),9" = (0,0,0,1,0,—3). Je vidiet,
ze dim S = 3 a vektory o, 3,7 tvoria bazu S. Veta 8.6 nam hovori, Ze hl'adany
vektorovy priestor 7" ma mat’ dimenziu 3 a ze jeho bazové vektory maju dopfﬁat’
vektory o/, 3,7’ na bazu V5(R). Také vektory vsak nie je problémom ndjst: staci
napriklad zobrat’ vektory (0, 1,0,0,0,0),(0,0,0,0,1,0), (0,0,0,0,0,1). Teda hl'adany
vektorovy priestor je T = [(0, 1,0,0,0,0), (0,0,0,0,1,0), (0,0,0,0,0,1)]. |
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9. LINEARNE ZOBRAZENIA

Uvodné slovo. Linedrne zobrazenia vektorovych priestorov, ktorymi sa budeme za-
oberat’ v tejto kapitole, si zobrazenia zachovavajice struktiru vektorovych priestorov,
teda sc¢itovanie vektorov a ich nasobenie skalarom. S dolezitym nastrojom v mnohych
oblastiach matematiky i v jej aplikaciach.

V kapitole 7 (dosledok 7.15) sme ukdzali, ze existuje jedno-jednoznacna kores-
pondencia medzi maticami typu m x n nad polom F, sistavami linedarnych rovnic
nad polom F a podpriestormi priestoru V,,(F). V tejto kapitole tito korespondenciu
rozsirime o linedrne zobrazenia medzi vhodnymi vektorovymi priestormi. Ukazeme,
ze kazdd matica typu m X n nad polom F urcuje jednoznacne linedrne zobrazenie
priestoru V,,(F) do priestoru V,,(F) a obrétene, kazdému takému linedrnemu zobraze-
niu prislicha prave jedna matica typu m x n nad F. Ukazeme suvislosti medzi vlast-
nost’ami linearnych zobrazeni a im prislichajicich matic, napriklad, ze bijektivnym
linedrnym zobrazeniam (izomorfizmom vektorovych priestorov) prislichaji akurat
invertovatelné matice. Budeme sa zaoberat’ vypoc¢tom inverznej matice k matici
bijektivneho linearneho zobrazenia. Napokon ukazeme, Ze jadrom linedrneho zo-
brazenia je prave priestor rieSeni homogénnej stustavy, ktorej maticou sustavy je ma-
tica linedrneho zobrazenia, a Ze obrazom linedrneho zobrazenia je prave podpriestor
prislichajici matici linedrneho zobrazenia.

Linedrne zobrazenia.

9.1. Definicia Nech V(F) a V'(F) su vektorové priestory nad polom . Zobrazenie
¢ : V(F) — V/(F) nazyvame linedrnym zobrazenim priestoru V (F) do priestoru
V'(FF), ak zachovdva scitovanie vektorov a ich ndsobenie skaldrom, t.j. ak plati:

(1) (Vo, 0 € V(F)) pla + ) = p(a) + ¢(0);
(2) (Va e V(F))(Ve € F) ¢(ca) = cp(a).

Prenechavame na citatel’a presvedcit’ sa, ze zobrazenia v nasledujicom priklade st
skutocne linearne.

9.2. Priklad 1. Nech V(IF) je I'ubovolny vektorovy priestor. Identické zobrazenie
id : @ — « a nulové zobrazenie 0 : @ — 0 st linedrne zobrazenia V() — V (F).

2. Zobrazenie p,, : V3(R) — V5(R) s predpisom p,,(z,y,2) = (x,y,0), ktoré geo-
metricky mozeme interpretovat’ ako priemet do roviny zy v trojrozmernom priestore
s tradicnym pravouhlym siradnicovym systémom, je linearne zobrazenie.

3. Zobrazenie ¢ : V5(R) — V3(R) dané predpisom ¢(z,y) = (y,x), ktoré geomet-
ricky mozeme interpretovat’ ako preklopenie roviny okolo priamky y = x, je linearne
zobrazenie.

4. Evaluacné zobrazenie ev(r) : P(R) — R, p(z) — p(r), (r € R), kde P(R)
je priestor vSetkych polynémov v jednej neurcitej nad polom R, prirad’uje kazdému
polynému p(z) = a,z" + - - - + a1z + ag (a; € R) redlne ¢&islo p(r) ziskané dosadenim
¢isla r do p(z) za neurcitd x a je linedrne zobrazenie.
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5. Zobrazenie der : P(R) — P(R), p(x) — p/(x) priestoru P(R) do P(R)
prirad'ujice kazdému polynému p(z) jeho derivéciu je linedrne zobrazenie.

Polyném p(z) = a,z™ + -+ + a1z + ap v neurcitej = v prikladoch 4, 5 mo6zeme
chapat’ aj ako polynomicki funkciu p: R — R, x + a,2™ + -+ + a;x + ag, (a; € R).
[ |

Dokaz nasledujicej lemy prenechavame na citatela.

9.3. Lema

(1) Zobrazenie ¢ : V(F) — V'(F) je linedrnym zobrazenim priestoru V(F) do
priestoru V'(F) prave vtedy, ked’ zobrazuje linedrne kombinédcie na linearne kom-
binécie, t.j. ked’ pre vsetky ay,...,a, € V(F) a pre vsetky ci,...,c, € F plat{

p(cron + -+ + cpay) = (o) + -+ + cpp(ay).
(2) Pre kazdé linedrne zobrazenie ¢ : V(F) — V'(F) plati ¢(0) = 0.
Teraz uz 'ahko dokazeme tzv. Zakladni vetu o linearnych zobrazeniach.

9.4. Veta (Zdkladnd veta o linedarnych zobrazeniach) Nech ay,. .., o, je
baza konecnorozmerného priestoru V(F) a nech f3y,..., [, si I'ubovolné vektory
priestoru V'(IF). Potom existuje prave jedno linedarne zobrazenie ¢ : V(F) — V'(IF)
ktoré zobrazi vektory aq, ..., a,, postupne na (31,..., 3, a je dané predpisom

(9.1) plcron + -+ + cmau,) = 11 + -+ + .

Dokaz Pretoze o, .. ., a,, tvoria bazu priestoru V(IF), podla vety 6.18 mozno kazdy
vektor « € V/(F) jednoznaénym spdsobom vyjadrit’ v tvare linedrnej kombinécie
a=cia1 + -+ ¢pay,. Preto predpis (9.1) jednoznaéne urcéuje zobrazenie priestoru
V(F) do priestoru V'(F). Nech o € V(F) a ¢ € F. Dostavame

(9.2) (ca) =p(ccrag + -+ + cCpany) = (cc1)fr + - -+ + (cem) Bm
- C(Clﬁl + -+ Cmﬁm) = C(,O(Oé),

¢im je ukazané, ze ¢ spiﬁa podmienku (2) z definicie 9.1. Ostédva podobne preverit’
podmienku (1) z definicie 9.1 a to prenechdavame na citatel'a. Teda predpis (9.1)

jednoznacne urcuje linearne zobrazenie a pri vol'be koeficientov ¢; = - -+ = ¢;_1 = Op,

¢ =1p, ¢iy1 = -+ = ¢ = Op dostaneme z (9.1) rovnost’ (o) = G;. O
Nech A = [a;;] je matica typu m x n nad polom F. Zobrazenim prislichajicim

matici A nazveme zobrazenie pa : V,,(F) — V,(F) definované predpisom

(9.3) oa((z1,. . 2m)) = (1, ..., T0m) A,

kde pri ndsobeni stotoziiujeme vektor (zy,...,z,) € V,,(F) s maticou z M, (F).

Takéto stotoznovanie budeme pouzivat’ aj nad’alej.
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Nech o := (x1,...,%Zm), B:= (y1,.-.,Ym). Pretoze podla lemy 1.11 plati

oalca+dp) = (c(z1, ..., xm) +dY1, -, Ym))A
= C((xh s 7xm)A) + d((yla cee ’ym>(A)) = C@A(a) + dQOA(ﬁ>7

podla lemy 9.3(1) je zobrazenie pa linedrne.

9.5. Definicia Maticou linedrneho zobrazenia ¢ : V,,,(F) — V,,(IF) nazyvame maticu
A, typu m x n nad polom F ktorej riadkami su obrazy

90(51>’ s 790(6771)

jednotkovych vektorov ey, ..., e, € Vi, (F) v zobrazeni ¢.

Kazdej matici A typu m x n nad polom F teda prislicha linearne zobrazenie
oA Vin(F) — V,.(F) a kazdému linedrnemu zobrazeniu ¢ : V,,,(F) — V,,(FF) prislicha
matica A, typu m x n nad F. Prenechdvame na Citatel'a ukdzat’, Ze ak prejdeme
od matice A k linedrnemu zobrazeniu ¢, a naspat’ k matici A,,, dostaneme tu
isti maticu A z ktorej sme zacinali, ¢ize A,, = A. Teraz ukdzeme, Ze ak zacneme
s linedrnym zobrazenim ¢ : V,,(F) — V,,(IF), prejdeme k jeho matici A, a potom
opat’ k linedarnemu zobrazeniu ¢, ,, dostaneme linearne zobrazenie ¢, s ktorym sme
zacinali.

9.6. Lema Nech matica A = [a;j|m, nad polom F je maticou linedrneho zo-
brazenia ¢ : V., (F) — V,(F) a nech ¢a : V,,,(F) — V,(F) je linedrne zobrazenie
prislichajice k A podl'a predpisu (9.3). Potom pa = ¢.

Dokaz Podla vety 9.4 staci ukazat’, ze zobrazenie @ zobrazuje jednotkové vektory
€1, ...,Em DOstupne na vektory ¢(e1),...,¢(en). (Premyslite si to.) Pretoze pa je
dané predpisom (9.3), je obraz jednotkového vektora &1 € V,,,(FF)

QOA((]_,O, e ,O)) = (1,0, e ,O)A = (all,alz e ,aln),

¢o je prvy riadok matice A, a teda ¢(e1). Analogicky plati va(e;) = ¢(g;) aj pre
1=2,...,n. a

9.7. Dosledok Nech ¢ : V,,(F) — V,(F) je linedrne zobrazenie a nech A je jeho
matica. Potom obraz I'ubovolného vektora (r1,...,%,) € V,,(F) v zobrazeni ¢ sa
vypocita podl'a predpisu

o((x1,...,2m)) = XA,

t.j. ako sucin matic X a A, kde X = (xy,...,x,,) je dany vektor z V,,(F) chapany
ako matica typu 1 x m.

Podl'a vety 9.4 existuje prave jedno linearne zobrazenie ¢ : V,,(F) — V,,(F) ktoré
zobrazi zvolent bazu aj, ..., a,, vektorového priestoru V,,(F) na I'ubovolné zadané
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vektory f1,...,0m € V,(F). Ukadzeme ako vypocitat’ maticu tohto linedrneho zo-
brazenia.

Nech bazové vektory aq,...,a, tvoria riadky S§tvorcovej matice A € M,,(F) a
vektory Bi,...,0n € V,(F) riadky matice B € M,,,(F). Uvazujme o rozsirenej
matici

(9.4) C=[AB]=(..... ,

typu m x (m + n) nad F, ktord ma vlastnost’, ze vektory v lavej Casti sa zobrazia
v zobrazeni ¢ na vektory v pravej casti. Ukazeme, ze vykonanim l'ubovolnej ele-
mentarnej riadkovej operacie na matici C sa tato jej vlastnost’ nezmeni. Je to zrejmé
pri zdmene dvoch riadkov matice C. Pri vykonani e.r.o. typu (2), t.j. vyndsobeni
i - teho riadku matice C skaldarom ¢ € F, treba preverit, ¢ ¢(ca;) = ¢f;. To ale
vyplyva z toho, ze () = (; a ¢ je linedrne. Ak pripoc¢itame c-ndsobok j-teho
riadku matice C k i-temu riadku (i # j), mame preverit’, ze p(o; + cay) = 5; + ¢f;.
To ale opat’ ihned’ vyplyva z toho, ze p(o;) = i, ¢(;) = B a ¢ je linearne.

Pretoze vektory aj,...,a,, v lavej ¢asti matice C tvoria bazu priestoru V,,(F),
podla dosledku 7.12 a vety 3.6 mozno maticu A v l'avej casti C upravit’ pomocou
e.r.o. na jednotkovd maticu. Urobime to, ale s tym, Ze e.r.o. vykondvame na celej
matici C. Nech tpravami pomocou e.r.o. z matice C dostaneme maticu C’ = [L,,|B’].
Prave sme vyssie ukazali, ze aj po aplikacii e.r.o. sa nad’alej vektory v l'avej casti
zobrazia v zobrazeni ¢ na vektory v pravej casti. Preto riadkami matice B’ budu
vektory o(e1),...,0(em) € V,(F), a teda B’ bude pozadovanou maticou linedrneho
zobrazenia ¢.

Predchadzajuci postup ilustrujeme na priklade.

9.8. Priklad Uréme maticu linearneho zobrazenia ¢ : V3(R) — V3(R) ktoré zobrazi

vektory (1,0,2),(2,—1,3), (4, 1, 8) postupne na jednotkové vektory €1, 9,5 € V3(R).
Zostavime rozsirend maticu v ktorej vektory v l'avej Casti sa maji zobrazit’ v zo-

brazeni ¢ na vektory v pravej casti. Je to prva z nasledujicich dvoch matic.

1 021]100 100 | —-11 2 2
(9.5) 2 -13]010|~{010] -4 0 1
4 1 8001 001 ] 6 -1 —1

Ide o maticu [A|L;] z prikladu 3.8, o ktorej sme ukézali, Ze je riadkovo ekvivalentna
s druhou maticou uvedenou v (9.5). Teda plati

90(51) = (_1172’2)7 90(52) = (_4707 1)? 90(53) = (67 -1, _1)

a v pravej Casti druhej matice v (9.5) je pozadovand matica linedrneho zobrazenia .
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9.9. Poznamka Poznamenavame, ze ak nevieme dopredu, ¢i vektory aq,...,a,,
tvoria bazu V,,(F) a maticu A v lavej casti matice C uvedenej v (9.4) nemozno
upravit’ pomocou e.r.o. na jednotkovi maticu (t.j. pri iprave dostaneme v l'avej ¢asti
nulovy riadok), znamend to podla dosledku 7.12 a vety 3.6, ze vektory a,...,ay,
netvoria bazu V,,(F), a teda zobrazenie ¢ : V,,,(F) — V,,(IF) nie je korektne urcené.

Niektoré vlastnosti linearnych zobrazeni. Dokaz nasledujiceho tvrdenia pre-
nechavame na citatel’a.

9.10. Lema Nech ¢ : V(F) — V'(F) at : V/(F) — V"(F) su linedrne zobrazenia.
Potom aj zlozené zobrazenie

Yo V(F) = V'(F), (¥o¢p)(a)=1(p(x))
je linearne.

Predpokladajme, ze linedrne zobrazenia ¢ : V,,(F) — V,(F) a ¢ : V,,(F) — V,(F)
ktoré skladdme maji matice A = [a;j|m, resp. B = [b;],,. Zaujima nés ¢i sa
dé z tychto matic vypocitat’ matica C = [¢jj]m, zlozeného linedrneho zobrazenia
b0 Vn(F) = Vy(F).

Oznac¢me i-ty jednotkovy vektor vo V,,(F) resp. V,(F) symbolom £" resp. &}
Vieme, Ze i-ty riadok matice linedrneho zobrazenia v o ¢ je

(b0 9)(EP) = ble(Em) = l(ain, . ain)) =

= P(apnel + -+ amen) = apP(e}) + - - + aph(e]) =

= a1 (b1, -, b1p) + -+ Qin(bn, - bp).
Teda pre prvok c;; matice C dostavame vyjadrenie

Cij = ainbij + aioba; + - - 4 ainby,
¢o znamena podl’a definicie 1.8, ze
C = AB.
Dokézali sme teda nasledujiice tvrdenie. (Cast’ (2) vyplyva z (1) podla dosledku 9.7.)
9.11. Veta (1) Ak linedrne zobrazenia ¢ : V,,(F) — V,(F) a ¢ : V,,(F) — V,(F)
majui matice A, resp. Ay, tak zloZzené zobrazenie o ¢ : V,,(F) — V,(IF) méd maticu
Ayo, = ALA,.

(2) Obraz I'ubovol'ného vektora (xy, ..., Ty) € Vi (F) v zobrazeni ¢ o ¢ sa vypocita
podl’a predpisu
(W o)((z1,... 2m)) = XA Ay
t.j. ako sucin matic X,A, a Ay, kde X = (z1,...,%,) je dany vektor z V,,(IF)
chapany ako matica typu 1 x m.
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9.12. Poznamka Veta 9.11 ndm umoziuje vyuzivat’ pri skimani vlastnosti zloze-
nych linearnych zobrazeni vlastnosti stic¢inu matic a obratene. Napriklad v dokaze
lemy 1.11 sme sa dost’ “narobili” kym sme ukéazali asociativnost’ sticinu matic.
S vyuzitim vety 9.11 je tento dokaz vel'mi jednoduchy, pretoze bezprostredne vyplyva
z asociativnosti skladania prislichajicich linearnych zobrazeni.

9.13. Lema Inverzné zobrazenie k bijektivnemu linearnemu zobrazeniu je linearne.

Dékaz Predpokladajme, ze ¢ : V(F) — V/(F) je bijektivne linedrne zobrazenie a
o1 V(F) — V(F) je k nemu inverzné zobrazenie. Nech ¢ € F a o/, 3" € V'(F),
¢ize existuju «, f € V(IF), ze p(a) = o a ¢(f) = 3'. Potom

e +0)=¢ He(a)+¢(B) =¢ Hela+ ) =a+B=p )+ ' (F)

pH(ca') = o7 (elp(@) = ¢ (plca)) = ca = cp™H(d).
Teda na zdklade definicie 9.1 je zobrazenie ¢! linedrne. O

Lema 9.13 vedie k prirodzenej otazke ako vyzera matica inverzného linearneho
zobrazenia ¢! k danému bijektivnemu linedrnemu zobrazeniu ¢ : V,,(F) — V,,(F).
Odpoved’ je priamym dosledkom vety 9.11.

9.14. Désledok Nech ¢ : V,(F) — V,,(IF) je bijektivne linedrne zobrazenie s mati-
cou A. Potom matica A je invertovatelna a matica A~! je maticou inverzného
linedrneho zobrazenia 1.

Dokaz Nech idy, ) oznacuje identické zobrazenie priestoru V,(IF) do seba. Plati
(9.6) Yo 9071 = ian(]F) a (,071 oY= ian(F) .
Nech A’ je maticou inverzného linedrneho zobrazenia ¢~!. Na zdklade vety 9.11
nam (9.6) da

AA'=1, a A'/A=1,.

Teda matica A je invertovatelnd a matica A’ inverzného linedrneho zobrazenia ¢!
je inverznou maticou AL, 0

9.15. Priklad Matica linedrneho zobrazenia ¢ : V3(R) — V3(R) v priklade 9.8 je
inverznd matica A~! k matici A z prikladu 3.8. Maticou inverzného zobrazenia o1
bude podla dosledku 9.14 inverzna matica k matici A™!, teda matica A. Cize

11 2 2 1 0 2
A,=| -4 0 1], A,a=[2 -13
6 —1 —1 4 1 8
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9.16. Veta (Kritérium injektivnosti, surjektivnosti a bijektivnosti li-
nedrneho zobrazenia) Nech ¢ : V(F) — V'(FF) je linedrne zobrazenie a nech
aq,...,q, je baza priestoru V(F). Potom

(i) ¢ je injektivne prave vtedy, ked’ vektory p(ayq), ..., () s linedrne nezavislé;
(ii)  je surjektivne prave vtedy, ked’

VI(F) = [%0(051)7 ey 90(0471)]7
(iii) ¢ je bijektivne prave vtedy, ked’ vektory p(ay), ..., ¢(ay) tvoria bazu V' (F).

Doékaz (i) Predpokladajme, ze ¢(ay),. .., ¢(a,) si linedrne zavislé, t.j.
(97) c190(051) + Cn@(an) =0

pre nejaké skalary c¢;...,c, € F z ktorych aspon jeden je nenulovy. Pretoze ¢ je
linedrne, mozno (9.7) pisat’ v tvare

olciag + -+ + cpa,) = 0.

Oznacme « := cia1 + -+ + ¢,,. Rovnost’ a = 0 by viedla k ¢; = --- = ¢, = Op,

pretoze aj, ..., a, je baza priestoru V(F). Pretoze aspon jeden skalar ¢; je nenulovy,

musi byt’ @ # 0. Teda p(a) = ¢(0) = 0 vyuzijic lemu 9.3(2), ¢ize @ nie je injektivne.
Obratene, nech vektory ¢(aq),...,¢(,) si linedrne nezavislé. Predpokladajme,

ze p(a) = p(B) = v pre nejaké vektory o, 3 € V(F) a v € V'(F). Potom

(9.8) 0 = p(a) — () = pla = ).

Pretoze ag, ..., a, je baza V(F), mozno a, # (jedinym spésobom) vyjadrit’ v tvare

a = cra1 + -+ CpQy,
B =dag+ - +dyo,
pre nejaké skalary ¢i,dy, ..., c,, d, € F. Teda (9.8) prejde do tvaru
0 =p((cr —di)ar + -+ (cn — dp)an) = (c1 — di)p(ar) + -+ + (e — dp)p(an).

Pretoze ¢(a), . .., p(a,) st linedrne nezavislé, dostdvame z toho rovnosti ¢; —d; = 0,
cosCp—d, =0. Teda ¢y = dy,...,c, = d,, odkial o = 3, ¢ize ¢ je injektivne.

(ii) Predpokladajme, ze plati V'(F) = [¢p(aq),...,¢(a,)]. Teda kazdy vektor
v € V/(F) sa dé& vyjadrit’ v tvare v = cip(a1) + -+ + cpp(ay,) pre nejaké skalary
¢1,...,¢, € F. Pretoze ¢ je linedrne, plati v = ¢(ciaq + -+ + cpou,), Cize
o= caq + -+ + cpap je vzor ku v v zobrazeni ¢. Teda ¢ je surjektivne.

Obratene, nech ¢ je surjektivne. Ukazeme inkliziu V'(F) C [p(aq), ..., ¢(am)],
ktord staci. Nech v € V/(IF). Pretoze ¢ je surjektivne, existuje o € V(FF) tak, ze
o(a) = v. Pretoze ay,...,q, je baza priestoru V(F), mozno « vyjadrit’ v tvare
a = ciay + - - - + ¢, pre nejaké skalary cq, ..., c, € F. Potom

v =9(a) =cplo)+ -+ cp(ay),

¢ize v € [p(1), ..., p(ay)] ako sme potrebovali ukazat’.
Tvrdenie (iii) vyplyva priamo z (i) a (ii) a definicie bazy. O
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9.17. Definicia Nech V(F) a V'(IF) su vektorové priestory. Bijektivne linedrne
zobrazenie ¢ : V(F) — V/(F) nazyvame izomorfizmom priestorov V (F) a V'(F).

Pretoze inverzné zobrazenie ! : V/(F) — V(F) k izomorfizmu ¢ : V(F) — V'(F)
je bijektivne a podla lemy 9.13 je linedrne, je tiez izomorfizmom priestorov V(F) a
V'(F). V nasledujticej ¢asti sa budeme zaoberat’ tym ako urcit’ jeho maticu v pripade,
ze V(F) = V'(F) = V,(F).

Ak ¢ : V,(F) — V,(F) je izomorfizmus, ktory zobrazuje nejakd (nie nutne jed-
notkovi) bazu aq,...,«a, priestoru V,,(F) na ind bazu f,..., 3, € V,(F) a mame
vypo&itat’ maticu izomorfizmu ¢!, tak jedna moznost’ je v prvom kroku postupom
vysvetlenym pred prikladom 9.8 a ilustrovanom v priklade 9.8 vypocitat’ maticu
linedrneho zobrazenia ¢ a v druhom kroku postupom ako v kapitole 3 vypocitat’ k nej
inverznii maticu. T4to podla dosledku 9.14 bude hl'adanou maticou zobrazenia ¢!,
Tento postup teda v praxi znamend v prvom kroku upravit’ pomocou e.r.o. rozsirenu
maticu C = [A|B] zobrazenia ¢ vyjadreni v (9.4) tak, aby matica A v lavej ¢asti
presla na maticu I, ¢im matica C prejde na maticu C’' = [I,,|B’]. Matica B’ v pravej
Casti je potom maticou zobrazenia . Druhy krok znamend utvorit’ maticu [B'|L,] a
pomocou e.r.o. ju upravit’ tak, aby matica B’ v 'avej ¢asti presla na maticu I,,, ¢im
matica I, v pravej casti prejde na maticu (B’)™!, ¢o je hl'adand matica zobrazenia
¢~ L. Tento postup vak mozno skratit’ zhruba na polovicu nasledovnou tivahou.

Zostavime ako predtym rozsirenti maticu C = [A|B] zobrazenia ¢ vyjadrend v (9.4)
v ktorej vektory v l'avej Casti sa zobrazia vo ¢ na vektory v pravej casti. Tentokrat
ale upravujeme C pomocou e.r.o. tak, aby sme v pravej casti dostali jednotkovi
maticu I,,. Pretoze riadky /31, ..., 3, matice B tvoria bazu V,,(IF), podl'a dosledku 7.12
je B invertovatelnd, a teda podla vety 3.6 je mozné upravit’ ju na jednotkovi maticu.
Upravou dostaneme teda nejaki maticu

z ktorej vyplyva, ze o !(e1) = f,...,9o (en) = . Teda matica A’ s riad-
kami o, ..., je hladanou maticou zobrazenia ¢! Je zdroveii inverznou maticou

k matici zobrazenia ¢, ovSem maticu zobrazenia ¢ tymto postupom nezistime.

9.18. Priklad Vrétme sa k uréeniu matice zobrazenia ¢!, kde ¢ : V3(R) — V3(R)
je izomorfizmus v priklade 9.8. Teraz ilustrujeme kratsi jednokrokovy postup opisany
vyssie.

Zostavime rozsirend maticu

1 2
C=[AlL]=[2 -1 3 |
4 8

oo R
=)
— o o
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v ktorej vektory v l'avej Casti sa zobrazia vo ¢ na vektory v pravej casti. Maticu C
dokonca ani nemusime upravovat’, pretoze v jej pravej casti je uz matica I,. Teda
matica A v lavej casti je hl'adanou maticou zobrazenia ¢ ~!. (Je zdroven inverznou
maticou k matici zobrazenia ¢, ktori sme oviem tymto postupom nezistili.) |

9.19. Poznamka Predstavme si situaciu, kedy nevieme, ¢i zadané linedrne zo-
brazenie ¢ : V,(F) — V,(F) ktoré zobrazuje bézu ay,...,«, priestoru V,(F) na
nejaké vektory fi,..., 3, € V,.(F) je bijektivne, t.j. izomorfizmus. Mame za tlohu
to zistit’ a zdroven urcit’ maticu ¢! v pripade, Ze ¢ je izomorfizmus.

Najlepsou metdédou je “tvarit’ sa” akoby ¢ bolo bijektivne a pouzit’ vyssie uve-
deny jednokrokovy postup na urcenie matice zobrazenia ¢! (akoby ¢! existovalo).
Uprava matice C v (9.4) pomocou e.r.o. na tvar kedy v pravej casti dostaneme
jednotkovi maticu I, je podla vety 3.6 a dosledku 7.12 mozna prave vtedy, ked’
vektory (3, ..., (3, tvoria bazu V,,(IF), ¢o je podla vety 9.16(iii) prave vtedy, ked" ¢ je
bijektivne.

Ak sa matica C v (9.4) nedd pomocou e.r.o. upravit’ na tvar kedy v pravej Casti
dostaneme jednotkovi maticu, ¢ize v pravej casti pri upravach dostaneme nulovy ria-
dok, mozeme prehlasit’, ze ¢ nie je izomorfizmom. V opac¢nom pripade ¢ je izomor-
fizmom a v 'avej ¢asti dostaneme ihned’ hl'adand maticu izomorfizmu ¢~

Jadro a obraz linearneho zobrazenia.

9.20. Definicia Nech ¢ : V(F) — V/(F) je linedrne zobrazenie. Jeho jadrom
nazyvame mnozinu

Jo :={a e V(F) [ ¢(a) = 0}
a obrazom mnozinu
O, :={a' e V/(F) | Ba € V(F)) (o) = '}
Dokaz nasledujiceho tvrdenia prenechdvame na citatela.

9.21. Lema Nech ¢ : V(F) — V/(FF) je linedrne zobrazenie. Potom jadro J, je
podpriestorom priestoru V (F) a obraz O, je podpriestorom priestoru V'(F).

Nasledujuca veta charakterizuje jadro a obraz linedrneho zobrazenia.

9.22. Veta Nech ¢ : V,,(F) — V,,(F) je linedrne zobrazenie s maticou A,. Potom
Jjadro J, je prave podpriestorom vsetkych rieSeni homogénnej ststavy AZX =0 (kde
Al € M, ,n(F), X € My,1(F), 0 € M,;(F)) s m nezndmymi a obraz O, je prdve
podpriestor V(A.,,) prislichajici matici A.,.

Dokaz Prva cast’ vyplyva bezprostredne z dosledku 9.7. Podla definicii 5.15 a 9.5,
V(A,) = [p(e1),...,¢(em)]. Nech o/ € O, a o = (c1,...,¢,) je vzorom k o
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v zobrazeni ¢. Potom
o =pla) =plcer + -+ CmEm)
= c1p(e1) + -+ + Cmp(Em),

cize O, C V(A,). Obrétent inkliziu prenechdvame na citatela. O

9.23. Priklad Ur¢éme jadro a obraz linedrneho zobrazenia ¢ : V3(R) — V3(R)
z prikladu 9.8.

Podl'a vety 9.22, obraz O, je podpriestorom V' (A,,) priestoru V3(R) generovanym
riadkami matice A,. Teda O, = [(—11,2,2),(—4,0,1),(6,—1,—1)]. Jadro J, je
podla vety 9.22 podpriestorom vsSetkych rieSeni homogénnej sistavy AZX = 0.
Pretoze vieme (pozri priklad 9.15), ze matica A, je invertovatelna, plati podla
vety 7.5 a dosledku 7.12, ze aj matica A7 je invertovatelna, a teda ststava ATX =0
mé podl'a vety 3.6 iba trividlne riesenie. Teda J, = {0}.

Jednoduchsi argument ukazujici, ze J, = {0} vyuziva fakt, Ze linedrne zobrazenie
¢ je bijektivne, t.j. izomorfizmus. Teda 0 je jediny vektor, ktory zobrazenie ¢
zobrazuje do 0. |

9.24. Veta Nech ¢ : V(F) — V/(F) je linedarne zobrazenie a nech priestor V (F) ma
dimenziu n. Potom

dim(J,) + dim(O,) = n.

Dékaz Nech ay,...,q,, je bdza podpriestoru J,. Ak m = n, tak O, = {0},
t.j. tvrdenie plati. Ak m < n, mozno vektory ay,...,a,, doplnit’ n — m vektormi
Bis.-. Bnem € V(F) na bazu priestoru V (F). Pre kazdy vektor o € O, plati

o = (p(ClO‘l R & 2 Cm+161 + -+ Cnﬁnfm)

pre nejaké skalary ci,...,c, € F, odkial vzhladom na linearnost’ ¢ a fakt, ze
o(a;) = 0 pre i = 1,...,m dostavame o € [p(B1),...,¢(Bn-m)]. Teda vektory
©(B1), ..., @(Bnm) generuji O,. Ostava ukazat’ ze st linearne nezavislé. Predpo-

kladajme, ze pre nejaké skalary dy,...,d,_,, € F plati

dl@(ﬁl) + -+ dn—m@(ﬂn—m) =0.

Teda vektor di1 + -+ + dyp—mBp—m € Jyp, €0 je ale mozné iba ak je nulovy (pretoze
B1s ..., Bnm je doplnenie bazy J, na bazu V(IF)). Pretoze fi,..., 3,_m st linedrne
nezdvislé, dostdvame d; = --- = d,_,, = O, ¢ize vektory ¢(01),...,¢(Bn_m) st
linedrne nezavislé. O
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10. EUKLIDOVSKE VEKTOROVE PRIESTORY

Uvodné slovo. V kapitole 5 sme si pripomenuli ako bol v stredoskolskej matema-
tike definovany v priestore V5(R) (rovine) skalarny sié¢in vektorov a na jeho zdklade
kolmost’ vektorov a dlzka vektora. V tejto kapitole budeme definovat’ euklidovské
priestory ako 'ubovol'né vektorové priestory nad R v ktorych existuje skalarny sucin
a nasledne budeme studovat’ v nich pojmy kolmosti (ortogonality) vektorov i diiky
(normy) vektora. Ukazeme, ze kazdy n-rozmerny euklidovsky vektorovy priestor nad
R m&a bazu n navzijom kolmych vektorov diiky 1 presne tak ako priestor V,,(R).
Napokon ukazeme, ze n-rozmerny euklidovsky vektorovy priestor nad R je izomorfny
s priestorom V,(R), t.j. z algebraického hl'adiska st “nerozlisitelné”.

Skalarny sucin.

10.1. Definicia Fuklidovskym vektorovym priestorom nazyvame kazdy vektorovy
priestor V(R) nad R pre ktory existuje zobrazenie s : V(R) x V(R) — R s nasle-
dujicimi vlastnost’ami pre vsetky o, 3,7 € V(R) a c € R:

(1) s(o, B) = s(8, q);

(2) s(a+0,7) = s(e,7) +5(8,7);

(3) s(ca, B) = ¢ s(a, B);

4) a#0 = s(a,a) > 0.

Zobrazenie s sa nazyva skaldrnym sic¢inom. FEuklidovsky vektorovy priestor V(R)
so skaldrnym suc¢inom s budeme oznacovat’ (V(R), s).

10.2. Priklad V kapitole 5, priklade 5.3, sme definovali skalarny sucin vektorov
a = (ay,az,as), B = (b1, be,b3) € V3(R) ako («, ) = a1by+asby+asbs. Prenechdvame
na Citatel'a preverit’, Ze zobrazenie

1 0 0
5(0476) = (ah az, a3) 0 3 -1 (bh ba, bs)T = a1b; + 3agby — asbs — asby + asbs
0 -1 1

mé vlastnosti (1)~(3) z definicie 10.1. Vsimnime si, ze splia aj vlastnost’ (4). Ak
(a1, az,a3) # (0,0,0), tak s(o,a) = a? + 2a3 + (ag — az)? > 0, ¢ize s je skalarnym
sucinom. ]

V priestore V,,(R) vo vSeobecnosti plati, ze pre vektory a = (ai,...,a,),
B = (b,...,b,) amaticu A € M,(R) zobrazenie

s(a, B) = (a1,...,a,)A(by, ..., by)T"

spliia vlastnost’ (1) z definicie 10.1 préve vtedy, ked’ matica A je symetrickd. Dalej,
na zéklade (4) a (1) z lemy 1.11 vzdy spina vlastnosti (2) a (3) z definicie 10.1.
Symetrickd matica A nad R pre ktorii zobrazenie s(a, 3) = aAST splita vlastnost’ (4)
z definicie 10.1, a teda je skalarnym sucinom, sa nazyva kladne definitnd. Jednotkova
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matica I, je kladne definitnd a dostdvame pre nu standardny skaldrny suéin (a, 5) =
aiby + -+ anby.

—71',71"]

10.3. Priklad V priklade 5.3 sme spomenuli vektorovy priestor Rl vSetkych
spojitych funkcii f : [—m, 7] — R. Presvedcte sa, ze skaldrny si¢in mozno v niom
definovat’ predpisom

s

(f,9) = f(z)g(z) dx.

—T

Nech (V(R), s) je Iubovolny euklidovsky vektorovy priestor. Dizka (norma) vek-
tora sa vo V(R) definuje analogicky ako v priestore V,,(R):

o]l = v/s(e, ).
Analogicky sa definuje aj velkost’ uhla medzi vektormi a, 8 € V(R):
SlaB) aka#0afB+#0
cosf = lleell MBIl
0, ak a = 0 alebo 5 = 0.

Vektory «, § € V(R) sa nazyvaji ortogondlne (kolmé), ak cos =0, t.j. s(«, 3) = 0.
Pouzivame tradi¢né oznacenie o | f3.

Nasledujiica veta hovori, ze mnohé vlastnosti, ktoré pozndme z priestoru V5(R)
platia v 'ubovol'nom euklidovskom vektorovom priestore.

10.4. Veta V kazdom euklidovskom priestore (V (R), s) plati:

(1) lleall = lef [lafl;

(2) llefl > 0 pre o # 0;

(3) (e, ) =0 = ||a+ﬁ|| = ||a|| +||5|| (Pytagorova veta);

4) lla+8* + |la = 8|° = 2||la|” + 2||3||* (rovnobeznikové pravidlo);
(5) |s(a, B)] < ||af|||B|| (Schwarzova nerovnost’);

6) |la+ 38| < el + ||8]] (trojuholnikova nerovnost’).

Doékaz Overenie (1) je lahké:
leall = V's(ca, ca) = v s(a, o) = [e] [la].

"Hermann Amadeus Schwarz (1843-1921) sa narodil v Polsku, ale bol vychovévany a vzdelanie
ziskal v Nemecku. Bol nasledovnikom Karla Weierstrassa a Ernsta Eduarda Kummera, ktorého
dcéru si vzal za manzelku. Jeho hlavnym zaujmom boli geometrické aspekty analyzy. Ukazal, ze
s diferencidlnymi rovnicami suvisia urcité ¢isla, ktoré sa neskor stali znamymi ako vlastné hodnoty
matic resp. linedrnych zobrazeni. Spominand nerovnost’ bola objavena prave v sivislosti s vlastnymi
hodnotami.
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Vlastnost’ (2) je bezprostrednym désledkom vlastnosti (4) z definicie 10.1. Ddkaz
Pytagorovej vety je tiez jednoduchy s vyuzitim vlastnosti (1)—(3) z definicie 10.1:

loo+ B)1* = s(a+ B,a+ B) = s(a, a) + 2s(ev, B) + s(3, 8) = l|a|* + || 8]

pouzijuc predpoklad, ze s(«, ) = 0. Dokaz (4) prenechdvame na citatel’a.

Teraz dokdzeme nerovnost’ (5). Nech «, 5 € V(R). Ak a = 0, tak obe strany
(5) st rovné nule. Predpokladajme teraz, ze a # 0. Na zdklade vlastnosti (4)
z definicie 10.1, pre I'ubovolné ¢ € R plati

(10.1) s(ca — B,ca— ) =20,
odkial’ po uprave s vyuzitim vlastnosti (1)—(3) z definicie 10.1 dostaneme
(10.2) s, a) — 2¢ s(a, B) + s(3,3) = 0.

Na l'avej strane mame kvadraticky polyném premennej c¢. Ak c je korenom tohto
polynému, tak v (10.2), a teda aj v (10.1) nastane rovnost’, ¢ize podl'a vlastnosti (4)
z definicie 10.1, ca — = 0. Teda = ca. Je zrejmé, zZe nemozu existovat’ dve rozne
také ¢ € R; skutoéne, ak by f = c;a a § = ¢y, tak dostaneme 0 = (¢; — ¢2)a, odkial
podla lemy 5.4(3) mdme (kedze a # 0) ¢; — co = 0, Cize ¢; = ¢y. Teda kvadraticky
polyném premennej ¢ na l'avej strane 10.2 mé nanajvys jeden dvojnasobny korein c.
Teda pre jeho diskriminant plati

4?s(a, 3) — 4c?s(ar, @) s(6, B) <0,
odkial’ dostdvame
s(a, 8)* < s(a,a)s(f,8),

¢ize po odmocneni mame pozadovani nerovnost’

[s(ev, )] < [lal[B]]

Trojuholnikova nerovnost’ (6) je bezprostrednym dosledkom Schwarzovej nerovnosti
s vyuzitim vlastnosti (1)—(3) z definicie 10.1:

(10.3) [la+ B]* = s(a, @) + 2s(c, B) + (8. B) <
el + 2/l [181] + 11811° = ([|ex]| + [|13]])?

odkial' po odmocneni (vSimnime si, ze || + 3| aj ||a| + [|3]| st nezdporné cisla)
dostaneme
lee + Bl < llall +115]]-
(]

Pojem ortogonalnosti vektorov v euklidovskom vektorovom priestore (V(R), s)
mozno prirodzene zovSeobecnit’ pre 'ubovolny koneény pocet vektorov. Jednoducho
povieme, ze vektory as, ..., a, € V(R) st ortogonalne, ak pre vietky i,j € {1,...,n},
i # j plati s(oy, ;) = 0.
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10.5. Veta Nenulové ortogonalne vektory v euklidovskom vektorovom priestore
(V(R), s) st linedrne nezavislé.

Dokaz Nech vektory ag,...,a, € V(R) st nenulové a ortogonélne. Predpoklada-
jme, 7Ze

ciog+ - +ca, =0
pre nejaké skaldry cq,...,¢, € R. Potom pre kazdé i € {1,...,n} plati

¢ S(ag,aq) = c1 s(an, ) + -+ ¢ s(ag, ) + -+ ¢, s(ag, )

= s(crag + -+ + cpam, ;) = (0, ;) = 0.

Pretoze podla vlastnosti (4) z definicie 10.1 je s(a;, ;) > 0, dostdvame ¢; = 0.
Pretoze ¢ bolo I'ubovolné, aq, ..., a, su linearne nezavislé. O

Gram-Schmidtova ortogonaliza¢na metéda. V euklidovskych vektorovych pries-
toroch existuju Specialne a vel'mi vhodné bazy vektorov ktoré maja vsetky dlzku 1 a
z ktorych kazdé dva si navzajom kolmé.

10.6. Definicia Ortonormalnou bazou n-rozmerného euklidovského vektorového
priestoru (V(R), s) nazyvame I'ubovolné vektory a,...,a, € V(R) ktoré si orto-
gonalne a maju dlzku 1.

Poznamenavame, ze podla vety 10.5 st ortogonalne vektory g, ..., «a, nenulovej
diiky linedrne nezavislé a podl'a dosledku 6.16 teda skutocne tvoria bazu n-rozmerného
priestoru V(R).

Dokaz nasledujicej lemy uvadza konstrukciu, ktorou mozno I'ubovolni bazu konec-
norozmerného euklidovského vektorového priestoru upravit’ na ortonormalnu béazu.
T4to metéda sa nazyva Gram® -Schmidtova® ortogonalizacénd metéda (proces). Pritom
plati, ze ortogonalizaciou roznych baz moézeme dostat’ rozne ortonorméalne bazy.

10.7. Veta (Gram-Schmidtova ortogonalizacnd metéda) Nech (V(R),s)
je konecnorozmerny euklidovsky vektorovy priestor a nech ay,...,a, € V(R) su

8Jorgen Pederson Gram (1850-1916) bol d’anskym expertom oblasti poistovnictva. Determinant
Stvorcovej matice, ktorti budeme definovat’ vo vete 10.12 sa v literatire zvykne nazyvat’ Gramov
determinant.

9Erhard Schmidt (1876-1959) vyucoval na niekolkych poprednych nemeckych univerzitich a
bol studentom sldvnych matematikov Hermanna Amandusa Schwartza (pozri stranu 80) a Davida
Hilberta. Vyznamne prispel k studiu integrélnych rovnic a parcidlnych diferencidlnych rovnic a
v ramci toho uviedol v roku 1907 metédu na najdenie ortonormélnej bazy. V roku 1908 napisal pracu
v ktorej sa zaoberal sustavami nekone¢ného poctu rovnic s nekonecne vela neznamymi a v ktorej
polozil zéklady tedrie Hilbertovych priestorov, ¢o si vektorové priestory nad C (niekedy nad R) so
skaldrnym sticinom majice urcité Specidlne vlastnosti. V tejto praci pouzil svoju ortogonaliza¢ni
metodu.
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linearne nezavislé. Potom existuji nenulové ortogonalne vektory (31, ..., 3, v tvare

B = ai,

B2 = g + agay,

Bs = a3 + agp + azay,
(10.4)

B = an + app_10p-1+ -+ apo
pre vhodné koeficienty a;; € R.

Dokaz Konstrukcia prebieha v n krokoch, pricom vysledkom k-teho kroku pre
k= 1,...,n je k-prvkovy systém nenulovych ortogondlnych vektorov f3i,..., G,
ktoré mozno vyjadrit’ v tvare (10.4).

V prvom kroku (k = 1) zvolime 3; = «;. Predpokladajme (indukény predpok-
lad), ze pre nejaké 1 < k < n — 1 mame zostrojeny k-prvkovy systém nenulovych
ortogondlnych vektorov fy,. .., B ktoré mozno vyjadrit’ v tvare (10.4). Ukazeme, ze
mozno zostrojit’ nenulovy vektor (i1, ktory je ortogonalny k vektorom fi, ..., 5 a
je v tvare (10.4). Vektor (i1 budeme hl'adat’ v tvare

(10.5) Br+1 = Qg1 + b1 686 + -+ + bpy1,151

kde byi1k, .-,k st (zatial nezname) koeficienty z R. Vsimnime si, ze vektor (41
bude (bez ohl'adu na hodnoty koeficientov b1, ..., bk+11) v tvare (10.4), pretoze
podla indukéného predpokladu vektory [i,..., [0, st v tvare (10.4). Urcéime aké
musia byt’ hodnoty koeficientov byi1,...,bk+11 aby vektor (yy1 bol ortogonalny
k vektorom [, ..., k. Nech ¢ € {1,...,k}. Potom

S(Br+1, Bi) = s(agy1 + br1,606 + -+ + beg1,151, 5i)
= s(ag1, i) + ber1.5(Br, Bi) + - -+ + beg1,15(61, 5i)

s vyuzitim vlastnosti (2) a (3) z definicie 10.1. Ak vyuzijeme, ze vektory (1, ..., (B
st ortogonalne, t.j. plati s(5;, ;) =0 pre j € {1,...,k} \ {i}, dostaneme

(10.6) S(Brt1, 5i) = s(ags1, Bi) + bry1,:5(8:, Bi)-

Aby vektor ;11 bol ortogonalny k vektoru [3;, polozme pravi stranu rovnosti (10.6)
rovnu nule. Dostaneme rovnicu

(10.7) s(agy1, Bi) + bes1:5(8i, Bi) =0

s neznamou by 1 ;, ktord z nej l'ahko vypocitame. Z rovnic (10.7) teda postupne pre
©=1,...,k vypocitame vSetky nezname koeficienty byi1, ..., br+11, ktoré potrebu-
jeme na vytvorenie vektora (.



84

Ostava ukazat’, ze vektor ;11 je nenulovy. Predpokladajme nepriamo, ze 8y = 0.
Dostaneme vyjadrenie

0= 1 + b1 pBk + -+ b5
= Q11 + Cpr1,0, + - + Cpy11001,

pre nejaké koeficienty cx115, 7 € {1,. .., k}, ked'ze vektory [, ..., 31 maji tvar (10.4).

Vektor 0 sme teda vyjadrili ako linearnu kombinaciu vektorov aq, ..., k1, priCom
pri agyq je koeficient 1, ¢o je v spore s tym, zZe vektory aq,...,agy; si linedrne
nezavislé. O

10.8. Dosledok V konecnorozmernom euklidovskom vektorovom priestore ma kaz-
dy jeho nenulovy podpriestor ortonormalnu bazu.

Doékaz Nech (V(R),s) je kone¢norozmerny euklidovsky vektorovy priestor a nech
T je jeho nenulovy podpriestor s dim7T" = n. Podla vety 6.10 ma T nejaka bazu

ai,...,a,. Podla predchadzajicej vety ju mozno ortogonalizovat’; nech [y, ..., 0,
st obdrzané nenulové ortogonalne vektory. Je 'ahké presvedcit’ sa, ze potom vektory
o= ﬁl T 671
1= yee ey =
161 A
su tiez ortogondlne a maju dizku 1. Podla vety 10.5 su teda linearne nezavislé a na
zéklade dosledku 6.16 tvoria ortonormélnu bazu priestoru 7'. O

10.9. Priklad Nasou tlohou bude najst’ ortonormélnu bazu priestoru S rieseni
homogénnej sustavy z prikladu 7.10. Budeme uvazovat’ o standardnom skaldrnom
sucine vo V5(R). V priklade 7.10 sme ukdzali, ze

7 1
§ =1(0,1,0.0.0,0), (~2,0,1,0,1,0), (5,0, ~1, 5.0, 1)].

Aby sme sa vyhli zlomkom, zoberme za bazu priestoru .S, ktorii budeme ortogonali-
zovat’, vektory

a; =(0,1,0,0,0,0), ag = (—2,0,1,0,1,0), a3 = (7,0,-3,1,0,3).

V prvom kroku polozme (3; = «ay. V druhom kroku budeme hladat’ vektor (s
ortogonalny k vektoru [3; a to v tvare

/62 = Qg+ b21ﬁl = (_2a 07 17 07 17 O) + b21(07 17 07 07 07 0)
Vynésobenim tejto rovnosti skalarne vektorom f3; a polozenim (33, ;) = 0 dostaneme

0= (a2, B1) + ba1 (B, B1) = 0+ boq,
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odkial’ médme by; = 0. Teda 5 = as = (—2,0,1,0,1,0). V tretom kroku budeme
hl'adat’ vektor (33 ortogondlny k vektorom [3; a (3 a to v tvare
(10.8) B3 = a3 + bza B2 + b31

=(7,0,-3,1,0,3) 4+ b32(—2,0,1,0,1,0) + b31(0,1,0,0,0,0).

Vynéasobenim rovnosti (10.8) skaldrne vektorom f3; a tym, ze polozime (s, 3;) = 0,
(B2, 1) = 0 dostaneme

0= (as, 81) + bs1(B1, £1) = b1,

odkial’ vypoc¢itame bs; = 0. Vyndsobenim rovnosti (10.8) skaldrne vektorom [, a
polozenim (s, 32) = 0, (01, f2) = 0 dostaneme

0 = (ag, B2) + bsa(F2, B2) = —17 + 6bso,

odkial’ vypocitame by = %. Teda

17 4 1 17
P = (7> 0,-3,1,0, 3) + E(_27 0,1,0,1, 0) = (_7 0,—=, 1, E

,3).

3 6 )

Dostali sme ortogonalnu bazu i, 02, #3. Kazdy z vektorov [3; teraz predelime jeho
dlzkou ||3;]| a vysledné vektory 1, vz, 3 budi tvorit’ ortonormélnu bézu S:

4 1 17
_a]-a

1 /6
=(0,1,0,0,0,0 =—(—2,0,1,0,1,0 =4/=(=,0,— —
4! <a777a)772 ( a777a)a,73 8(3” 6 67

NG 3).

10.10. Definicia Ortogonalnym doplnkom podmnoziny M euklidovského vektoro-
vého priestoru V (R) nazyvame mnozinu

M+ :={acVR)| (V3 M)alps}

Prenechdvame na ¢itatel’a preverit’, Ze pre I'ubovol'ni mnozinu M C V(R) je M+
podpriestorom V' (R).

Vektor ar v nasledujucom tvrdeni nazyvame ortogondlnou projekciou vektora a
do podpriestoru 1.

10.11. Désledok Nech (V(R),s) je konecnorozmerny euklidovsky vektorovy
priestor a nech T' je 'ubovolny jeho podpriestor. Potom

(1) I'ubovolny vektor o € V(R) mozno vyjadrit’ v tvare
a=ar+p

kdear €T afBeT;
2) VR =TT
(3) (T4): =T.
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Dokaz (1) Podpriestor T' ma podla doésledku 10.8 nejaku ortonorméalnu bazu vek-
torov a, ..., q,. Ak a € T, tak méame vyjadrenie &« = a+0, t.j. tvrdenie plati. Nech
a ¢ T. Potom vektory «, aq, ..., q, si linedrne nezavislé. Podl'a Gram-Schmidtovej
ortogonaliza¢nej metédy (veta 10.7) existuji skalary ap,, Gnn—1,- -, a1 € R tak, ze
vektor

6 = O+ QppQp + Apn—10n—1 + - Fano
je ortogondlny k vektorom o, ..., ay,, t.j. 3 € T+. Nech

ar = —QppQp — Qpp—10p—1 — *** — Qp1Q].

Tedaao=ar+BprearcT apBecTt.
(2) Podl'a (1) médme V(R) = T + T*. Ostdva ukdzat’, ze T NT+ = {0}. Nech
a € TNT+. Potom s(a, ) = 0, odkial’ @ = 0 na zdklade vlastnosti (4) z definicie 10.1.
(3) Inkltizia T C (T+)* je zrejma. Skutocne, ak a € T tak pre vietky 3 € T+ plati
s(a, B) = 0, odkial @ € (T+)+. Aby sme dostali rovnost’, staci ukézat’, ze dim T =
dim(7+)t. Na zéklade (2) a vety 8.6 viak mame dim 7 + dim(7%+) = dim V(R) a
analogicky, dim 7+ + dim(7+)* = dim V(R). Teda dim 7T = dim(7+)*. O

10.12. Veta Nech (V(R),s) je euklidovsky vektorovy priestor s bdzou ay, . .., .
Nech A = [a;j],, je Stvorcova matica stupna n definovand tak, ze

(109) Q35 = 8(0@, Oéj).
Potom pre I'ubovolné vektory 3 = byay + - - - + bpay,, v = craq + - -+ + ¢, plati

&1

s(B,7) = (by,...,by)A

Cn

Doékaz Vyuzijic vlastnosti (2) a (3) z definicie 10.1 dostavame

s(8,7) = sQ_bici, Y cjay) =Y Y bicys(ou, o)
i=1 1

j= i=1 j=1
n n
D) e
i=1 j=1
Teda plati vyssie uvedeny vzorec. O
Je zrejmé, ze baza aq,...,«a, euklidovského vektorového priestoru so skalarnym
su¢inom s je ortonormalna prave vtedy, ked’ pre vsetky i,j € {1,...,n}
0, aki#j
s(ai, aj) = o
1, aki=

t.j. ked’ matica A vo vete 10.12 je rovna jednotkovej matici L,.
Z predchéadzajucej vety tak dostavame ihned’ nasledujuici dosledok.
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10.13. Désledok Nech (V(R),s) je euklidovsky priestor s bdzou a,...,,.
Potom pre I'ubovolné vektory 3 = byaq + - - + byay,, v = ciaq + -+ - - + ¢, plati
S(ﬁaV) - blcl ++ bncn

prave vtedy, ked’ baza aq, . .., a, je ortonormalna.

10.14. Priklad V priestore V3(R) ndjdeme predpis pre skaldrny si¢in g vzhl'adom
na ktory vektory

a; =(0,1,2), ap =(1,1,1), a3 = (1,0,0)

tvoria ortonormalnu bazu V3(R).

Nech (b1, by, b3) a (1, ¢a, c3) st stradnice vektorov (3, € V3(R) vzhl'adom na jed-
notkovi bézu e; = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1). Podl'a vety 10.12 mozno pred-
pis pre hl'adany skaldrny sié¢in g vyjadrit’ vzorcom g(3,7) = (b1, ba, bs)A(cy, ca, c3)7,
kde matica A = [a;;] je definovand tak, ze a;; = g(e;, ;) pre i,j € {1,2,3}. Pretoze
plati

€1 = a3, €3 = —Q1 + 20 — 203, €3 = a1 — z + (3,
jednotkové vektory €; majui vzhl'adom na ortonormaélnu bazu a1, as, a3 stradnice
e =(0,0,1), &5 = (—1,2,-2), &5 = (1, —1,1).

Pretoze baza aq, as, az je vzhl'adom na g ortonormaélna, podla dosledku 10.13 plati

ann = g(e1,e1) = 1, arp = g(e1,62) = =2, a1z = g(e1,e3) = 1
ag1 = g(e2,€1) = —2, axp = g(c2,62) = 9, a3 = g(e2,€3) = —5
az1 = g(es,e1) = 1, az = g(es,62) = =5, azz = g(es,e3) = 3.
(Prvok as3 sme napriklad vypocitali ako g(es,e3) = (—1)-14+2-(=1)+(—2)-1 = —5.)

Teda hl'adany predpis pre skalarny sicin ¢ je dany vzorcom

1 -2 1 c1
9(B,7) = (b1, b2,b3) | =2 9 =5 | | ez
1 -5 3 Cs3

= blcg — 2b102 + b103 — 2b201 + ngCQ — 5b263 + b301 — 5b302 + 3b303,

pre I'ubovolné vektory 5 = (by,ba, b3),y = (1, o, c3 € V3(R). |

10.15. Definicia Nech (V(R),s) a (V'(R),s’) su euklidovské vektorové priestory.
Bijektivne linedrne zobrazenie ¢ : V(R) — V'(R) nazyvame izomorfizmom eukli-
dovskych priestorov (V(R),s) a (V'(R), s"), ak zachovava skaldrny sicin, t.j. plat{

(Va, B € V(R)) s(ev, B) = s'(¢(e), ().

Nasledujuca veta je slibenym vyvrcholenim nasho stidia vektorovych priestorov.
Hovori, zZe kone¢norozmerné euklidovské vektorové priestory su z algebraického
hl'adiska “nerozlisitelné” od euklidovskych priestorov V,,(R) n-tic redlnych ¢isel so stan-
dardnym skaldrnym sucinom.
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10.16. Veta Kazdé dva konecnorozmerné euklidovské vektorové priestory su
izomorfné.

Dékaz Nech (V(R),s) a (V'(R),s’) st konetnorozmerné euklidovské vektorové
priestory. Nech ay,...,a, je ortonormdalna baza V(R) a f,..., 3, je ortonormélna
béza V'(R). Podl'a Zékladnej vety o linedrnych zobrazeniach 9.4 existuje prave jedno
linedrne zobrazenie ¢ : V(R) — V'(R) tak, ze ¢(a;) = 3; pre i = 1,...,n. Pretoze
B, ..., B je baza V'(R), podla vety 9.16 je linedrne zobrazenie ¢ bijektivne, t.j. je
izomorfizmom (V(R),s) a (V'(R), s’) ako vektorovych priestorov. Nech 7,6 € V(R)
st I'ubovol'né vektory, v = ciaqy + - - - + ¢, 0 = dyag + - -+ + dp,. Potom

QO(’Y) - Clﬁl + -+ Cnﬁm 30(5) = dlﬁl + -+ dnﬁm

a teda vyuzijuc dvakrat dosledok 10.13 dostavame

5(7,0) = crdi + .. . cndy = 5'(9(7), ¢(9)),
¢o bolo treba dokazat’. O

10.17. Désledok Kazdy euklidovsky vektorovy priestor (V(R),s) dimenzie n je
izomorfny s priestorom V,,(R) n-tic redlnych ¢isel so standardnym skaldrnym sucinom.
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