Predslov

Algebra patri medzi najstarsie matematické discipliny. V minulosti bola chapana
ako nduka o pocitani s pismenami vo vyzname &isel (tzv. vSeobecnymi ¢islami)
na rozdiel od aritmetiky, ktora sa chapala ako nduka o pocitani s konkrétnymi
¢islami (tzv. zvlastnymi ¢islami). Takéto chépanie sa i dnes Casto odréza pri
vyucovani elementarnej (stredoskolskej) algebry.

Pod stcasnou algebrou chapeme najma nauku o algebraickych struktirach, ndu-
ku o polynémoch a algebraickych rovniciach a linedrnu algebru. Pritom sa polynémy,Jj
algebraické rovnice i linedrna algebra niekedy chapu ako sucast’ Siroko ponimane;j
nauky o algebraickych struktirach.

Cielom tychto skript je vylozit’ pristupnym sposobom pre Studentov ucitel'ského
studia (kombindcii s matematikou) zakladné poznatky o najznamejsich algebraickychljj
struktirach — grupach, okruhoch, oboroch integrity, telesach a poliach. V II. a III.
dieli skript planujeme vyklad zdkladnych poznatkov o polynémoch a algebraickych
rovniciach resp. zaklady linedrnej algebry.

I. diel sme rozclenili na 15 kapitol. Uvodn4 kapitola, v ktorej sa zaoberame
zvySkovymi triedami celych ¢isel, je akysi jednotiaci prvok pre cely nas vyklad
a v d’alsich kapitolach sa k zvyskovym triedam celych ¢isel casto vraciame. Nasle-
duje osem kapitol venovanych zakladnym poznatkom o grupach. V deviatej kapitole
uvadzame klasifikaciu vSetkych konec¢nych grip do rddu 15. Nasleduje pat’ kapitol
o okruhoch, oboroch integrity, telesich a poliach a zaveretna patnasta kapitola je
venovand ekvivalentnym a dosledkovym tpravam pri rieSeni algebraickych rovnic
nad obormi integrity.

Usilovali sme sa dodrzat’ prehl'adni struktiru skript. Polozky ako definicie, lemy,
vety, dosledky a priklady su c¢islované sposobom z.y, kde x je ¢islo kapitoly a y je
poradové ¢islo polozky v kapitole . Takto napriklad pri odvolani sa na definiciu
12.8 (teleso, pole) je mozné rychlo vyhl'adat’ pozadovant definiciu ako polozku ¢. 8
v kapitole 12. Definicie pojmov, ktoré nie si v tomto texte uvedené, mozno ndjst’
v [6].

Ciselné obory prirodzenyrch, celych, raciondlnych, redlnych a komplexnych éisel
oznacujeme v tomto texte symbolmi N, Z, Q. R, resp. C. Ak mame na mysli len
podmnozinu kladnych resp. zapornych c¢isel daného ¢iselného oboru, pridavame
hore symbol + resp. —. Napriklad N oznac¢uje mnozinu vsetkych kladnych
prirodzenych ¢isel, Z~ oznacuje mnozinu vSetkych zapornych celych cisel, a pod.
Dalej symbolom D(k,[) oznacujeme najvicsi spoloény delitel’ a symbolom n(k, 1)
najmensi spoloény nasobok prirodzenych ¢isel k,l. Symbol P(X) pouzivame na
oznalenie potenc¢nej mnoziny (mnoziny vsetkych podmnozin) mnoziny X a sym-
bolom idx oznacujeme identické zobrazenie na mnozine X. Skladanie zobrazeni
robime tak ako v [6] a nie ako napr. v [5].

Dakujeme recenzentom RNDr. P. Hrnéiarovi, CSc. a Doc. RNDr.
D. Palumbinymu, CSc. =za starostlivé precitanie rukopisu tohto textu a ich
cenné podnety. Uvitame i podnety z radov citatelov, ktoré mozno posielat’ napr.
e-mailom na adresu haviar@bb.sanet.sk alebo klenovca@pdf.umb.sk.

V Banskej Bystrici, 20 aprila 1998
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1. Zvyskové triedy celych cisel

Vieme, Ze goniometricks funkcia sinus je periodicks a to s periédou 360°. Zna-
men to, ze napr. uhly 30°,30° 4+ 360°,...,30° + k- 360°,..., k € N sa v istom
zmysle ,rovnaju“, presnejsie tomu hovorime, ze si kongruentné podl'a modulu 360.
Podobne je to pri ur¢ovani hodin (s periédou 12 hodin alebo 24 hodin) pripadne
dni (napriklad s periédou 7 dni). Kongruenciami celych ¢isel sa budeme teraz
podrobnejsie zaoberat’.

1.1 DEFINicIA. Nech a,b,m € Z, m > 1. Budeme hovorit’, Ze ¢islo a je kongru-
entné s ¢islom b podla modulu m (alebo modulo m), ak m | a — .

Ak a je kongruentné s b podla modulu m, tak piSeme a = b (mod m) alebo
skratene a =,,, b.

Ak m t a—b, tak hovorime, Ze a nie je kongruentné s b podl'a modulu m a piseme
aZ#b (mod m).

1.2 VETA. Nech m € Z, m > 1. Potom pre kazZdé a, b, c € Z plati
a) a=a (modm),

b) aka=0b (modm), tak b=a (mod m),

¢) aka=b (modm)ab=c (modm), tak a =c (mod m).

DOKAz. Dokazy tychto tvrdeni vyplyvaji z vlastnost{ delitenosti. Na ukdzku
uvedieme dokaz Casti c).

Nech a = b (mod m) a b = ¢ (mod m). Potom m | a —bam | b— ¢, z ¢Coho
vyplyva, ze m | (a —b) + (b —¢), t.j. m | a — ¢ ¢o znamend, ze a = ¢ (mod m). O

Vlastnosti a), b), ¢) z predchddzajicej vety vlastne hovoria, ze bindrna reldcia
= (podl'a modulu m) je na mnozine Z reldciou ekvivalencie. Vytvara teda rozklad
mnoziny Z. Nasledujica veta ukazuje, ktoré celé ¢isla patria do jednej triedy tohto
rozkladu.

1.3 VETA. Dwve celé ¢isla a, b su kongruentné podl'a modulu m vtedy a len vtedy,
ked’ pri delent cislom m maji rovnaky zvysok.

DOKAzZ. Nech a = b (mod m). Potom m | a — b, teda existuje k € Z také, ze
a—b=m-k,tj. a=b+m-k. Nech pri deleni ¢isla b ¢islom m je zvysSok r, t.j.

b=m-q-+r, 0<r<m.
Potom
a=b+m-k=m-q+r+m-k=m-(¢g+k)+r, 0<r<m,

To znamend, Zze aj pri deleni ¢isla a ¢islom m je ten isty zvysSok r.
Obratene, nech pri deleni ¢isel a, b ¢islom m je zvySok r, t.j.

a=m-q+7r, b=m-qgu+7r, 0<r<m.

Potom a —b=m - (q1 — ¢2), teda m | a — b, ¢o znamen4d, ze a = b (mod m). O

Nech m € Z, m > 1. Ozna¢me a,, = {z € Z; z = a (mod m)}. Mnozinu a,,
(niekedy, najma pri rieSeni dloh, ju budeme oznacovat’ @) budeme volat’ zvyskovd
trieda (podl'a modulu m) a ¢islo a budeme volat’ reprezentant (zvyskovej triedy a,,).
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Z vety 1.3 vyplyva, ze do zvyskovej triedy a,, budu patrit’ vSetky celé ¢isla, ktoré
pri deleni ¢islom m maju taky isty zvysok ako ¢islo a, t.j.

=b (modm) <= amy="0bn

Kongruencia podla modulu m teda vytvara rozklad mnoziny celych cisel na m
zvyskovych tried 0,,,1,,,...,(m — 1),,. Systém zvySkovych tried, ktory vytvori
kongruencia podl'a modulu m budeme oznacovat’ Z/ =,,, alebo Z,,

1.4 PrRIKLAD. Ak m = 4, tak mozné zvysky si 0, 1, 2, 3 a
{...,—8,-4,0,4,8,. }— = -8=-4=0=4=8=...,
{...,—7,—3,1,5,9,...}:---:—_7:—_:T:5:§: ,
{...,-6,-2,2,6,10,...} =+ =-2=2=6=10=...,

{.. -5,-1,3,7,11,...} =+ =-5=-1=3=7=11=.

Prlslusny rozklad mnoziny celych ¢isel je teda systém Z, = {0, j},

Nasledujuce tvrdenie a jeho dosledok ukazujui, ze niektoré vlastnosti rovnosti
celych cisel a kongruencie celych ¢isel su rovnaké.

1.5 VETA. Nech a,b,c,d,m € Z, m > 1. Ak a=b (mod m) a ¢ =d (mod m),
tak

(1) a+c=b+d (mod m),
(2) a-c=b-d (mod m).
DOkAZ. Nech a =b (mod m) a ¢ =d (mod m). Potomm |a—bam|c—d,
z ¢oho vyplyva
m|(a—b)+(c—d), teda a+c=b+d (modm)

a tiez
m|(a—>b)-d+(c—d)-a, teda a-c=b-d (modm).
0J
1.6 DOSLEDOK. Nech a =b (mod m), ¢ € Z, n € N. Potom
(3) a+c=b+c (mod m),
(4) a-c=b-c (mod m),
(5) a” =b" (mod m).

DOKAZ. Pre kazdé celé ¢islo ¢ je ¢ = ¢ (mod m) (lebo reldcia = je na mnozine
Z reflexivna). Vztah (3) potom vyplyva z (1) a vzt'ah (4) vyplyva z (2).

Vzt'ah (5) dokdzeme matematickou indukciou.

a) Pre n = 0 dany vzt'ah zrejme plati (lebo a® =1, =1a 1 =1 (mod m)).

b) Ukazeme d’alej, ze ak vzt'ah (5) plati pre k (k € N), tak plati aj pre k+1. Ak
a*® = b* (mod m) (¢o je indukény predpoklad), tak z (2) vyplyva, ze a* -a = b* - b
(mod m), t.j. a1 = b1 (mod m).

Vzt'ah (5) teda plati pre kazdé n € N. O

Pravidla pre pocitanie s kongruenciami mozeme vyuzit’ napriklad aj pri urcovani
zvyskov pri deleni ,velkych® ¢isel a pri niektorych tvrdeniach ich mozeme pouzit’
namiesto dokazu matematickou indukciou.

Pri rieSeni tloh budeme kongruencie ¢asto zapisovat’ do ret’azca (podobne ako
rovnosti) a prislusny modul zapiSeme az na koniec.
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1.7 PRIKLAD. Uréte zvySok pri delenf &isla 255 - 302 + 1117 &islom 4.

RIESENIE. Pretoze 255 = 3 (mod 4) a 302 = 2 (mod 4), tak (podla (2)) 255 -
302 = 3-2 (mod 4), z ¢oho na zdklade tranzitivnosti (lebo 3-2 =6 = 2 (mod 4))
dostdvame 255 - 302 = 2 (mod 4).

Dalej, 117 = 317 (mod 4) (podla (5)) a 317 = 328+ =3.98 =3 (mod 4) (lebo
9% =18 (mod 4)), teda 117 = 3 (mod 4).

Nakoniec (podla (1)), 255-:302+11'7 = 243 (mod 4) a pretoze 2+3 = 1 (mod 4),
tak 255 - 302 + 1117 = 1 (mod 4) ¢o znamend, 7e zvysok &isla 255 - 302 + 1117 pri
deleni ¢islom 4 je 1.

Ako sme uz spomenuli, celé rieSenie mozeme zapisat’ stru¢ne pomocou ret’azca
kongruencii takto:

255-302+1117"=3.243"=6+328%"1=24+3.9¥=2+3.18=1 (mod 4).

1.8 PRIKLAD. Dokazte, ze pre kazdé n € N7T plati: ¢islo 13 delf 37+ + 4271,

RIESENIE. Stacf ukdzat’, ze 3"+! +42"~1 = ( (mod 13). Postupnymi tipravami
s vyuzitim vlastnosti kongruencie dostavame:
gn+1 + 42n—1 = gn—1+2 + 42(n—1)—|—1 =9.3n1 +4. 16"—1 =g9.3n"1 +4. 3n—1 =
13-3""1=0-3""1 =0 (mod 13).

1.9 PrIKLAD. Dokéite, Ze pre kazdé n € NT plati: ¢islo 13 nedeli 3" — 2.

RIESENIE. Pretoze 32 = 1 (mod 13), je vhodné osobitne vysetrit’ pripady ked’
n je delitelné ¢islom 3 (t.j. m = 3k), ked’ pri deleni ¢isla n tromi je zvysok 1 (t.j.
n = 3k + 1) a ked’ pri deleni ¢isla n tromi je zvysok 2 (t.j. n =3k + 2):

1. Ak n =3k, tak 3" —2=3%* —2=1F - 2= -1 =12 (mod 13).

2. Akn=3k+1,tak 3" —2=3%+1 —2=3.1"-2=1 (mod 13).

3. Ak n =3k +2,tak 3" —2=3%2_2=9.1" —2 =7 (mod 13).

Pri deleni 3" — 2 ¢islom 13 st teda mozné len zvysky 12, 1, 7, ¢o znamena, ze
1343" — 2.

Urobte dokazy tvrdeni z prikladov 1.8 a 1.9 matematickou indukciou a porov-
najte obtiaznost’ rieSeni. Pokuste sa vytvorit’ analogické tlohy k predchadzajicim
prikladom.

Vsimnime si dalej, ze zakon kratenia nenulovym ¢islom pre nasobenie pri kon-
gruencidch (na rozdiel od rovnosti) neplati. Napriklad 2-8 = 2-1 (mod 14), ale
8 # 1 (mod 14). Ak vsak ¢islo, ktorym kratime a modul s nesidelitelné ¢isla, tak
kratenie je mozné.

1.10 VETA. Nech a,b,ec,me Z,m > 1. Aka-c=b-c (mod m) a D(m,c) =1,
tak a = b (mod m).

DOkAZ. Nech a-¢c=b-c¢ (mod m) a D(m,c) =1. Potom m | a-c—b-c, t.]
m | (a — b) - ¢, z ¢oho vyplyva, ze m | a — b, teda a = b (mod m). O

Na systéme zvyskovych tried Z,, mézeme definovat’ (vzhladom na vetu 1.5)
operaciu scitania @ a operaciu nasobenia © takto:

Ay, ® by, = (@ + b) A, © by, = (@ b)p, .

Sucet (suc¢in) dvoch tried teda ndjdeme tak, ze vyberieme (l'ubovolnych) reprezen-Jj
tantov prislusnych tried a ndjdeme zvyskovi triedu do ktorej patri sicet (sicin)
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tychto reprezentantov. Z vety 1.5 vyplyva, ze operacie &, ® su korektne definované,
t.j., ze dostavame ten isty vysledok bez ohl'adu na vyber reprezentantov.

Vlastnosti operacii séitania a nasobenia na mnozine zvyskovych tried Z,, si
uvedené v nasledujicej vete.

1.11 VETA. Nech @& a ® su operdcie s¢itania a nasobenia na systéme zvyskovych
tried Z,,. Potom

a) obidve operdcie si komutativne a asociativne,

b) v Z,, existuje nulovy prvok (t.j. neutrdlny prvok operdcie ®) a jednotkovy
prvok (t.j. neutrdlny prvok operdcie ®),

c) ku kazdému prvku zo Z,, existuje opacnij prvok (t.j. inverzny prvok vzhladom
na operdciu @),

d) operdcia © je distributivna vzhl'adom na operdciu @.

DOKAz. Uvedieme dokaz asociativnosti operdcie @®. Nech a,,, b, ¢n € Zo.
Potom

Am B (b, B em) =am B0+ C)m=(a+ (b+¢)m =
:((a+b)+c)m:(a+b)m®cm:(am@bm)@cma

¢o znamend, ze operacia @ (na Z,,) je asociativna. [

Aj dokazy ostatnych vlastnosti operacii &, ® su jednoduché, vyuzivaja sa pri
nich vlastnosti operacii s¢itania a nasobenia celych ¢isel a ¢itatel si ich moze urobit’
ako cvicenie (cvicenie 6).

Cvicenia
1. Nech a = 352 - 71 + 552 - 86 + 15 - 39. Uréte

a) paritu ¢isla a;

b) posledni ¢islicu ¢isla a;

c) zvySok po deleni ¢isla a ¢éislom 7.

2. Dokéite ze:
a) ¢islo 270 + 370 je delitelné éislom 13;
b) & slo 2325 + 2523 je delitel'né ¢islom 48.
3. Dokdazte, 7e pre kazdé n € N je ¢islo 6" 1! + 13 - 52" ndsobkom é&fsla 19.
4. Dokézte, ze pre kazdé n € N plati: éislo 7 nedeli 3" + 53n+4,
5. Dokazte, ze pre kazdé n € N7T plati: éislo 31 deli 51 + 6271,
6. Podrobne dokézte vetu 1.11.

7. Urcte nulovy prvok, jednotkovy prvok a zistite ku ktorym prvkom existuja
inverzné prvky vzhladom na operacie &, © v
a) Zg, b)Zs, ) Zu, d) Zir.



2. Zakladné poznatky o grupoidoch

Predmetom algebry bolo povodne skiimanie problémov suvisiacich s rieSenim
(algebraickych) rovnic. Vieme, Ze rovnica (napriklad s jednou nezndmou z) je isty
typ vyrokovej formy V(z), ktord ma tvar L(x) = P(x), kde L(z), P(z) su vyrazy
(termy) s premennou z, pricom najviac jeden je konstantou. Pod riesenim rovnice
V(x) rozumieme urcenie vsetkych jej korenov (t.j. urcenie jej oboru pravdivosti
P) bud’ vymenovanim prvkov alebo pomocou mnozinovych operacii s intervalmi,
resp. koneénymi mnozinami. Ak je defini¢ny obor rovnice (vyrokovej formy V(z))
konetna mnozina A, je mozné vyriesit’ ju tak, ze pre kazdy prvok a € A sa overi, ¢i
je V(a) pravdivy vyrok. Obor pravdivosti P potom uréime vymenovanim prvkov.
Tento sposob rieSenia nazveme dosadzovacia metoda.

2.1 PRIKLAD. V Zjq rieste rovnicu: a)4@x =2, b)4d0x =2.

RIESENIE. a) Dosadzovacou metédou zistime, ze koreiom danej rovnice je prvok
(trieda) 8. K tomuto vysledku mozeme dospiet’ aj takym sposobom, 7e k obidvom
strandm rovnice pripo¢itame prvok 6 a postupne dostdvame:

60(Ad02)=602, (6dD4)Pxr=8 0dxr=8 z=238

b) Dosadzovacou metdédou zistime, Ze korefimi st prvky 3 a 8. V tomto pripade
analogicky postup (dpravy) ako v Casti a) nemo6zeme pouzit’ (preco?).

To, ¢i dand rovnica ma rieSenie, kol’ko méa rieSeni a ¢i existuje nejaky postup
(napr. ekvivalentné upravy), pomocou ktorého dané korene najdeme, zavisi ako od
mnoziny, v ktorej rovnicu rieSime tak aj od vlastnosti operacii, ktoré sa v zapise
rovnice nachadzaju.

Aj to je jeden z dovodov, preco sa skimaju (Studuji) mnoziny spolu s operaciami.

Ak mnozina A je neprazdna a x1,. .., %, su (bindrne) operécie na A, tak uspori-
adand (n+1)-ticu (A, #1, ..., *,) nazyvame (bindrnou) algebrou (alebo algebraickou
Struktirou). Mnozinu A nazyvame nosicom danej algebry. O operacidch *q,..., x,
hovorime, ze si operaciami danej algebry.

V tejto casti sa budeme zaoberat’ algebrami s jednou operaciou.

2.2 DEFINICIA. Algebru (A, x) s jednou bindrnou operéciou nazyvame grupoid.

Ak operacia * je komutativna (asociativna), tak hovorime, ze grupoid (A, x*)
je komutativny (asociativny). Neutrdlny prvok operacie x (ak existuje) volame
neutralny prvok grupoidu (A, x). Ak (A, x*) je grupoid, tak niekedy hovorime, ze A
(spolu) s operéaciou * je grupoid. Casto namiesto (A, %) piseme len A a hovorfme o
grupoide A.

2.3 PRIKLAD. Algebry (N,+), (P(4),N), (Z7,+), (Z,-), (Zn,®), (Zn,®) st
grupoidy.

Z danych grupoidov mozeme zostrojit’ novy grupoid pomocou tzv. priameho
sucinu.

Ak (G,o0) a (H,A) si grupoidy, tak na kartezidnskom stcine G x H mozeme
definovat’ operaciu * takto:

(1) (a,b) * (¢,d) = (aoc,bAd).



2.4 DEeFINICIA. Nech (G,0) a (H,A) st grupoidy. Grupoid (G x H, *), ktorého
operécia * je dand rovnost'ou (1), nazyvame priamy sti¢in grupoidu (G, o) a grupoidulj
(H,A) (v uvedenom poradi).

Vlastnosti priameho sic¢inu grupoidov zavisia v podstatnej miere od vlastnosti
grupoidov, z ktorych je skonstruovany.

2.5 VETA. Nech (G,o0) a (H,) si grupoidy a (G x H,x*) ich priamy sucin.
Potom

a) ak operdcie o, \ su komutativne (asociativne), tak aj operdcia * je komu-
tativna (asociativna),

b) ak ey je neutrdlny prvok grupoidu G a ez neutrdlny prvok grupoidu H, tak
(e1,e2) je neutrdlny prvok grupoidu G x H,

c) ak k proku a € G existuje inverzng prvok b € G (vzhladom na operdciu o) a
ak k prvku ¢ € H existuje inverzny prvok d € H (vzhladom na operdciu A), tak
prvok (b,d) € G x H je inverzny k proku (a,c) € G x H (vzhladom na operdciu *).

Dékaz tohto tvrdenia je jednoduchy, podrobne si ho zapiste (cvicenie 1).

2.6 PRIKLAD. Dané st grupoidy (P({1}),N) a (Z3,®). Ich priamym stéinom
je grupoid, ktorého nosi¢om je mnozina {(0,0), (0,1), ({1},0),({1},1)} a operdcia
* je dand rovnostou: (X,z)* (Y,y) = (X NY,z @ y). Operacia * je komutativna
a asociativna, jej neutrdlnym prvkom je ({1},0). NapiSte operaéni tabulku operé-
cie x.

Definiciu a vlastnosti priameho sic¢inu grupoidov je mozné zovSeobecnit’ pre
I'ubovolny poéet gropoidov. N4jdite napriklad priamy siéin grupoidov (Z,®),
(PU1}),V), (Zs,0).

Ak (G, %) je grupoid a A, B neprazdne podmnoziny mnoziny G, tak mnozinu
{zxy |z € A & y € B} budeme oznacovat’ Ax B. V pripade, ze jedna z mnozin je
jednoprvkova, napr. A = {a}, tak namiesto {a} * B piSeme a x B. VSimnime si, ze
napr. mnozina 3-N = {3-z | z € N} (t.j. mnozina vSetkych prirodzenych nasobkov
¢isla 3) je spolu s operédciou obvyklého séitania grupoidom (lebo ak a, b € 3- N, t.j.
a=3k,b=3l,kl e N,takaja+b=3k+1)€3-N). Pretoze 3- N C N, je
grupoid (3 - N, +) v istom zmysle ,castou“ grupoidu (N, +).

2.7 DEFINicIA. Nech (A, *) je grupoid. Ak neprdzdna podmnozina B mnoziny
A spolu so zuzenim operacie * na mnozinu B je grupoidom, t.j. ak plati

Va,be B; axbe B

tak hovorime, ze (B, *) (alebo stru¢ne B) je podgrupoid grupoidu (A4, ).

V predchadzajicej definicii sme operaciu na A aj jej zizenie na B oznacili rov-
nako, tak ako sa to obvykle v matematike robi.

Ak nejaka vlastnost’ plati pre vSetky prvky nejakej mnoziny, tak zrejme plati aj
pre vSetky prvky jej 'ubovolnej podmnoziny. Z toho a z definicii komutativnosti,
asociativnosti a neutralneho prvku bezprostredne vyplyva nasledujice tvrdenie.

2.8 VETA. Ak je grupoid komutativny (asociativny), tak je komutativny (aso-
ciativny) aj kazdy jeho podgrupoid. Ak grupoid md neutrdlny prvok, tak tento je
neutrdlnym prvkom kaZdého jeho podgrupoidu, ktory ho obsahuje.
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2.9 LEMA. Nech (A, *) je grupoid a nech {(Bj,*) | j € J} je systém jeho pod-
grupoidov. Ak B = ﬂ B; # 0, tak aj (B, *) je podgrupoid grupoidu (A, x).
jed
DOKAZ. Nech a,b € B = ()| B;. Potom pre kazdé j € J je a,b € B; a teda aj
JjeJ
a*b € Bj, o znamend, ze axbc B. [
Neprazdny prienik 'ubovol'ného systému podgrupoidov je teda opat’ podgrupoid.
Ak (A, *) je grupoid a neprazdna podmnozina M C A netvori jeho podgrupoid,
t.j existuju prvky a, b € M, ze a*xb ¢ M, bude nas zaujimat’ najmensi podgrupoid
grupoidu A obsahujici mnozinu M.
2.10 VETA. Nech (A, %) je grupoid a nech M je neprdzdna podmnoZzina mnoziny
A. Potom existuje prdve jeden podgrupoid [M] grupoidu (A,x), o ktorom plati
a) M C [M],
b) ak H je lubovol'ny podgrupoid grupoidu A, ktory obsahuje mnozinu M, tak
[M] C H.
Ezistuje teda prdve jeden najmensi podgrupoid grupoidu A obsahujici mnoZinu M
(vzhladom na usporiadanie mnoziny P(A) inkliziou).
DOKAzZ. Nech {(Bj,*) | j € J} je systém vsetkych podgrupoidov grupoidu
(A, ), ktoré obsahuju mnozinu M. Z lemy 2.9 vyplyva, ze B = ﬂ Bj je pod-

jedJ
grupoid grupoidu A, pricom M C B (lebo M C Bj; pre kazdé j € J). Ukézeme,
ze B = [M]. Vieme uz, ze podmienka a) je splnena. Overime aj splnenie pod-

mienky b). Nech H je 'ubovolny podgrupoid grupoidu A obsahujici mnozinu M.
Potom existuje i € J, ze H = B; (lebo do systému {(B;,*) | j € J} patria vSetky
podgrupoidy grupoidu A obsahujice mnozinu M) a teda B = m B; C B, = H.
j€J
Treba este ukéazat’, ze podgrupoid [M] je urceny jednoznaéne.J Predpokladajme,
ze aj [M]’ je podgrupoid grupoidu A spliiajtici a) aj b). Potom [M] C [M]" (lebo
[M] spina podmienku b)) aj [M]’ C [M] (lebo aj [M]’ splia podmienku b)), teda
[M] = [M). O

2.11 DEFIN{CIA. Nech (A,x*) je grupoid a nech M je neprdzdna podmnozina
mnoziny A. Najmensi podgrupoid [M] grupoidu (A,x*) obsahujici mnozinu M
budeme nazyvat’ podgrupoid generovany mnozinou M.

V pripade, ze mnozina M je kone¢nd, napr. M = {ai,as,...,a,}, namiesto
oznacenia [{a1,as, ..., a,}] pouzivame oznacenie [a1, as,. .., Gy,].

2.12 PrRIKLAD. Dokdzte, ze nosi¢ podgrupoidu grupoidu (N, +), ktory je gen-
erovany prvkom 3 je mnozina 3- N1, t.j., ze [3] =3 - NT.

RIESENIE. a) Mnozina 3 - N tvor{ podgrupoid grupoidu (INV,+) a zrejme ob-
sahuje mnozinu {3} (lebo 3 = 3-1). Podgrupoid [3] je ale zo vSetkych podgrupoidov,
ktoré obsahuji mnozinu {3} najmens{ a tak [3] C3- N*.

b) Pretoze 3 € [3], tak aj 3+3 =2-3 € [3],aj 6+3 = 3-3 € [3], atd’, Cize
kazdy prvok mnoziny 3- N7 je aj prvkom mnoziny [3], o znamend, ze 3- N C [3]
(podrobny dokaz sa urobi matematickou indukciou; zapiSte ho).

Z a) a b) vyplyva, ze [3] =3 - NT.
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Délezitou algebraickou tpravou (ktord sa vyuziva napr. pri rieSeni rovnic) je
tzv. kratenie. Pre 'ubovolné redlne cisla a, b, c plati: ak a +b = a + ¢, tak b = c.
V Zi5 ale napriklad 3 ® 2 = 3 © 7, ale 2 # 7. Podobne, pre mnoziny A = {1, 2},
B ={1,3}, C ={1,4} plati,ze AnB=ANC, ale B # C.

2.13 DEFINICIA. Nech (A4, x*) je grupoid. Ak pre 'ubovolné prvky a,b,c € A
plati

(2) axb=axc = b=c,
(3) bxa=cxa = b=c,

hovorime, ze v grupoide (A, %) platia zékony o krateni.

Ak plati (2) hovorime, ze plati lavy zdkon o krateni, ak plati (3) hovorime, ze
plati pravy zdkon o krateni.

Ak je operacia grupoidu dana operac¢nou tabulkou a ak plati l'avy zakon o krateni,
tak sa zrejme v ziadnom riadku pola tabulky vyskyt ziadneho prvku nezopakuje a
ak plati pravy zakon o krateni tak plati analogické tvrdenie pre stipce.

Operacia grupoidu A musi spiﬁat’ len poziadavku, aby bola definovand pre kazdu
dvojicu prvkov z A. Ak mé operacia grupoidu aj niektoré d’alsie vlastnosti (napr.
asociativnost’, existencia neutralneho prvku, atd.) dostdvame Specidlnejsie Struk-
tury, s ktorymi sa v algebre casto pracuje.

2.14 DEFINiCcIA. Grupoid, ktorého operécia je asociativna, nazyvame pologrupa.|]
Ak ma naviac pologrupa neutralny prvok, nazyvame ju monoid.

2.15 PRIKLAD. Nech M je neprazdna mnozina a nech MM je systém vsetkych
zobrazeni M — M. Ak f,g € MM, tak aj fog € MM, t.j. (MM, o) je grupoid.
Skladanie zobrazeni je asociativna operacia, preto grupoid (M*™ o) je pologrupou.
Naviac, pre l'ubovolné zobrazenie f € M™ a pre identické zobrazenie idy; plati
foidy = idy of = f, t.j. identické zobrazenie idy; € M™ je neutrdlny prvok
pologrupy (M™ o). Pologrupa (M o) je teda monoidom.

2.16 DEFINicIA. Monoid, v ktorom ku kazdému prvku existuje inverzny prvok
sa nazyva grupa.

Grupoid (G, *) je teda grupou, ak

1. Va,b,ceG; (axb)xc=ax*(bxc),
2. dee GVaeG; axe=ex*xa=a,
3. YVaeG3d €G; axd =d xa=e.

Ak operdcia x grupy (G, *) je komutativna hovorime, ze grupa G je komutativna
alebo Abelova.

POZNAMKA. Pretoze bindrna operdcia moze mat’ najviac jeden neutrdlny prvok
(pozri napr. vetu 12.1 v [6]) je neutrdlny prvok grupy urceny jednoznaéne a pretoze
operacia grupy je asociativna, existuje ku kazdému prvku grupy jediny inverzny
prvok (pozri vetu 12.2 v [6]).

2.17 PEI’KLAD. Grupami si napriklad nasledujice struktiary: (R,+), (Q,+),
E{Z’ +)7}(?na@), (R+7 ')7 (Q+7 ')7 (R \ {0}= ')7 (Q \ {0}7 ')7 ({15 _17ia _7:}5 ')7
—1,11,0).



Grupy sa v suvislosti s rieSenim algebraickych rovnic skiimali uz v 19. storoci.
V dalsich kapitoldch sa budeme skimaniu grip venovat’ podrobnejsie a systemat-
ickejsie, teraz uvedieme len niekol’ko najzakladnejsich pojmov a poznatkov.

Bijektivne zobrazenie mnoziny A na mnozinu A nazyvame transformdciou mno-
ziny A. Mnozinu vSetkych transformécii mnoziny A oznacujeme T'(A). Trans-
formaciu koneénej mnoziny nazyvame permutdcia. Transformdaciu (permutaciu)
{(1,a1),(2,a2),...,(n,a,)} konetnej mnoziny n = {1,2,...,n} zapisujeme takto:

12 ...n
a1 ag...an '

2.18 PRIKLAD. Suéin (zlozenie) dvoch transformécii mnoziny A je opat’ trans-
formacia mnoziny A, operécia skladania zobrazeni (a teda aj transformécii) je aso-
ciativna, identické zobrazenie id 4 je transforméacia mnoziny A a inverzné zobrazenie
k transformécii mnoziny A je opat’ transformécia mnoziny A. Z toho vyplyva, ze
(T'(A), o) je grupa; volame ju grupa vsetkych transformécii mnoziny A.

Grupa permutécii mnoziny n = {1,2,...,n} sa nazyva symetrickd grupa stupria
n a oznacuje sa S,. Pocet jej prvkovjen!=n-(n—-1)-(n—2)-...-2-1, lebo
pre vyber obrazu prvku 1 je n moznosti, pre vyber obrazu prvku 2 je potom uz len
(n — 1) moznosti, atd. NapiSte opera¢nu tabulku grupy Ss (cvicenie 7).

2.19 PRIKLAD. Symetricky rozdiel mnozin A je operdciou na systéme P(A)
vSetkych podmnozin mnoziny A. Tato operacia je asociativna a komutativna (pozri
napr. vetu 6.6 v [6]). Prazdna mnozina je neutrdlnym prvkom a ku kazdej mnozine
X € P(A) je inverznym prvkom t& istd mnozina X (X A X = (). To znamen4, ze
(P(A), A) je komutativna grupa. NapiSte operacni tabulku grupy (P({1,2}),A).

PozNAMKA. Vo vSeobecnych tivahdch oznacujeme Casto operdciu grupy multi-
plikativne ,-“ a od toho sa odvija aj ndzov a oznacenie inverzného prvku k prvku a
— prevrdteny prvok ,,a~!“ (neutralny prvok oznacujeme zvycajne pismenom e).

Pri komutativnych grupach sa operacia niekedy oznacuje aditivne ,,+*, neutralny
prvok sa nazyva nulovym prvkom (oznacenie ,0“) a inverzny prvok k a sa nazyva
opacénym prvkom (oznacenie ,—a“).

2.20 VETA. V kazdej grupe (G, ) platia zdkony o krdtend.

DOKAZ. Nech a,b,c € G anech a-b=a-c. K prvku a existuje inverzny prvok
a~t. Z rovnosti a -b = a - ¢ potom (po vynésobeni rovnosti prvkom a~! zlava)
postupne dostdvame: a=1-(a-b) =a"!-(a-¢), (a7t -a)-b=(a"t-a)-c,e-b=-c-c,

b = c. Analogicky sa ukaze platnost’ pravého zakona o krateni. [

2.21 VETA. Nech (G, ) je grupa. Potom pre lubovolné prvky a,b € G plati:
a) (@-b)"t=b"1.a"t,
b) (a=1)™1 =a.

DOKAzZ. a) Ukézeme, ze prvok b=!-a~! je inverznym prvkom k prvku a - b.
Pretoze (a-b)- (b1 -a ') =a-(b-b"')-a! =a-e-a”! =a-a! = e (a analogicky
sa ukaze, ze (b~1-a71)-(a-b) = e), tak prvok b=!-a~! je inverznym prvkom k prvku
a-b. Kedze inverzny prvok je v grupe uréeny jednoznacne, tak (a-b)~t =b"1.a71,

b) Pretoze a - a~! 1. a = e, tak prvok a je inverzny k prvku a~! a teda
(a)l=a 0O

= a
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2.22 DEFINicIA. Ak je podgrupoid grupy G grupou, nazyvame ho podgrupou
grupy G.

Trividlnymi podgrupami grupy G nazyvame jej podgrupy G a {e}, kde e je
neutralny prvok grupy G.

2.23 PRIKLAD. Grupa (Zg,®) mé, okrem trividlnych podgrip, len nasledovné
podgrupy: {0,3}, {0,2,4} (Presvedéte sa o tom podrobne pomocou opera¢nej
tabulky).

Nasledujuca veta je kritériom (obsahuje nutni a postac¢ujicu podmienku), kedy
je podmnozina grupy jej podgrupou.

2.24 VETA. Nech H je neprdzdna podmnozina grupy G. H je podgrupou grupy
G prdve vtedy, ked’ plati:

(4) Ya,be H; a-b~' € H.

DOKAz. Ak H je podgrupou grupy G, tak podmienka (4) zrejme plati. Obratene,|]
nech plati podmienka (4). Pretoze mnozina H je neprazdna, patri do nej aspon
jeden prvok a. Potom ale do H patri aj prvok a - a=' = e. Pre kazdy prvok
b € H patri do H aj prvok (vieme uz, ze e € H) e- b~ = b~!. Teraz uz staci
ukézat’ (vzhladom na vetu 2.8), ze H je podgrupoid grupy G. Ak a,b € H, tak aj
a,b-le Hatedaa-(b"})1=a-beH. O

2.25 PRIKLAD. Ukézte, Ze mnozina 5-Z = {5 -x | z € Z} je podgrupou grupy
(Z,+).

RIESENIE. Ak a,b € 5-Z, tak a = bz, b = by, z,y € Z. Potom a + (—b) =
5+ (=by)=5(x—y)€b-Z,leboxr—y € Z.

2.26 VETA. Nech (G,-) je grupa a nech {H; | j € J} je systém jej podgrip. Ak
H = ﬂ H;, tak (H,-) je podgrupa grupy (G,-).
JjeJ

DOKAZ. Pretoze pre kazdé j € J je e € Hj, tak m H; # (. Nech a,b € m H;.
Jjed JjeJ
Potom pre kazdé j € J je a,b € H;, teda (lebo H; je grupa) a-b~! € H; z ¢oho
vyplyva, ze a - b~ € ﬂ H;. To znamena, Ze ﬂ Hj je nosi¢ podgrupy. U
Jjed JjeJ

Analogicky, ako je pre grupoidy zavedeny pojem podgrupoidu generovaného
mnozinou, je mozné zaviest' aj pojem podgrupy generovanej danou mnozinou.
Pouzivame aj analogické nézvy a oznacenia.

2.27 PRIKLAD. Dokézte, ze nosi¢ podgrupy grupy (Z,+), ktord je generovana
mnozinou {10, 15} je mnozina 5Z = {bn | n € Z} (t.j., ze [10,15] = 5Z).

RIESENIE. a) Mnozina 57 je podgrupa grupy (Z, +) (pozri priklad 2.25). Zrejme
{10,15} C 5Z a pretoze podgrupa [10,15] je zo vSetkych podgrip, ktoré obsahuju
prvky 10, 15 najmensia (vzhl'adom na inkliziu), tak [10,15] C 5Z.

b) Zrejme 0,5,—5 € [10,15] lebo [10,15] je grupa a 0 = 10 + (—10), 5 = 15 +
(—10), =5 = —15+10. Nech z € 5Z. Potom = = 5n, n € Z.

1. Ak n =0, tak z = 0 € [10, 15].
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2. Akn >0, tak x =5+ 54 ---+5 (n-krat) a pretoze 5 € [10,15], tak aj
x € [10,15].

3. Ak n<0,tak x =5n=(=5)-(—n) = (=5)+ (=5) +--- + (=5H)
(—n-krdt, —n € Z1) a pretoze —5 € [10,15], tak aj = € [10, 15].

Teda aj 57 C [10, 15], ¢o spolu s ¢ast'ou a) znamend, ze [10,15] = 5Z.

Vieme uz, Ze pri rieSeni rovnic s pouzitim istych dprav musime byt’ opatrni. Ani
,vynasobenie“ obidvoch stran rovnice tym istym prvkom nemusi byt’ ekvivalentnou
dpravou. Napriklad v Zg mé rovnica 5 ® 2 = 3 jediny koren 7, ale po vynasobeni
obidvoch stran prvkom 2 dostdvame rovnicu 2 ® x = 6, ktorej korefiom je okrem
prvku 7 aj prvok 3. V tomto pripade (pretoze v monoide (Zg,®) neplati zdkon
o krateni) horeuvedené rovnice nie su ekvivalentné (t.j nemaji rovnakd mnozinu
rieseni).

2.28 VETA. V grupe (G,-) md kazdd rovnica a-x =b, y-a =0, kde a,b € G a
x,y su mezndme, jediné rieSenie (t.j. pre kazdé dva prvky a,b € G existuje jediny
prvok xog € G a jeding prvok yo € G, Ze a-x9=0b, yo-a =0>).

DOKAZ. Zrejme prvok a~! - b je rieSenim rovnice a - * = b. Predpokladajme,
7€ X1 aj To su rieSenia rovnice a-x = b. Potom a-x1 = b aj a-xy = b, z ¢oho
dostavame a-x1 = a-x2 a po krateni x; = 5. Existencia jediného rieSenia rovnice
y - a = b sa ukaze analogicky. [J

Ak grupa (G, -) je komutativna, tak samozrejme obidve rovnice z predchddzajice;j
vety maju to isté riesenie (si ekvivalentné).

2.29 PRIKLAD. V Sg rieste rovnice

(a) 1 2 3 4 5 6 o X — 1 2 3 4 5 6
5 1 4 6 2 3 ~\6 3 1 5 2 4)’
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
(b) YO(514623>(631524>'
RIESENIE. Inverznou permutiaciou k permutacii <;fig;g) je permutacia

123456
256314

(a) je permutécia
12345 6y (12345 6)\_(12345°6
2 5 6 3 1 4 6 3 15 2 4) \46 2 15 3
a rieSenim rovnice (b) je permutdcia
123456y (12345 6)\_ (123456
6 3 1 5 2 4 256 314/ \3 2 416 5)/)°

V obidvoch pripadoch urobte skusku.

). 7 dokazu predchadzajicej vety potom vyplyva, Ze rieSenim rovnice

Cvicenia

1. Podrobne dokazte vetu 2.5.
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2. Dané su grupoidy (Zs,+), (P({a}),Nn), . Néjdite grupoid, ktory je ich
priamym si¢inom a urcte jeho vlastnosti.

3. Na mnozine N je dand operacia & takto:
an...alag@bm...blbo:an+~--+a1—|—a0—|—bm—|—---—|—b1+b0

(t.j. suctom dvoch &isel je obvykly sicet ich cifernych suctov). Zistite, ¢i v grupoide
(N, @) platia zdkony o kréteni a uréte nosi¢ podgrupoidu generovaného mnozinou
a) {9}, b) {3}, ¢) {1,2,...,10}.

4. Na mnozine () je dana operacia * takto:

a*b:ab—§a—§b+E.
2 2 4

Zistite, ¢i grupoid (@, %) je grupou.

5. Nech A = {1,2}. Napiste operacnii tabulku operacie grupoidu (A44,0) a
urcte jeho vlastnosti.

6. Nech K3 je mnozina vSetkych tretich (komplexnych) odmocnin z ¢isla 1, t.j.

Ks = {1, _H;'\/g, _1_2“/§}. Ukézte, ze (K3,-) je grupa.

7. NapiSte operac¢nu tabulku symetrickej grupy stupna 3.
8. Na mnozine Z x (Z \ {0}) je danad operdcia @ takto: (a,b) @ (¢,d) =
(ad + be, bd). Zistite, ¢i (Z x (Z \ {0}, ®) je grupa.
9. Na mnozine R\ {0,1} definujeme funkcie takto:
file) =z, fox) = 1, fa(x) =1 —a, fa(z) = 25, fs(x) = 22, fo(z) = .
a) Napiste tabulku pre operdciu o na mnozine G = { f1, f2, f3, fa, f5, f6 }-
b) Ukézte, ze (G, o) je grupa.
10. Na mnozine Mj 2(C') v8etkych matic typu 2 x 2 nad C (t.j. na mnozine
M;5(C) = {(ZZ) | a,b,c,d € C’}) je dané scitanie takto: (“ b) + (0%) =

cd w t
a+u b+v
ct+w d+t

plexnych) $tvorcovych matic typu 2 x 2.

). Ukézte, ze (M22(C),®) je grupa; volame ju aditivna grupa (kom-

11. Nech (M3 2(C),+) je aditivna grupa matic typu 2 x 2. Zistite, ¢i nasledujice
podmnoziny mnoziny M; 2(C') st nosi¢e podgrip grupy (Mz2(C),+).

a){(_% 2>|a,beR}, b){<g 2>]a,b,ceR},
c){(‘f g)]a,b,ceR}, d){(CCL 3)\&6[—1)6740}.

12. Na mnozine M 2(C) v8etkych matic typu 2 x 2 nad C je dané nésobenie

. ab u vy [ autbw av+bt
takto: <c d) ’ (w t) - (cu+dw cv—|—dt>' Nech

M*:{(Zg) la,b,c,d € C, ad—bc;«éo}

Ukézte, ze (M™*, -) je grupa; voldme ju multiplikativna grupa (komplexnych) reguldrnychij
matic typu 2 x 2.
13. Nech (M*,-) je multiplikativna grupa reguldrnych matic typu 2 x 2. Zistite,
¢i nasledujiice mnoziny si nosi¢e podgrip grupy (M*,-).
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a) {(_% 3) | a,b e R,a#O\/b;«éO}, b) {(‘é 3) | ad — be = 1},
) {(% 8) |a,b,c€R7b7é0/\C7E0},
14. Na systéme vsetkych redlnych funkciif R? definujeme séitanie takto: f@®g =
h ak f(x)+ g(x) = h(x) pre kazdé ¢islo = € R.
a) Ukézte, ze (R®,®) je Abelova grupa
b) Zistite, ¢ H je jej podgrupa v nasledujicich pripadoch
H={feR"|f(1)=0}
H = {f € R | f je rastiical,
H = {f € R®| f je parna}.
15. Uréte podgrupu grupy (Z12,®), generovani mnozinou
a) {9} b) {6}, ¢){6,9} d){2,9} e) {11}, f){4,6,8}.
16. Urcte podgrupu grupy (Z,+), generovani mnozinou
a) {8,10,12}, b) {7,8}, c) {-1}, d) N, e) {30,33,42,45}, f) {0}.
17. Uréte podgrupu grupy (@ \ {0}, ) generovani mnozinou
a) {2}, b) N.

18. Urcte podgrupu grupy (S3,0), generovani mnozinou

2 {GaD)) ow {GE2) ()}

19. Urcte podgrupu multiplikativnej grupy regularnych matic typu 2 x 2, gen-
erovani mnozinou

-1 1
5 {(7o DE 0w {0 o))
20. V Z75 rieste rovnicu
a)52@®xr =43, b) 18 @x =54, ¢) 350G x = 16.
21. Rovnicu 6-x@®5 =3 rieste a) v Z1o, b) v Z41.
22. V P({1,2,3,4,5,6,7,8}) rieSte rovnicu
a) {1,3,4,7,8Y N X = {3,7,8}, b){2,5,6,7} A X ={1,3,5,7,8}
¢) {1,2,3,4Y U X = {1,2,3,4,8).

23. V mnozine M vsetkych stvorcovych matic typu 2 x 2 nad C' rieSte rovnicu

I N R )]
) B Y-
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24. V S rieste rovnice
12345 12345 12345 12345
@] = (@) — .
a) (35421) X (45312)’ b) Y (35421) (45312)
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3. Izomorfizmus grupoidov

Pri rieseni konstrukénych 1loh v geometrii je po diskusii casta odpoved’, ze dana
tiloha ma jediné rieSenie. Znamena to, ze vSetky geometrické utvary zostrojené
pomocou najdenej a popisanej konstrukcie si zhodné.

Ak vieme, ze napriklad dva trojuholniky si zhodné (t.j. existuje zhodné zo-
brazenie, v ktorom sa jeden trojuholnik zobrazi na druhy) a pozndme vlastnosti
niektorého z nich, pozname uz aj vlastnosti toho druhého (si také isté).

Podobn tlohu mé pri skiimani algebraickych struktir izomorfizmus. V algebre
zvycajne nebudeme rozliSovat’ algebraické struktiry, ktoré sa lisia len oznacenim
operacii a oznacenim prvkov. Napriklad, nech A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c,d} a
nech o je operdacia na A, * operacia na B, ktoré su dané nasledovnymi tabulkami.

o 1 2 3 4 x a ph c

1 1 2 3 4 a a p c

2 2 4 1 3 b b d a c

3 3 1 4 2 c ¢ a d b

4 4 3 2 1 d d c a
Tab. 1 Tab. 2

Vidime, ze ak v tabulke 1 nahradime symbol o symbolom * a prvky 1, 2, 3, 4
postupne prvkami a, b, ¢, d, dostaneme z nej tabulku 2. Teda grupoid (grupa)
(B, %) je ,képiou® grupoidu (A, o). Podstata tohto tizkeho vzt’ahu medzi uvedenymi
grupoidmi je v tom, ze existuje bijekcia f = {(1,a),(2,b),(3,¢),(4,d)} , o ktorej
plati

Va,y € A; flxzoy)= f(x)* f(y).

3.1 DEFINicIA. Nech (G,0) a (H, ) st grupoidy. Ak existuje bijekcia f : G —
H, o ktorej plati

Va,y € G; f(xoy) = f(x)* f(y)

hovorime, ze f je izomorfné zobrazenie (izomorfizmus) grupoidu (G, o) na grupoid
(H, *).

3.2 PRIKLAD. a) Logaritmickd funkcia log : R™ — R je bijekcia a pretoze
Va,y € RT; log(z -y) = logz + logy,

tak funkcia log je izomorfizmom grupoidu (grupy) (R',:) na grupoid (grupu)
(R, +).

b) Inverznd funkcia k logaritmickej funkcii log : RT™ — R je exponencidlna
funkcia g : R — R™, g(x) = 10”. Pretoze inverzna funkcia k bijekcii je tiez bijekcia
a pretoze

Yo,y € Ry g(z +y) =10"" = 10" - 10" = g(z) - g(y),

tak zobrazenie g je izomorfizmom grupy (R, +) na grupu (R, ).
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3.3 VETA. Ak f je izomorfné zobrazenie grupoidu (G,o) na grupoid (H,x),
tak inverzné zobrazenie f~' je izomorfnym zobrazenim grupoidu (H,*) na grupoid

(G, 0).

DOKAZ. Ak f je bijekcia G na H, tak f~! je bijekcia H na G. Nech z,y € H.
Potom (lebo f je bijekcia) existuji prvky a,b € G, ze f(a) = z, f(b) = y, teda
fY(z) = a, f~Y(y) = b. Na zdklade toho (a s vyuZitim, ze f je izomorfizmus)
dostavame

FHxxy) = F7H(f(a)x f(b) = fH(f(aob)) = idg(ach) = acb= f~ (x)o [~ (y)
¢o znamena, ze f~! je izomorfizmom grupoidu (H, *) na grupoid (G,o). [

3.4 DEFINiciA. Ak existuje izomorfné zobrazenie grupoidu (G,o) na grupoid
(H, ) hovorime, ze grupoidy (G,o) a (H, x) st izomorfné.

Pretoze zlozenim bijektivnych zobrazeni vznikne bijektivne zobrazenie, I'ahko
sa moézeme presvedcit’ o platnosti nasledovného tvrdenia (jeho dékaz si podrobne
zapiste).

3.5 VETA. Nech f je izomorfizmus grupoidu (G,-) na grupoid (K,/\) a nech g
je izomorfizmus grupoidu (K, \) na grupoid (H,x). Potom zloZené zobrazenie go f
je izomorfizmus grupoidu (G,-) na grupoid (H,*).

3.6 PRIKLAD. Zuzend funkcia f k funkcii log (priklad 3.2) na interval (1,0) je
bijekciou na mnozinu R* (nacrtnite jej graf). Teda funkcia f : (1,00) — R* je
izomorfizmus grupoidu (pologrupy) ((1,00), ) na grupoid (pologrupu) (R, +).

Funkcia g : R™ — R™, g(z) = —x je zrejme bijekcia a pretoze pre kazdé a,b €
Rt

gla+b) = —(a+b) = (—a) + (=b) = g(a) + g(b)

je funkcia g izomorfizmom grupoidu (pologrupy) (R, +) na grupoid (pologrupu)
(R™,+).
Podla vety 3.5 je potom zlozené zobrazenie

gof:(l,00) = R, (go f)(x) = g(f(r)) = g(logz) = —logx

izomorfnym zobrazenim grupoidu (pologrupy) ((1,00),-) na grupoid (pologrupu)
(R_a +)

Nech A je 'ubovolny neprazdny systém grupoidov. Na A definujeme relaciu =
podmienkou

(G,0) = (H,*) prave vtedy, ked (G,o0) a (H,*) su izomorfné.

(&)

Reldcia = je na A reflexivna (izomorfizmom (G,o) na (G,o) je idg). Z vety
3.3 vyplyva, zZe reladcia = je symetrickd a podla vety 3.5 je aj tranzitivna. Teda
reldcia = je na A ekvivalenciou, t.j. urcuje rozklad systému A. Dva grupoidy
patria teda do tej istej triedy rozkladu prave vtedy, ked’ su izomorfné. Ako sme uz
v uvode spomenuli, izomorfné grupoidy, ktoré sa liSia nanajvys oznacenim prvkov
a operacii nepokladame obycajne za rozne. Mozeme teda povedat’, ze algebra sa
nezaobera skimanim jednotlivych grupoidov, ale skimanim tried danych relaciou
2 resp., ze algebra sa zaobera skimanim takych vlastnosti grupoidov, ktoré sa
pri izomorfizme prenasaju (st vzhladom na izomorfizmus invariantné). Takymi
vlastnost’ami je napr. asociativnost’, existencia neutralneho prvku, atd’.
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3.7 VETA. Nech f je izomorfizmus grupoidu (G,o) na grupoid (H,x). Potom
plati:

a) ak je operdcia o asociativna (komutativna), tak aj operdcia * je asociativana
(komutativna),

b) ak e je neutralny prvok grupoidu (G, o), tak f(e) je neutralny prvok grupoidu
(H, %),

c) ak a,a’ € G si navzdjom inverzné prvky v grupoide (G,o), tak f(a), f(a') si
navzdjom inverzné prvky v grupoide (H, ).

DOKAZ. a) Nech a,b,c € H. Pretoze f je bijekcia, tak existuji v G prvky z,y, z,
ze f(x) =a, f(y) =b, f(2) = c. Potom (pretoze f je izomorfizmus a operécia o je
asociativna) dostdvame

ax(bxc)=f(x)*(f(y)* f(2) = f(@)*(fyoz) = flzo(yoz)) =
=f((zoy)oz) = flzoy)xf(z) = (f(z)* f(y)) * f(2) = (axb)*c
Co znamena, ze operacia * je asociativna. Invariantnost’ komutativnosti sa ukéaze

analogicky.
b) Nech a € H. Potom existuje = € G, ze f(z) =a a

ax f(e) = f(x)* fle) = f(zoe) = f(x) = a.

Analogicky sa ukdze, ze aj f(e) *x a = a a teda f(e) je neutrdlny prvok grupoidu
(H, *).
c) Ak a,d’ € G su inverzné prvky, tak

fla) (@) = flaod’) = f(e) a analogicky aj f(a') + f(a) = f(e)
¢o znamend, ze prvky f(a), f(a') € H su inverzné. [

Bezprostredne z predchadzajticej vety vyplyva nasledovny dosledok.

3.8 DOSLEDOK. Nech grupoid (G, o) je izomorfny s grupoidom (H,x). Potom
(G,0) je pologrupa (monoid, grupa) vtedy a len vtedy, ked’ (H,x) je pologrupa
(monoid, grupa).

3.9 PRIKLAD. Na mnozine R je dand operécia * takto: axb = ‘“’_GQA. Zistite,
¢i zobrazenie f : R — R, f(z) = 2z +1 je izomorfizmus grupoidu (R, -) na grupoid
(R, *) a urcte vlastnosti grupoidu (R, ).

RIESENIE. Zobrazenie (funkcia) f je zrejme bijekcia (podrobne sa presvedcte).
Pretoze pre kazdé a,b € R je

f(a-b) =2ab+1,

fla)« f(0) = 2a+1) % (2b+1) = (20 +1)(2b+1) — (2a+1) - (2b+ 1) +3 _

2
= 2ab+1,

teda f(a-b) = f(a)* f(b), tak f je izomorfizmus.
Grupoid (R,-) je monoid s neutrdlnym prvkom 1, preto aj (R,*) je monoid s
neutralnym prvkom f(1)=2-1+1=3.

Obtiaznejsou moze byt iloha ukézat’, ze dané grupoidy st izomorfné (t.j. najst’
prislusny izomorfizmus) resp. ukdazat’, ze dané grupoidy nie si izomorfné (t.j., ze
neexistuje izomorfizmus jedného grupoidu na druhy).
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3.10 PRIKLAD. Zistite, ¢i st izomorfné

a) grupoidy (pologrupy) (2N*,+) a (3N, +),
b) grupoidy (pologrupy) (2N*,-) a (3N, "),
c) grupoidy (grupy) (Q,+) a (QF,").

RIESENIE. a) Ak x € 2N, tak x = 2a, a € NT. Zobrazenie
f:2NT = 3Nt f(2a) =3a
je zrejme bijekcia (podrobne sa presvedéte) a pre kazdé z,y € 2N je

flz+y) = f(2a+2b) = f(2(a+b)) = 3(a+b) = 3a+3b = f(2a)+f(20) = f(x)+f(y),

teda f je izomorfizmus grupoidu (2N*,+) na grupoid (3N, +).
b) Zobrazenie f z Casti a) nie je izomorfizmom grupoidu (2N*,-) na grupoid
(3N, ) lebo napriklad pre prvky 4 =2-2, 6 =2-3 € 2N T je

f((2-2)-(2-3)) = f(2-12) = 3-12 = 36,

ale
F(2-2)-f(2-3)=(3-2)-(3-3) = 54,

teda f((2-2)-(2-3)) # f(2-2)- f(2-3). Vidime, ze ak existuje izomorfizmus
grupoidu (2N, ) na grupoid (3N, "), tak by asi mal ,vymieniat’“ vSetky dvojky
a trojky medzi rozkladom vzoru a obrazu. Ak x € 2N, tak sa zrejme dé zapisat’
v tvare  =2%-3%.a, a > 1,8 > 0,21 a,3 1 a. UkdZeme, ze zobrazenie

g:2NT = 3NT, g(z)=¢g(2*-3°-a)=3"-2°.q

je izomorfizmus grupoidu (2N*, ) na grupoid (3N, ).

Nech z,y € 2N*. Potom x = 2°1-3%1.q, y = 292.3%2.h, oy > 1,3, > 0,21 4,3 ta,
g > 1,08 >0,21b,31b. Ak g(x) = g(y), t.j. 3% 201 .q =392 .202 . b tak z vety
o jednoznacnom rozklade prirodzeného ¢isla na sicin prvocisel vyplyva, ze a; = aa,
B1 = 32, a =0, t.j. x =1y. Zobrazenie g je teda injekcia. Ak y € 3N, tak sa da
zapisat’ v tvare y = 3% - 20 .¢c,a > 1,8 > 0,31 ¢,2 f c. Potom g(2%-3°-¢) =y,
pricom 2%-3%.¢ € 2N+, Zobrazenie g je teda aj surjekcia. Nakoniec, ak z,y € 2N,
r=2%.3%.q9y=2%.3%2.p 0, >1,5 >0,21/a,3Ya,as >1,5,>0,21b,31b,
tak (pretoze a; + o > 1, 1+ B2 >0,2ta-b, 31a-b) dostdvame

g(x . y) — g(zal . 3ﬁ1 caq - 292 _36’2 . b) — g(2a1+a2 _3B1+ﬁ2 ca- b) —
— gataz ofitf2 4 — (3a1 . 9P, a) . (3(12 . 9P, b) — g(x) . g(y)‘

Zobrazenie g je teda izomorfizmus grupoidu (2N, -) na grupoid (3N, ).

c) Ukazeme (sporom), ze neexistuje izomorfné zobrazenie grupy (@, +) na grupu
(QT,-). Predpokladajme, ze zobrazenie f : @ — Q7 je izomorfizmus. Pretoze f
je bijekcia, existuje a € @, ze f(a) = 2. Uréme obraz prvku % (t.j. f (%) € Q").
Pretoze f je izomorfizmus, postupne dostavame

e 133 =a 0(3)1(@)-2 (1(3) -2
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¢o je spor, lebo neexistuje raciondlne ¢islo, ktorého druhd mocnina je 2.

Ak na trojprvkovej mnozine A = {1,2,3} chceme definovat’ (napr. pomocou
operacnej tabulky) operdciu o tak, aby struktira (A,o) bola grupou, tak po zv-
oleni jednotkového prvku je uz doplnenie pola tabulky jednoznaéné (presvedcte
sa o tom). Znamend to, ze vSetky trojprvkové grupy si navzijom izomorfné (t.j.
patria do jednej triedy rozkladu, ktory je dany relaciou 2¢). V takomto pripade
hovorime, Ze existuje jedind (az na izomorfizmus) trojprvkova grupa. Zaradenim
(klasifikdciou) niektorych d’'alsich koneénych grip do tried ekvivalencie podla relacie
2 sa budeme zaoberat’ neskor.

Na mnozine Z,, = {0,1,...,n — 1} moézeme definovat’ operaciu @ takto: a ® b je
zvySok pri deleni ¢isla a + b ¢islom n, teda

adb=r, kde a+b=ng+r, 0<r<n
¢o mozeme zapisat’ aj takto
adb=a+b—ng, 0<a®b<n.
Nech n € Z, n > 1. Vieme uz, ze (Z,,®) (kde Z,, = {0,1,...,n — 1} je systém

zvyskovych tried podla modulu n) je grupa. Zobrazenie f : Z,, — Z,, f(x) =T je
bijekcia (podrobne sa presvedcte) a pre kazdé a,b € Z, je

fla®b)=adb=a+b—ng=a®bd (—ng) =a&b= f(a) ® f(b)

¢o znamend, ze (Z,,®) = (Z,,®). Tieto struktiry teda nerozliSujeme a obidve
voldme (aditivna) grupa zvyskovich tried podla modulu n.

Analogicky mo6zeme na mnozine Z, definovat’ operaciu ®: a ® b je zvysSok pri
deleni &fsla a - b &slom n. Podrobne ukézte, ze (Z,,®) = (Z,,®) (cvitenie 6).
Aj v tomto pripade teda prislusné grupoidy (monoidy) nerozlisujeme a hovorime o
monoide zvyskovych tried s operdciou nésobenia.

Cvicenia

1. N4jdite izomorfné zobrazenie grupoidu ({0, 1},-) na grupoid ({0, {1}},N).

2. Na mnozine A = {a,b,c,d,e, f} definujte Cayleyho tabulkou operaciu *
tak, aby zobrazenie ¢ = {(0,c¢), (1,d),(2,a),(3,b),(4, f),(5,e)} bolo izomorfnym
zobrazenim grupoidu (Zg, +) na grupoid (A, *).

3. Ukézte, ze grupoid (P(M),N) je izomorfny s grupoidom (P(M),U) (dlohu
najprv rieste pre M = {1,2}).

4. Dany je grupoid (@, *), kde operacia * je definovana takto:

ab—3a—3b+15

b=
a * B

a) Overte, ze zobrazenie f = {(z,y) € Q* | y = %52} je izomorfizmus grupoidu
(Q7 *) na grupOid (Q7 )
b) N§jdite izomorfizmus grupoidu (@, -) na grupoid (Q, *) (priamo overte - urobte
skisku, ze najdené zobrazenie je naozaj pozadovany izomorfizmus).
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c) Na zdklade toho, ze grupoidy (Q,-), (Q,*) si izomorfné urcte vlastnosti
operdacie grupoidu (Q, *).
5. Na mnozine A = {1,2,3} je dand operdcia o a na mnozine B = {a,b,c}
operacia * nasledovnymi tabulkami:

o123 *a p c

1123 aap c

2231 b b ca

3312 ccpha

Zistite, ¢i grupoid (A, o) je izomorfny s grupoidom (B, *).
6. Na mnozine Z,, = {0,1,...,...,n — 1} je dand opericia ® takto: a ® b je

zvysSok pri deleni ¢isla a - b ¢islom n, teda
a®b=r, kde a-b=ng+r, 0<r<n.

Ukézte, ze grupoidy (Z,,®), (Z,,®) st izomorfné.
7. Ukazte, ze grupoidy ((0,1),-) a ((1,00),-) st izomorfné.
8. Nech A = {5" | n € N}. Ukdzte, ze grupoidy (A,-) a (N, +) st izomorfné.
9. N4jdite izomorfizmus grupoidu ({0,—1,1},-) na grupoid ({fo, f1, f2},0),
pricom fo =0, fi ={(0,1),(1,0)}, fo = {(0,0), (1, 1)}.
10. N4jdite vSetky izomorfizmy grupy (Z4,+) na grupu ({1, —1,4, —i},-).

11. Na mnozine Z definujeme operacie o a * takto
roy=z+y+1, rxy=x+y—1

Najdite izomorfné zobrazenie grupoidu (Z,0) na (Z, x).

12. Ukazte, ze grupoidy (Q,+), (Z,-) nie si izomorfné.
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4. Grupy. Priklady grip

Ako sme uz spomenuli v druhej kapitole, grupy sa zacali skiimat’ uz v 19. storodi.
Franciz E. Galois a Nor H. Abel ukédzali pomocou grip, ze korene algebraickej
rovnice piateho stupna s komplexnymi koeficientami sa uz nedaju vyjadrit’ pomo-
cou jej koeficientov a operécii séitania, ndsobenia a odmocnovania (tak, ako sa
daju vyjadrit’ korene 'ubovolnej algebraickej rovnice druhého, tretieho a stvrtého
stupna s komplexnymi koeficientami). To bol suicasne aj silny podnet k skimaniu
grip a inych algebraickych struktir. Dalsim impulzom je snaha popisat’ napriklad
symetrie geometrickych tutvarov.

Nech U je mnozina bodov nejakého geometrického utvaru. Symbolom d(X,Y)
oznacujeme vzdialenost’ bodov X,Y. Permutacia f : U — U sa nazyva symetria
utvaru U, ak zachovéava vzdialenosti, t.j. ak pre 'ubovolné body A, B € U plati
d(A,B) = d(f(A), f(B)). Identické zobrazenie idy je zrejme symetria. Ak f, g si
symetrie tvaru U, tak aj f o g je symetria ttvaru U a inverzné zobrazenie f~1
je tiez symetria utvaru U (pozri napr. vetu 12.5 v [6]). V nasledujicom priklade
popiSeme grupu symetrii Stvorca.

4.1 PrRIKLAD. Dany je Stvorec ABCD. V symetrickom zobrazeni moze byt
kazdy vrchol stvorca zobrazeny do I'ubovolného jeho vrchola. Ak pevne zvolime
obraz niektorého vrchola, tak dva susedné vrcholy je mozné zobrazit’ dvomi sposobmi. |}
Ked’ je dana poloha jedného vrchola a s nim susednych dvoch vrcholov, tak je
uz jednoznaéne urceny kazdy bod &tvorca a teda urcend je aj symetria. Stvorec
ma teda osem symetrii. S to zhodné zobrazenia i, r1, 19, 13, [, p, v, h, kde 7 je
identické zobrazenie, 71, ro, 73 st rotdcie o 90°, 180°, 270° (proti smeru pohybu
hodinovych ruciciek) a [, p, v, h st osové siimernosti s osami oy, 0p, 0, 0, tak ako
je to znédzornené na obrazku 1. Prislusné operécia skladania zobrazeni je popisand
v tabulke 1.

e} 72 T Tgo T3 l P v
D C
¢t ¢ T T2 T3 | P W
rn.ry r2 ™3 ¢ v h P |
rg r2 T3 ¢ o p | h v
Oh rg rg ¢ T r2 b v | P
Il I h P v ¢ T2 T3 T
p p v [ h T2 ¢ T1 T3
v v | h P T T3 4 T2
oL 4y 0y B °r h h P v | T3 T T2 4
Obr. 1 Tab. 1

Délezitym prikladom grupy je grupa symetrii pravidelného n-uholnika (jej Spe-
cidlnym pripadom je uz spomenutd grupa symetri Stvorca).

4.2 PRIKLAD. Analogickou ivahou ako pri symetridch $tvorca zistime, Ze pocet
vSetkych symetrii pravidelného n-uholnika je 2n. Z celkového poctu 2n symetrii je
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n rotacii o k - @, k€ {0,1,...,n — 1} a n osovych simernosti. Grupu symetrii
pravidelného n-uholnika nazyvame dihedrdlna grupa stupna n a oznacujeme ju D,,.
Samotné rotacie tvoria zrejme tiez grupu (podgrupu grupy D, ). Nazyvame ju
grupa rotdcii pravidelného n-uholnika a oznacujeme ju C),. Grupa (), je izomorfnd
s grupou (Z,, ®).

Jednou z dvoch §tvorprvkovych grip (az na izomorfizmus) je, ako neskér uvidi-
me, grupa symetrii obdlznika. Popiseme ju v nasledujicom priklade.

4.3 PRIKLAD. Symetriami (lubovolného) obdiznika st identické zobrazenie i,
otocenie r o 180° a osové stimernosti h a v podl'a horizontdlnej a vertikdlnej osi
prechadzajicej stredom obdiznika (obrdzok 2). Operécia skladania na mnozine
{i,r, h,v} je popisand v tabulke 2.

Oy o ¢ r h v
7 2 T v
op, r r ¢ v h

Obr. 2 Tab. 2

Vidime, ze grupa ({i,7, h,v},0) je komutativna, neutrdlny prvok je i a kazdy
prvok je sdm k sebe inverznym.

4.4 PRIKLAD. Zndmymi a Casto vyuzivanymi ¢iselnymi grupami st (ako sme
uz uviedli aj v priklade 2.16) napr. struktury: (C,+), (R,+), (Q,+), (Z,+),
(C\A{0},), (RT,9), (@F,), (B\{0},), (@\ {0},-). Vsetky uvedené grupy si
nekonecné a komutativne. Grupy ({1, 1,4, —:},-), {—1,1},-), (Zn,®),n € N,n >
1 st konec¢né komutativne grupy.

4.5 PRIKLAD. Vieme uz, ze (Z,,®) je grupa. Ukdzeme, Ze (Z,\ {0}, ®) je grupa
vtedy a len vtedy, ked’ p je prvocislo.

a) Najprv dokdzeme (sporom), Ze (Z,, \ {0}, ®) je grupoid. Predpokladajme, Ze
(Z,\ {0}, ®) nie je grupoid, teda, ze existuji prvky @ # 0, b # 0 také, Zea® b =0
(tja®b¢ Z,\{0}). Potoma-b=0,tedaa-b=0 (mod p), t.j. p|a-b. Pretoze
p je prvocislo, tak p | a alebo p | b, ¢o znamend, ze a = 0 (mod p) alebo b = 0
(mod p), t.j. @ = 0 alebo b = 0, o je spor.

Z vety 1.11 vyplyva, ze operacia ® je asociativna a komutativna na Z, (a teda
ajna Z, \ {0}) s neutrdlnym prvkom 1. Grupoid (Z, \ {0}, ®) je teda monoidom.

Nech p je prvoéislo a nech @ € Z, \ {0}. Vyndsobme vsetky prvky mnoziny
Z,\ {0} prvkom @. Dostaneme prvky a©1,a®2,...,a® (p—1). Z vety 1.10
vyplyva, Ze kazdé dva z tychto prvkov st navzdjom rozne a teda {a®1, a®2, ..., a®
(p—1)} = Z,\{0}. Je preto medzi nimi aj prvok 1. Nech je to napr. a®b. Potom
@ ! = b. Z uvedeného vyplyva, ze ku kazdému prvku mnoziny Z, \ {0} existuje
inverzny prvok, teda monoid (Z,, \ {0}, ®) je grupou (komutativnou).

b) Ak p je zlozené éislo, tak p =a-b, 1 <a<p,l<b<paa®b=p=0¢co
znamend, ze (Z, \ {0}, ®) nie je dokonca ani grupoid.
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4.6 PRIKLAD. Z vety 2.5 vyplyva, ze priamym st¢inom grup je grupa.

P0ozNAMKA. Operéciu priameho stuc¢inu aditivnych grip (Z,,, ®), (Z,, ®) budemel]
oznacovat’ tiez & a podobne budeme postupovat’ aj v inych analogickych pripadoch.

4.7 PRIKLAD. Izomorfizmus grupy (G, -) na seba (t.j. na grupu (G, -)) sa nazyva
automorfizmus. Identické zobrazenie idg je zrejme automorfizmus. Zlozenim au-
tomorfizmov vznikne automorfizmus a inverzné zobrazenie k automorfizmu je au-
tomorfizmus (pozri vety 3.3 a 3.5). Mnozina vsetkych automorfizmov (s operaciou
skladania zobrazeni) je teda grupou. Oznacujeme ju Aut(G). Presvedcte sa, ze

AUt(Z4) = {idZ47 {(0’ 0)7 (17 3)7 (27 2)7 (37 1)}}

a ze Aut(Z4) = Z2.

RieSenie binomickych rovnic pozname uz zo strednej skoly. Binomicka rovnica
"™ = 1 méa v obore komplexnych ¢isel n korenov, ktoré mozno vyjadrit’ v goniomet-
rickom tvare:

2k 2k
xk:cosi+i-sini, ke{0,...,n—1}.
n n

4.8 PRIKLAD. Mnozinu vSetkych rieseni binomickej rovnice ™ = 1 oznacime
K,,. Ukazeme, ze mnozina K, s operaciou nasobenia komplexnych ¢isel, je grupou.
Nazyva sa aj grupa n-tych (komplexnych) odmocnin jednotky.

Operécia ndsobenia komplexnych ¢isel je asociativna (aj komutativna). Neutrdlnymij

prvkom je ¢islo g = cosO +¢-sin0) = 1 € K,. Neutrdlny prvok je samozrejme
inverzny sam k sebe. Inverznym prvkom k prvku z,,, m € {1,2,...n — 1} je prvok
Tn_m, lebo podla Moivreovej vety je

(2m7r 2(n — m)ﬂ) o (2m77 2(n — m)w)
Ty * Tyn—m = COS + -+ 1 - s + =
n n n n

=cos2mr+1i-sin27r =cos0+4-sin0=1¢€ K,

aZn_m€Kylebopreme{l,....n—1}jen—me{l,...,n—1}.
Grupa (K,,-) je samozrejme podgrupou grupy (C \ {0},-) a na dokaz, ze je
grupou (podgrupou) sme mohli pouzit’ aj vetu 2.24.

Grupou transformdcii mnoziny A budeme volat’ taki neprazdnu mnozinu H bi-
jekcii mnoziny A na A (spolu s operaciou skladania zobrazeni, ktora obsahuje id 4,
s kazdou dvojicou bijekcii f, g aj f o g a s kazdou bijekciou f aj k nej inverznu bi-
jekciu f~1. Najviésou (vzhl'adom na usporiadanie inkliziou) grupou transformécif
danej mnoziny A je teda grupa vsetkych bijekcii A na A, t.j. grupa T'(A) vsetkych
transformacii mnoziny A (pozri priklad 2.18).

Grupami transformécii si teda napr. grupy symetrii geometrickych utvarov.
Podobne, grupa Aut(G) vsetkych automorfizmov grupy G je grupou transformécif
mnoziny G.

4.9 VETA (CAYLEYHO). KaZdd grupa je izomorfnd s nejakou grupou transfor-
macii.

DOkAzZ. Nech (G, ) je grupa. Pre kazdé a € G definujme zobrazenie f, : G —
G, fo(x) = a -z (tzv. Tava translacia na G dand prvkom a). Nech T je mnozina

vSetkych zobrazeni tvaru f,, t.j. T = {fq; a € G}.
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Ak fa, fb e T, tak

(fao fo)(@) = fa(fo(2)) = fa(b-2) = a-(b-2) = (a-b) - & = fos()

¢o znamena, ze aj fqoo fp € T.
Pretoze pre kazdé = € G je f.(z) = e -z =z, tak fo =idg € T.
Dalej, pre I'ubovolny prvok x € G a pre I'ubovolni translaciu f, € T plati

(fa 0 fa-1)(x) = f1(z) a podobne (fy-1 0 fo)(x) = fe(z) = .

Preto kazdy prvok f, € T je bijekcia a (T, 0) je grupa transformacii na G.

Teraz ukazeme, ze grupy (G,-) a (T,0) st izomorfné. Nech ¢ je zobrazenie
G — T dané predpisom ¢(c) = f.. Ak ¢ # d, tak f. # fq (pretoze f.(e) = ¢, ale
fa(e) = d). Teda ¢ je prosté zobrazenie. Je zrejmé, ze ¢ je aj surjekcia. Nakoniec,
pre kazdé x,y € G plati

(@ y) = foy = p(x) 0 p(y).

Zobrazenie ¢ : G — T je teda izomorfizmus grupy (G, -) na grupu (7,0). O

Z uvedenej vety vyplyva, ze l'ubovolni grupu je mozné nahradit’ vhodnou (izomorf-J]
nou) grupou transformécii.

4.10 PrIiKLAD. N4gjdite grupu transformdcii izomorfni s grupou
({1,-1,4,—i}, ).

RIESENIE. Urcime l'avé translicie na mnozine {1, —1,4, —i} dané prvkami 1, —1,
1, —1:

_ (1 -1 ¢ —i _ 1 -1 1—1 (1 -1 T —1
n=(1 Trg D) = T ) A= )
foy= (_% -l _—12) . Oznaéme T = {f1, f—1, fs» f—i}. podla Cayleyho vety
je grupa ({1,—1,4,—i}, ) izomorfnd s grupou (7', 0). Izomorfizmom je zobrazenie
v = {1, f1),(-1, f-1), (4, fi), (=i, f—;)}. Zostrojte operacné tabulky pre obidve
grupy.

Cvicenia

1. Popiste grupu symetrii a) kosoStvorca, b) rovnostranného trojuholnika
(dihedrdlnu grupu D3), c¢) rovnostranného péatuholnika (dihedrdlnu grupu Dy).

2. Urcte pocet symetrii  a) kocky, b) pravidelného stvorstena, c¢) pravidelnéholj
osemstena.

3. Popiste tie symetrie kocky, ktoré zobrazuju jeden (pevne zvoleny) vrchol do
seba.

4. Nacrtnite geometricky utvar v rovine, ktorého grupa symetrii je izomorfna s
grupou  a) (Zs,@®), b) (5s,).

5. Napiste opera¢nu tabulku grupy (P({1,2,3}),4).

6. Najdite podgrupu grupy permutacii stvorprvkovej mnoziny, ktora je izomorfnalj
s grupou symetrii Stvorca.

7. Dokazte, ze
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a) Aut (Zs,®) ~ (Z4,9D), b) Aut (Zs, ®) ~ (Z2,®), c) Aut (Zs3,®) ~
(Za,®).

8. Ukazte, ze grupa Ss je izomorfna s grupou svojich automorfizmov Aut(Ss).

9. Ukéazte, ze grupa automorfizmov grupy symetrii obdiznika je izomorfna s
grupou S3.

10. Nech (G,-) je grupa, ¢ € G. Uk&zte, ze zobrazenie f. : x — cxc ! je
automorfizmus grupy (G, -). Automorfizmy f., ¢ € G, dané uvedenym spoésobom,
nazyvame vnutorné automorfizmy grupy G.

11. Uréte vymenovanim vSetky vnitorné automorfizmy grupy (Ss, ).

12. Zistite, ¢i nasledujice dvojice grup su izomorfné:

) (Z2 X ZQ? ) (ZG7+)7

b) (Ze, +), (27 \ {0}, ),

) (Z2 X Za,+), (Zs,+),

) (22 X Za, + ), ( ({1 2}) )
C, +)
C

Q.o

= O

) (E x E,+), (

) (E\ {0}, (B*, ),

g) (E\{0},-), (C\{0},).

13. Urcte grupu transformécii izomorfnu s grupou
)

a) (P({1,2}),4), b) (Zz\{0},-).
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5. Cyklické grupy. Rad prvku v grupe

Vieme uz, ze binomickd rovnica ™ = 1 méa v obore komplexnych ¢isel n korenov,
ktoré mozno vyjadrit’ v goniometrickom tvare ako

2k 2k
Tk :cos—ﬂ%—z’-sin—ﬂ, k=0,...,n—1.
n n
V kapitole 4 (priklad 4.8) sme ukézali, ze mnozina {zo,...,x,_1} tychto korenov

s operaciou nasobenia tvori grupu. VsSimnime si zaujimava Struktiru tejto grupy.
Podl'a Moivrovej vety

iy .. ™ 2 /Y (BN A
cos— +1i - sin— = (cos— + ¢ - sin— )",
n n n n

a teda x, = x¥ € [r1] pre kazdé k = 0,...,n — 1, odkial vyplyva K, = [z1].

Pripomenme si, ze vo v8eobecnosti pre grupu G a a € G symbol [a] oznacuje
najmensiu podgrupu grupy G obsahujicu prvok a.

5.1 DEFINICIA. Grupa (G,-) sa nazjva cyklickd, ak existuje taky prvok a € G,
Ze G = [a]. Prvok a nazgvame potom generdtorom grupy G.

Rovnakui struktiru ako cyklickd grupa (K,,-) ma aj grupa (C,,o) vsetkych
rotacii pravidelného n-uholnika. Je 'ahké vidiet’, zZe rotacia r; o uhol 27“ je generétoroml
tejto grupy a ze rp, = rp 0 ---ory (k-krét) je roticia o uhol %TW pre kazdé k =
0,...,mn — 1 (ro je identické zobrazenie). Evidentne teda zobrazenie f : K, —
Ch, f(xr) = rg, ktoré korenu cossz7r + - sin%T7r rovnice ™ = 1 priradi rotaciu
pravidelného n-uholnika o uhol %TW funguje ako izomorfizmus grupy (K,,-) na
grupu (C,,,0). Neskor uvidime, ze kazdé dve konecné cyklické grupy majice rov-
naky pocet prvkov si izomorfné. Teraz sa obozndmime s dolezitym pojmom moc-
niny prvku, ktory mozno zaviest’ v 'ubovolnej grupe.

5.2 DEFINICIA. V grupe (G,-) definujeme pre kazdé n € Z a pre kaZdy prvok
a € G grupovi mocninu a” nasledovne:

(@-a-... a)pkrat, akn e Zt,
a" =< e, akn =0,
(@t a - a Vi, akn=-keZ".

Pravidla pre poc¢itanie s mocninami, ktoré si nam dobre zname v grupe (R, -),
zovSeobecnuje pre grupové mocniny v 'ubovolnej grupe nasledujica veta.

5.3 VETA. Nech (G, ) je grupa, a,b € G a nech m,n € Z. Potom
a) a™t™ =a" - a™,

b) (a™)™ =a™™,

c)aka-b=">-a, tak (a-b)" =a™ - b".

DOKAZ. Pretoze grupové mocnina a” je definovand v zavislosti od ,znamienka
exponenta n, je potrebné pri preverovani uvedenych pravidiel a), b), ¢) rozlisovat’
y,znamienka“ jednotlivych exponentov.

1. pripad: n,m € Z*. Potom
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A"t =(a-a-...- @) (ntm)-kedt =
=(a-a ... a)pieat - (@-a ... Q)mieas = a” - a™.
b)
(a”)m = [(CE ... a)n_krét et (a ... a)n_krét]m_krét =
=(@-a-... a)mm)xas =a" "
2. pripad: n =0, m € Z*. Potom
a)
an+m:am:€ am:aO a™ = aq” am’
b)
(an)m — ™M — ¢ = CLO — CL0~m — g,
3.pripad: n=—-kecZ " ,me Z", k<m. Potom
a)
attm — g—ktm (a ca- ... - a)(—k+m)—krét =
=(a ' at e ks (@ a L @) =
=aF.a™=a"-a™,
b)
(@)™ = (@)™ =[(ata ™t e paar (@ a7 0T kst mokeds =
=(@ " at o aT ) emyaas = @ =™,

Dalsie pripady v a),b) prenechdme na Gitatela.
c)

1. pripad: n € Z+.

(a-b)" =[(a-b) ... (a-b)|pikat =

= (CL'CL'...'a/)n_krét'(b'b'...'b)n_krét :an'bn,

pricom sme vyuzili predpoklad, ze a-b=10- a.

2. pripad: n = 0.

(a-b)"=e=c-e=a’-b"=a" "

3. pripad: n=—-ke Z.
(a-b)" =(a- bt (a- b)_l]k_krét =

= [(b_l -a_l) . (b_l . a,_l)]k_krét =
= (@ porrst - (O Dpokess = a7 0% =a™ - b7,

1

pricom sme vyuzili rovnost’ b~ 1-a~! = a=1-b~! vyplyvajicu z rovnosti a-b = b-a. O

POzZNAMKA. Ak je grupa oznacovand aditivne, tak namiesto oznacenia a™ ¢asto
pouzivame oznacenie n X a. Potom rovnosti a), b), ¢) z vety 5.3 maji tvar
(n+m)xa=(nxa)+(mxa), mx(nxa)=(m-n)xa, nx(a-b) =(nxa) - (nxb).

Z nasledujucej vety je zrejmé, preco si mocniny prvkov dolezité pri studiu cyk-
lickych grip.
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5.4 VETA. Grupa G je cyklickd vtedy a len vtedy, ked’ pozostdva z mocnin niek-
torého svojho prvku (generdtora).

DOKAz. V Tubovolnej grupe (G, -) s neutrdlnym prvkom e musi pre kazdi jej
podgrupu platit’, ze ak obsahuje prvok a, tak obsahuje aj neutralny prvok e = a®,
inverzny prvok a~! a pre kazdé kladné celé ¢islo k aj vSetky mocniny a, (a=1)¥,
t.j. obsahuje aj mnozinu {a” | n € Z} v8etkych mocnin prvku a. Teda [a] D {a™ |
n € Z}. Dahko sa overi (pouzitim vety 2.24), ze mnozina {a" | n € Z} je podgrupa
grupy G obsahujica prvok a. KedZe [a] je definovand ako najmensia podgrupa
grupy G obsahujica prvok a, dostdvame, ze [a] C {a" | n € Z}. Tym sme dokézali,
ze [a] = {a"™ | n € Z}, odkial tvrdenie vety bezprostredne vyplyva. [

Ukézali sme, ze cyklickd grupa G = [a] s generdtorom a pozostava zo vsetkych
mocnin a”, n € Z. Cyklické grupy K,, = [z1], C),, = [r1] spominané v tvode tejto
kapitoly boli konecné. V takom pripade sa niektoré mocniny generdtora musia
rovnat. Skuto¢ne, lahko je vidiet), ze v grupe K,, pre l'ubovolné k € {0,...,n — 1}
plati

2k 2% 2k 2k
(ml)k = Cos_ﬂ— + - sin—ﬁ = COSM + 14 - sin ( + TL)T{' —
n n n n -
= ()" = (2 = (@) = = () = () =

n—m

Vseobecne, ak v grupe (G, ) plati a™ = a"™ pre n > m, tak a = e a v konec¢nej
k

grupe zrejme vzdy musi existovat’ najmensie kladné celé ¢islo k s vliastnost'ou a” = e.

5.5 DEFINICIA. Nech (G,-) je lubovolnd grupa a nech a je prvkom G. Ak ex-
istuje najmendie kladné celé ¢islo k s vlastnostou a* = e, hovorime, Ze rdd prvku
a je k a piseme r(a) = k. Ak také ¢islo k neexistuje, hovorime, Ze rdd prvku a je
nekonecéno a piseme r(a) = oo (niekedy sa namiesto toho hovori, Ze rdd prvku a je
nula a pise r(a) = 0). Rddom grupy G nazgvame kardindlne ¢&islo jej nosica, |G|
(pozri poznamku 5.6), t.j. v koneénom pripade pod radom grupy rozumieme pocet
jej prvkov.

5.6 Poznamka. Pripominame, Ze kardinalne ¢islo konecnej mnoziny vyjadruje
pocet jej prvkov. Aby sa tento pojem dal zovseobecnit’ pre l'ubovolné (aj nekonecéné)
mnoziny, definuje sa na systéme S vsSetkych mnozin (podotykame, ze systém S
je ,tak velky“, ze nie je mnozinou, pozri [6]) relacia ekvivalencie ~ tak, ze pre
mnoziny A, B plati A ~ B vtedy, ked existuje bijektivne zobrazenie g : A — B.
Vo vseobecnosti je potom kardindlne ¢islo mnoziny A definované ako ta trieda
ekvivalencie ~ systému S do ktorej patri A. Pre kardinalne ¢islo mnoziny A sa
tiez pouziva pojem kardinalita alebo mohutnost’ mnoziny A a zauzivané oznacenie
pren je |A|. Teda |A| je trieda vSetkych mnozin ktoré mozno bijektivne zobrazit’
na A (tato spoloénd vlastnost’ intuitivne vyjadruje, Ze mnoziny s rovnakou kar-
dinalitou su ,rovnako velké*). Kardindlne ¢isla koneénych mnozin s prirodzené
¢isla 0,1,2,3,..., kardindlne ¢isla nekone¢nych mnozin sa oznacuji hebrejskymi
znakmi No, Ny, No,.... Pritom Ny je kardinalne ¢islo mnoziny N prirodzenych
cisel a teda v zmysle definicie aj vSetkych nekone¢nych mnozin, ktoré sa daja bi-
jektivne zobrazit' na N (t.j. st ,rovnako velké* ako N), napr. 2N, Z,Q,.... Cize
IN| = 2] = |Z] = Q] = No.

Kardinalne ¢isla su linedrne usporiadané relaciou <, pricom |A| < |B| plati prave
vtedy, ked’ existuje prosté zobrazenie f : A — B. Sucet |A|+ |B| kardinalnych ¢isel
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|A| a |B| je definovany ako kardindlne &islo |A U B| mnoziny A U B, pricom sa
predpokladd, ze mnoziny A, B su disjunktné. Sucin |A| - |B| kardindlnych ¢isel
|A| a |B| je definovany ako kardindlne ¢islo |A x B| kartezidnskeho staéinu A x B.
Operéacie scitania a nasobenia kardinalnych ¢isel si komutativne a asociativne a
sCitanie je distributivne vzhl'adom na nasobenie. Séitanie a nasobenie kardinalnych
¢isel konecnych mnozin je zhodné so s¢itanim a nadsobenim prirodzenych ¢isel.

O rade konecnej cyklickej grupy mozeme vyslovit’ nasledovné tvrdenie.
5.7 VETA. Rdd konecénej cyklickej grupy sa rovnd rddu lubovolného jej generdtora.j

DOKAZ. Nech G je konecnd cyklickd grupa a nech a je jej 'ubovolny generétor.
Teda G = [a] = {a" | n € Z} na zdklade vety 5.4. Ak r(a) = oo, tak pre I'ubovolné
i,7 € Z, i < j mame a’ # a’, pretoze rovnost’ a’ = a’ by viedla k sporu @’ =" = e.
Pretoze ale G je konecnd, nemoze pozostavat’ z nekonecne mnoho navzajom réznych
mocnin, preto r(a) # oo, a teda r(a) = k pre nejaké kladné celé &islo k. Ukazeme,
7e G = {e,a,a?,...,a*"1}. Nech n € Z. K &slam n, k existuje jedind dojica celych
¢isel ¢, 7, ze n = kq+r, 0 < r < k. Potom a” = a*1*" = (a¥)?-a" = e?-a" = a" € G,
teda G = {a" |n € Z} = {e,a,a?,...,a*"}. Prei,j € {1,...,k}, i < j s pritom
prvky a’,a’ uz rozne, pretoze rovnost’ a’ = a’ by opit’ viedla k a/~% = e, pricom
0 <j—1i<k, coby bolo v spore s tym, ze r(a) = k. Teda |G| =k =r(a). O

Pojem radu prvku resp. radu grupy ilustrujeme v nasledujicich znamych
prikladoch.

5.8 Priklad. a) Uz v tivode tejto kapitoly sme ukézali, ze grupa (K,,-) kom-
plexnych n-tych odmocnin z jednej je cyklicka s generatorom x; = cos%7r +1- sin%’r.
Plati 7(z1) =n = |K,| a K,, = {z1,2%,..., 2771, 1}.

b) Grupa (C,,, o) rotacii pravidelného n-uholnika s generdtorom r; (rotécia o uhol
21) | ktord je s (Ky,-) izomorfnd, ma generdtor 71, pricom opét r(ry) = n = |Cy| a
Cp = {ry,72, ..., ri 1 id}.

5.9 Priklad. a) V grupe (Z,,®) plati2 =1®1=2x1,3=1d1d1 =
3x1,....,n=nx1=0, teda je cyklickd s generdtorom 1, pricom r(1) = n = |Z,|.

b) Aj nekonecnd grupa (Z,+) je zrejme cyklickd s generdtorom 1, avsak rad
prvku 1 v grupe (Z,+) je oo.

Nasledujuca veta potvrdzuje, ze cyklické grupy v prikladoch 5.8a),b) a 5.9a) s
izomorfné a ze (Z,,®) je (az na izomorfizmus) jedind n-prvkové cyklickd grupa.
Mozno pritom ukézat’, ze ak n je prvocislo, tak kazdy prvok grupy (Z,,®) rozny
od 0 ma rad n, a teda je jej generdtorom (cvicenie 2). Podobne, (Z,+) je (az na
izomorfizmus) jedind cyklicka grupa s generatorom radu co. Pre rad takejto grupy
pouzivame oznacenie Nj.

5.10 VETA. Nech (G,-) je cyklickd grupa s generdtorom a.
a) Ak generdtor a md konecny rad n, tak grupa (G, ) je izomorfnd s grupou (Z,,®).
b) Ak generdtor a md rdad oo, tak grupa (G,-) je izomorfnd s grupou (Z,+).

DOkAz. a) Nech G = [a] a r(a) = n. Potom (pozri dékaz vety 5.7) G =
{a,a?,...,a" 1 e}. Z uvedeného vyplyva, Ze zobrazenie f : Z, — G definované
predpisom f(i) = a’, i = 0,1,...,n—1, je bijektivne. Teraz overime, Ze zobrazenie

f zachovava grupové operacie, t.j. ze

flid ) =f@)- £0).
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Pretoze 1 ® j =i+ j — ng, pricom 0 < i @ j < n (pozri kap. 3), tak

Teda f je izomorfizmus grupy (Z,, ®) na grupu (G, -).

b) Ak G = [a] = {a’ | a € Z} pricom r(a) = oo, tak vietky mocniny a’, i € Z,
su navzajom rozne (pozri opat’ dokaz vety 5.7). Preto zobrazenie g : Z — G
definované predpisom ¢(i) = a', i € Z je bijektivne. Pre kazdé i,j € Z naviac
evidentne plati

g(i+j) =a™ =a"-a? = g(i) - g(4),
teda g je izomorfizmus grupy (7, +) na grupu (G,-). O

Posledné tvrdenie tejto kapitoly hovori o tom aka je struktira vsetkych podgrip
danej cyklickej grupy.

VETA 5.11. KaZdd podgrupa cyklickej grupy je cyklickd.

DOkAZ. Nech G = [a] je cyklickd grupa, t.j. G = {a" | n € Z} a nech H je
jej podgrupa. Ak H = {e}, tak H je cyklickd. Ak H je netrividlna, tak musi
existovat’ najmensie nenulové prirodzené &islo k s vlastnostou a® € H. Je zrejmé,
7e potom [a*] C H. Ukézeme obratent inkliziu. Nech ™ € H. Cislo m mozno
vyjadrit’ v tvare m = k- ¢+ r, kde 0 < r < k. Potom a" = a™ % = g™ . 7% =
a™ - [(a¥)9]~t € H, pretoze a™, (a*)? € H. Avsak a” € H implikuje r = 0, lebo k
je najmensie prirodzené &islo také, ze a* € H. Cize a™ = (a¥)? € [a¥]. Tym sme
ukézali, ze H C [a*]. Teda H = [a*] a veta je dokdzana. [

Cvicenia

1. Nech k je rad prvku a v grupe (G, -). Dokazte, ze a™ = e vtedy a len vtedy,
ked’ ¢islo n je nasobkom c¢isla k.

2. Uk&zte, ze ak n je prvocislo, tak kazdy prvok grupy (Z,,,®) rozny od 0 je
jej generatorom.

3. N4jdite vsetky generatory cyklickych grip (Zs, ®) a (Z12, D).

4. Najdite vsetky podgrupy grup (Zs,®) a (Z12,®) a ich generatory.

5. Urcte vsetky izomorfizmy medzi cyklickymi grupami (Z,, ®), (K,,) a (Cy, o)
pren=8an=12.

6. Zistite, ¢i nasledujuica grupa je cyklickda. Ak ano, ndjdite vSetky jej generatory
a urcte ich rad:

) (ZZ X Z?)v 69)
b) (Z3 X Z47 @)
&)

d) (Z4 X Z47 )
) (Zo X Z3 X Zy,®)
f) (ZQ X A3 X Z5,EB)
)

g) (
h) ({2" |n e Z},)
l) ({1 lvia_i}a')
7. Ukazte, ze v grupe maju prvok a jeho inverzny prvok vzdy ten isty rad.
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8. Ukazte, ze v grupe (G,-) majd prvok a -b a prvok b - a ten isty rad pre
I'ubovolné a,b € G.
9. Ukézte, ze prvok a” je generdtorom n-prvkovej cyklickej grupy [a] préve
vtedy, ked’ ¢isla k,n st nesudelitelné.
10. N4jdite podgrupu (R x R, +), ktora
a) je cyklickd
b) nie je cyklicka (aspon tri).
11. N4jdite vsetky cyklické podgrupy
a) grupy symetrif Stvorca Dy;
b) dihedralnej grupy (symetrii pravidelného n-uholnika) D, ;
c) grupy symetrii kocky;
d) symetrickej grupy Ss
a urcte vSetky ich generatory.
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6. Grupy transformacii

V tejto casti sa budeme podrobnejsie zaoberat’ grupami transformécii mnoziny
n = {1,2,...,n}. Najskér ukdzeme, ze ak si mnoziny A, B ekvivalentné, tak
prisludné grupy vsetkych transformacii T'(A), T(B) sd izomorfné.

Operaciu skladania zobrazeni budeme c¢asto oznacovat’ multiplikativne a teda
pouzivat’ aj prislusnui terminolégiu, ako napr. sucin zobrazeni a pod. Ak nemoze
prist’ k nedorozumeniu, tak sa niekedy pri vypoctoch vynechava aj symbol operacie.

6.1 LEMA. Ak existuje bijekcia mnoZiny A na mnoZinu B, tak grupy trans-
formacii T(A) a T(B) st izomorfné.

DOKAZ. Nech zobrazenie f : A — B je bijekcia. Definujme zobrazenie ¢ :
T(A) — T(B), ¢(g) = fgf ! (obrézok 1), kde g € T'(A) je 'ubovol'nd transforméacia
mnoziny A.

A#

] [ et

A— B
ffl

Obr. 1

Ak o(g1) = ¢(g2), tak fgi1f~1 = fgof 1, z €oho (po krateni) dostdvame g; = go
¢o znamend, 7e zobrazenie ¢ je injekcia. Ak h € T(B), tak f~'hf € T(A) a
o(f7rhf) = ffthff~! = h, teda ¢ je aj surjekcia. Zobrazenie ¢ je teda bijekcia
T(A) na T(B).

Pre l'ubovolné transformécie g1, g2 € T'(A) je

0(9192) = fg192f " = for f oo f Tt = p(g1)0(g2),

teda ¢ je izomorfné zobrazenie grupy 7'(A) na grupu 7'(B). O

Z predchadzajuvej lemy vyplyva, ze pri skiimani grip transformécii konec¢nych
mnozin sa moézeme obmedzit’ na symetrické grupy S, a na ich podgrupy (t.j. na
grupy transformécii mnoziny n.

6.2 DEFINICIA. Ak o permutécii f € S,, plati

fla1) = az, flaz) =as, ..., flam—1) = am, flam) = a1,

pricom ¢éisla aq,...,a,,, € n (m < n) si navzdjom rozne a ak pre kazdé ¢islo
a€n\{ay,...a,} plati f(a) = a hovorime, ze f je cyklickd permutécia (strucne
cyklus). Piseme f = (aj as ... a,,) a ¢islo m nazyvame dlzkou cyklu (aj as ... an,).

6.3 PRIKLAD. Permutécia f = (1 § ; i g

v tvare (253) alebo (532) alebo (325).

) je cyklus dIZky 3. Mo6zeme ho zapisat’

Ak permutécia f € S, je identita, tak obycajne piseme f = id, (alebo f =id).

6.4 DEFINiCIA. O cykloch (a; ...a.), (b1 ...bs) € S, hovorime, Ze si disjunktné,
ak su disjunktné mnoziny {ai,...,a,}, {b1,...,bs}.
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6.5 LEMA. Rdd cyklu v grupe S,, sa rovnd jeho dizke.

DOkAzZ. Nech f = (ajaz ... ap) # id,. Potom

f2(am) = ag, fg(am) =as, ..., fm_l(am) = am-1
(podrobne sa presvedéte), ¢o znamend, Ze permutdcie f, f2, ..., f™ ! nie s identické]}
zobrazenia. Zrejme ale f™ = id,, teda rad cyklu f = (ajas ... a,,) v grupe S, je

m. [
6.6 LEMA. Ak f=(ay...a.), g = (b1...bs) su disjunktné cykly, tak f-g=g-f.

DOKAz. Ak c € {ay,...a,}, tak f(g(c)) = f(c) (lebo g(c) = ¢) a tiez g(f(c)) =
f(c) (lebo f(c) € {a1,...,a}).

Ak c € {b1,...,bs}, tak analogicky dostavame, ze f(g(c)) = g(c) = g(f(c)).

Ak cen\ ({a1,...,a,} U{b1,...,bs}), tak zrejme f(g(c)) =c=g(f(c)). O

6.7 DOSLEDOK. Nech f = (ay...a,), g = (by...bs) st disjunktné cykly v S,.
Potom rdd permutdcie f - g je najmensi spoloény ndsobok dlZok cyklov f, g.

DOKAZ. Pretoze v grupe S, su cykly f, g st disjunktné, tak f-g =g- f a teda
podla vety 5.3 je (f-g)™ = f™ - g™ (pre kazdé celé ¢islo m). Preto (f - ¢g)™ = id,
prave vtedy, ked’ f™™ =id, a ¢"* = idy,, t.j. prave vtedy, ked’ m je spolo¢ny nasobok
dizok cyklov f, g. Rad permutacie f - g je teda najmensi spolo¢ny nasobok dizok
cyklov f, g. O

PozZNAMKA. Predchddzajici désledok je mozné prirodzenym spésobom zovseo-
becnit’ pre 'ubovolny konecny pocet navzdjom disjunktnych cyklov.

6.8 VETA. KaZdi permutdciu f € S, réznu od identickej permutdcie je mozné
napisat’ v tvare sucinu disjunktnych cyklov.

DOKAZ. Nech z,y € n a nech f € S,. Budeme pisat x ~ y, ak existuje
m € Z, ze f™(x) = y. Zrejme pre kazdé v € n je x ~ x (lebo fO(z) = x).
Ak z ~ y (t.j. existuje m € Z, ze f™(x) = y), tak y ~ x (lebo f7(y) = x).
Nakoniec, ak x ~ y a y ~ z, t.j. ak existuju m,n € Z, ze f™(x) =y a f"(y) = z,
tak 2 = f"(y) = f*(f™(x)) = f*t"(z), teda  ~ z. Z uvedeného vyplyva,
ze reldcia ~ je na mnozine n reldciou ekvivalencie a vytvéra teda rozklad n/.
mnoziny n. Ak x € n, tak prvky z, f(z), f2(x),... nemdzu byt vietky rozne
(lebo n je konecnd mnozina). Existuje teda také m € Nt ze f™(x) = z (lebo
ak napr. f'(z) = fi(x),j > i, tak f7"%(x) = x,j—i € NT). Nech p € N*
je najmensie také, ze fP(x) = x. Prvky z, f(x), f?(z),..., fP~}(x) si navzdjom
rozne ( v opaénom pripade by existovalo &fslo k € NT, k < p, ze f¥(z) = z a
to by bol spor). Pre kazdé i,5 € {1,2,...,p — 1} je fi(x) ~ f7(x) a mnozina
{2, f(x),..., fP~1(2)} tvorf jednu triedu rozkladu dant relaciou ~.

Cyklus (z f(z) ... fP~!(x)) ozna¢me g;. Potom pre a € {z, f(z),..., P71} je
6;(a) = £(a) apre a ¢ {z, f(@),..., 7~} je g;(a) = a.

Mnozina n je koneénd a teda aj jej rozklad m/. tvori konetny pocet tried
Ty,Ts,...,T,.. Kazda trieda T; urcuje cyklus g;, pre ktory plati

f(CL), pre a € Tia
gi(a) =
a, pre a ¢ T;.
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Pretoze triedy rozkladu n/. sd navzijom disjunktné, tak aj cykly g1, go, ..., g, si
navzijom disjunktné.

Treba este ukéazat’, ze f = g1 - g2 ... g.. Nech a € n. Potom existuje j €
{1,2,...,7}, Ze a € Tj. Z toho vyplyva, ze aj f(a) € T a plati f(a) = g;j(a). Preto

(919195 - gj+1---- - gr)(a) = gj(a) = f(a),
¢o znamena, ze f =¢g1 g2+ ... g,. U

Doékaz predchadzajiucej vety dava aj navod, ako hl'adat’ rozklad permutacie na

disjunktné cykly. Nech f € So, f = (;fig;g;jg). Pretoze f(1) =5, f2(1) = 2

a f3(1) = 1, tak jeden z hl'adanych cyklov je cyklus (152). Zvolime d’alsi ,neza-
radeny“ prvok, napr. 3. V tomto pripade f(3) = 7 a f2(3) = 3, preto d’alsim
cyklom je cyklus (37). Analogicky ndjdeme cyklus (498). Teda

f=(152)-(37)-(498).
Cyklus dizky 1, t.j. cyklus (6) sme v zdpise rozkladu vynechali, lebo reprezentuje
identické zobrazenie.

6.9 PRIKLAD. Dané si permutécie f,g € S,
f_1234567 (1 2 3 4 5 6 7
“\3 175 246) 97\4157632)

N4jdite permutéciu h € Sy, pre ktord f80 . h = ¢'30.

RIESENIE. Pri rieSeni danej rovnice vyuzijeme, ze S7 je grupa (operéciou je
skladanie zobrazeni, neutralnym prvkom je id7 a inverznym prvkom k permutacii ¢
je inverzné zobrazenie t~!) a mozeme teda pouzivat’ zname pravidla pre poéitanie
s mocninami.

Permutacia f je cyklus dizky 7, teda

—

1 2 3 5 6 7
80 __ p7-1143 __ 711_ 3:-11_3: 3:

Permutéciu g napiseme ako stucin disjunktnych cyklov: ¢ = (1472)-(356). Rad
permutdcie ¢ je n(4,3) = 12. Potom

gi30 = (g12)10. g10 — §q10 410 _ 410

Dalej, pretoze g'? =idy, tak ¢! = g72 = (¢~ 1)?, teda

Rovnicu f89 . h = ¢'39 moézeme teda zapisat’ v tvare
1 23 45 6 7\ - 1 2 3 45 6 7
6 7 4 1 3 2 5 - \7 45 2 6 3 1)/
C e . L 1 2 3 4 5 6 7
Jej rieSenim je (pozri vetu 2.27) permutécia: (2 3 7 6 1 5 4) )
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6.10 DEFIN{cIA. Cyklickd permutédciu diiky 2 volame transpozicia.

6.11 VETA. KaZdi permutdciu mnoZiny n je mozné rozloZit’ na sucin trans-
pozicii.

DOKAZ. Podla vety 6.8 mozeme 'ubovolnd permutéciu f € S,, rozlozit’ na stcin
(disjunktnych) cyklov. Kazdy cyklus (aj as ... ai) mozeme rozlozit’ na suéin trans-
pozicii napriklad takto:

(a1ag ...ar) = (a1 ag) - (a1 ag—1) - ... (a1 a3) - (a1 az).

Po dosadeni do rozkladu permutéacie na cykly dostdvame rozklad permutéacie na
sucin transpozicii. [

Nech f je permuticia mnoziny n a a,b € n. Usporiadanu dvojicu (f(a), (b))

budeme volat’ inverzia permutécie f (alebo v permutdcii f), ak a < ba f(a) > f(b).

Napriklad inverzie permutécie f = (; i ‘;’ g ;) su usporiadané dvojice (3,1), (3,2),

(4,1), (4,2), (5,2). Jej rozklad na transpozicie je f = (13) - (25) - (24), ale aj
napriklad f = (13) - (12)-(15)-(12) - (24). Nasledujica lema ukazuje suvis
medzi poc¢tom inverzii danej permutdcie a po¢tom transpozicii (v jej rozklade na
transpozicie).

6.12 LEMA. Permutdcia f mnoZiny n je suc¢inom pdrneho poctu transpozicii
prdve vtedy, ked’ obsahuje pdrny pocet inverzii.

DOKAZ. VSimnime si, Ze ak permutédcia f je identické zobrazenie, tak pocet jej
inverzii je 0. Sta¢i teda ukdzat, Ze pri vyndsobeni permutédcie f (zlava) trans-
poziciou t = (ab) sa zmeni pocet inverzii o neparne ¢islo. V permutécii f oznac¢me

o= ar=s0) g £= (14 g ) ot

A T AT B
(ab)- ( a ... b ) o ( b ... a >

Vynésobenim permutécie f transpoziciou t = (ab) dostaneme teda permutéciu,
ktora sa od permutécie f 1i3i len tym, ze v jej zdpise st (v druhom riadku) vymenené
medzi sebou ¢&isla a, b (t.j. obrazy prvkov i, j). Uréme pre kazdé k € n, ako tato
zmena ovplyvni pocet inverzii medzi usporiadanymi dvojicami utvoreny mi z prvkov
f(k), f(@), f(5)-

a) Pre k €n, i < k < j v permutécii ¢ - f bud’ dve inverzie pribudni, bud’ dve
ubudnt, bud’ ostane pocet nezmeneny (jedna pribudne a jedna ubudne).

b) Pre k € n, k < i alebo k > j ostdva pocet inverzii v ¢ - f zrejme nezmeneny.

Dalej si viimnime, Ze ak (a,b) je v f inverzia, tak (b,a) nie je v ¢ - f inverzia a
naopak.

Z toho vyplyva, ze celkovd zmena inverzii je neparna. Ak teda

f:tn'tn—l'---'tZ'tb

kde t1, ta, ..., t, su transpozicie a celkovy pocet inverzii permutacie f je r, tak
r=n (mod 2) (t.j. ¢isla r, n majd rovnaku paritu). O
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6.13 DEFINfCIA. Permutdcia sa nazyva pédrna, ak je sic¢inom parneho poctu
transpozicii a nazyva sa neparna, ak je su¢inom neparneho poctu transpozicii.

6.14 VETA. MnoZina vsetkych parnych permutdcii mnoZiny n tvori podgrupu
grupy Sp.

DOKAZ. Identické zobrazenie id,, je parna permutdcia a preto mnozina parnych
permutécii je neprazdna. Ak f, g si parne permutécie, tak existuju transpozicie
f17 f27 SRR f27’7g17g27 -+ +3 925 také7 ze

f:fl’fQ"H'fZT; g=4gi1-g2-..."Ggos.

Potom
f'g_l:fl'f2'---'fzr'gz_sl'---'92_1'91_1

je zrejme tiez parna permutdcia, ¢o (podla vety 2.24) znamend, ze mnozina vsetkych
parnych permutécii je podgrupou grupy vsetkych permutéacii. [J

Grupu vsSetkych parnych permutacii na mnozine n, voldme alternujica grupa
n-tého stupna a oznaCujeme ju A,.

6.15 DOSLEDOK. Rdad alternujicej grupy n-tého stupria je |A,| = %'

DOkAz. Ukézeme, ze z celkového poétu n! (n > 1) permutécii v S, je %' par-

nych. Ozna¢me B mnozinu vSetkych neparnych permutacii. Ukazeme, ze zobraze-
nie ¢ : A, — B, o(f) = (12) - f je bijekcia.

Pretoze v grupe plati zékon o kréateni, tak z rovnosti (12)- f; = (12)- f2 vyplyva
f1 = f2 a teda ¢ je injekcia.

Nech g € B. Potom (v grupe S,,) ma rovnica (12) - f = g (s nezndmou f)
rieSenie a naviac, f musi byt’ parna permutacia. Teda pre g € B existuje f € A,
ze o(f) = g, o znamend, ze zobrazenie ¢ je aj surjekcia. [

Cvicenia
L (. 123456 123456 123456
1. Danesupermuta(:lef:<312645>,g:(615342>,h:(134526>,

(s353500) 1=(3100300s1Y), m=0)(29)(s8)(14),
(12345)(67)(1357)(163).

a) Zapiste kazdu z danych permutécii ako sicin disjunktnych cyklov.

b) Zapiste kazdi z danych permutécii ako sté¢in transpozicii.

c) Urcte, ktord z danych permutdcii je parna.

d) Urcte rad danych permutécii.

2. Necha:<12345>,b:(12345>,c:<12345),

k
n=

53421 41352 13254
a) Urcte rady prvkov a, b, c.
b) Uréte prvky a'%, 5784 (ab?)~3
c) Uréte prvky z,y, pre ktoré plati bxa = ¢, ayb = c.
Uréte dvojprvkovii a trojprvkovil grupu transformécii na mnozine {1, 2, 3}.

3.
4. Zistite, ¢i nasledujice mnoziny si podgrupy grupy (Sy, ).

a) {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)},
b) {(1), (13), (24), (12)(34), (13)(24), (14)(23), (1234),(1432)}.
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5. Napiste tabulku pre operaciu alternujicej grupy Aj.
6. Ukdzte, ze grupa (Ss, ) je generovand mnozinou {(12), (123)}.
7. Urcte vymenovanim podgrupu
a) grupy Ss generovanu mnozinou {(12), (23)},
b) grupy S; generovanui mnozinou {(13), (14)}.
8. V 5y rieste rovnicu
a) (123456789>'f:<123456789>223

316892475 349685127 '
b) Fo(123456789) _ (1234567809 —146

349685127)  \316892475 '

9. V Sy rieSte rovnicu

a) 123456 7 8910 f_ 12345678910 154
7985631042 1 T \9175108243 6 ’

b) 12345678910 f: 123456 7 8910 88
9175108243 6 7985631042 1 ’

10. Dokazte, ze rad I'ubovol'ného prvku grupy Sig je najviac 30.
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7. Rozklad podla podgrupy. Lagrangeova veta

V kapitole 1 sme zaviedli pojem kongruencie podla modulu m na mnozine Z
celych cisel. Tuto kongruenciu mézeme chapat’ aj v nasledovnom zmysle. Zvolme
pre grupu (Z, +) vSeobecné oznacenie (G, -) a oznacme jej podgrupu mZ = {m -k |
k € Z} symbolom H. Vidime, 7ze a = b (mod m) prave vtedy, ked’ a - b~! € H.
To néas privadza k zovSeobecnenému pojmu kongruencie podla podgrupy H pre
I'ubovolna grupu G a jej podgrupu H.

7.1 DEFINICIA. Nech (G,-) je grupa a H jej podgrupa. O prvkoch a,b € G
budeme hovorit, Ze a je sprava kongruentné s b podla podgrupy H a pisat’
a =, b(H), ak a-b~' € H. Podobne, budeme hovorit, Ze a je zlava kongru-
entné s b podla H a pisat’a =, b (H), aka™'-b € H. Reldcie =, (H) a =, (H)
nazveme pravd o lavd kongruencia podla podgrupy H.

7.2 VETA. Nech H je podgrupa grupy G.

a) Pravd (resp. lavd) kongruencia podla podgrupy H je reldcia ekvivalencie na
G.

b) Trieda ekvivalencie pravej (resp. lavej) kongruencie podla podgrupy H ob-
sahugjica prvok a je {h-a|h € H} = Ha (resp. {a-h|he€ H} =aH).

c) |Ha| = |H| = |aH| pre vietky a € G.

DOKAz. Urobime ho pre pravé kongruencie podl'a podgrupy H (pre l'avé je dokaz
analogicky) a budeme pritom skratene pisat’ a = b namiesto a =, b(H).

a) Nech a,b,c € G. Potom a = a, pretoze a-a~! = e € H; teda = je reflexivna
relacia na GG. Symetrickost’ relacie = ukazuje nasledujici ret’azec implikacii:

a=b=a-b'cH=(a-b')'ceH=ba'cH=b=a.

Nech teraz a = ba b =c¢, tj. a-b' € Hab-c! € H Potom a-c! =
(@-b71)-(b-c1) € H, tj. a =c. Teda = je aj tranzitivna, cize je reldcia
ekvivalencie na G.

b) Trieda ekvivalencie obsahujica prvok a € G je

{reG|lz=a}l={reCG|r-atcH}={zeG|z-a'=hecH}=
={zxeG|3dheH; x=h-a}={h-a|h€ H} = Ha.

c) Ukézeme, ze zobrazenie f : Ha — H dané predpisom f(h-a) = h je bijekcia.
Kazdy prvok h € H ma v zobrazeni f vzor h-a € Ha, teda f je evidentne surjektivne
zobrazenie. Nech teraz f(hy-a) = f(hy - a), t.j. hy = hy. Potom trividlne hy - a =
hs - a, teda f je injektivne. Veta je dokdzana. [

7.3 DEFINICIA. Nech H je podgrupa grupy G. Triedy ekvivalencie pravej (resp.
lavej) kongruencie podla podgrupy H na G budeme nazyvat’ pravé (resp. lavé)
triedy grupy G podla podgrupy H.

7.4 DOSLEDOK. Nech H je podgrupa grupy G.
a) Mnozina G je zjednotenim pravych (resp. lavych) tried grupy G podla H.
b) Dve pravé (resp. lavé) triedy grupy G podla H si alebo disjunktné alebo
totozné.
c) Pre vsetky a,b € G plati Ho=Hb< a-b"* € H aaH =bH < a1 -be H.
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d) Ak P (resp. L) je mnozina véetkych (po dvoch disjunktngch) praviych (resp.
Vavych) tried grupy G podla H, tak |P| = |L].

DOKAzZ. a),b) st priamymi désledkami 7.2 a). Rovnost’ Ha = Hb implikuje
existenciu hq,he € H tak, ze hy -a = hy -b. Potom a-b~! = h1_1 -hy € H.
Obréatene, ak a-b~! = hy € H, tak a = hg - b, a teda Ha = Hb (overenie tejto
rovnosti prenechdvame na ¢itatela ako cvicenie 1). Tym je ukdzané c). Definujme
teraz zobrazenie f : P — L predpisom f(Ha) = a 'H. Zobrazenie f je zrejme
surjektivne. UkaZzeme injektivnost’ f. Nech f(Ha) = f(Hb), t.j. a *H = b~ 1H.
Potom, podla c), je (a=})"t-b=t =a-b~! € H a odtial (opit’ podla c)) Ha = Hb.
Teda f je bijekcia a |P| = [£|. O

Z tvrdenia 7.4 c) vzhl'adom na definiciu 7.1 vyplyva, ze
Va, b€ G; Hao = Hb < a =, b(H).

Tvrdenie 7.4 d) ndm umoznuje uviest’ nasledujicu definiciu (pozri aj poznamku

5.6).

7.5 DEFIN{CIA. Kardindlne ¢éislo |P| = | L] mnoZiny pravijch (lavych) tried grupy
G podla podgrupy H nazyvame indexom podgrupy H v grupe G a oznacujeme
G : H].

Ak G je komutativna grupa, tak prava a l'ava kongruencia podla podgrupy H
su totozné relacie, pretoze plati

a=,b(H)<a-blteHe (@b )y 'TeHs
sb-a'ceHsa ' beHsa= b(H).

Kazda prava trieda komutativnej grupy G podla podgrupy H je teda sucasne aj
lava trieda a P = L. Ak su prava a l'ava kongruencia podla podgrupy H totozné,
hovorime len o kongruencii podl'a podgrupy H a piseme a = b(H). V takom pripade
budeme hovorit’ len o triedach grupy G podla podgrupy H a zvycajne budeme pre
ne pouzivat’ oznacenie pravych tried Ha. Mnozinu tried grupy G podla podgrupy
H budeme oznacovat’ G/H.

7.6 Priklad. Uz v uvode tejto kapitoly sme naznacili, ze kongruencia = modulo
m definovand na grupe (Z, +) v kapitole 1 je vlastne kongruencia podl'a podgrupy
mZ, kde mZ = {m -k | k € Z} je podgrupa grupy Z. Systém zvySkovych tried
Zm=1{0,1,...,m — 1} (v inom oznaceni Z/=,,), ktory vytvorila v kapitole 1 kon-
gruencia modulo m je totozny so systémom Z/mZ tried grupy Z podla podgrupy
mZ. Skutoéne, podgrupa mZ = mZ + 0 je totozna so zvyskovou triedou 0 a triedy

mZ +1, mZ+2,..., mZ+ (m — 1) grupy Z podla podgrupy mZ, ktoré sa z
podgrupy mZ ziskaju ”posunutim pomocou operéacie +”, si totozné postupne so
zvyskovymi triedami 1, 2,..., m — 1. Teda Z,, = Z/mZ.

Nasledujuci priklad ukazuje, ze prava a l'ava kongruencia grupy G podla pod-
grupy H (a teda aj pravy a lavy rozklad G podla podgrupy H) mézu byt totozné
aj v nekomutativnej grupe G, avSak vo vSeobecnosti to v nekomutativnej grupe
neplati.
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7.7 Priklad. Nech (G,-) = (S3,0) anech H; je cyklickd podgrupa G generovang
prvkom (123). Teda H; = {(123),(132),id}. Pravé triedy grupy G podla H; su

H1(123) = {(132),id, (123)} = H;(132) = Hyid = Hy,
Hy(12) = {(13),(23), (12)} = Hy(23) = Hy(13)

a l'avé triedy grupy G podla podgrupy H; su

(123)H, = {(132),id, (123)} = (132)H, = idH, = H\,
(12)H, = {(23), (13), (12)} = (23)H, = (13)H,

(cvicenie 2). Cize P = {Hi,{(13),(23),(12)}} = L, napriek tomu, ze grupa G je
nekomutativna — napr. (12)0(23) = (123) # (132) = (23)0(12). V tomto pripade je
totoznost’ pravého a 'avého rozkladu zrejme désledkom faktu, ze [G : H1] = 2. Preto
aj prava a lava kongruencia podla H; su totozné reldcie. Vidime, ze (123) = (132)
(mod Hi), (132) =id (mod Hy), (12) = (23) (mod Hy) a (23) = (13) (mod Hy).
Vsimnime si este, ze |G| =[G : H1] - |H1| =2-3.

Nech teraz Hy je cyklickd podgrupa generovand prvkom (12). Teda Hy =
{(12),id}. Pravé triedy grupy G podla Hs su

H>(12) = {id, (12)} = Ho,
H»(23) = {(123), (23)} = H(123),
H,(13) = {(132), (13)} = H2(132),

¢ize P = {H2,{(123),(23)},{(132),(13)}}. Lavé triedy grupy G podla Hs si

(12)H, = {id, (12)} = H,
(28)H, = {(132), (23)) = (132)Ha,
(13)Hy = {(123), (13)} = (123)H>,

cize L = {H»,{(132),(23)},{(123),(13)}} (cvicenie 2). Zistili sme, ze rozklad P
grupy G na pravé triedy podla Hs je rozny od rozkladu £ grupy G na lavé triedy
podla Hy. Teda aj prava kongruencia =, (mod Hs) je rozna od l'avej kongruencie
=; (mod Hj). Vidime napriklad, ze (23) =, (123) (mod H) a (13) =, (132)
(mod Hs), ale (23) #; (123) (mod Hs) a (13) #; (132) (mod Hs). Index Hy v G je
|G : Hy] = 3 a opét’ vidime, ze |G| =[G : Ho| - |Ha| =3 - 2.

7.8 VETA (Langrangeova). Nech G je grupa a H je lubovolnd jej podgrupa.
Potom
G| =[G : H]-[H]J.

V pripade konecnej grupy je teda jej rdd ndsobkom rddu lubovolnej jej podgrupy.

DOKAz. Uvazujme o mnozine P = {Ha | a € G} pravych tried grupy G podla
podgrupy H. Utvorme kartezidnsky suc¢in mnozin P a H. Prvkami P x H su
vSetky usporiadané dvojice tvaru (Hzx,h), kde Hz je trieda zo systému P a h je
prvok podgrupy H. Pretoze mnozina G je zjednotenim disjunktnych pravych tried
z uvazovanej mnoziny P (podla 7.4a) ), kazdému prvku a € G mozno priradit’
prave jednu triedu Hz zo systému P, do ktorej patri. Ak ale a € Hx, znamena
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to, ze a = h - x pre nejaké h € H. Pritom h je jednoznacne urcené prvkom a a
reprezentantom x (pozri vetu 2.27). Preto mo6zeme korektne definovat’ zobrazenie
f: G — P x H, ktoré kazdému a € G priradi dvojicu (Hz,h) € P x H, pricom
plati a = h - x € Hx. Ukazeme, Ze zobrazenie f je bijektivne.

Ak a,b e G, a # b, tak alebo a, b patria do tej istej triedy Hx alebo existuju dve
rozne triedy Hx # Hy, ze a € Hx, b € Hy. V prvom pripade a = hy -z, b = hy -,
pricom musi byt’ hy # he (opak vedie k sporu a = b); teda f(a) = (Hz,hy) #
(Hzx,hg) = f(b). V druhom pripade evidentne f(a) # f(b), lebo Hz # Hy. Tym
sme ukazali, Ze zobrazenie f je injektivne.

Zvol'me lubovolnu dvojicu (Hz,h) € P x H. Hladdme k nej vzor a € G v
zobrazeni f. Polozme a = h-x € Hx. Potom evidentne f(a) = f(h-xz) = (Hzx,h).
Teda f je aj surjektivne.

Pretoze sme nasli bijektivne zobrazenie mnoziny G' na mnozinu P x H, plati
pre ich kardindlne ¢isla rovnost’ |G| = |P x H|, odkial’ (podla definicie sic¢inu
kardindlnych ¢isel — pozri pozndmku 5.6) dostavame |G| = |P| - |H|. Pretoze |P| =
|G : H] podl'a definicie 7.5, dostdvame pozadované tvrdenie |G| = [G : H] - |H|.

Ak G je kone¢nd, kardindlne ¢isla |G|, [G : H], |H| zapisujeme ako prirodzené
¢isla a mozeme teda povedat), ze |G| je ndsobkom ¢isla |H| tak ako je to obvyklé v
suvislosti s delitelnostou prirodzenych ¢isel. [

Obratené tvrdenie k Lagrangeovej vete vSak neplati. Napriklad alternujtca
grupa Ay (cvicenie 5 predchidzajicej kapitoly) mé rad 12, ale nema podgrupu
radu 6 (presvedcte sa).

Lagrangeova veta ma viacero zaujimavych dosledkov.

7.9 DOSLEDOK. V koneénej grupe je rdd kazdého prvku delitelom rddu grupy.

DOkAZ. Nech |G| = n a nech a € G. Uvazujme o cyklickej podgrupe [a] grupy
G. Podla Lagrangeovej vety |G| = [G : [a]] - |[a]|. Pretoze podla vety 5.7 je
|[a]| = r(a), dostavame ihned’ pozadované tvrdenie n = [G : [a]] - r(a). O

7.10 DOSLEDOK. KaZdd grupa prvoéiselného rddu je cyklickd a kazdy jej prvok
s vynimkou neutrdlneho prvku je jej generdtorom.

DOKAzZ. Nech |G| = p, kde p je prvocislo. Podl'a dosledku 7.9 pre rdd I'ubovolnéholj
prvku a € G plati r(a) | p, t.j. 7(a) € {1,p}. Pretoze r(a) = 1 len pre a = e, kazdy
prvok a € G\ {e} ma rdd p. Potom ale [a] = {a,a?,...,aP" 1, e} = G,lebo[a] C G a
l[a]| = p = |G]. Teda G je cyklickd a kazdy prvok a € G\ {e} je jej generdtorom. O

7.11 DOSLEDOK (Mala Fermatova veta). Ak p je prvocislo a a je celé ¢islo,
tak

a’? =a (mod p).

DOKAz. Multiplikatfvna grupa (Z, \ {0}, ®) nenulovych zvyskovych tried mod-
ulo p (pozri 4.5) m4 p—1 prvkov 1,2,...,p — 1. Nech a je l'ubovolné celé ¢islo. Ak
a = 0 (mod p), tak tvrdenie trividlne plati. Nech teda a # 0 (mod p), t.j. zvyskova
trieda @ € Z,, \ {0}. Podl'a désledku 7.9 pre r4d prvku @ v grupe (Z, \ {0}, ®) plati
r(a@) | p—1, t.j. existuje prirodzené &islo m, ze 7(a@)-m = p— 1. Pretoze (a)"® =1,
dostavame (a)P~! = (@)@ ™ = [(@)"@]" = (I)™ = 1. Teda a?~! = 1 (mod p),
odkial' po vynésobeni ¢islom a dostaneme pozadovany vztah o = a (mod p). O
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7.12 DOSLEDOK. KaZdd stvorprvkovd grupa je izomorfnd alebo s cyklickou grupoul}
(Zy4,®) alebo s grupou symetrii obdlzZnika.

DOKAz. Nech (G,-) mé 4 prvky a, b, c,e. Podla désledku 7.9 plati, ze r(a), r(b),
r(c) € {2,4}. Ak niektory z prvkov a,b,c mé rad 4, tak cyklickd podgrupa nim
generovand ma rad 4 a teda sa rovnd G. V tomto pripade (G,-) = (Zy,®). Ostdva
pripad, ze r(a) = r(b) = r(c) = 2. SG&in a - b sa zrejme nemoze rovnat’ prvku a
resp. b resp. e, lebo by sme dostali rovnosti a-b=a =a-eresp. a-b=b=e-b
resp. a-b = e = a-a, ktoré po krateni vedi na sporné rovnosti b = e resp.
a = e resp. b = a. Preto nutne a-b = c. Uplne analogicky sa ukéze, ze plati
b-a=c, b-c=a=c-b, a-c=b=c-a. Teda v tomto pripade ma grupa (G, -)
tabulku

e a b c
e e a p c
a a e ¢ )
b b ¢ e a

c ¢ p a e
Cize je izomorfnd s grupou symetrii obdiznika (pozri tabulku 2 v kapitole 4). [
Vyhodu pouzitia Malej Fermatovej vety ukdzeme na rieSeni nasledujucej ulohy.

7.13 PRIKLAD. Ukéite, Ze ak a,b € Z nie st ndsobkom ¢&isla 7, tak a® + 0% +5
je nasobkom ¢isla 7.

RIESENIE. Ak 71a, 710b,tak D(a,7) = D(b,7) = 1 a pre prvocislo 7 dostavame z
désledku 7.11 (po krateni), ze a® =1 (mod 7) a b® =1 (mod 7), z ¢oho a® + % = 2
(mod 7). Odtial’ a® + 4% +5 =0 (mod 7), teda 7 | a + b5 + 5.

Ak z € Z a 71z, tak existujui celé éisla k, r, ze x = Tk +r, r € {1,2,3,4,5,6}.
Pri rieSeni predchadzajicej ilohy sme teda mohli vyuzit’ zapis ¢isel a, b v uvedenom
tvare. Tento postup vsak vedie k zdihavym a jednotvarnym vypoctom (presvedcte
sa).

Cvicenia
1. Ukaite, ze ak H je podgrupa grupy G a a-b~! € H, tak Ha = Hb.

2. Overte spravnost’ rozkladov v priklade 7.7.

3. Nech H je podgrupa grupy G. Dokazte, ze Ha = Hb implikuje H(a - ¢) =
H(b - c¢) pre lubovolné a,b,c € G.

4. Nech H je podgrupa grupy G. Oznaéme pre a € G, HaH = {hy - a - hs |
hi,he € H}. Ukéazte, ze pre a,b € G bud plati HaH = HbH alebo HaH N HbH =
.

5. Najdite vSetky triedy grupy G podla podgrupy H:

a) G =(R\{0},"), H ={-1,1}
b) G = (R\ {0}, ), H = R*;
C)GZ(C\{O}) = R*;
d) G =(Q,+), H= 7
e)G:(a )’ = R;
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YG=(ZxZ,+), H=3Z x2Z;

g) G=(Rx R,+), H={(3z,2z) | € R};
h) G= (Zm,@), H= {G,Z,g};

i) G = (Ds,0), H = {i,v};

j) G = (Dy,0), H=1{i,11,72,73};

k) G = (CS,O), H = {i,’f’4}§

) G =(Ky,-), H={-1,1}.

6. Dand je grupa (G, o) vSetkych transformacii f,; : R — R urCenych predpi-
som fop(z) =a-x+b,kde a € R\ {0},b € R. Urcte pravé a lavé triedy grupy G
podla podgrupy H, ak

a) H=1{fuy | a=1},
b) H = {fuy | b=0}.
Porovnajte P a L v oboch pripadoch!

7. Nech H je podgrupa konecnej grupy G a K je podgrupa H. Dokazte, ze
G:K|]=|G:H| [H:K].

8. Pomocou dosledku 7.9 ukazte, ze kazda grupa radu p™, kde p je prvocislo,
ma podgrupu radu p.

9. Nech G je cyklickd grupa radu n. Ukazte, ze pre kazdy delitel’ d ¢isla n
existuje prave jedna podgrupa radu d grupy G.

10. Ukézte, ze kazd4 grupa radu 6 je bud cyklickd alebo izomorfna s grupou
Ds.
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8. Normalne podgrupy, kongruencie na grupach a faktorové grupy

Pomocou binarnej relacie kongruencie modulo m sme v kapitole 1 uskutoc¢nili
faktorizaciu (rozklad) mnoziny celych ¢isel Z na zvyskové triedy. Ukazali sme
pritom, ze relicia = (mod m), podla ktorej sme faktorizaciu uskutocnili je kom-
patibilnd (zlucitelnd) s operdciami séitania a nasobenia (veta 1.5). V doésledku
toho sme mohli definovat’ s¢itanie a nasobenie aj na mnozine zvyskovych tried Z,, =
{0,1,...,m — 1} a ziskat’ tak tzv. faktorové algebry (Z,,,®) a (Z,,,®). V kapitole
6 sme ukdzali, Ze mnozinu zvyskovych tried mozno dostat’ aj ako mnozinu Z/mZ
vSetkych tried grupy (Z, +) podla pogrupy mZ = {m-k | k € Z}. Zovseobecnenim
tychto poznatkov, a sice faktorizaciou I'ubovolnych grip podla tzv. normadlnych
podgrip a ekvivalentne podla tzv. kongruencii, sa budeme zaoberat’ v tejto kapi-
tole.

Ak v uvedenom priklade m = 2, dostaneme mnozinu Z/27Z = {P,N}, kde
P = 27 je trieda parnych celych ¢isel a N = 27 + 1 je trieda neparnych celych
¢isel. Tato tvori (spolu s operaciou scitania) tzv. faktorovi grupu (Z/27,+)
izomorfnud s grupou (Zs, @), kde operacia scitania tried vlastne vyjadruje ako ,sa
sCituju parity*:

P+P=P,P+N=N, N+P=N, N+ N=P.

Podobne, faktorizéciou multiplikativnej grupy (R \ {0}, ) nenulovych redlnych
¢isel podla podgrupy R™ kladnych redlnych ¢isel dostaneme faktorovii grupu
{R"™, R~} s operéciou nisobenia

R"-RPT=R*", R""R"=R ,R -R"=R ,R -R =RT",
teda faktorizacia nam tentoraz dava pohlad na to, ako sa ,nasobia znamienka®:
++=+ +-—=—- —+=—-, —-—=+.

Faktorizacia ndm zjednodusuje pohlad na veci aj v beznom zivote. Stotoznovanie
dni v roku do siedmich tried, pondelok az nedela, umoznuje, ze ¢innost’ §kol, iradov,
kostolov, obchodov, atd. nemusi byt’ planované na kazdy den roku osobitne, ale je
organizovana spravidla v silade s jednoduchou ,faktorovou struktirou® pondelok
az nedela. Podobne napr. pédorysné zobrazenie predmetu stotoziuje vSetky body
predmetu majice rovnaky priemet vo vertikdlnom smere a ziskame tak prehladni
faktorovu strukturu obrazu predmetu pri pohlade zhora — podorys. Obraz pred-
metu mozeme faktorizovat’ aj v inych smeroch — pri pohl'ade zboku, spredu atd’.

Teraz sa vratme k faktorizacii grip, najprv podla (Specidlnych) podgrip.
Stcinom tried Ha, Hb grupy (G,-) podla pogrupy H reprezentovanych prvkami
a,b by prirodzene mala byt trieda H(a - b) obsahujica prvok a - b, t.j.

(1) (Ha) - (Hb) = H(a - b).

Odteraz budeme, tak ako je tomu v algebre zvykom, symbol nasobenia - ¢asto
vynechavat’ a napr. namiesto a - b pisat’ len ab, a pod. VSimnime si, Zze nasobenie
tried uvedené v (1) bude korektne definovat’ operaciu vtedy, ked’ vysledok nésobenia
nebude zavisiet’ od prvkov pouzitych na reprezentovanie tried, ¢ize ak bude platit’

(2) Ha = HecNHb= Hd = H(ab) = H(cd).
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Pre aké podgrupy H bude toto platit”” Najprv si vSimnime, ze podla 7.4 ¢) rovnost’
Ha = Hc implikuje ac™! € H, odkial’ dostdvame (ad)(cd) ™ = add~tc ' = ac™! €
H. Opat’ 7.4 c¢) implikuje H(ad) = H(cd). Ak by sa ndm podarilo ukdzat’, ze
Hb = Hd implikuje H(ab) = H(ad), mali by sme H(ab) = H(ad) = H(cd), t.j.
implikdcia (2) by platila. Rovnost’ Hb = Hd podla 7.4 ¢) implikuje bd~! = h € H
a aby sme dostali H(ab) = H(ad), podl'a 7.4 c) potrebujeme, aby (ab)(ad)™! =
abd='a~! = aha=! € H. Ako ale zaruéit,, aby aha=! € H? V pripade, Ze grupa G
je komutativna, plati ah = ha, t.j. skutoéne aha=! = h € H. V pripade, ze G nie
je komutativna, budeme kvoli platnosti (2) pozadovat’, aby podgrupa H s kazdym
prvkom h obsahovala aj tzv. konjugovany prvok aha™!.

8.1 DEFINICIA. Podgrupa H grupy G sa nazgjva normdlna (alebo invariantnd)
v G, ak s kazdym prvkom h obsahuje aj véetky konjugované prvky aha™! (a € G),
t.j.

(3) he€ H=VYacG; aha ' € H.

8.2 LEMA. Pogrupa H grupy G je normdlna v G prdve vtedy, ked’
(4) Va € G; aH = Ha

t.j. ak sa pravé a lavé triedy grupy G podla H rovnaji.

DOKAZ. Nech podgrupa H grupy G je normélna, t.j. pre kazdé a € G ah e H
plati aha=! = b/ € H. Potom ah = ha, teda aH C Ha. Analogicky (po zdmene
prvkov a,a™!) plati a=tha = h' € H t.j. pre kazdé a € G a h € H existuje h’ € H,
ze ha = ah’, ¢ize Ha C aH. Teda aH = Ha pre kazdé a € G.

Obrétene, ak plati (4) a h € H,a € G, tak ah € aH = Ha t.j existuje h’ € H,
ze ah = W'a, odkial aha™! = h' € H. Teda plat{ (3) a lema je dokdzana. [

Ako sme uz vysSie uviedli, v komutativnej grupe G je kazda podgrupa H
normalna a v nekomutativnej grupe G normdélnost’ pogrupy H zarucuje, ze plati
(2), a teda prirodzené nasobenie tried z G/H je korektnéd operdcia. Nasledujiica
veta hovori, ze tato operacia definuje na G/H grupu.

8.3 VETA. Nech (G,-) je grupa a H je jej normdlna podgrupa. MnozZina G/H
vsetkych tried grupy G podla H tvori grupu vzhladom na operdciu definovani v
(1). Ak grupa G je komutativna, tak aj grupa (G/H,-) je komutativna. Ak G je
cyklickd, tak aj G/H je cyklickd.

DOkAz. (G/H,-) je grupoid, pretoze H je normélna podgrupa. Overenie aso-
ciativnosti ndsobenia v G/H a v pripade komutativnosti G aj komutativnosti G/H
prenechdvame na Citatel'a (cvicenie 1). Trieda H = He je neutrdlnym prvkom v
G/H, pretoze pre l'ubovolni triedu Ha € G/H méme

(Ha)(He) = Hae = Ha = Hea = (He)(Ha).
Inverznym prvkom k triede Ha je trieda Ha™!, pretoze
(Ha)(Ha™') = Haa ' = He = Ha 'a = (Ha™')(Ha).

Teda (G/H,-) je grupa. Ak G je cyklickd s generdtorom a, tak aj G/H je cyklicka
s generdtorom Ha, pretoze (Ha)™ = Ha™ pre vsetky celé ¢isla m. O
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8.4 DEFINICIA. Grupu (G/H,-) opisani vo vete 8.3 nazgvame faktorovou grupou
grupy (G,-) podla jej normdlnej podgrupy H.

Faktorovu grupu Z/mZ mozno ziskat’ z grupy (Z,+) aj zlu¢ovanim jej prvkov
podla ,novej rovnosti“, kompatibilnej s operaciou +. Touto ,novou rovnostou“,
vedicou k rovnakému rozkladu mnoziny Z, je kongruencia modulo m, pricom vzt’ah
medzi podgrupou mZ a kongruenciou = (mod m) je

(5) a=b (mod m)&a—bemZ.

Teraz ukazeme, Ze aj vo vSeobecnosti mozno kazdu faktorovi grupu (G/H, -) grupy
G podla jej norméalnej podgrupy H ziskat’ pomocou relacie ekvivalencie kompati-
bilnej s operaciou grupy (G, ).

8.5 DEFINICIA. Bindrnu reldciu ekvivalencie = na grupe (G,-) kompatibilni s
grupovou operdciou -, t.j. taku, Ze pre lubovolné a,b,c,d € G

a=bNc=d=a-b=c-d,

nazgyvame kongruenciou grupy (G, ).

Suvis medzi kongruenciami grupy a normalnymi podgrupami je zovSeobecnenim
vztahu (5) na grupe (Z,+).

8.6 VETA. a) Nech = je kongruencia grupy (G,-). Potom H(=) ={a € G |a=
e} je normdlna podgrupa grupy G a pre lubovolné a,b € G plati

(6) a=bsab !t c H(=).

b) Nech H je normdlna podgrupa grupy (G,-). Potom bindrna reldicia =g na G
urcéend vzt'ahom

(7) a=pbeabtcH

je kongruencia grupy G a plati {a € G |a =g e} = H.
c¢) Kongruencia = (=) je totoznd s kongruenciou = a normdlna podgrupa H(=g
) je totoznd s normdlnou podgrupou H.

8.7 Poznamka. Vsimnime si, ze binarna reldcia =g priradend k normalnej
podgrupe H podla vzt'ahu (7) je vlastne reldcia pravej kongruencie modulo H, =,
(mod H), zavedend v kapitole 7. Je l'ahké ukézat’, ze aj reldcia l'avej kongruencie
modulo H, =; (mod H), je totoznd s reldciou =p. Skutocne, s vyuzitim 7.4 ¢) a
8.2 ihned’ dostavame

a=b (mod H)ea'vc Head=bH < Ha=Hbsab ' € Hea=pyb.

DOKAZ VETY 8.6. a) Nech = je kongruencia grupy (G,-) a nech H = {a €
G | a = e}. Pre lubovolné a,b € H plati a = e, b = e, odkial zo symetrickosti
a reflexivnosti reldcie = a jej kompatibilnosti s operaciou - dostaneme postupne
e=b b le=b"1b, bl =e, ab™! =ae, ab~! = a. Pretoze a = e, z tranzitivnosti
reldcie = mame ab~! = e, t.j. ab~! € H. Teda H je podgrupa grupy G. Nech
teraz h € H a a € G. Potom h = e, odkial dostaneme postupne ah = ae, aha™! =
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aea™!, aha™! =e, t.j. aha™! € H. Teda H je normélna podgrupa G. Je zrejmé,
ze pre 'ubovolné a,b € G plati

a=bsab l=esab ! € H,

¢im je vzt'ah (6) dokdzany.

b) Nech H je normdlna podgrupa grupy G a = je bindrna relicia na G dana
vzt'ahom (7), t.j. = je pravd kongruencia modulo H, =, (mod H), z definicie
7.1. Vo vete 7.2 sme ukazali, ze tato relacia je relacia ekvivalencie na GG. Pretoze
a=bsabl € H< Ha= Hbpodla 7.4 c), je kompatibilita reldcie = s operdciou
grupy (G, ) ekvivalentnd so vzt'ahom (2), ktorého platnost’ v pripade normalnej
podgrupy H sme vlastne overili uz pred definiciou 8.1. Teda = je kongruencia
grupy G. Napokon, {a € G |a=e¢}={a€G|aet=ac H} = H.

¢) Zo (6) a (7) mame

a=pg(=) boab 'cHE=E)Sa=bh
a analogicky

H=g)={acG|la=ge}={acGlactcH ={acGlacH})=H 0O

Faktorova grupa G/H grupy G podla normélnej podgrupy H je podla definicie
8.4 mnozinou pravych tried grupy G podla H, ktoré su podla 8.2 totozné s l'avymi
triedami grupy G podla H. Tieto triedy boli v kapitole 7 zavedené ako triedy
ekvivalencie mnoziny G podla pravej resp. lavej kongruencie modulo H. Ako
sme ukazali v poznamke 8.7, obe tieto relacie ekvivalencie si v pripade normaélnej
podgrupy H totozné s kongruenciou =g ur¢enou vztahom (7). Vidime teda, ze
prvky faktorovej grupy G/H podla normdlnej podgrupy H su triedy ekvivalencie
urcené kongruenciou =g a ze teda faktorizacia podla normaélnej podgrupy H je
vlastne to isté ako faktorizicia podla kongruencie =p. Preto sa pre faktorovu
grupu popri oznacenii G/H pouziva aj oznacenie G/=p.

Kongruenciu =g priradeni k normalnej podgrupe H grupy G sposobom
opisanym vo vete 8.6 budeme nazyvat’ (v stlade s kapitolou 7) kongruenciou mod-
ulo H. Normélna podgrupa H(=) grupy (G,-) priradend ku kongruencii = sa
v literature zvykne nazyvat’ jadrom kongruencie =. Z casti c¢) vety 8.6 vyplyva,
ze kongruencie grupy su totozné prave vtedy, ked ich jadra su totozné normaélne
podgrupy a obratene, normélne podgrupy grupy su totozné prave vtedy, ked kon-
gruencie podla tychto podgriup si totozné.

8.8 Priklad. Vratme sa ku grupe (Z,+). Z doteraz uvedeného vyplyva, ze
jadrom kongruencie = (mod m) tejto grupy je norméalna podgrupa mZ = {m - k |
k € Z} a ze kongruencia modulo mZ je kongruencia = (mod m). VSimnime si, ze
pre m = 0 dostaneme najmensiu kongruenciu = (mod 0) = {(a,a) | a € Z} grupy
(Z,+), ktora je vlastne rovnost'ou na Z. Ak stotoziiujeme prvky grupy Z podla
tejto kongruencie, ziskame najvacsiu faktorovu grupu {{a} | a € Z} izomorfni so
Z. Pre m = 1 mdme naopak najvacsiu kongruenciu = (mod 1) = Z x Z grupy
(Z,+), ktora stotozniuje vsetky celé ¢isla do jednej triedy a ziskang faktorovéd grupa
{Z} je najmensia. Pre m > 2 dava faktorizdcia podla kongruencie = (mod m)
netrividlne faktorové grupy (Z,,,®).
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Vsimnime si, ze podl'a Lagrangeovej vety ma grupa (Z,, ®) prvocisleného radu p
iba podgrupy radov 1 a p. M4é teda iba dve normélne podgrupy, {e} a Z,, ktorym
odpovedaji najmensia kongruencia {(a,a) | a € Z,} a najvacsia kongruencia Z,, x
Z,. Grupy G majuice iba trividlne kongruencie {(a,a) | a € G} a G x G (alebo
ekvivalentne iba trividlne normélne podgrupy {e} a G) nazyvame jednoduchymi
grupami. Prikladom jednoduchych grip su teda grupy zvysSkovych tried modulo
prvocislo p.

Predchadzajice dvahy ilustrujeme este v dvoch prikladoch.

8.9 Priklad. V priklade 7.7 sme uvazovali o dvoch cyklickych podgrupach
nekomutativnej grupy (Ss,0): Hy = [(123)] = {(123),(132),id}, Hy = [(12)] =
{(12),id}. Videli sme, ze pravé triedy Hy, H;(12) rozkladu S5 podla H; st sticasne
aj avymi triedami rozkladu, teda podla 8.2 je H; normdlna. (V cviceni 2 ukazte,
7ze H; obsahuje s kazdym prvkom h € H; vsetky konjugované prvky aha~! pre
a € S3.) Kongruencia =g, modulo H; stotoziiuje prvky v triede H; a prvky v
triede H;(12) a ziadne iné. Né&sobenie tried vo faktorovej grupe Ss/H; funguje
takto:

Hl ¢} H1(12) == H1(12) = H1(12) ¢} H17

H1(12) e} H1(12) == Hl == H1 9) Hl-

Teda faktorovd grupa (S3/Hi,0) je izomorfnd s grupou (Zs, ®).

Na druhej strane sme videli, ze H3(23) = {(123), (23)} # {(132),(23)} = (23)Ha.
Vsimnime si, ze H; s prvkom (12) neobsahuje konjugovany prvok
(23)(12)(23)~! = (13). Podgrupa Hj nie je normdlna a vztahom (1) nemoZno
teda definovat’ nasobenie tried korektne. Skutoc¢ne, vidime, ze H(23) = H2(123) a
H2(13) = H2(132), ale

H»((23)(13)) = H2(123) = {(13), (123)},
H,((123)(132)) = Hy = {(12),id}.

Dalej, pretoze H, nie je normélna podgrupa, relicie pravej a lavej kongruencie
modulo H; nie s totozné. Skutocne, (123) =, (23) (mod Hs), (123) #; (23)
(mod Hj). Podobne, (132) =; (23) (mod Hs), ale (132) #, (23) (mod Hy). O

8.10 Priklad. Zoberme nekomutativnu grupu (Dy, o) symetrii tvorca (priklad
4.1) a jej podgrupy Cy = {ry,ra,r3,i}, K = {v,i}. Zaujima nés, ¢i tieto podgrupy
su normalne a ak ano, ako vyzeraju prislusné faktorové grupy.

Index podgrupy Cy v grupe Dy je [Dy : Cy] = ||g;‘|| = 2. Kedze jedna prava (i

lavd) trieda grupy D4 podla C4 je samotna podgrupa Cy, ostdvajica prava (i lava)
trieda D4 podla Cy musi byt’ {p, h,l,v} = Cyv. Teda kazdd prava trieda grupy Dy
podla Cjy je sucasne i l'ava trieda, preto v siulade s 8.2 je )y normalna podgrupa
D,. Kongruencia =¢, modulo Uy stotoziiuje navzdjom prvky v triede Cy a prvky v
triede Cyv a ziadne iné. Je jasné, ze faktorova grupa (D4/=c,,0) = ({C4, Cyv},0)
je izomorfna s grupou (Zs, ®).

Pravé triedy grupy D4 podla podgrupy K su

K7 Kp = {T37p}7 Kh = {Tg,h}, Kl = {Tlvl}7
zatial’co Tavé triedy D, podla K su

K, pK: {7”17]7}7 hK = {T27h}7 IK = {T?)vl}'
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Vidime, ze Kp # pK a Kl # |K, preto podgrupa K nie je invariantna. Skutocne,
s prvkom v podgrupa K neobsahuje konjugovany prvok pup~! = h = lvl~!. To, ze
nasobenie pravych tried nemozno korektne definovat’ vzt'ahom (1) vidno z toho, ze
napr. Kp = Krz a Kry = Kl, ale

K(pr1) = Kv=K ={v,i},
K(Tgl) =Kh= {Tg,h}.

Analogicky sa mozno presvedc¢it’, ze ani nasobenie l'avych tried nemozno definovat’
vzt'ahom (1) (cviCenie 3).

To, ze relacie pravej a lavej kongruencie modulo K nie si totozné vidno opét’
priamo z pravych a l'avych tried rozkladu. Tak napriklad p =, r3 (mod K) ap %, r
(mod K), zatial¢o p #; r3 (mod K) a p =; r1 (mod K).

Cvicenia
1. Ukdazte, ze néasobenie tried v G/H dané vztahom (1) je asociativne a za

predpokladu komutativnosti grupy G je aj komutativne.

2. Presvedcte sa, ze podgrupa H; grupy (Ss, o) v priklade 8.9 obsahuje s kazdym
prvkom aj vSetky k nemu konjugované prvky.

3. V priklade 8.10 ukazte, ze nasobenie l'avych tried nemozno korektne defino-
vat’ vzt’ahom (1).

4. Ukazte, ze na kazdej grupe (G,-) je relacia ,byt’ konjugovanym prvkom*,
t.j. relacia

R={(z,y) € G x G|z =aya ! pre nejaké a € G}

relaciou ekvivalencie.

5. Najdite vSetky norméalne podgrupy a kongruencie danej grupy:
) (K47 )

FPErzoeaelo®
SN— SN—
—~~
N
+
N—

NaP s
—~
R
O
N—

6. Zistite, ¢i H je normélna podgrupa grupy G a v kladnom pripade opiste

kongruenciu =y modulo H a faktorovu grupu G/H.
a) G = (Dy,0), H = {i,r?}
b) G = (S3,0), H = [(13)]
c) G = (84,0), H=1[(123)]
d) G = (84,0), H = [(1234)]
e) G = (ZQ X Z4,@), H = [(12)]
f) G = (Z6 X Z87@)7 H = [(22)]
g) G = (Z2 X Z4 X ZEi,EB ) H = [(17173)]
h) G=(Z,+), H=5Z
))G=ZxZxZ, H={(z,0,y) | z,y € Z}
j)G=(RxR,+), H={(v,y) | 20 +y =0}
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k) G=(C,+), H=R\ {0}
1) G =(C\{0},-), H=R\{0}
m) G = (Klg,-), HZ{CEC|C4=1}.

7. Zistite, ¢i priamky p: —4x+2y—1=0, ¢q: 2z —y—1=0ar:y=2x ako
podmnoziny R X R urcujd triedy rozkladu faktorovej grupy (R x R/2R X R,+).
Ak ano, najdite ich vzdjomné sucty..

8. Zistite, ¢i nasledujice grupy su izomorfné. V kladnom pripade urcte prislusny
izomorfizmus.

a) (D4/[r?],0) a (D2, 0)
b) (54/[(123)],0) a (K4,")
c) (Z/5Z,+) a (Cs,0)
d) (Z2 x Z4/[(12)],®) a (D2,0)
e) (Z6 X Zg/[(2,2)], @) a (ZQ X Zz,@)
£) (R\{0}/{-1,1},-) a (R¥,")
g) (R x R/[(2,1)],+) a (R, +)
h) (C/R,+) a (R,+)
i) (C\{0}/R\{0},-) a (R\{0},-)
J) Klg/{c ceC ’ 2= 1}, ) a (Dg,O).

9. Nech H, K si normadlne podgrupy grupy (G,-). Dokazte, ze aj H N K a
HK ={h-k|he€ H,k € K} st normélne podgrupy grupy G.

10. Ukazte, ze ak K C H st normalne podgrupy grupy (G, -), tak K je normélna
podgrupa grupy H a faktorovéd grupa H/K je normdlna podgrupa grupy G/K.
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9. Klasifikacia koneénych grip do radu 15

V kapitole 3 sme ukézali, ze reldcia = (byt’ izomorfny) je reflexivna, symetrickd
a tranzitivna na systéme vsetkych grupoidov, a teda aj grip. (Tento systém je tak
velky, Ze uz nie je mnozinou, preto termin ,mnozina® pren nepouzivame.) Relacia
= urcuje rozklad systému vSetkych grip, pricom dve grupy patria do tej istej triedy
rozkladu prave vtedy, ked’ si izomorfné. Ako sme uz uviedli, izomorfné grupy
nepovazujeme z algebraického hl'adiska za rozne a v algebre vlastne skiimame triedy
griup dané relédciou 2. Urcenie tried rozkladu systému konec¢nych grip podla relécie
2~ (n&jdenie reprezentantov vietkych tried) nazyvame klasifikdciou koneénych grip.
V tejto kapitole uvedieme klasifikaciu konecnych grip az do radu 15.

Vieme uz, ze ak rad grupy G je prvocislo p, tak rad kazdého prvkua € G, a # e
(e je neutradlny prvok), je r(a) = p, t.j. G je cyklickd grupa a kazdy prvok s
vynimkou neutralneho je jej generdtorom. Je zrejmé, ze cyklickd grupa (G, ) rddu
p je izomorfnd s grupou (Z,, +) pri izomorfizme

0: G=1{ea,d®...,a" '} - {0,1,2,...,p—1},
p(e) =0, p(a) =1, p(a®) =2, ..., p(a*™") =p - L

Dostali sme nasledovné tvrdenie.

9.1 VETA. Prep € {2,3,5,7,11,13} je kazdd grupa rddu p izomorfnd s grupou
(Zp, +)-

Hovorime, ze (Z,,+) je jedina (az na izomorfizmus) grupa radu p.
Bez dokazu uvedieme d’alsie tvrdenie (dékaz mozno najst’ v [4] alebo [12]).

9.2 VETA. Ak p je nepdrne prvocislo, tak kazdd grupa rddu 2p je izomorfnd bud’
s cyklickou grupou Zs, alebo s dihedrdlnou grupou D), (grupou symetrii pravidelného
p-uholnika).

Na zaklade tychto dvoch tvrdeni vieme uz pre vacsinu radov n, n < 15, napisat’
zoznam vSetkych (az na izomorfizmus) grip rddu n. Do zoznamu d’alej dopiseme
pre n € {8,9,12,15} tie navzdjom neizomorfné grupy radu n, ktoré uz pozname:
pre n =8 sl to Ly X Ly X Ly, Lo X Ly, Zg a Dy, pre n = 9 st to Z3 X Z3 a Zy, pre
n =12 sl to Zy X Zg, Z12, D a Ay a pre n = 15 je to grupa Zy5 (pozri 4.2, 4.4,
4.6 a cvicenie 5 v kapitole 6).

D4 sa ukézat’ [4], ze iné (az na izomorfizmus) grupy rddov 9 a 15 uz neexistuju, a
ze uplnu klasifikdciu konecnych grip do radu 15 dopfﬁajli uz len jedna d’alSia grupa
radu 8 (oznacime ju Qg) a jedna d’alsia grupa radu 12 (oznacéime ju 7).
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rad zoznam grup referencie

1 {e}
2 Lo 9.1
3 Z3 9.1
4 Zo X Za, Ly 7.12
5 Zs 9.1
6 Zg, D3 9.2
7 VA 9.1
8 Lo X Lo X Lo, Lo X Ly, Zg, Dy, Qg 9.3, [4]
9 Z3 X Zs, Zog [4]
10 Z10, Ds 9.2
11 Z11 9.1
12 Zy X Zg, Z12, Dg, Ay, T 9.4, [4]
13 Z13 9.1
14 Zha, Dy 9.2
15 Z15 [4]

Grupu Qg rddu 8 a grupu 7' radu 12 (ktoré sme uz v tabulke uviedli) v nasle-
dujucich dvoch prikladoch podrobnejsie popiseme.

9.3 PRIKLAD. Grupa Qg, nazyvand aj grupa kvaterniénov, je definovans ako
podgrupa multiplikativnej grupy M* reguldrnych (komplexnych) matic typu 2 x 2
(pozri cvicenie 2.12) generovand maticami

_ 0 1 (0 1 2
A_(—l 0) a B_(i O)’ kde i = —1,

teda Qs = [A, B]. Najprv ur¢ime rady prvkov A, B. Neutralny prvok, t.j. maticu

10 oznacime [
0 1 '

(S0 = (200
(22 (5 0= ) =r v
R R I AN G O N B
(20 (2 )= 8) = v



Ukézeme dalej, ze kazdy prvok grupy [A, B] je mozné zapisat’ v tvare A°B7, i, j €
{0,1,2,3}, t.j. ze [A,B] = {A'BJ; 4,5 € {0,1,2,3}}. Najskor sa presvedéime, 7e
H={A'B’;i,j€{0,1,2,3}} je podgrupa grupy M*.

Pretoze napr. A = A'B° € H, tak H # (.

Nech X,Y € H. Potom X = A'B/,Y = A'B® a XY~ ! = AIBIB=5A"" =
A'B*Al i k,1€{0,1,2,3}. Vieme uz, ze A2 = B? a priamym vypoétom sa mozeme

presvedéit, ze BA = A3B = (_8

O@> Pre exponenty k,[ rozlisSime nasledovné
pripady:

1. Ak k = 0 alebo | = 0, tak zrejme XY ! € H.

2. Ak k = 2 alebo | = 2, tak s vyuzitim rovnosti A?> = B? opit’ dostdvame, Ze
XY~-leH.
V pripade, ze k,l € {1,3} ostava vySetrit’ eSte nasledovné styri pripady:

3. Akk=1,1=1,tak XY 1 = A'BA = A"A3B = A™B, m € {0,1,2,3}.

4. Akk=1,1=3,tak XY ! = A'BA3 = A'BAA? = A'A3BB? = A™B3, m ¢
{0,1,2,3}.

5. Ak k=3,1=1,tak XY ! = A'B3A = A'B?2BA = A'A2A3B = A"B, n c
{0,1,2,3}.

6. Ak k = 3,1 =3, tak XY ! = A'B3A3 = A'B2BAA? = A'A2A3BB? =
A"B3 . n€{0,1,2,3}.
Vidime, 7e vo vSetkych pripadoch je XY ! € H, teda (podla vety 2.6) H je pod-
grupou grupy M*. Pretoze H obsahuje A, B a [A, B] je najmensia podgrupa grupy
M* obsahujica A, B, médme inkluziu [A, B] C H. Opaénd inklizia je zrejmé. Teda
Qs =[A,B]=H.

0 —
vidime, Ze matice A, A2, A3, I, B, B3, AB, A3B st rozne. V ostatnych ésmich
pripadoch (pre i,j € {0,1,2,3} je mozné napisat’ celkove 16 sti¢inov tvaru A*B7)
dostavame: B? = A2, AB? = AA%? = A3, AB® = AA’B = A3B, A’B = B?B =
B3, A2B? = A%2A%2 = I, A’B3 = B?B3 = B, A3B? = A3A% = A, A3B3? =
AA?B?B = AIB = AB. Grupa

Presvedéime sa, ze rdd grupy [A, B| je 8. Ak vypocitame este AB = ( ! 0)

Qs =[A,B] = {A,A% A3 I B, B3 AB, A*B}

ma teda 8 prvkov.
PozNAMKA. 1. Kedze B? = A? - B, tak mnozinu Qg mozno popisat’ aj takto:
Qs = {I,A, A% A% B,AB,A’B, A’B},
¢o sa casto robi.

2. Ak sucin AB oznac¢ime C, mozeme overit, ze plati

A=p-c?=apc=(+ %)=
0 -1
a dostdvame Hamiltonovu formulu pre bazu telesa kvaterniénov. Casto sa tiez
pouziva oznacCenie A =i, B=j, C =k.
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9.4 PrRIKLAD. Grupa T je neabelovskd podgrupa grupy S3 x S; radu 12, gen-
erovand prvkami a, b takymi, ze r(a) = 6, a® = b2, ba = a~'b.

Mame teda rovnosti a® = e (e je neutrdlny prvok), a® = b?, ba = a=1b = a°b.
Mozeme sa presvedcit’ (analogicky ako v predchadzajicom priklade), ze kazdy prvok
grupy [a, b] je tvaru

a't’, i€{0,1,2,3,4,5}, j € {0,1}.
Grupa
(1) [a,b] = {e,a,a? a*, a* a®, b, ab,a®b, a®b,a*b, a’b}

ma teda 12 prvkov (podrobne sa presvedéte, ze uvedené prvky su rozne). Toto je
tzv. abstraktnd reprezentacia grupy 1. Uvedieme aj konkrétnu reprezentéciu.
Vieme, ze

(Ss3,0) = ({id, (12), (13), (23), (123), (132)},0), (Z4,+) = ({0,1,2,3},+).

Grupa S3 x Z4 (t.j. priamy sacin grip Ss a Z;) ma teda 24 prvkov. N&jdeme v
nej generatory a, b. Polozme a = ((123),2), b = ((12),1). Pretoze r((123)) = 3,
r(2) = 2, tak r(a) = 6. Presvedéte sa, 7e aj a® = b a ba = a~1b. Po dosaden{ za
a, b do (1) dostavame konkrétnu reprezentaciu grupy 7'

[a,b] ={(id, 0), ((123),2), ((132),0), (id, 2), ((123), 0), ((132),2),
((12),1),((13),3), ((23),1), ((12),3), ((13), 1), ((23), 3) }.

Klasifikdcia vSetkych koneénych grip je jeden z najt’azsich otvorengch (t.j. doposiall}
nevyriesenych) problémov stic¢asnej matematiky a nie je vobec jasné ¢i sa ho v na-
jblizsich desiatkach rokov podari vyriesSit. Zatial’ nepozname ani vzorec, ktory by
pre l'ubovol'né prirodzené ¢islo n urcoval, kolko je (az na izomorfizmus) koneénych
grap radu n.

Nedavno sa vSak podarilo dokoncit’ uiplnu klasifikaciu kone¢nych jednoduchych
grip. (Pojem jednoduchej grupy sme zaviedli na konci predchadzajicej kapitoly.)
Prvé pokusy matematikov v tomto smere zacali uz okolo roku 1890, ale az v roku
1954 po vytyceni novej stratégie R. Brauerom na Svetovom kongrese matematikov
v Amsterdame zacala, ako sa tomu hovori dnes, ,tridsatro¢nd vojna* s koneénymi
jednoduchymi grupami. V poslednej faze zacatej v r. 1982, D. Gorenstein, R.
Lyons a R. Solomon zavfsili klasifika¢ny proces, na ktorom sa vSak pocas desiatok
rokov podielala celd plejdda svetovych matematikov (viac si o tom mozno precitat’
napriklad v [4]). Popri neddvnom dokonéeni dokazu slavnej Velkej Fermatovej vety
A. Wilesom (1995), ktorym bol vyrieseny vySe 350 rokov otvoreny matematicky
problém, je klasifikdcia koneé¢nych jednoduchych grip jeden z najviac cenenych
vysledkov dosiahnutych v matematike v 20. storoci.
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10. Okruhy a podokruhy. Izomorfizmus okruhov

Grupy, ktorymi sme sa zaoberali v predchadzajicich kapitolach, si algebraické
Struktiry s jednou bindrnou operaciou. Rovnako c¢asto sa vSak v algebre skiimaju
Struktiry s dvoma bindrnymi operaciami. Aj v beznej Skolskej praxi pribudne k
operéacii scitania prirodzenych ¢isel uz v druhom roéniku operéacia nasobenia. Vo
vacsine elementarnych skolskych 1loh sa pouziva popri sc¢itovani aj nasobenie. Prv
nez pristupime k abstraktnému studiu algebier s dvoma binarnymi operédciami,
uvedieme si typicky priklad.

10.1 Priklad. Algebraickd struktura (Z,+,-), kde Z je mnozina celych &isel,
sa da zrejme opisat’ nasledovnymi vlastnost’ami:

1. algebra (Z,+) je komutativna grupa, kde nula funguje ako neutralny prvok a
opacné cislo k danému cislu ako inverzny prvok;

2. nasobenie celych ¢isel je asociativne, teda algebra (Z,-) je pologrupa;

3. scitanie a nasobenie su zviazané distributivnymi zakonmi:

Va,b,c€ Z; a-(b+c)=a-b+a-c
Va,b,ce Z; (b+c¢)-a=b-a+c-a.

Naviac vieme povedat’, ze nasobenie je komutativne a jednotka funguje ako neutralnyf
prvok pri ndsobeni. Teda (Z,-) je dokonca komutativny monoid.

Algebru (Z,+, ) z predchadzajiceho prikladu budeme nazyvat’ okruhom celych
¢isel v zmysle nasledujicej definicie.

10.2 DEFIN{CIA. Algebraicki struktiru (A, +,-), kde A je neprdzdna mnoZina a
+,- su bindrne operdcie na A, nazyvame okruhom, ak

1. (A, +) je komutativna grupa.

2. (A,-) je pologrupa.

3. Operdacia - je distributivna vzhl'adom na operdciu +, t.j. plati

Va,b,c € A; a-(b+c)=a-b+a-c (distributivnost’ zlava)

Va,b,ce A; (b+c¢)-a=b-a+c-a (distributivnost’ sprava)
Ak aj operdcia - je komutativna, hovorime o komutativnom okruhu (A, +,-).

Operacie + resp. - nazyvame sc¢itanim resp. nasobenim okruhu. Neutralny prvok
grupy (A, +) nazyvame nulou okruhu a oznac¢ujeme 04 a inverzny prvok k prvku a
nazyvame opacny prvok a oznatujeme —a. Ak pologrupa (A,-) mé tiez neutrdlny
prvok, nazyvame ho jednotkou okruhu a oznacujeme 1,. Podobne ako pri grupach,
namiesto o okruhu (A, +, ) hovorime ¢asto len o okruhu A.

Matematickou indukciou vzhl'adom na pocet sc¢itancov mozno lahko dokazat’
platnost’ nasledujiceho zovseobecneného distributivneho zékona v okruhu (cvicenie
1).

10.3 LEMA. V okruhu A plati pre lubovolné prvky a, by, ..., by
a-(by+by+---+by)=a-bi+a-ba+--+a-by,,

(b1 +by+--+by)-a=by-a+by-a+---+0b,-a.

Dalsie vlastnosti okruhov st uvedené v nasledovnom tvrdeni:
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10.4 LEMA. Nech (A, +,") je okruh a a,b € A. Potom
a)a-OA:OA-a:OA

b)a-(=b)=(-a)-b=—(a-b)

¢)(=a) - (=b)=a-b

d) ak A md jednotku, tak a-(—14) = (—14) - a = —a.

DOkAZ. a) Plati a- 04 = a- (04 +04) = a-04 + a- 04, odkial pripo¢itanim
—a-04 mame 04 = a-04. Analogicky sa ukaze 04 -a =04.

b) Plati a-b+a-(—b) = a-(b+(—b)) = a-04 = 04, odkial vyplyva a-(—b) = —(a-b).
Analogicky sa ukdze (—a)-b= —(a-b).

c¢) Tvrdenie bezprostredne vyplyva z b).

d) Podl'a b) platia-(—14) = —(a-14) = —a. Analogicky (—14)-a =—(14-a) =
—a. U

Ak o prvkoch a, b, z okruhu (A, +,-) plati b + x = a hovorime, ze x je rozdiel
prvkov a, b (v uvedenom poradi) a piSeme x = a — b. Pretoze (A, +) je grupa, mé
rovnica b+x = a (s nezndmou z) jediné rieSenie (veta 2.28) z = a+(—b). V okruhu
je teda pre kazdé dva prvky a, b jednoznacne urceny ich rozdiel a — b = a + (—b)
(rozdiel prvkov a, b je sticet prvku a a prvku opa¢ného k prvku b).

Pod rddom prvku a v okruhu (A, +,-) sa vzdy mysli jeho rdd v aditivnej grupe
(A,+), t.j. najmensie kladné celé ¢islo k také, ze k x a = 04, ak také k existuje
a 0o, ak také k neexistuje. Najmensi spolo¢ny nésobok rddov prvkov okruhu (ak
existuje) sa nazyva charakteristikou okruhu v zmysle nasledujicej definicie.

10.5 DEFINICIA. Charakteristikou okruhu A nazjvame najmensie kladné celé
cislo k také, Ze k x a = 04 pre vsetky a € A. Ak také cislo k neexistuje, charakter-
istika okruhu A je nekoneéno. Piseme char A = k resp. char A = oo.

10.6 VETA. Ak okruh A md jednotku, jeho charakteristika sa rovnd rddu jed-
notky, t.j. char A =r(14).

DOkAZ. Predpokladajme, ze okruh A m4 jednotku a ze r(14) = k. Teda k X
la=Qa+1a+ - +14)kxeat = 04. Pretoze pre 'ubovolné a € A platia =14 -a,
mozeme pisat’ s pouzitim lemy 10.3

kxa=(a+ - +a)ws =1a-a+ -+ 14 0)rxkrss =
=(1A+---+1A)k_krét-a=(k:><1A)-a=0A-a:0A.

V tomto pripade je teda zrejmé, ze char A = r(14) = k. Ak r(14) = oo, neexistuje
kladné celé ¢islo k tak, aby k x 14 =04, a teda char A = co. [

10.7 Priklad. Jednym z najznamejsich okruhov je okruh (Z,,,®,®) zvysko-
vych tried modulo m, ktorym sme sa zaoberali uz v 1. kapitole. VSimnime si, ze
tvrdenia vo vete 1.5 vlastne hovoria, ze (Z,,, ®, ®) je komutatiny okruh. Podl'a 10.6
je jeho charakteristika char Z,, = r(1) = m. V kapitole 12 sa budeme zaoberat’
d’alsimi vlastnost’ami tohto okruhu.

10.8 Priklad. K okruhu (Z,4,:) v priklade 10.1 priradime okruh
(M32(Z),+,-) celotiselnych matic typu 2 x 2 so s¢itanim a nasobenim danymi

vztahmi
a b n a b\ (a+d b+V
c d d d) \ec+cd d+d
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a b\ (ad b\ _ (ad +b ab+bd

c d d d) \cd+dd cb+dd |’
Lahko je vidiet’, ze komutativnost’ a asociativnost’ s¢itania matic vyplyvaji priamo
z komutativnosti a asociativnosti s¢itania celych ¢isel. Podobne, z vlastnosti grupy

Z,4+) je zrejmé, ze nulou okruhu je matica 00 a opacnym prvkom k matici
0 0

c —c —d
tributivnosti ndsobenia vzhladom na s¢itanie prenechdvame na ¢itatela (cvicenie
2). Okruh (M3 2(Z),+, ) nazyvame tiez okruhom Stvorcovych matic stupiia 2 nad
Z. Je zrejmé, ze analogické okruhy matic mozno vytvorit’ aj nad d’alsimi ¢iselnymi
okruhmi (@, +,-), (R,+,:) a (C,+,-). (V linedrnej algebre sa neskér budeme za-
oberat’ aj maticami vSeobecného typu m x n.) Vo vsetkych tychto okruhoch matic

a b\ . ) —a b ) ., ., ) , )
( d) je matica . Preverenie asociativnosti ndsobenia matic a dis-

nad niektorym ¢iselnym okruhom je jednotkou matica (cvicenie 3) a podla

1 0
0 1
1 0
0 1

nie je komutativna operacia, pretoze napr.

HHEHE D
ED-GH-¢

Tiez si vSimnime, Ze stuc¢in dvoch nenulovych prvkov okruhu méze byt’ nulou okruhu.

10.6 je ich charakteristika r (( )) = oo. Zaujimavé je, ze nasobenie matic

10.9 Priklad. K okruhu redlnych ¢isel (R,+,:) s obvyklym scitanim a
nasobenim mozno priradit’ okruh (R%, @, ®) vietkych funkcii f : R — R so s¢itanim
a nasobenim definovanymi ,,bodovo®:

Vr € R; (f ®g)(w)
Ve € R; (f©g)()

f(x) +g(x)
f(x) - g(x).

Podobne ako v predchadzajicom priklade je zrejmé, ze vlastnosti operacii + a - na
R sa priamo prenesi na operacie @ a ® na Rf. Na ¢itatela prenechdvame pre-
verit’, ze je tomu tak v pripade komutativnosti a asociativnosti ndsobenia (cvicenie
4). Distributivnost’ operacie ® vzhladom na operaciu & tiez priamo vyplyva z dis-
tributivnosti - vzhladom na + na R, pretoze pre l'ubovolné f,g,h € R® a z € R
plati

[folgen)](x) = f(z) (9@ h)(z) = f(x)-(9(x) + h(z)) =
f(@)-g(x) + f(2) - h(z) = (f © g)(x) + (f © h)(z) = [(f © 9) © (f © h)](z).

Teda [f © (g ® h)] = [(f ® g) ® (f ® h)] a analogicky plati distributivnost’ sprava.

Nulovym prvkom Ogrr je evidentne funkcia identicky rovnd nule a opa¢nym prvkom

k funkcif f je funkcia ©f dana predpisom (©f)(z) = —f(x). Okruh (R, +, ) m4

ako jednotkovy prvok funkciu identicky rovnu jednej. Opat’ je zrejmé z vety 10.6, ze

char RE = oo. K funkcidm f takym, ze Vo € R; f(z) # 0 existuje aj inverzny prvok
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%(w) = ﬁ, pretoze (f ® %)(m) = f(z) - #x) = 1. Okruh (R, ®,®) nazyvame
okruhom funkcii definovanych bodovo nad R. Opéat’ si vSimnime, Ze sicin dvoch
nenulovych prvkov moéze byt’ nula okruhu - napr. sicin funkcii f, g takych, ze pre
r>0je f(z) = —mag(x) =0aprex <0je f(x) = 0 a g(x) = V2 je nulova
funkcia, t.j. nula okruhu R,

Analogicky ako pri grupéch, aj u okruhov mozno hovorit’ o podalgebréch (podokruhoch)|
daného okruhu.

10.10 DEFINiCIA. Okruh (B,®,®) sa nazyva podokruhom okruhu (A,+,-), ak
jeho operdcie & a ©® su zuZenim operdcii + resp. - na mnozZinu B, t.j.

Va,be B; adb=a+bANa®b=a-b.

Okruh A sa potom nazyva nadokruhom okruhu B.

Aby teda dand neprazdna podmnozina B okruhu (A, +, -) urcovala (alebo hovorime:|j
indukovala) podokruh okruhu A, musi byt’ v prvom rade uzavretd vzhladom na
sCitanie a nasobenie okruhu A. Nasledujuci priklad ukazuje, Ze to nestaci.

10.11 Priklad. V okruhu (R,+,-) redlnych ¢&isel uvazujme o podmnozine
S = {a+b/3 | a,b € N*t}. Je lahké presvediit’ sa, ze mnozina S je uza-
vretd vzhladom na scitanie a nasobenie realnych ¢isel. Skutoc¢ne, pre 'ubovolné
a,b,c,d € Nt plati

(a+bV3)+(c+dV3)=(a+c)+ (b+d)V3eS,
(a+bV3) - (¢ + dv/3) = (ac+ 3bd) + (ad + be)V3 € S.

Napriek tomu je jasné, ze nejde o podokruh okruhu (R, +,-), pretoze algebra
(S, 4+, -) nie je vobec okruhom. Hoci (S, ) je pologrupa a nasobenie je distributivne
vzhl'adom na séitanie v algebre (.S, +, ), (S, +) je len komutativna pologrupa, ked’ze
0=0+0V3¢S.

Kritérium, ¢i dand podmnozina okruhu je vzhl'adom na ziizené operacie podokruhomfj
je obsiahnuté v nasledujicej vete.

10.12 VETA. Nech (A, +,-) je okruh a B je neprdzdna podmnozina A. PodmnoZindj
B indukuje podokruh okruhu A prdve vtedy, ked’

(1) Va,b€ B; a+ (-b) € BAa-be B.

DOkAzZ. Ak (B,+,-) je podokruh okruhu (A, +, -) tak (1) evidentne plati. Obra-
tene, nech pre neprazdnu podmnozinu B mnoziny A plati podmienka (1). Je zrejmé,
ze so ,,zdedenymi* operaciami s¢itania a nasobenia okruhu A ,zdedila* podmnozina
B aj asociativnost’ oboch operacii, komutativnost’ s¢itania a distributivnost’ nasobenialj
vzhladom na s¢itanie. Ostatné axiémy okruhu pre (B,+,:) mozno tiez lahko
odvodit’ z (1) (cvicenie 5; pozri aj vetu 2.24). Teda (B, +, ) je podokruhom okruhu
(A, +,-). O

Najmensim (v zmysle mnozinovej inklizie) podokruhom I'ubovolného okruhu je
zrejme okruh ({04}, +, ) — hovorime mu trividiny okruh. Zaujimat’ nds vsak budu
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netrividlne podokruhy danych okruhov. Jeden zaujimavy podokruh okruhu C' je
uvedeny v nasledujiucom priklade.

10.13 Priklad. a) Nech (C,+, ) je okruh komplexnych ¢isel. Oznac¢me sym-
bolom Z[i] podmnozinu tych komplexnych ¢isel, ktoré maji tvar a+bi, kde a,b € Z.
Ukéazeme, ze (Z[i],+,-) je podokruh okruhu (C,+,-) — niekedy sa mu hovori okruh
Gaussovych celych ¢isel. Staci preverit’ podmienku (1) z vety 10.12. Je zrejmé, ze
pre vietky c¢,d € Z je —(c+ di) = (—c) + (—d)i. Teda

Va,b,c,d € Z; (a+bi) + (—c)+ (=d)i = (a — ¢) + (b — d)i € Z[i].
Taktiez plati
Va,b,c,d € Z; (a+ bi) - (c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i € Z]i].

Teda (Z[i], +, ) je podokruh okruhu (C, +,-).

b) Uk4zeme, Ze mnozina A = {a +b- /2| a,b € Z} netvori podokruh okruhu
(R’ +, )

Predpokladajme, ze A je podokruhom okruhu (R,+,:). Potom (pretoze
0+1-v2 =42 ¢ A) plati V292 = V4 e A, teda existuju celé cisla z,y
také, ze

(2) Vi=z4y V2.
Z (2) dostavame (po vynéasobeni oboch stran rovnosti ¢islom /2)
(3) 2=12-V2+4y- Vi
Z (2) a (3) mame po uprave
2—zy=(z+y°)- V2
Ak z4y% #0, tak /2 = 224 a to je spor s tym, Ze /2 nie je racionalne &slo.

T+y2
Ak z +9y? =0, tak aj 2 — 2y = 0 a z tychto dvoch rovnic dostdvame po tprave
y3 = —2, ¢o je spor s tym, ze y je celé &islo.

Plati teda /2. /2 = /4 ¢ A, ¢o znamens, ze A nie je uzavretd vzhladom na
nasobenie, a teda nemoze byt’ podokruhom.

10.14 VETA. Kazdy podokruh okruhu (Z,+,-) md tvarnZ = {n-k |k € Z} pre
nejaké nezdporné celé cislo n.

DOKAZ. Ak B je podokruhom okruhu Z, tak B musi byt prvom rade podgrupou
aditivnej grupy (Z, +). Pretoze grupa (Z, +) je cyklicka (s generdtorom 1 resp. —1),
kazda jej podrupa B podla vety 5.11 je tiez cyklicka, Cize generovand nejakym
prvkom n € Z, z ¢oho vyplyva, ze B pozostava zo vSetkych nésobkov generatora
n. Ak teda B je podokruhom okruhu Z, tak B = nZ = {n-k | k € Z} pre
nejaké nezaporné celé cislo n. DLahko sa overi, ze kazdd podmnozina B = nZ
skutoéne indukuje podokruh okruhu (Z, +,). Pre n = 0 mame trividlny podokruh
0Z = {0}, pre n = 1 mame nevlastny podokruh 17 = Z a pre n > 2 mame vlastné
netrividlne podokruhy nZ. [

Podobne ako u grip, aj u okruhov budeme o najmensom podokruhu daného
okruhu A obsahujicom vybrani mnozinu prvkov M C A hovorit, Ze je to podokruh
generovany mnozinou M a oznacovat’ ho (M). Ak M = {a4,...,a,}, tak podokruh
generovany mnozinou M oznac¢ime (aq, ..., a,) a hovorime, zZe je generovany prvkamil
A1yee.yQp.
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10.15 VETA. Nech (A,+,-) je okruh a @ # M C A. Podokruh (M) generovany
mnozinou M je prientkom vsetkych podokruhov obsahujicich mnozZinu M.

DOKAz. Nech {B; | i € I}, kde I je neprdzdna indexovd mnozina, je mnozina
vSetkych podokruhov okruhu A obsahujicich mnozinu M. NaSou tlohou je ukézat,
ze Nier B; = (M). Prenechdvame na Citatel'a overit’, ze N;c1 B;, je opat’ podokruhom
okruhu A (cvicenie 6). Pretoze kazdy prvok m € M patri do kazdého podokruhu
B;, patri aj do N;e;B;, ¢ize podookruh N;c;B; okruhu A obsahuje mnozinu M.
Kedze (M) je definovany ako najmensi podokruh okruhu A obsahujici M, mame
inkliuziu (M) C N;erB;. Na druhej strane, ked’ze samotny podokruh (M) je jednym
z prvkov mnoziny {B; | i € I} (lebo je podokruhom A a obsahuje M), musi byt’
NierB; € (M) . Teda (M) = NB; a dokaz je skonceny. [

Tak ako izomorfizmus grip bol definovany ako bijekcia grip zachovavajica
grupové operacie, izomorfizmus okruhov bude definovany ako bijekcia okruhov za-
chovéavajica operacie okruhu.

10.16 DEFINiCIA. Nech (A,+,-), (B,®,®) st okruhy. Bijektivne zobrazenie
f A — B, ktoré zachovdva séitanie a ndsobenie okruhov, t.j.

Vo,y € A; fle+y)=f(x)® f(y) N flz-y)=f(x) O fy)

sa nazgva izomorfizmus okruhu (A, +,-) na okruh (B, ®,®), Hovorime, Ze okruh A
je izomorfny s okruhom B a piseme A = B.

Podobne ako izomorfné grupy, ani izomorfné okruhy nepovazujeme z algebraickéholj
hl'adiska za rozne. Preto napr. bezne stotoziiujeme okruh (Z,+,-) celych ¢isel s
podokruhom {% | p € Z} okruhu racionalnych ¢isel (Q, +,-), hoci, ako ukazeme v
kapitole 13, okruh (@, +,-) neobsahuje priamo celé ¢isla. Podokruh {} | p € Z}
okruhu @ je vSak izomorfnou képiou okruhu Z pri izomorfizme f : Z — @Q, f(p) = 1.

Prenechavame na c¢itatela overit’ (cvicenie 7) niekolko nasledujicich tvrdeni o
izomorfizme okruhov, ktoré su analogickymi tvrdeniami k vetdam o izomorfizme

grip uvedenym v kapitole 3.

10.17 VETA. 1. Ak f je izomorfizmus okruhu (A,+,-) na okruh (B,®,®), tak
inverzné zobrazenie f~1 je izomorfizmus okruhu (B, ®,®) na okruh (A,+,").

2. Ak f : A — B ag: B — C siizomorfizmy okruhov, tak aj zloZené zobrazenie
go f:A— C jeizomorfizmus okruhov.

3. Nech f je izomorfizmus okruhu (A,+,-) na okruh (B,®,®). Potom plati:

a) ak A je komutativny okruh, tak aj B je komutativny okruh;

b) ak okruh A ma jednotkovy prvok 14, tak okruh B md jednotkovy prok 1p =
f(lA);

c) ak a,a’ € A si navzdjom inverzné prvky v okruhu A, tak f(a), f(a’) si
navzdjom inverzné prvky v okruhu B.

Cvicenia
1. Dokézte matematickou indukciou lemu 10.3.

2. Overte, ze nasobenie celociselnych matic typu 2 x 2 je asociativne a ze je
distributivne vzhl'adom na scitanie.
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O) je jednotkovym prvkom okruhu

3. Presvedéte sa o tom, Ze matica ( 0 1

(MQ,Q(Z)a +, )

4. Ukazte, ze komutativnost’ a asociativnost’ operaciii @ a ® na R definovanych
v priklade 10.9 bezprostredne vyplyva z komutativnosti a asociativnosti operacii +
a - okruhu (R, +,-).

5. Podrobne overte jednotlivé kroky dokazu vety 10.12.

6. Dokézte, ze ak {B; | ¢ € I} je mnozina podokruhov okruhu A, tak aj
((B; | i € I) je podokruhom okruhu A.

7. Dokéazte tvrdenia vo vete 10.17.

8. Zistite, ¢i nasledujice algebry si okruhmi ( + a - vSade znamenaju obvyklé
sC¢itanie a ndsobenie). Ak dno, urcte ich charakteristiku a pripadné d’alsie vlastnosti
(jednotka okruhu, komutativnost’ okruhu).

a‘) (N7 +, )

b) (2Z,+, ), kde 27 si péarne celé &isla

c) (A, +,-), kde A= {a+bV2]|a,bec Z}

d) (B,+,-), kde B={a+bv2|a,bc N}

e) (C,+,-), kde C = {a+bV/5+cV/25 | a,b,c € Q}

f) (Kn,+,), kde K,, = {c € C | ¢" = 1} je mnozina n-tych komplexnych
odmocnin z jednej

g) (K,+,), kde K = U;2,K,, je mnozina vsetkych komplexnych odmocnin z
jednej

x Yy . x Yy , . o

h) ({ (O z) | z,y,2 € Z} .+, ) (matice (O z) nazyvame trojuholnikové)

i) (NY,®,0), kde NV je mnozina vsetkych funkcii f : N — N a @® a © su
operacie definované v priklade 10.9

j) (RY, ©,0)

k) (N, ®,0)

D) (Q[i], +,-), kde Q[i] = {a+bi | a,b e Q}.

9. Nech P(X) je potenénid mnozina neprézdnej mnoziny X, t.j mnozina
vetkych podmnozin mnoziny X. Zistite, ¢i (P(X),+,) je okruh v nasledujucich
pripadoch, ked’ pre I'ubovolné A, B C X jevzdy A-B=ANDB a

a) A+ B=AUB
b)) A+ B=A-B
c) A+ B=AAB=(AUB)—- (ANB).
10. Zistite, ¢ nasledujiice mnoziny tvoria podokruhy okruhu (Z, +,-):
a) Z- ={keZ|k<0}
b) {-1,0,1}
c) {3" | ne€ Z}.

11. N4jdite vSetky podokruhy okruhov (Zg, ®,®) a (Z12,®, ®).

12. Vratte sa k cviceniu 8 a u kazdej algebry o ktorej zistite, ze je okruhom
najdite nejaky jej nadokruh.

13. Ukézte, ze kazdy podokruh okruhu (Z,+,-) obsahujici 1 je totozny so Z.

14. Néjdite aspon po tri podokruhy okruhov Z, Q, R, C, Z[i], Q[v/2], M2 2(Z).

15. N4gjdite podokruhy okruhu (C,+,-), ktoré si generované danym prvkom

resp. mnozinou:
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a) 3, b)i, ¢ {3,i}, d){12,15}, e){12,15,i}, f) ZU{i,V2}.

16. V nasledujucich okruhoch uréte podokruhy generované uvedenym prvkom
(mnozinou). Najdite charakteristiky tychto podokruhov.

a) (3) v Zs, Zoa, Zas

b) <8, 12> \% Zlg, Zlg, ZQ(), Z3()

C) <(8, 12)> v le X Zlg, Zlg X Zlg, ZlG X Zlg, Zlg X ZlG~

d) ({1}, {2}), ({1,3},{4}), ({1,2},{2,3}), ({1,3},{2,4}) v P({1,2,3,4}, A,N).

17. Ukazte, ze relacia ,byt izomorfny“ na systéme vSetkych okruhov je re-
flexivna, symetrickd a tranzitivna.

18. Ukazte, ze izomorfné okruhy maji rovnaku charakteristiku.
19. Ku kazdému z okruhov v cviceni 8 najdite aspon jeden rézny izomorfny
okruh.
20. Najdite izomorfizmus okruhov
a) (K47 =+, ) a (Z47 D, ®)
b) (2Z7 +, ) a (Z7 =+, )
C) (Zg X Z4, @ @) (Z12, @,@)

d) (2 [\/_]+ ) a (Z[-V3],+,)

e) (7] a(ZxZ,+,")

f) ({( >|33y, EZ},+,-)a(Z><Z><Z,+,~)
g) (22)N,®,0) a (ZV,®,0).
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11. Adjunkcia, algebraické a transcendentné prvky

Vieme uz, ze podokruh okruhu A’ generovany neprazdnou mnozinou M je prienikom|

vSetkych podokruhov, ktoré mnozinu M obsahujd, t.j. je to najmensi (vzhl'adom na
usporiadanie inkliziou) podokruh okruhu A" obsahujici mnozinu M. V stvislosti so
skiimanim polynémov néds bude zaujimat’ hlavne podokruh okruhu A’ generovany
mnozinou A U {t}, pricom A je podokruh okruhu A’ a t € A’ \ A. Naviac, o
vSetkych okruhoch v tejto kapitole budeme predpokladat’, ze si to komutativne
okruhy s jednotkou.

11.1 PRIKLAD. Dokdzte, ze mnozina A = {a +bv/2+ cV4 | a,b,c € Z} je nosi-
c¢om podokruhu okruhu redlnych ¢isel R, ktory je generovany mnozinou Z U {{5/5 }

RIESENIE. Mnozina A je nosicom podokruhu okruhu R (podrobne sa presvedcte). ||

a) Ak x € Z, tak x € A (leboz = 2+ 0 - 240 - \?/4_1) Pretoze v/2 =
04+1-v2+0- /4, tak aj /2 € A. Z toho vyplyva, ze podokruh A obsahuje
mnozinu Z U {f’/ﬁ} a preto <Z U {\3/5}> C A.

b) Nech x je 'ubovolny prvok mnoziny A. Potom existuju a,b,c € Z, ze © =
a+ b</2 + c¥/4. Pretoze a,b, c, \3/5, V2.2 = ¥4 su prvky okruhu <Z U {\S/§}>,
tak aj a + b2 + /4 € (Z U {3/§}>, teda A C (ZU {€/§}>

Z a) a b) vyplyva, ze A = (Z U {V2}).

Podobnym postupom ako v uvedenom priklade mozeme dokézat’ nasledovné tvr-
denie.

11.2 VETA. Nech (A, +,-) je komutativny okruh s jednotkou a nech (A,+,-) je
jeho podokruh, ktory obsahuje jednotku. Akt € A'\ A, tak

(AUu{t}) ={ao+ait+---+ant" | ap,a1,...,an, € A,n € N}.

DOkKAZ. Oznatme {ag + ait + -+ + ant"™ | ag,a1,...,a, € A,n € N} = B.
Mnozina B je uzavreta vzhladom na odé¢itanie a ndsobenie (podrobne sa presvedéte) |
teda (B, +, ) je podokruh okruhu (A, +,-).

Pretoze AU {t} C B (opéat’ sa podrobne presvedéte) a podokruh (A U {t}) je
najmensim z podokruhov, ktoré obsahuji mnozinu A U {t}, tak (AU {t}) C B.

Ak x € A, tak existuja ag,a1,...,a, € A, n € N, ze x = ag + a1t + - + a,t™.
Pretoze ag,ai,...,an,t € (AU {t}), tak aj x € (AU {t}) ¢o znamena, ze aj B C
(AU {t)).

Preto (AU {t}) =B. O

Okruh (A U {t}) (aj jeho nosi¢) budeme oznacovat’ A[t] a budeme hovorit’, ze
vznikol adjunkciou prvku t k okruhu A. Prvky okruhu A[t] budeme asto oznacovat’
a(t), b(t), f(t) a pod.

Prvky 1+2i2+3i%, 342, kde i € C je imaginarna jednotka st (podla vety 11.2)
prvkami okruhu Z[i]. Plati 1 + 2i% + 3i* = 3 + i? z ¢oho po tprave dostdvame
—2 +i? + 3i* = 0. Vsimnime si, ze v okruhu Z[i] je mozné jeden prvok vyjadrit’
viacerymi sposobmi a ze rovnost’ tvaru ag + a1? + ...a,t" = 0 moze platit’ aj v
pripade, ked’ prvky ag,as,...,a, nie si vSetky nulové. V uvedenom pripade je
CLO:—2,CL1:0, agzl,agzo,a4:3.

Vieme uz, ze kazdy prvok a(t) okruhu A[t] mézeme zapisat’ v tvare

(1) a(t) = ap + a1t + -+ - + ant™,
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kde ag,a1,...,a, € A, n € N.

Ak pre I'ubovolny prvok a(t) € A[t] tvaru (1) plati a(t) = 04 vtedy a len vtedy,
ked ag = a1 = --- = a, = 04 hovorime, Ze prvok t je transcendentnym prvkom nad
okruhom A. Ak existuje taky prvok a(t) € A[t] tvaru (1), pre ktory plati a(t) =04
a aspon jeden z prvkov ag,ai,...,a, je nenulovy hovorime, ze t je algebraickym
prvkom nad okruhom A. Algebraické prvky nad okruhmi Z, ), R nazyvame aj
algebraickymi ¢islami.

11.3 PrRIKLAD. Uk&zte, ze &islo v/3 — /2 je algebraickym ¢&fslom nad okruhom
Z.

RIESENIE. Ozna¢me t = v/3 — v/2. Potom t? = 5 — 21/6. Z toho dostédvame
t2 — 5 = —21/6. Dalej, opét’ po umocneni a po tprave mame t* — 10t2 + 1 = 0,
teda (\/§ - \/5)4 = 10(\/§ — \/5)2 +1 = 0 ¢o znamena, ze v/3 — /2 je algebraickym
¢islom nad okruhom Z.

O cislach m (Ludolfovo ¢islo), e (zdklad prirodzenych logaritmov) je mozné
ukézat’, ze su transcendentnymi nad okruhom Z (resp. Q).

Ak uvazujeme dva algebraické prvky t¢;, to nad okruhom A, tak okruhy A[t],
Alts] nemusia byt’ (ako ukazuje nasledujuci priklad) izomorfné.

11.4 PRIKLAD. Dokézte, ze okruhy Z[v/2], Z[i] nie st izomorfné.

DOKkAz. Nosiée okruhov Z[v/2], Z[i] st mnoziny {a + bv2 | a,b € Z}, {a + bi |
a,b € Z} (podrobne sa presvedéte). Pri dokaze, ze dané okruhy nie st izomorfné
budeme postupovat’ sporom. Predpokladajme, Ze existuje izomorfné zobrazenie
f: Z[V2] — Z[i]. Vieme, ze f(1) = 1. Preto napriklad f(2) = f(1+ 1) =
f(1)+ f(1) =141 =2. Nech f(2) = a+ bi. Pre &islo 2 potom plati:

2= f(2) = f(V2-V2) = f(V2) - f(V2) = (a + bi) - (a + bi) = a* — b* + 2abi.

Pretoze 2 je celé cislo, tak a = 0 alebo b = 0.

Ak a =0, tak 2 = —b?, ¢o je spor (lebo 2 je kladné &fslo).

Ak b =0, tak 2 = a2, ¢o je opit’ spor (lebo neexistuje celé &islo, ktorého druha
mocnina je 2).

Nemoze teda existovat’ izomorfné zobrazenie okruhu Z[v/2] na okruh Z[i].

Ak z, y su transcendentné prvky nad okruhom A, tak mozno ukazat’, ze okruhy
Alz] a Aly| st izomorfné. Izomorfizmom je zobrazenie

f: Alz] — Aly]l, flao+arx+ -+ anx™) =ag+ary+ -+ any™.

Da sa ukazat’, ze k l'ubovolnému okruhu A (komutativnemu s jednotkou) existuje
nadokruh A" a prvok t € A’ \ A, ktoré je transcedentnym prvkom nad okruhom A.

Z uvedenych poznatkov vyplyva, ze vzdy moézeme predpokladat’ existenciu tran-
scendentného prvku nad I'ubovolnym okruhom (a Ze na jeho oznaceni nezélezi).

Ak z je transcendentny prvok nad okruhom A, tak prvky okruhu A[z| voldme
polyndmy (jednej neurcitej) nad okruhom A a okruh A[x] teda voldme okruh polynémovl]
(jednej neurcitej) nad okruhom A. Ak f(z) € Alz|, pricom f(x) = ap + a1z +
co.anpx™, an # 04, tak prvky ag,ai,...,a, nazyvame koeficienty polynému f(z).
Koeficient a,, voldme vediicim koeficientom a ¢islo n stupfiom polynému f(z). Ak
stupen polynému je n, tak piseme st f(x) = n. Stupen nulového polynému definu-
jeme ako —oo. Kazdy nenulovy prvok okruhu A je polynémom nultého stupna.
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11.5 VETA. Nech f(z) =ap+a1x+ -+ arx”, g(x) = by + brx + -+ - + bsx® su
polyndomy nad okruhom A, pricom st f(z) =r, st g(x) = s. Potom

(R) f(z)=g(x) prdve vtedy, ked” r=s a a; =b; pre kazdé i € {0,1,...,r}.

DOkAzZ. Nech f(z) =ap+arz+---+a,z", ar # 04, g(x) =bo+brx+---+bsx?®,
as # 04 a nech f(z) = g(z). Predpokladajme, ze r > s. Prvok g(z) okruhu A|x]
mozeme zapisat’ v tvare g(z) = co+c1x + -+ c.2", kde ¢; = b; pre i € {0,...,s}
a cj = 04 inak. Z rovnosti f(x) = g(x) po tprave dostdvame

f(x) —g(x) = (a0 — co) + (a1 —c1)x + -+ + (ar — ¢ )" = 04.

Pretoze x je transcedentny prvok, tak a; —¢; = 04 (t.j. a; = ¢;) pre kazdé i €
{0,...,7}. Preto st f(x) = stg(x) (lebo b, = ¢, = a, # 04) a a; = b; pre kazdé
i€{o,...,r}

Obrétene, ak st f(z) = st g(z) a pre kazdé ¢ € {0,...,st f(x)} je a; = b;, tak
zrejme f(x) = g(x).

Z vlastnosti operécii okruhu vyplyva, ze sictom polynémov
fl®)=ag+arx+ - +ax", f(x)=by+brx+- - +bsx®, r>s
je polyném
(S) f(z)+g(x) = (ag+bo) + (ar +by)x+-- -+ (as +bs)z* +asp12° +- - +a,z"
a ich sucinom je polyném

(N) f@)-glx) =co+crm+ -+ crysa”™,

k
kde Ck = Z aibk—ia pre k€ {07 17 co T S}'
i=0
Zovseobecnenim predchadzajicich tvah je mozné analogicky zaviest’ okruh polynémovii
viac neurcitych. Podobnym postupom, ako vo vete 11.2 je mozné dokazat’ nasle-

dujice tvrdenie.

11.6 VETA. Nech (A’,+,-) je komutativny okruh s jednotkou a mech (A,+,-)
je jeho podokruh, ktory obsahuje jednotku. Ak ty,...,t, € A’ \ A, tak nosicom
podokruhu (AU {t1,...,t,}) je mnoZina

{aot'f‘“...tflo"+---+art’f“...tf[" |CL(),...,CLT € A kot,..., kpn EN}

Okruh (AU {t1,...,t,}) budeme oznacovat’ A[ty,...,t,] a budeme hovorit’, ze
vznikol adjunkciou prvkov t¢q,...,%, k okruhu A. Prvok (stucet)

(2) agthor .. thon . gtk ghen

moze obsahovat’ aj viac ¢lenov s tou istou n-ticou exponentov. Ak si vSetky uspo-
riadané n-tice exponentov v sicte (2) navzijom rozne, tak hovorime, ze sucet (2)
je zapisany v kanonickom tvare. Ak pre kazdy kanonicky tvar sictu (2) plati

apty®r ... thon 4 gtttk =0y
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prave vtedy, ked’ a9 = - -+ = a,, = 04 hovorime, ze prvky t¢1,...,t, st nad okruhom
A algebraicky nezdvislé. Ak existuje taky kanonicky tvar suctu (2), ktory sa rovna
nulovému prvku a aspon jeden z prvkov ag,...,a, je nenulovy hovorime, ze prvky
t1,...,t, su nad okruhom A algebraicky zdvislé.

Nech prvky x1,xo,...,x, su algebraicky nezavislé nad okruhom A. Podokruh
generovany mnozinou A U {x1,zs,...,x,} nazyvame okruh polynémov neurcityjch
Z1,%2,..., Ty nad okruhom A. Prvky okruhu Az, xs,. .., z,]| nazyvame polynomy
neurcitych x1, s, ..., T, nad okruhom A a prvky x1,xs, ..., T, nazyvame neurcité.

Podrobnejsie sa s polynémami oboznamite neskor.

Cvicenia

1. Dokazte, ze
a) Q[VB] =Q[v2], b) Z[V8]#Z[V2], ¢)Q1+V3]=Q[1-V3].
2. Dokazte, ze
2) Qi+v2] =Q[i,v2], D) Q[V2+V3]=Q[v2,V3].
3. Dokazte, ze
) Q[V3] ={a+b/3|a,beQ},
b) Q[V2+ V3] ={a+bvV2+cV3+dV6|a,b,ecdeQ},
) Q[V=3] ={a+b¥/-3+cV9]abceQ},
d) Qi+Vv2] ={a+bvV2+ci+divV2|a,b,ecdeQ}.

4. Dokazte, ze plati:

a) QC Q] cQi+v2], b)QcQ[VE]cQlv2 V3]

5. Dokazte, ze neplati ani @) [\/ﬂ cQ [\/6} ani Q) [\/6] cQ [\/ﬂ

6. Dokazte, ze ¢islo a) vV5+1, b)2—3i, ¢)vV3—-+v2, d) vV2+ V2,
e) V3 + \/ig, f) VB + V5, g) V/3+ 9 je algebraické nad Q.

7. Urcte nosi¢ okruhu @) [\‘75]

8. Nech t je transcendentny prvok nad okruhom A. Dokazte, ze aj t + 1 je
transcendentny nad A.

Y

o

9. Nech t je transcendentny prvok nad okruhom A. Dokazte, ze aj t - x, kde
x € A, x # 04 je transcendentny nad A.

10. Dokézte, ze okruhy Q[v/2], Q[v/3] nie st izomorfné.
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12. Obory integrity, telesa, polia

V prikladoch 10.8 a 10.9 sme upozornili na to, ze sti¢in dvoch nenulovych prvkov
okruhu moéze byt’ rovny nule. Také prvky okruhov nazyvame delitel'mi nuly v zmysle
nasledujucej definicie.

12.1 DEFINICIA. Nenulovy prvok a okruhu (A, +,-) nazgvame pravgm (lavym)
delitel'om nuly, ak existuje aspori jeden nenulovy prvok b € A tak, Ze b-a = 04
(a-b=04). Kazdy pravy alebo lavy delitel’ nuly nazgvame delitel'om nuly.

V priklade 10.8 sme ukazali, ze

0 1) (1 0y _ (0 0)_,
0 1) \o o) \o o)~ M2

Teda matica (8 1 ) je lavym delitelom nuly a matica ((1) 8) pravym delitelom

nuly v okruhu Ms 2(Z). Citatel’ iste Pahko ndjde d’alsie delitele nuly v okruhu
Ms2(Z) (cvicenie 1). V priklade 10.9 sme ako delitele nuly v okruhu R® uviedli
isté funkcie f, g. Opéat’ doporucujeme citatelovi najst’ d'alsie priklady delitel'ov nuly
okruhu R (cvicenie 2).

12.2 DEFINICIA. Oborom integrity nazgvame netrividlny komutativny okruh (A, +, )
s jednotkou ktory nemd delitele nuly, t.7. splna

Va,be A; a#04 N bF# 04 =0a-bF#04.

Dékaz nasledujicej lemy prenechdvame na ¢itatel'a (cvicenie 3).
12.3 LEMA. KaZdy podokruh oboru integrity je opat’ oborom integrity.

Pretoze okruh (C, +, ) komplexnych ¢isel je zrejme oborom integrity, si aj ¢iselné
okruhy R, (), Z, ktoré su jeho podokruhmi, obormi integrity.

Predchadzajice tvrdenie vSsak nemozno modifikovat’ v tom zmysle, ze ak B je
podokruh okruhu A a B je obor integrity, tak aj A je obor integrity. Ako kon-
trapriklad staci polozitt A = (RE @,®) a zobrat’ podmnozinu B tych funkcii
f : R — R, pre ktoré plati: ak f(z) = 0 pre nejaké x € R tak f(z) = 0 pre
véetky = € R. Cize B pozostava z funkcii, ktorych graf nepretina os = a z nulovej
funkcie. Je zrejmé, ze (B, ®,®) je oborom integrity, podokruhom A, ale A nie je
oborom integrity ako sme ukazali v 10.9.

12.4 Priklad. Uk4zeme, 7e okruh (Z,,®,®) zvyskovych tried modulo n je
oborom integrity prave vtedy, ked’ n je prvocislo.

Najprv ukdzeme, ze ak n je prvoéislo, tak (Z,,®,®) je obor integrity. Staci
ukézat’, ze pre lubovolné dva prvky k,m € Z,,, k ®m = 0 implikuje & = 0 alebo
m = 0. Nech teda k ©m = 0, t.j. km = 0. Potom k-m =0 (mod n), t.j. n | k-m.
Pretoze n je prvocislo, nutne to implikuje n | k alebo n | m. Teda k = 0 alebo
m = 0, ¢o bolo treba ukazat’.

Obratene, nech n nie je prvocislo. Teda n = k- m pre nejaké 1 < k <
m < n. Potom ale k € Z,,\ {0}, m € Z,,\ {0}, pricom k-m =k -m=n=
Z,, nie je oborom integrity.

1<
Teda

n?
0.

Ked’Ze obory integrity nemaju delitele nuly, mozeme pri rieSeni rovnic nad obormi
integrity pouzivat’ pravidla o krateni sprava i zl'ava ako to ukazuje nasledujica veta.
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12.5 VETA. Komutativny okruh s jednotkou (A, +,-) je oborom integrity prdve
vtedy, ked v nom platia nasledujice zakony o krdteni nenulovym prvkom:

Ve,y € A,Va € A\{04}; ax =ay =z =1y (krdtenie zlava)
Ve,y € A,Va € A\{04}; ra=ya=x =1y (krdtenie sprava).

12.6 Poznamka. Na zdklade komutativnosti kratenie zl'ava implikuje kratenie
sprava a obratene. Staci teda pouzivat’ iba jeden z tychto zakonov.

DOKAZ VETY 12.5. Nech A je obor integrity a plati ax = ay, kde a # 04.
Potom ax —ay = 04 t.j. a-(z —y) = 04. Pretoze A nemé delitele nuly a prvok
a# 04, musi byt z —y =04 t.j. z =1y.

Obrétene, nech v komutativnom okruhu (A, +,) s jednotkou platia zédkony o
krateni nenulovym prvkom. Predpokladajme, ze prvok a # 04 by bol lavym deli-
telom nuly. Potom existuje b # 04 tak, ze a-b =04 = a-04. Po krateni zlava
dostaneme b = 04, spor. Z komutativnosti vyplyva, ze A nem4 ani pravé delitele
nuly. Teda A je oborom integrity. [J

Predchadzajica veta znamend, ze pri rieSeni rovnic nad ¢iselnymi obormi in-
tegrity Z, @), R, C m6zeme bez obav pouzivat’ pravidla o krateni nenulovym prvkom,
tak ako sme na to zvyknuti aj zo Skolskej praxe. Ak nasSa rovnica obsahuje ale
operacie + a - z okruhu, ktory nie je oborom integrity, pri rieSeni treba postupovat’
opatrnejsie, tak ako to ukazuje aj nasledujuci priklad.

12.7 Priklad. Mame riesit’ nad Zg rovnicu
22 +4x+3=0

(namiesto symbolov & a ® pre operdcie okruhu Zg budeme, pre jednoduchost’
pouzivat’ len symboly + a -). Po tuprave mame

(x+1)-(x+3)=0.

Nad ¢iselnymi okruhmi Z, @), R, C' sme zyknuti z toho vyvodit’, ze x+1 = 0Vax+3 =
0. (Dévodom toho je prave to, ze Z,Q, R, C si obory integrity!) Avsak teraz sme
nad Zg, ktory nie je oborom integrity a ma delitele nuly 2,4,6. Preto pripady

r+1=0Ve+3=0&2=7Vr=5>5
st iba jednou z moznosti. Dalsimi st

r+1=2Nzx+3=4zxz=1Nz=1
r+1=4Nz+3=2x=3A Nx="7
r+1l1=4Nx+3=4x=3Nx=1
r+1l1=4Nz+3=6&x=3ANx=3
r+1l1=6Nzx+3=4&x=0Az=1.

RieSeniami danej rovnice teda st x =7, t =5, xt =1a x = 3.
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12.8 DEFINICIA. Okruh (A, +,-) s jednotkou 14 # 04 v ktorom kaZdy nenulovy
prvok md vzhl'adom na ndsobenie inverzny prvok, nazgyvame telesom. Komutativne
teleso, t.j. také kde ndsobenie je komutativna operdcia, nazgyvame pole.

12.9 PozNAMKA. Ak (A,+,) je okruh a pre prvky a, b, z, kde b # 04, plati
b-x = a hovorime, Ze z je podiel prvkov ab (v uvedenom poradi) a piSeme z = ¥
alebo x = a : b. Ak (A, +,-) je pole, tak kazda rovnica b-x = a, b # 04 (s nezndmou
r) m4 jediné riesenie x = a - b~1 (lebo (A — {04},) je grupa). V poli je teda pre
kazdé dva prvky a, b, b # 0 jednoznacne urceny ich podiel § = a - b=1 (podiel
prvkov a, b je su¢in prvku a a prvku inverzného k prvku b).

Mozno ukéazat’ (cvicenie 14), ze pre podiely v poli (A,+,-) plati pre kazdé
a,b,c,de A, b#0, d#O:

(1) %:2 prave vtedy, ked a-d=10b"c,
a ¢ a-d+b-c
2 A e
2) b+d b-d
a ¢ a-c
3 2. o_2C
(3) b d b-d
a —a a
4 ==
(4) b b -0’
a1 b
(5) ak a#0, tak <5) =

12.10 Priklad. Z definicie 12.8 vyplyva, Ze okruh (Z,,,®, ®) zvyskovych tried
modulo n je pole prave vtedy, ked (Z, \ {0},®) je grupa. V priklade 4.5 bolo
ukdzané, ze (Z, \ {0},®) je grupa prave vtedy, ked’ n je prvoéislo. Dostdvame
teda, ze okruh (Z,,,®, ®) zvyskovych tried modulo n je pole prave vtedy, ked n je
prvocislo.

12.11 VETA. KaZdé pole je oborom integrity.

DOkAZ. Nech (A,+,-) je pole anech a,b € A\ {04}. Potrebujeme ukdzat’, ze aj
a-b # 04. Predpokladajme, ze by platilo a-b = 04. Pretoze A je pole, k nenulovému
prvku a existuje inverzny prvok a~!. Dostdvame teda a™1- (a-b) =a=1-04 = 04,
t.j. (a"ta)b =04, ¢iZze b = 04, spor. Dokaz je skonceny. [

Predchadzajicu vetu nemozno zrejme obratit’. Nie kazdy obor integrity je pole,
ako ukazuje priklad oboru integrity (Z, +, ), kde jedine &isla 1 a —1 maji inverzny
prvok. V kone¢nom pripade vSak plati aj obratené tvrdenie k vete 12.11.

12.12 VETA. KaZdy konecny obor integrity je pole.

DOKAzZ. Nech (A, +,-) je koneény obor integrity s prvkami 04,a1,...,a,. Uz
z definicie 12.2 vyplyva, ze A ma jednotku. Aby sme ukéazali, Ze kazdy nenulovy
prvok a; méa inverzny prvok, utvorme sac¢iny a;ai,a;aso,...,a;a,. Tieto siciny su
nenulové a navzdjom rozne, t.j. {a;a1,...,a;a,} = {a1,...,a,}. Ak by totiz napr.
a;a1 = a;as, tak po krateni mame a; = as, spor. Ked’ze teda saciny a;aq,...,a;a,
zahfhaju vsetky nenulové prvky z A, niektory z nich, napr. a;a;, musi byt’ rovny
jednotke, t.j. a;a; = 14. Z komutativnosti mame, Ze aj aja; = 14, ¢iZe a; = ai_l.
Tym je dokaz vety hotovy. [
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Z konecnych poli teda uz pozname Z,, 73, Zs5, Z7, Z11, Z13, atd. Nekonecnym
polom je okruh (C,+,-) vSetkych komplexnych éisel, i jeho podokruhy (podpolia)

(R,+,") a (Q,+,-). Pritom vieme, ze jednotkou vo vsetkych tychto okruhoch je
¢islo 1, k racionalnemu ¢islu g € @\ {0} je inverznym prvkom ¢islo ]%, k redlnemu
&slur € R\{0} je inverznym prvkom &fslo 1 a ku komplexnému &islu a+bi € C\{0}

je inverznym prvkom ¢islo 3555 — #i, pretoze plati

a b Z,_a2+abi abi—b2_a2+b2_1
a2 +b2  a?+b? B o

(a+b@)'( T2 @212 a2t

Prikladom nekoneéného neéiselného pola je obor integrity (B, ®,®) uvedeny za
lemou 12.3.

Existuje nekonecné teleso, ktoré nie je pole? Také teleso skonstruoval v r. 1843
anglicky matematik W.R. Hamilton a jeho konstrukciu si ukdzeme v nasledovnom
priklade. Prvkami tohto nekomutativneho telesa su isté matice typu 2x2 nad pol'om
komplexnych ¢isel, ktoré sa nazyvaju kvaterniony - hovorime o telese kvaternionowv.

12.13 Priklad. Nech H = {( @ ﬂ) |, B € C}. Pripomenme, Ze pre kom-

— ﬁ a
plexné ¢islo & = a+bi symbol @ znamena komplexne zdruzené ¢islo a—bi. Teda pre
B = c+ di plati — (3 = —c + di. Ukazeme, ze mnozina matic uvedeného Specidlneho
tvaru nad polom C' s obvyklym s¢itanim a nasobenim matic tvori nekomutativne
teleso.

To, ze s¢itanie a nasobenie matic si operacie na H ukazujui nasledovné vypocty:
a B v o4 a+y [B+0
ol - = H
(5 a)+ (% 2)- (G55 aa) e
a BY (v 0\_ (=B ad+B7\ _py
-3 @ —0 7 —fBy—ad —pé+ay ’
pretoze ay — 30 = ay — 6 a —(ad + ) = —ad — (.

Prenechavame na citatela preverit’, ze sc¢itanie a nasobenie kvaternionov su aso-
ciativne, scitanie je komutativne a nasobenie kvaternionov je distributivne

vzhl'adom na s¢itanie (cvicenie 4). Je vidiet, ze nulova matica i jednotkova

0 0
0 0
matica (1) (1) su kvaterniony a opacna matica k ( _O[B g ) je ( _BO‘ —_) € H.
Ostava ukézat’, ze kazdy nenulovy kvaterniéon ma v H inverzny prvok a Ze nasobenie

kvaterniénov nie je komutativne. Nech @ E —(** bi o + dz' je nenulova
-0 «@ —c+di a—W

matica z H, t.j. aspon jedno z cisel a,b,c,d je rozne od 0. Potom aj cislo
s=a?+b%+c®+d? #0. Priamym vypoctom sa mozno presvedéit’, ze inverznym

a—bi _cHdi
prvkom k uvedenej matici je matica ( Sdi adhi > (cvicenie 5). Teda (H,+,-)
S S

je teleso. Pretoze plati napriklad

0—1'01_—2'0%@'0_01‘0—1

i 0 i 0) \0 i 0 —i) \i 0) \i« 0 )’
teleso kvaternionov nie je komutativne.
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Pod podtelesom (podpolom) daného telesa (pola) (A, +,:) rozumieme teleso
(pole) (B,®,®) také, ze B C A a operdcie @ a ® si zuzenim operacii + a - na
podmnozinu B, t.j. plati

Va,be B; adb=a+be BANaGb=a-be B.
Inak povedané, je to teleso (pole), ktoré je podokruhom okruhu A.

12.14 Priklad. V priklade 10.13 sme ukézali, ze okruh Z[i| = {a+bi | a,b € Z}
Gaussovych celych ¢&isel je podokruhom pola (C, 4+, -) vSetkych komplexnych ¢isel.
Avsak komutativny okruh Z[i] nie je telesom. Hoci obsahuje jednotkovy prvok
1 = 14-0i, jediné invertovatelné (t.j. majice inverzny prvok) prvky v Z[i| si zrejme
1,—1,4,—i. Vidime, Ze napr. (1+1i) (3 —2i)=1,tj. 1+~ =1—1i¢ Z[.
Preto podokruh Z[i] pola C nie je jeho podpolom. [J

V poslednej casti tejto kapitoly sa budeme zaoberat’ charakteristikou v oboroch
integrity a poliach a dosledkami z nej vyplyvajucimi.

Z vety 10.6 vieme, ze v okruhu (A4, +,-) s jednotkou je charakteristika okruhu
rovnd radu jednotky (v aditivnej grupe (A,+) ), t.j. charA = r(1l4). DLahko
sa ukaze, ze v obore integrity A je rad kazdého nenulového prvku rovny charA.
Skutocne, ak a € A\ {04}, tak pre l'ubovolné kladné celé ¢islo £ mozno tak ako
v dokaze 10.6 rozpisat’ k x a = (k x 14) - a. KedZze A je oborom integrity a plati
a # 04, dostavame

]{?XCLZOA<=>k‘XlA:0A.
Odtial’ je zrejmé, ze r(a) = r(14) = charA.

Uz vieme, ze obor integrity (Z,+,-) mé charakteristiku oo a obor integrity
(Zp,®,®), kde p je prvocislo, méa charakteristiku p. Teraz ukdzeme, ze takéto
charakteristiky su jediné mozné u oborov integrity.

12.15 VETA. Charakteristika oboru integrity je bud’ co alebo prvocislo.

DOKAZ. Sta¢i zrejme ukédzat, ze charakteristika oboru integrity nie je zlozené
¢islo. Nech charA = r(14) = k a predpokladajme, ze k = m - n, kde 1 < m,n < k.
Potom mame

OA:k’XlA:(m-n)XlA:(mXIA)~(nX1A).

Pretoze A je oborom integrity, dostavame m x 14 =04 alebon x 14 =04, Co je v
spore s predpokladom r(14) = k. O

Vo vete 10.15 sme ukézali, ze podokruh (M) okruhu (A, +,-) generovany mno-
zinou M je prienikom vsetkych podokruhov okruhu A obsahujicich mnozinu M.
Podobne mozno ukazat, Ze prienik vsSetkych podpoli pola (F,+,-) obsahujicich
vybrand mnozinu prvkov M je najmensim podpolom pola (F, +, -) obsahujicim M,
teda podpolom generovanym mnozinou M (oznacujeme ho tiez symbolom (M)).

12.16 VETA. Nech (A, +,") je obor integrity. Ak charA = oo, tak (14) =2 Z. Ak
char A = p, tak (14) = Z,,.

DOKAzZ. V prvom pripade je zobrazenie f : Z — (14) dané predpisom f(n) =
nx 1y izomorfizmus okruhu (Z, 4, -) na podokruh okruhu A generovany jednotkou.
V druhom pripade je podokruh (14) izomorfny s okruhom (Z,, ®, ®) pri zobrazeni
g:Z, — (1a) danom predpisom f(n) =n X 14, pricom 0 < n < p. Prenechavame
na Citatel'a preverit’, ze uvedené zobrazenia si izomorfizmy (cvicenie 6). [

Pretoze pole je oborom integrity, je aj charakteristika pola bud’ co alebo nejaké

prvocislo p. O podpoliach generovanych jednotkou hovori nasledujica veta.
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12.17 VETA. Nech (F,+,-) je pole. Ak char F = oo, tak (1p) = Q. Ak char F =
p, tak (1p) = Z,.

DOKAZ. V druhom pripade je izomorfizmus rovnaky ako v 12.16. Ak char F =
00, treba si uvedomit’ ako vyzera podpole (1r) generované jednotkovym prvkom
1p. Je zrejmé, ze pre kazdé prirodzené cislo g obsahuje aditivnu mocninu g X 1p
(majme na mysli, ze r(1p) = oc!) 1 opacny prvok k nej —(¢ X 1z) oznacovany
(—q) x 1. Tiez obsahuje prvok 1p+ (—1p) = 0p. Teda pre kazdé celé ¢islo r plati,
ze r X 1p € (1p). Zéroven podpole (1p) musi obsahovat’ vsetky inverzné prvky
(r x 1r)~L. Pozostdva teda zo stcinov (¢ x 1p) - (r x 1g)7 1, kde q,7 € Z, r # 0.
Preto zobrazenie h : Q — (1r) definované predpisom h(2) = (¢x1g)-(rx1p)~ ! je
surjektivne. Korektnost’ definicie zobrazenia h (t.j. to, Ze rovnost’ raciondlnych ¢isel
1= g—: implikuje rovnost’ ich obrazov h(%) = h(g—:) ) a jeho injektivnost’ vyplyvaju
z nasledovného vypoctu:

/
g:%@TIQZQ'Tﬁ(T'Q)XlFZ(q/T)><1F<:>(7“'><1F)'(61><1F)=

:(QIX1F)'(7”><1F)<:>h<g>:((qxlp)x(rxlp)_lz

= (" x1p) (¢ x1p) = (¢ x1p) - (r' x1p) ' =h (Q_) _

r

Teda h je bijekcia pola @ na podpole (1g). Ostava ukdzat’, ze h zachovava operacie
sCitania a nasobenia. Plati

p(248) =0 () = (@ ) < 1) () x 1) =

= ((gr") x 1p + (¢'r) x 1p) - ((r x 1p) - (r' x 1p)) "' =
= (g% 17) - (" x 1p) + (¢ x 1p) - (r x 1p)) - (r x 1p)* - (1 x 1p) 7" =

@) ) k1) 0 k1) = n (4 (1),

,r/

n(20) = (22) = (o) < 10)- (7)< 1) =

= (g% 1p) - (¢ 1) - (rx 1) 7 (0 x 1) =0 (1) -h(q—>.

Teda h je izomorfizmus. [J
12.18 DOSLEDOK. KaZzdé konecéné pole md prvociselni charakteristiku.

DOKAZ. Pretoze pole charakteristiky oo obsahuje podla 12.17 nekonecné pod-
pole izomorfné s (), charakteristika konec¢ného pol'a musi byt’ prvocislo. [

Z predchadzajiceho dosledku a vety vyplyva, ze aj kazdy konecny obor integrity
ma prvociselni charakteristiku. Nie kazdy obor integrity s prvociselnou charak-
teristikou musi byt’ ale kone¢ny. Napriklad obor integrity Z5[x] polynémov jednej
neurcitej nad polom Z5 ma zrejme charakteristiku 5, ale je nekonecny.

Cvicenia
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1. Né&jdite aspon 5 delitelov nuly v okruhu M 5(Z).

2. N3jdite asponi 5 delitelov nuly v okruhu R”.

3. Dokazte lemu 12.3.

4. Presvedcte sa podrobnymi vypoctami, ze scitanie a nasobenie kvaterniéonov
su asociativne, s¢itanie je komutativne a nésobenie kvaterniénov je distributivne
vzhl'adom na séitanie.

5. Preverte vypoctom spravnost’ vzorca inverzného kvaterniéonu v priklade
12.13.

6. O zobrazeniach f,g v dokaze vety 12.16 ukazte, ze si izomorfizmy okruhov.

7. Najdite vSetky delitele nuly v okruhoch Zg, Z19, Z12 a Zo4.

8. Zistite, ¢i nasledujici okruh s obvyklymi operdciami je oborom integrity,
telesom, polom. Ak nie je oborom integrity, urcte jeho delitele nuly. Ak nie je
polom, uréte nenulové prvky, ktoré nemaju inverzny prvok. (V tlohéch f)—j) sym-
bol YX oznacuje okruh vietkych zobrazeni mnoziny X do okruhu Y s opericiami
definovanymi ,bodovo*.)

a) Zg X Zg

b) Z x Z

c) A x B, kde A, B su netrividlne okruhy
[v/6]

AB kde A je okruh a B # @

P(X),kde A+ B=(AUuB)—(ANB), A-B=ANB.
. Zistite, ¢i plati vyrok:

a) Kazdy podokruh pola je pole.

b) Kazdy nadokruh pola je pole.

Ak ano, dokazte ho, ak nie, uved'te kontrapriklad.

10. Ukazte, ze pole C' je izomorfné s okruhom matic tvaru ( _ab Z) ,a,be R.

11. Ukazte, ze zvyskova trieda k € Z,, nie je delitelom nuly v Z,, prave vtedy,
ked’ k a n st nesudelitelné.

12. Ukézte, ze (A, +,-) je pole, ak

a)A:{<2‘Lb 2) |a,b€Q},
na={(4 ¢)lacs}

13. a) Ukézte, 7e pole (A, +,-) z cvicenia 12 a) je izomorfné s polom Q[v/2].
b) Ukézte, ze pole (A, +,) z cvienia 12 b) je izomorfné s polom (R, +, ).

14. Dokazte (1) — (5) z poznamky 12.9.
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13. Podielové pole oboru integrity

Tak ako sa z oboru integrity (Z,+,-) celych ¢isel znamou konstrukciou tvorenia
zlomkov a ich stotoznovania podla urcitého pravidla vytvori pole racionalnych c¢isel
(Q,+, ), mozno z 'ubovolného oboru integrity (A, +,-) analogickou konstrukciou
zlomkov a ich vhodnym stotozinovanim vytvorit’ pole, ktoré bude povodny obor
integrity (presnejsie jeho izomorfni képiu) obsahovat’ ako podokruh. Ide o tzv.
konstrukciu podielového pola oboru integrity, ktoré budeme oznacovat’ (Q(A), +, ).
Zatial, ¢o v obore integrity (A, +,-) sme mohli prvky scitovat’, od¢itovat’, nasobit’ a
pritom pouzivat’ pravidla o krateni sic¢inu, v podielovom poli budeme moct’ prvky
Q(A) (a teda aj prvky A) uz aj delit. Pritom podielové pole (Q(A),+,-) bude v
istom zmysle najmensie pole obsahujice dany obor integrity (A4, +,-).

13.1 DEFINICIA. Nech (A,+,-) je obor integrity. Zlomkom nad A nazjvame
kazdi usporiadani dvojicu [a,b], kde a € A, b € A\ {04a}. MnoZinu vsetkych
zlomkov nad A budeme oznacovat’ symbolom Zlom(A). Dwva zlomky |a,b], [a’,V]
nazgvame ekvivalentnymi a piseme [a,b] = [a/, V'], ak al’ = a'b.

13.2 LEMA. Reldcia = je reldciou ekvivalencie na mnoZine Zlom(A).

DOKAZ. Pre lubovolny zlomok [a,b] nad A plati ab = ab, teda [a,b] = |a,b]
a reldcia = je reflexivna. Symetrickost’ = je tiez evidentnd. Aby sme ukézali
tranzitivnost’, predpokladajme, ze [a,b] = [a1,b1] a [a1,b1] = [a2,b2]. Potom
ab; = a1b a a1bs = asb;. Po vynéasobeni prvej rovnosti prvkom b, a druhej rovnosti
prvkom b dostaneme abibs = a1bby a a1bab = a2b1b. Pretoze (na zdklade komu-
tativnosti ndsobenia) a1bby = a1bsb, plati aj abiby = asbyb, ¢ize (opat’ na zaklade
komutativnosti ndsobenia) absby = agbb;. Pretoze A je obor integrity, mozeme
poslednt rovnost’ kratit’ sprava nenulovym prvkom b;. Dostaneme aby = asbh, z
¢oho vyplyva [a,b] = [ag,be]. O

Scitanie a ndsobenie zlomkov nad 'ubovolnym oborom integrity definujeme nasle-Jj
dovne:

(1) [a,b] B [c, d] = [ad + be, bd],
(2) [a, b] (] [c, d] = [ac, bd].

13.3 LEMA. S¢itanie a ndsobenie zlomkov nad oborom integrity A definované
vztahmi (1) a (2) si bindrne operdcie na mnozine Zlom(A).

DOKAZ. Tvrdenie vlastne hovori, Ze mnozina Zlom(A) je uzavretd vzhl'adom na
sCitanie a nasobenie definované vyssie. Evidentne

l[ad + be, bd] € Zlom(A) A [ac,bd] € Zlom(A) < bd # 04.

Pretoze ale [a,b],[c,d] € Zlom(A) znamenaju, ze b # 04 ANd # 04 a A je obor
integrity, pozadovany vzt'ah bd # 04 plati. O

Nech (A,+,-) je l'ubovolny obor integrity. Ozna¢me symbolom @)(A) mnozinu
vietkych tried rozkladu mnoziny Zlom(A) podla ekvivalencie =. Prvkami mnoziny

Q(A) = Zlom(A)/ = st teda triedy zlomkov v tvare [a,b] = {[z,y] € Zlom(A);
[z, y] = [a,b]}. Castejsie oznacenie tychto tried je ¢ pripadne a/b.

13.4 Poznamka. Symbol ¢ neoznacuje teda zlomok [a, b] nad oborom integrity
A, ale triedu v8etkych zlomkov [z,y] nad A pre ktoré plati [x,y] = [a, ], t.j. b=
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ya. Pre A = Z tiez raciondlne ¢islo 7 nechdpeme ako jediny zlomok s citatelom a

a menovatelom b, ale ako triedu vSetkych zlomkov s nim ekvivalentnych.

Teraz ukazeme, ze aj na mnozine Zlom(A)/ = mozno korektne definovat’ s¢itanie
a nasobenie prirodzenym spoésobom, t.j. nasledovne:

a c ad + be
a ¢ ac
(4) 59 b

13.5 VETA. Nech (A, +, ") je obor integrity. Reldicia = je na mnoZine Zlom(A)
kompatibilnd s operdaciami + a -, t.j. plati

Teda & a ® definované v (3), (4) su bindrne operdcie na mnozine Q(A).

13.6 Poznamka. Vztahy (5) a (6) vlastne ukazuju, ze s¢itanie v (3) a nasobenie
v (4) nezavisia od vyberu zlomkov z danych tried — vysledok s¢itania a nésobenia
bude aj pri roznych vyberoch reprezentantov vzdy té ista trieda. V nasledujuicej
kapitole ukdzeme, ze takd relacia ekvivalencie na okruhu je tzv. kongruencia
okruhu, ktord umoznuje vytvorit’ faktorovy okruh — podobne ako tomu bolo u grup
v kapitole 8.

DOkAz VETY 13.5. Nech [a,b] = [d/,V] a [¢,d] = [¢/,d'], teda ab' = d'b a
cd’ = dd. Po vyndsobeni prvej rovnosti prvkom dd’' a druhej rovnosti prvkom bb’
dostaneme ab’dd’ = a’bdd’ a cd'bb’ = ¢’dbb’. Odtial po séitani a tprave ( s pouzitim
komutativnosti ndsobenia) mame (ad + be)b'd’ = (a’d’ + b'c")bd, ¢ize [ad + be, bd] =
[a'd'+b'c b’ d'], t.j. [a,b]B[c,d] = [o/,b'|B[, d'], ¢ize plati (5). Podobne vzdjomnym
vynéasobenim rovnosti ab’ = a’b a c¢d’ = ¢/d dostaneme po tprave ach’'d’ = a’c'bd,
¢ize [ac,bd] = [d'd, V' d'], t.j. [a,b] T [¢e,d] = [/, 0] O [/, d'], a teda aj (6) plati.
Dokaz je skonceny. [

13.7 VETA. Nech (A,+,-) je obor integrity. Potom algebra (Q(A),®,®), kde
Q(A) = Zlom(A)/ = a operdcie & a ® si definované vztahmi (38),(4), je pole
obsahujice podokruh izomorfny s A.

DOKAZ. Prenechdvame na ¢itatela overit’ priamo vypoctom, ze operdcie s¢itania
a nasobenia zlomkov v (1),(2) si komutativne a asociativne (cvi¢enie 1). Lahko sa
tiez ukaze, ze nulovym prvkom v Q(A) je trieda %, jednotkovym prvkom trieda %
a opaénym prvkom k £ je 3% (cvicenie 2). Ak teraz § je nenulovy prvok Q(A),
tj. % # % tak a-1# b-0, &ize a # 0, a teda [b,a] € Zlom(A) a evidentne
trieda [b,a] = 2 je inverzny prvok k %. Ostdva ukézat distributivnost’ operdcie ®
vzhladom na operaciu &. Zrejme

a f@f _a cf+de acf+ade

b \d f) b df bdf

a ¢ a e ac _ae acbf + bdae
(z@a)@(z@}) " Yo T by
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Rovnost’ vyslednych tried vpravo plati vtedy, ked ich reprezentanti su v relécii
=. AvSak [acf + ade,bdf] = [acbf + bdae,bdbf], pretoze (acf + ade) - bdbf =
(acbf + bdae) - bdf. Teda (Q(A),®,®) je pole.

Tvrdime, Ze mnozina A" = {¢ | a € A} tvori podokruh pola Q(A), a zZe tento
je izomorfny s povodnym okruhom A pri izomorfizme f : A — A', f(a) = §.
Overenie tychto tvrdeni prenechdvame na ¢itatel'a (cvicenie 3). O

13.8 DEFINICIA. Pole (Q(A),®,®) definované vyssie nazyvame podielové pole
oboru integrity A. Ak A = Z, podielové pole (Q(Z), ®, ®) nazyvame pol'om raciondlnychj
¢isel a oznacujeme ho jednoducho (Q,+,-).

13.9 Priklad. Ukézeme, 7e podielové pole oboru integrity Z[v/2] = {a + bv/2 |
a,b € Z} je izomorfné s podpolom Q(v/2) = {a + bv/2 | a,b, € Q} pola R redlnych
Cisel.

Nosi¢om podielového pola Q(Z[v/2]) oboru integrity Z[v/2] je podla vety 13.7
mnozina

Q(Z[\/E]) = Zlom(Z[ﬂ])/: =

a+bv2
— " abedeZ c+dV2#0y,
{c+d\/§|a ¢ ¢ 7 }

kde % oznacuje triedu zlomkov nad Z[v/2] ekvivalentnych (v relacii =) so
zlomkom [a + bv/2, ¢ + dv/2]. Operécie na Q(Z[v/2]) st dané vzt'ahmi (3),(4).

Nech Q' = {% | a,b,c,d € Z, c+d\2 # O} je podmnozina redlnych ¢isel.

Lahko sa mozno presvedcit, ze Q' je podpole R a Ze zobrazenie f : Q(Z[v2]) — Q'

atbv2\ _ a+bv2 ;. ‘ ‘5 > >
rd ﬂ) = Gavs e izomorfizmus poli. Ukazeme, ze mnoziny

redlnych éisel Q' a Q(v/2) st totozné, odkial vyplyva, ze f je aj hFadany izomor-
fizmus podielového pola Q(Z[v/2]) na podpole Q(+/2) pola R.
Nech 7’ € Q' je redlne ¢islo. Potom

dané predpisom f (

_c+d\/§_c+d\/§.c—d\/§_62—2d2 2d2

lebo ' mé tvar @’ + b'v/2 pre a’,t/ € Q. Teda Q' C Q(v/2). Obrétene, nech
r € Q(v/2). Potom

, a+b\/§_a—|—b\/§ c—d\/i_ac—2bd cb \/_GQ(\/—)

+ +
r— atbvE — _+ \/— pq’ q/pf_pq qp' V2 co.
qq qq + 02

lebo r» méa tvar %. Teda aj Q(v/2) € Q' a mnoziny Q(v2), Q' redlnych &isel
st skutocne totozné.

Na zaver pomocou konstrukcie podielového pol'a zostrojime priklad nekonec¢ného
pola konecnej charakteristiky.

13.10 Priklad. V kapitole 11 sme uviedli ako adjunkciou transcendentného
prvku z nad danym okruhom A mozno vytvorit’ okruh A[x] polynémov jednej
neurcitej nad A. Zvolme teraz za A okruh (Z,,®,®), kde p je prvocislo. Z,[x]
je (nekonecnd) mnozina vsetkych polynémov f(x) = ag + a1z + -+ + apx™, kde
n € N a koeficienty ag, a1, ...,a, € Z,. S¢itanie a ndsobenie v okruhu (Z,[z], +, )
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si definované tak ako bolo uvedené v kapitole 11. Stuc¢inom dvoch nenulovych
polynémov s vedicimi ¢lenmi a,z”, a,2™, kde a, € Z, \ {0}, a, € Z, \ {0}
je polyném s vedicim ¢lenom ana,,x"t™. Pretoze Z, je obor integrity, plati aj
ap - A 7 0, preto suc¢inom nenulovych polynémov je opét’ nenulovy polyném, a
teda (Zp[z],+,-) je obor integrity. Jeho charakteristika je podla vety 10.6 rovna
radu jednotky (ktorou je polyném 1), t.j. char(Z,[z]) = (1) = p, pretoze px 1 =10
v Z,. Podielové pole Q(Z,[x]), casto oznacované Z,(x), obsahuje podla vety 13.7
podokruh izomorfny so Z,[x]. Preto pole Z,(z) je nekonecné a jeho charakteristika
je char(Z,(x)) =r(1) =p.

Cvicenia

1. Overte, ze operécie s¢itania a nasobenia zlomkov definované vzt'ahmi (1) a
(2) st komutativne a asociativne.
2. Overte, ze nulovym prvkom v podielovom poli Q(A) je trieda %, jednotkovym
prvkom trieda % a opacnym prvkom k triede § je trieda —*.
3. Overte, ze mnozina tried A’ = {{ | a € A} je podokruhom podielového pola
. a

Q(A) a ze zobrazenie f : A — A’, f(a) = { je izomorfizmus okruhov.

4. Ukazte, ze podielové pole oboru integrity Z[i] = {a 4+ bi | a,b € Z} je
izomorfné s polom Q(i) = {a + bi | a,b, € Q}.

5. Ukdzte, Ze najmens{ obor integrity obsahujici Z a &fslo 3 je Z[3] = {3% |
k€ Z,n € N} a ukézte, ze jeho podielové pole je izomorfné s polom Q.

6. Zostrojte podielové pole Z3(z) oboru integrity Zs[z].

7. Ukéazte, ze podielové pole oboru integrity Z[z| je izomorfné s podielovym
polom oboru integrity Q|x].

8. Ukézte, ze ak (A, +,-) je pole, tak Q(A) = A.
9. Ukazte, ze ak obor integrity A je podokruhom oboru integrity B, tak jeho
podielové pole Q(A) je podpolom podielového pola Q(B).
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14. Idealy, kongruencie na okruhoch a faktorové okruhy

V 1. kapitole sme z okruhu celych &isel (Z,+,+) stotoziiovanim prvkov podla
relcie ekvivalencie = (mod m), zlucitelnej (kompatibilnej) s operdciami séitania
a nasobenia vytvorili okruh zvyskovych tried modulo m, Z,, = {0,1,...,m — 1}.
V tejto kapitole tuto konstrukciu zovSeobecnime a ukizeme ako z l'ubovolného
okruhu (A4, +,-) mozno pomocou reldcie ekvivalencie na A zlucitelnej so s¢itanim
a nasobenim okruhu, tzv. kongruencie okruhu, utvorit’ analogickym sposobom tzv.
faktorovy okruh.

V kapitole 8 sme sa zaoberali faktorizaciou grip. Ukazali sme, Ze stotoznenie
prvkov grupy (G, -) podla normélnej podgrupy H je ekvivalentné so stotoznovanim
prvkov grupy (G, -) podla kongruencie = a ze faktorova grupa G/H tried grupy G
podla H je to isté ako faktorova grupa G/ =g tried kongruencie =p. V tejto kapi-
tole vyuzijeme tieto poznatky z faktorizacie grip a ukazeme, ze aj okruhy mozno
faktorizovat’ vo vSeobecnosti podla kongruencii prave tak ako podla Specidlnych
podokruhov, ktoré nazveme idedlms okruhu.

Nech I je podokruh okruhu (A, +,:). Pretoze (A,+) je komutativna grupa, je
podgrupa (I,+) normdlna a mozno teda utvorit’ faktorovi grupu (A/I,+). Jej
prvkami su triedy v tvare I + a, ktorych scitovanie podl'a prirodzeného predpisu

(1) (I+a)+(I+b) =1+ (a+Db)

je korektné vd’aka normdlnosti podgrupy /. Je mozné zaviest’ aj nasobenie tried
tak aby Struktura (A/I,+,-) bola okruhom? Pozrime sa na to, kedy prirodzené
nasobenie tried podla predpisu

(2) (I+a)-(I+b)=1+(a-b)

bude korektne definované t.j. nezavislé na vybere reprezentantov nasobenych tried.
Cize ak mame dvojaku reprezentaciu tried, I +a =1+ ca [+ b= I +d, za akych
podmienok kladenych na I dostaneme rovnaky vysledok I + (a-b) = I + (¢ - d)?
Lahko sa da ukazat’, ze popri podmienke

(3) a,bel=a—-bel

ktord hovori, ze I je (norméalnou) podgrupou (komutativnej) grupy (A, +), je postacujicoul]
podmienkou

(4) acl,xe A=arelNzacl.

Skutocne, rovnosti I+a = I+c¢, I+b = [+d implikuji a—c € I, b—d € I, odkial’ za
podmienky (4) dostaneme (a—c)b € I, ¢(b—d) € I, t.j. I+(ab) = I[+(cb) = I+ (cd).

14.1 DEFINICIA. Neprdzdnu podmnozinu I okruhu (A, +,-) nazgvame idedlom
okruhu A, ok splria podmienky (3),(4) uvedené vyssie.

Lahko je vidiet, Ze z podmienok (3),(4) vyplyva, ze ideal I okruhu (4, +, -) spliia
podmienky a)-c) z vety 10.12, a teda je podokruhom okruhu A (cvicenie 1).
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14.2 VETA. Nech (A,+,") je okruh a I je jeho idedl. Mnozina A/I vietkijch
tried aditivnej grupy (A, +) podla normdlnej podgrupy (I,+) s operdciami séitania
a ndsobenia tried definovanymi podla vzt'ahov (1),(2) tvori okruh. Ak okruh A je
komutativny, tak aj okruh A/I je komutativny. Ak A md jednotku 14 ¢ I, tak A/l
md jednotku I 4 1.

DOkAzZ. Uz sme vyssie ukazali, ze podmienky (3),(4) kladené na I zarucuju, ze
sc¢itanie a ndsobenie definované na mnozine tried A/I podla (1), (2) sd korektne
definované operacie (t.j. nezavislé na vybere reprezentantov tried). Pretoze nasa
konstrukcia zacala vytorenim faktorovej grupy (A/I,+) grupy (A, +) podla pod-
grupy (I,+), axiémy okruhu tykajice sa sCitovania si splnené, ak ukazeme, ze
grupa (A/I,+) je komutativna. To vSak bezprostredne vyplyva na zdklade vety 8.3
z toho, ze (A, +) je komutativna. Distributivnost’ ndsobenia vzhl'adom na séitanie
mozno preverit’ priamym vypoctom:

I+a)[I+0)+{T+c))=T+a) I+ (b+0c)]=
=Il+alb+c)=1+ (ab+ac)= (I+ ab)+ (I + ac).

Taktiez priamym vypoctom mozno preverit’ asociativnost’ nasobenia tried a ko-
mutativnost’ ndsobenia tried v pripade, ze okruh (A, +,-) je sdm komutativny.
Prenechdvame to na citatela (cvicenie 2). Ak okruh A ma jednotku 1 ¢ I, tak
pre 'ubovolnt triedu I + a plati

(I+a)I+1)=I+(l)=IT+a=TI+(a)=I+1)(+a),

teda I 4+ 1 je jednotka okruhu A/I. O

14.3 DEFINIiCIA. Okruh (A/I,+,-) opisany v predchddzajicej vete nazyvame
faktorovy okruh okruhu A podla idedlu I.

Ak okruh A m4 jednotku a 1 € I, tak z podmienky (4) vyplyva, ze pre kazdé
x € Aplati x =1-2 € I, teda I = A. V tom pripade faktorovy okruh A/I je
nezaujimavy — pozostava z jedinej triedy, ktorou je I = A. Idedl I = A nazyvame
nevlastny idedl, ostatné idedly su viastné. Kazdy okruh A ma trividlny ideal {04},
pricom faktorovy okruh A/{04} pozostdva z jednoprvkovych tried {04} + a =
{a} (a € A) a teda je izomorfny s povodnym okruhom A pri izomorfizme f: A —
A/{04}, f(a) ={0a} +a.

14.4 LEMA. Teleso nemd netrividlne vlastné idedly.

DOkAzZ. Ak (T,+,-) je teleso, I je jeho netrividlny idedl a b € I\ {Or}, tak
vzhladom na (4) dostaneme 1 = bb~! € I a to, ako sme vyssie ukdzali, implikuje
I =T. Teda I je nevlastny ideal. [

14.5 Priklad. Presved¢me sa, ze mZ = {m -k | k € Z} je idedlom okruhu
(Z,4+,-). Je zrejmé, ze @ # mZ C Z. Podmienka (3) vyplyva trividlne z vypoctu
m-k—m-l=m-(k—1) € mZ a podmienka (4) zas z vypoctov (z € Z)

(m-k)-x=m-(k-z)emZ, v-(m-k)=m-(x-k) € mZ.

Teda mZ je idedlom okruhu Z a faktorovy okruh Z/mZ je vlastne okruhom
zvyskovych tried Z,, = {0,1,...,m — 1}, ak si uvedomime, ze mZ +0 =0, mZ +
1=1,....mZ+(m—-1)=m—-1. O
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Pre m = 0 je mZ = {0} a uz sme naznadcili, ze faktorizdciou podla nulového
ideédlu dostaneme faktorovy okruh Z/0Z = Z, ktory je teda oborom integrity. Pre
m = 1 je mZ = Z a tiez sme uz naznadili, ze faktorovy okruh Z/1Z pozostéva z
jedinej triedy Z. Jednoprvkovy okruh nepovazujeme za obor integrity. Vieme, zZe
pre m > 2 je faktorovy okruh Z/mZ (okruh zvyskovych tried modulo m) oborom
integrity (polom) prave vtedy, ked m je prvocislo. Otédzkou je, ¢ moézeme vo
vSeobecnosti na zdklade vlastnosti idealu I okruhu A usudit’, ze faktorovy okruh
A/I bude oborom integrity resp. polom. Ttto otdzku zodpovieme v nasledujicej
casti.

14.6 DEFINICIA. Idedl I okruhu A nazjvame prvoidedlom, ak spl/ﬁa podmienku

Va,be A; a-bel=aclIVbel

14.7 VETA. Nech (A,+,") je komutativny okruh s jednotkou. Faktorovy okruh
A/I je oborom integrity prdve vtedy, ked’ I je vlastny prvoidedl.

DOkAZ. Nech A/I je oborom integrity. Potom I je vlastny, pretoze A/A s
jedinou triedou A nie je oborom integrity. Nech a-b € I. Potom v A/I mame
0a/r =1 =1+ab=(I+a){+b). Kedze A/I je oborom integrity, dostavame
I =1+aalebol =1+D,cize a €I alebo b € I. Teda I je vlastny prvoidedl.

Obrétene, nech I je vlastny prvoidedl. Potom A/ je aspon 2-prvkovy faktorovy
okruh. Predpokladajme, ze v A/I plati (I + a)(I +b) = 04/7, t.j. I +ab = I.
Potom ab € I, a ked’ze I je prvoidedl, dostavame a € I alebobe I. Teda I +a =1
alebo I +b =1, ¢ize A/I je oborom integrity. [J

14.8 DEFINICIA. Idedl I okruhu A nazjvame mazimdlnym idedlom, ak I # A a
pre lubovolny idedl J okruhu A

ICJCA=J=1V J=A

Teda maximalny ideal je maximalnym prvkom v ¢iasto¢ne usporiadanej mnozine
v8etkych idealov okruhu usporiadanych mnozinovou inkliziou.

14.9 VETA. Nech (A,+,") je komutativny okruh s jednotkou. Faktorovy okruh
A/I je polom prave vtedy, ked’ I je maximdlny idedl.

DOkAZ. Nech A/I je polom. Potom I # A, v opacnom pripade by A/I nebol
ani oborom integrity. Predpokladajme, ze J je ideal okruhu A taky, ze I ; J C A.
Potom existuje prvok a € J\ I, teda I + a je nenulova trieda v poli A/I. Nech I +b
je trieda k nej inverznd, t.j. (I +a)(I +b) =1 + 1, odkial mdme 1 —ab € I C J.
Kedze a € J, plati aj ab € J. Potom aj stcet (1 —ab) +ab € J, t.j. 1 € J, ¢ize
J = A. Ukéazali sme, ze I je maximalny ideal.

Obrétene, nech I je maximélny idedl. Potom 1 ¢ I, v opa¢nom pripade by I = A.
Z vety 14.2 vyplyva, ze A/ je komutativny okruh s jednotkou I+1. Ostdva ukazat’
ze kazdy nenulovy prvok v A/I mé inverzny prvok. Nech I +a # I, t.j. a ¢ I.
Mnozina J ={y + ax |y € I,z € A} je zrejme idedlom pre ktory plati I C J C A.
D4 sa ukazat’, ze J je najmensim idedlom obsahujicim I a prvok a ¢ I (cvicenie 3).
Pretoze 0+a-1 =a € J, mame I # J. KedZze I je maximalny idedl, znamen3 to, ze
J=A.Tedale J, tizel =y+a-x prenejakéy e I,x € A. Pretol—ar =y € 1,
odkial mdme I +1 =1+ ax = (I +a)(I + x). Teda I + = je hladanym inverznym
prvkom k prvku I + a v okruhu A/I. Dokaz je skonceny. [
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14.10 DOSLEDOK. Kazdy mazimdlny idedl komutativneho okruhu A s jednotkou
je prvoidedlom.

DOKAZ. Tvrdenie mozno okamzite odvodit’ aj z toho, ze kazdé pole je oborom
integrity (veta 12.10) a z predchadzajucich viet 14.7. a 14.9. O

14.11 DOSLEDOK. Jedingmi prvoidedlmsi okruhu Z si {0}, Z a nZ, kde n je
prvocislo. Jedingmi mazximdlnymi idedlmi okruhu Z si nZ, kde n je prvocislo.

DOkAZ. Vo vete 10.14 sme ukdzali, ze nZ = {n -k | k € Z} pre nezdporné
celé c¢isla n su jedinymi podokruhmi okruhu Z. Pre n > 2 je faktorovy okruh
Z/nZ = Z,, oborom integrity prave vtedy, ked n je prvocislo (veta 12.4) a vtedy je
dokonca polom (dosledok 12.11). Z viet 14.7 a 14.9 vyplyva, ze z podokruhov nZ
pre n > 2 su prvoidedly a maximalne idedly prave tie, kde n je prvocislo. Naviac
je zrejmé, ze podokruhy 0Z = {0}, 1Z = Z su prvoidedly, ale nie maximélne
idedly. [

V poslednej casti tejto kapitoly ukazeme, Ze idedly okruhov suvisia s kongru-
enciami okruhov analogicky ako normaélne podgrupy grip suvisia s kongruenciami
grup.

14.12 DEFINiCIA. Kongruenciou okruhu (A, +,-) nazgvame kazdi reldciu ekvi-
valencie = na A, ktord je zlucitelnd so sc¢itanim a ndsobenim okruhu A, t.j. plati

Va,b,a',b' € A; a=d ANb=b = a+b=d +b Na-b=d V.

14.13 VETA. a) Nech = je kongruencia okruhu A. Potom I[(=) ={a € A; a =
04} je idedl okruhu A a pre lubovolné a,b € A plati

(6) a=bsa—-bel(=).
b) Nech I je idedl okruhu A. Potom bindrna reldcia =1 na A definovand vztahom
(7) a=rbsa—-bel

je kongruencia okruhu A a plati {a € A|a =504} = 1.
c¢) Kongruencia =p=) je totoznd s kongruenciou = a idedl I(=y) je totoiny s
tdedlom I.

DOKAz. a) Nech a,b € I(=). Potom a =04, b = 04, odkial’ a — b = 04, ¢ize
a—>be I(=). Pre a € I(=) a lubovolné z € A mdme a = 04, = = z, odkial
vyplyvaa-x =04 -2 =04, z-a=x-04 = 0y, CizZe a-z,x-a € I[(=). Ukdzali sme,
ze I(=) je idedlom okruhu A. Je zrejmé, ze pre l'ubovolné a,b € A plati

a—bel(=)ea—-b=04 < a=0.

b) Prenechdvame na citatela overit’, ze relacia =; je reflexivna, symetrickd a
tranzitivna na A. Ak a =y bac =; d, ¢izea—b € I ac—d € I, tak aj
(a—0b)+(c—d)=(a+c)— (b+d) € I, pretoze I je podokruh A. Zo (7) potom
dostaneme pozadované a + ¢ =; b + d. Na druhej strane a — b € I implikuje
(a —b)c = ac—bc € I t.j. ac =1 bc podla (7). Podobne ¢ — d € I implikuje
b(c —d) =bc—bd € It.j. bc = bd podla (7). Z tranzitivnosti relicie =; potom
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mame ac =7 bd. Teda relacia =; je kompatibilnéd so s¢itanim a nasobenim okruhu
A, je teda kongruencia na A. Opét’ s pouzitim (7) dostaneme {a € A |a =704} =
{acA|la—0p€l}={acA|lacl}=1.

¢) S pouzitim (6) a (7) mame

a=p=bea-bel(=)=a=b

a analogicky
acll=)ea=0p=acl O

Podobne ako u grip, idedl I(=) priradeny ku kongruencii = na okruhu A podla
vztahu (6) nazyvame jadrom okruhovej kongruencie =. Kongruenciu =; priradent
k idedlu I podla vzt'ahu (7) budeme volat’ kongruenciou modulo I.

Cast’ ¢) predchadzajicej vety teda hovori, ze (podobne ako u griip) konstrukcie
v bodoch a),b) st navzajom inverzné. Vyplyva z toho, ze kongruencie na okruhu si
totozné prave vtedy, ked’ ich jadrd su totozné idedly a obratene, idedly na okruhu
su totozné prave vtedy, ked kongruencie modulo tieto idealy su totozné.

14.14 Priklad. Jadrom kongruencie = (mod m) na okruhu (Z,+,-), ktorou
sme sa zaoberali uz v kapitole 1, je idedl mZ. Obratene, kongruencia modulo
mZ je prave kongruencia = (mod m). Pre m = 0 mdme najmensiu kongruenciu
= (mod 0) = {(a,a) | a € Z} ktord je rovnostou na Z. Stotoziovanim prvkov
okruhu Z podla tejto najmensej kongruencie ziskame najvacsi faktorovy okruh
{{a} | a € Z} izomorfny so Z. Pre m = 1 mame najvacsiu kongruenciu =
(mod 1) = Z x Z, stotoziujucu prvky okruhu do jednej triedy a ziskame tak
najmensi faktorovy okruh {Z} izomorfny s {0}. Pre m = p (prvocislo) ziskame
stotoziiovanim celych é&fsel podla kongruencie = (mod p) pole Z, = {0,...,p — 1}.

Cvicenia
1. Ukazte, ze kazdy ideal okruhu A je podokruhom A.

2. Vypoctom sa presvedcte o asociativnosti nasobenia tried danom vzt'ahom
(2) v mnozine A/I a ukazte, Ze je komutativne, ak A je komutativny okruh.

3. Nech A je okruh, I je jeho idedl a nech a € A\ I. Ukazte, ze J = {y + az |
y € I,x € A} je najmensim idedlom v A obsahujicim I a prvok a.

4. Nech A = {1,2,3,4}. Potom (P(A), A,N) je okruh (cvi¢enie 10.9).

a) Ukdzte, ze podokruh ({1}, {2,3}) nie je jeho idedlom.

b) Ukézte, ze podokruh ({1}, {1,2}) je jeho idedlom a napiSte opera¢ni tabulku
prislusného faktorového okruhu.

5. Ukazte, ze tvrdenie v cviceni 1 nemozno obratit’. Najdite aspon 5 prikladov
okruhov a ich podokruhov, ktoré nie st idealmi.

6. Zistite, ktoré z nasledujicich mnozin M; su idedlmi okruhu A;. Ktoré idealy
M, su prvoidealmi a ktoré maximalnymi idealmi?

a) M1 Z, Ay = Z[|V?2]

b) My =2, Ay =Q
)Mg_{afzz—l—by]x yeZ} (a,be Z), As=2Z
) My ={(a,2a) |a€ R}, Ay=RXR
)M5—{(CLO)|CL€R} As =R X R
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f) Me ={(2a,3a) |a € Z}, Ag =2 xZ

g) M7 ={(2a,3b) |a,be Z}, Ay =ZxZ

h) Mg = {(a,7b) ’ a,be Z}, A =7 x 7Z

7. V pripade, ze v cviceni 5 je M; idedlom okruhu A;, urcte faktorovy okruh
A;/M;. Ak M; nie je vlastnym prvoidedlom, ndjdite v okruhu A;/M; nejakych
delitelov nuly. Ak M; nie je maximélnym idedlom, najdite v okruhu A;/M,; nejaké
nenulové neinvertovatelné prvky (t.j. nemajice inverzny prvok).

8. Zistite, ktoré z nasledujucich relacii R; si kongruenciami okruhu A;. Ak R;
je kongruenciou, néjdite jej jadro I(R;) a urcte faktorovy okruh A;/I(R;).

a) aRbsa? =02, Ay =27

b) aR2b<:>8|a—b,A2:Z

c) (a,b)Rs(c,d) ©a=c, As=RXR

d) (a,b)R4(c,d) a—c=b—d, Ay=RxR

e) (a,b)Rs(c,d) < a—c, b—de2Z, As=2ZxZ

£) (a,0)Ro(c,d) & a—c €52, b—de3Z, Ag=2ZxZ
g) (a,b)R7(c,d) & a=d, Ay = Zy x Zy

h) f(z)Rgg(x) < f(0) — 9(0) € 2Z, Ag = Z[x]

i x

Ukazte, ze
Z2)77 = 7y
7 % 7)37 x 87 = Zy x Zg
Qlz]/[+* - 2] = Q[V2]
R[z]/[z* +x+ 1] = C.
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15. Ekvivalentné a dosledkové upravy pri rieSeni
algebraickych rovnic nad obormi integrity.

V kapitole 11 sme zaviedli pojem okruhu polynémov A[x| jednej neurcitej x
nad okruhom A. V tejto kapitole budeme predpokladat’, ze A je oborom integrity,
pricom najcastejSie budeme mat’ na mysli ¢iselny obor integrity Z a ciselné polia
Q,R,C a Z, (p-prvocislo). Nulovym prvkom v nich je ¢islo 0, preto oznacenie
04 tentoraz nebudeme pouzivat. V tychto oboroch integrity sa v skolskej praxi
najcastejsie riesia algebraické rovnice

(1) (f(z) =) ao + a1z + aza® + -+ + apa™ =0,

resp. ulohy, ktoré vedu na takéto rovnice. Teraz sa budeme zaoberat’ predovsetkym
tzv. ekvivalentnymi a neekvivalentnymi tpravami pri rieSeni algebraickych rovnic
nad obormi integrity, pricom svoj vyklad sa budeme snazit’ ilustrovat’ prikladmi z
beznej skolskej praxe. Poznamendvame, Ze samotnymi postupmi (algoritmami) pri
rieSeni tych typov algebraickych rovnic (kvadratické, 3. a 4. stupna, binomické,
reciproké), ktoré je mozné vo vSeobecnosti uspokojivo vyriesit’, sa budeme zaoberat’
v ucebnom texte o polynémoch.

Pod algebraickou rovnicou nad oborom integrity A najcastejsie mame na mysli
rovnicu v tvare (1), kde koeficienty polynému f(x) si prvkami oboru integrity A.
V praxi vSak casto takd rovnica ma tvar

(2) (L(x) =) bp+bix+ -+ bz =co+crz+ -+ cpx™ (= P(x)),

kde L(z) a P(x) st polynémy neurcitej x nad danym oborom integrity A nazyvané
lava a pravd strana rovnice (2). Pod koreriom alebo riesenim rovnice (1) resp. (2)
v obore integrity A’ O A mame na mysli taky prvok d € A’, pre ktory f(d) =
aop +aid+azd?® + -+ +a,d® = 0 resp. L(d) = P(d). Riesit' rovnicu znamen4 néjst’
vSetky jej korene (riesenia).

15.1 DEFINICIA. Majme dve algebraické rovnice

(3) fx)=a+az+---+a,2" =0
(4) g(x) =by+bix+ - +bra™ =0

nad oborom integrity A. Rovnice (3) a (4) sa nazyvaji ekvivalentngmi rovnicami
v obore integrity A’ O A, ak kaZdy koreri rovnice (3) je aj koreriom rovnice (4) a
obrdtene, kazdy koreni rovnice (4) je aj koreriom rovnice (3).

Predchadzajicu definiciu ilustrujeme v 15.2, kde u vsetkych rovnic je A = Z,
zatial’éo oborom integrity A’ su striedavo Z,Q, R a C.

15.2 Priklad. Rovnice 422 —52+1 = 0 a 222 —x—1 = 0 st ekvivalentné v obore
integrity Z, ale nie v ). Prva ma totiz v () korene 1, %, druhd ma v () korene 1, —%.
Teda celo¢iselny koreit maji rovnaky — éislo 1. Podobne rovnice 22 — 42 +4 =0 a
3 — 222 — 32 + 6 = 0 st ekvivalentné v Z a @, v ktorych majui obe jediny korei 2,
ale nie v R, lebo druhd rovnica ma v R eSte korene V3 a —/3. Napokon, rovnice
22 —1a x* —1 st ekvivalentné v Z,Q aj v R, ale nie v C. Prvad mé dva celo¢iselné
korene 1 a —1 a druha m& okrem 1, —1 eSte dva komplexne zdruzené korene i a —i.
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V predchadzajicom priklade sme videli, ze ekvivalentnost’ rovnic zavisi pod-
statne od oboru integrity A’, v ktorom hl'addme korene rovnic.

Upravy, pouzitim ktorych dantd rovnicu vzdy prevedieme na rovnicu s nou ekvi-
valentnd nazyvame ekvivalentnymi. Medzi ekvivalentné ipravy patri predovsetkym
pravidlo o pri¢itani rovnakého polynému k obom stranam rovnice ako o tom hovori
nasledujica veta.

15.3 VETA. Nech A je obor integrity a L(x), P(x) si polyndmy jednej neurdcitej
nad A. Algebraickd rovnica (2) je ekvivalentnd v l'ubovol'nom obore integrity A’ O A
s algebraickou rovnicou

(5) L(z)+ F(z) = P(x) + F(z)

kde F(x) je lubovol'ny polyndm jednej neurcitej nad A.

DOkAz. Ak d € A’ je korefiom rovnice (2), t.j. plati rovnost’ L(d) = P(d) v
A’, tak je zrejmé, ze v A’ plati aj rovnost’ L(d) + F'(d) = P(d) + F(d), ¢ize d je aj
koreniom rovnice (5). Obrétene, ak d € A’ je koreniom (5), tak v A’ plati rovnost’
L(d) + F(d) = P(d) + F(d), odkial' po pri¢itani opa¢ného prvku —F'(d) k prvku
F(d) dostaneme rovnost’ L(d) = P(d), ¢ize d je aj koreniom (2). Ukazali sme, ze
rovnice (2) a (5) si v A" ekvivalentné. [

Dokazy nasledujicich dvoch viet si podobné a prenechavame ich na citatela.

15.4 VETA. Nech A je obor integrity a L(x), P(x) si polyndémy jednej neurdcitej
nad A. Algebraickd rovnica (2) je ekvivalentnd v l'ubovol'nom obore integrity A’ O A
s algebraickou rovnicou

(6) c¢-L(x)=c- P(x)

kde ¢ je lubovol'ng nenulovy prvok z oboru integrity A.

15.5 VETA. Nech A je obor integrity a L(x), P(x) si polynomy jednej neurcitej
nad A. MnoZina vietkyjch rieSeni algebraickej rovnice (2) v lubovolnom obore in-
tegrity A’ O A je podmnoZinou mnoZiny vietkych rieseni algebraickej rovnice

(7) L(z) - F(x) = P(z) - F(z),

kde F(z) je lubovolny polynom jednej neurcitej nad A.

Teda kazdy koren rovnice (2) v A’ je aj koreniom rovnice (7) v A’. Obréatene to
v8ak vo v8eobecnosti neplati — rovnica (7) moze mat’ v A’ viac korefiov nez rovnica
(2). V 15.2 sme uviedli rovnicu 22 — 1 = 0, ktord m& v C korene 1 a —1. Po jej
vynéasobeni polynémom F(x) = x? + 1 dostaneme rovnicu

(2> =1)- (2> +1)=0-(z* +1).

T4to je vlastne rovnicou z* — 1 = 0, ktord (ako sme v 15.2 uviedli) ma v C styri
korene 1, —1,7, —i. Preto uprava vo vete 15.5 nie je ekvivalentna.
ijrave rovnice pri ktorej vo vSeobecnosti nedostaneme rovnicu ekvivalentnu s
povodnou rovnicou hovorime désledkovd (alebo neekvivalentnd) tprava. Takou je
teda aj vynasobenie oboch stran rovnice rovnakym polynémom. Pri dosledkovej
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uprave nemusime (hoci na druhej strane mézeme) dostat’ rovnicu ekvivalentnu s
povodnou rovnicou.

15.6 Priklad. Rovnica nad R
(8) 202 +2x +1=>52" —2r — 3

sa ekvivalentnou upravou prevedie na rovnicu

3(x + g)(m _9y—0.

Désledkovou tpravou mozno (8) previest’ na rovnicu
(9) (222 + 2z +1)- (22 - 2) = (52% — 22 — 3) - (2* — 2),
ekvivalentnu s rovnicou

2
3(a+3)(@ - 2) (@ + V2)(z —V2) =0.
Vidime, ze mnozina rieseni rovnice (8), {—%,2}, je vlastnou podmnozinou mnoziny
rieSeni rovnice (9), {—%,2, —v/2,v/2}, teda rovnice (8) a (9) nie sii ekvivalentné.
Naproti tomu inou désledkovou tdpravou dostaneme z (8) rovnicu

(10) (222 + 224+ 1) - (2® 4+ 3) = (52 — 2z — 3) - (2* + 3),

ekvivalentnua s rovnicou
2 2
3(x+§)(x—2)(x +3) =0,

ktord je v R ekvivalentna s rovnicou (8), pretoze polyném z2 + 3 nemozno nad R
d’alej rozlozit. Avsak (10) nie je ekvivalentna s (8) v C, pretoze v C mozno z2 + 3
rozlozit' na su¢in (z + v/3i)(z — V/3i), teda (10) mé v C' okrem korefiov —2 a 2 aj

korene —v/3i a v/3i.

Dalsou doésledkovou tpravou algebraickej rovnice s Ciselnymi koeficientami je
umocnenie oboch stran rovnice.

15.7 VETA. Nech A C A’ su podobory integrity pola C komplexniych cisel.
MmnoZina vietkyjch rieseni v A’ algebraickej rovnice nad A

(2) L(z) = P(x)

(11) L(z)? = P(z).

DOKAZ. Je opat’ jednoduchy. Ak ¢ € A’ je korenom rovnice (2), tak v A’ C C
plati rovnost’ komplexnych é&isel L(c) = P(c), ¢ize plati aj rovnost’ L(c)? = P(c)?.
Preto ¢ je aj korenom rovnice (11). O
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To, ze rovnica (11) mé6ze mat’ vo vieobecnosti viac korenov ako rovnica (2) mozno
ilustrovat’ mnohymi prikladmi. Tak napriklad rovnica 2 = 1 m4 v C dva korene 1
a —1, ale po umocneni sa prevedie na rovnicu z* = 1, ktord mé v C $tyri korene:
popri 1, -1 aj 2, —1.

Pri rieSeni rovnic nad c¢iselnymi obormi integrity v Skolskej praxi sa cCasto
pouzivaju dosledkové upravy. Ako sme vysSie ukdazali, takymito Upravami sice
dostaneme vSetky korene povodnej rovnice, ale vyslednd rovnica c¢asto ma viac
korenov nez povodna. Preto sa treba skiiskou presvedcit’, ktoré z korenov vysledne;j
rovnice su aj korenmi povodnej rovnice. Ak pouzivame iba ekvivalentné upravy,
mame zarucené, ze korene vyslednej rovnice si aj korenmi povodnej rovnice a skuska
nie je nevyhnutnou sicast'ou rieSenia. Dosledkové tupravy by sme sice vzdy mohli
pridanim dodato¢nych podmienok nahradit’ ekvivalentnymi, ale spravidla sa tym
postup rieSenia komplikuje a ,spomaluje, a preto sa dava prednost’ ,rychlejsim*
dosledkovym tpravam aj ,,za cenu skusky“, ktord treba nésledne urobit’.

Na zaver si ukdzeme, ako mozno isty typ uloh v skolskej praxi riesit’ prevedenim
na rovnice nad obormi integrity zvyskovych tried Z,.

15.8 Priklad. Ma&ame tlohu zistit’, kolkymi sposobmi mozno 25 deti v ,Skole v
prirode“ umiestnit’ v 2— a 3—postelovych izbach.

Potrebujeme teda zistit’, kol’kymi sposobmi mozno ¢islo 25 napisat’ v tvare 2z +
3y, kde x,y si nezaporné celé c¢isla. Mame teda vlastne riesit’ tzv. diofanticku
rovnicu

(12) 2z 4 3y = 25.

Pre kazdu dvojicu (z,y) ktord je rieSenim musi platit’ aj rovnost’ 2z + 3y = 25
(mod 2) t.j. 20T®30Y = 25 v obore integrity Z5. (Poznamenavame, ze modul 2 bol
zvoleny preto, lebo najmensi koeficient v rovnici (12) je 2.) Pretoze 2 =0, 3=1a
25 =1v Z,, dostévame § = 1, odkial vyplyva, ze y = 2k+1 pre k € Z. Po dosadeni
do (12) dostaneme 2z +3(2k+1) = 25, odkial’ 2z = 22 — 6k, z = 11 —3k. RieSenim
rovnice (12) v Z su teda vsetky dvojice (11 — 3k, 2k + 1), kde k € Z. Pretoze nas
zaujimaju iba nezdporné rieSenia, hladame k € Z pre ktoré 11 -3k > 0A2k+1 > 0.
Lahko je vidiet’, Ze rieSenim su k = 0,1, 2, 3. Uloha m4 teda 4 rieSenia:

1. pre k = 0 jerieSenim (z,y) = (11,1), ¢ize 11 dvojpostelovych a 1 trojpostelova
izba;

2. pre k =1 je riesenim (x,y) = (8, 3), ¢ize 8 dvojpostelovych a 3 trojpostelové
izby;

3. pre k = 2 jerieSenim (x,y) = (5,5), Cize 5 dvojpostelovych a 5 trojpostelovych
izieb;

4. pre k = 3 je rieSenim (x,y) = (2,7), ¢ize 2 dvojpostelové a 7 trojpostelovych
izieb.

15.9 Priklad. Zaujima nas kolkymi sposobmi mozno 19 litrov vina rozdelit’ do
3—, 4— a 5-—litrovych demizénov.

Opéat’ to vedie na diofantickd rovnicu

(13) 3z + 4y + 5z = 19.

Pretoze 3 je najmensi koeficient, prevedieme ju na rovnicu

30T940ya50z=19
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nad Z5. Kedze3=0, 4=1, 5=2a19=1v Z3, dostdvame 7 ®2® z = 1. Teda
y+2z=3k+1, ke Z. Zvolime z za parameter a dostaneme y = 3k + 1 — 2z. Po
dosadeni do (13) mame 3z +4(3k+1—22)+5z = 19, odkial' 3z = 15—12k+3z, = =
5 — 4k + z. RieSenim rovnice (13) su teda trojice (5 — 4k + 2,1 + 3k — 2z, z), kde
k,z € Z. Pretoze nas zaujimaju iba nezaporné riesenia, h'adame k, z € Z pre ktoré
5—4k+2z>0A1+3k—22z>0Az >0, ¢ize 4k —5 < z < 25 A2 > 0. Pre k musi
teda platit’ 4k — 5 < #, odkial’ 8k — 10 < 1 + 3k, b5k < 11, ¢ize k = 0,1,2. Pre
k = 0 vyhovuje z = 0, pre £ = 1 vyhovujui z = 0,1,2 a pre k = 2 vyhovuje z = 3.
Uloha m4 teda 5 rieSeni:

1. pre kK = 0,z = 0 je rieSenim (z,y,2) = (5,1,0), ¢ize 5 trojlitrovych a 1
Stvorlitrovy demizén;

2. pre k = 1,z = 0 je rieSenim (x,y,2) = (1,4,0), ¢ize 1 trojlitrovy a 4
Stvorlitrové demizony;

3. pre k =1,z = 1 jerieSenim (z,y, 2) = (2,2, 1), ¢ize 2 trojlitrové, 2 stvorlitrové
a 1 patlitrovy demizén;

4. pre k =1,z = 2 je rieSenim (z,y, 2) = (3,0, 2), ¢ize 3 trojlitrové a 2 patlitrové
demizény;

5. pre k = 2,z = 3 je rieSenim (z,y,z) = (0,1,3), ¢ize 1 Stvorlitrovy a 3
patlitrové demizony.
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