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I. OKRUHY POLYNOMOV

Pocitanie s mnoho¢lenmi (polynémami) tvaru
aop+ar1r + -+ ana"

sa vyuziva uz aj na zakladnej a strednej Skole. Na takyto mnohoclen sa mozeme
divat’ bud’ ako na funkciu urc¢itého typu alebo ako na algebraicky vyraz (pozri aj v
[2], str. 65). V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ hlavne delitelnost'ou polynémov,
ich rozkladmi, korennmi a polynémami viacerych neurcitych.

1 Polynémy jednej neurditej a jednej premennej

Vieme uz, ze okruh polynémov jednej neurcitej nad okruhom A je okruh, ktory
vznikne adjunkciou transcedentného prvku x k okruhu A (pozri [2]). Oznacujeme
ho A[z]. Jeho prvky nazyvame polyndmy jednej neurcitej nad okruhom A a budeme
ich ¢asto oznacovat’ f, g, a; (alebo skritene f, g, a) a pod.

Nech

(1) Je=ao+ a1+ -+ apa”,
kde ag,a1,...,a, € A, n € N. Prvky ag, a1,...,a, nazyvame koeficienty polynému
fz- Ak a, # 0, tak koeficient a,, volame vedicim koeficientom a ¢islo n stupriom
polynému f,. Ak stupen polynému f, je n, tak piSeme st f, = n. Stupen nulo-
vého polynému definujeme ako —oo. Kazdy nenulovy prvok okruhu A je polyném
nultého stuphna. Ak je polyném zapisany v tvare (1), t.j. kazdd mocnina x* sa v
zapise nachadza najviac raz hovorime, ze polyndém je zapisany v normdlnom tvare.
Polyném, ktorého vedici koeficient a,, = 1 sa nazyva normovany polyném.
Pripomenme, Ze dva polynémy
fe=ao+ax+ - +ax", gr=botbix+--+- -+ b5z’
z okruhu Alz] (t.j. z okruhu polynémov jednej neurcitej nad okruhom A) sa rovnaju,
ak maju rovnaky stupen a ak odpovedajuce koeficienty sa rovnaju, teda
(R) fo = g. préve vtedy, ked r=saa;=0b; pre i=1,2,...,r
a ze suc¢tom polynémov
fe=ao+a1x+ - +ax", gy=bo+bix+- - +bsz®, 1T2>5
je polyném
(S) fo+gs=(ao+0bo)+ (a1 +b1)x+ -+ (as + bs)z® + agy12° T + - + aa”
a ich stc¢inom je polyném
(N) f:c'g:c:CO+01~T+"'+CT+S$T+87
k
kde ¢x = > a;bg_;, pre k € {0,1,...,7 + s}.
=0

V tejto Casti sa budeme najcastejSie zaoberat’ polynémami nad polom F' (t.j.
okruhom polynémov F[z], kde F' je pole).

1.1 PozNAMKA. Ak napriklad f, € C[z] a vSetky jeho koeficienty st celé ¢isla
Casto hovorime, Ze f, je polyndém s celoé¢iselnymi koeficientami (nad polom C).
Podobne hovorime o polynémoch s racionalnymi, redlnymi alebo komplexnymi ko-
eficientami. Ak zaddme (napr. v cviceni) polyném s ¢iselnymi koeficientami, tak ho
povazujeme (ak neuvedieme inak) za polyném nad vhodnym ¢&iselnym polom.

Z vlastnosti suc¢tu a sucinu polynémov vyplyva nasledovné tvrdenie (podrobne
sa presvedcte).



1.2 LEMA. Nech A je obor integrity a nech fy, g, € Alx]. Potom

a) St(fa: +gm) < maX(St fa:aStgm);
b) ak st fr >0, st g, >0, tak st(fz - gz) = st fo + st gs.

1.3 VETA. a) Ak A je obor integrity, tak aj A[x] je obor integrity.
b) Ak F je pole, tak Flx] je obor integrity, ale nie je pole.

DOKAZ. a) Nech f,, g9, € Alz], fo # 0,9, # 0, t.j. st fz > 0,st g, > 0. Potom,
podla lemy 1.2, st(f;-g:) > 0, teda f,-g, # 0, o znamenad, ze A[z] je obor integrity.

b) Kazdé pole F' je oborom integrity a z a) potom vyplyva, ze F[z] je oborom
integrity. Dokézeme (sporom), Ze F'[z] nie je pole. Predpokladajme, Ze F'[x] je pole.
Potom ku kaZdému nenulovému prvku f, € F[z] existuje inverzny prvok (f,)~! €
Flz]. Nech f, € Flz] ast f, > 1. Potom f,-(f;)"' =1 atedast(f,-(fz) ') =st1l.
Z lemy 1.2 ale vyplyva, Ze st(f, - (fz)™!) = st fo +st(fz)~r > 1, ¢o je spor, lebo
st1 =0.

Nech F je pole. Polynomickou funkciou (polynémom) jednej premennej nad
polom F' volame funkciu f : F' — F dana predpisom

Ve e F flx)=ap+ a1z + -+ apz™,

kde n € N, ag,a1,...,a, € F, a, # 0 ak n > 0.

MnoZinu vSetkych takychto funkcii budeme oznacovat’ F(z). Symbolom f(z)
budeme casto (tak ako je to obvyklé) oznacovat’ nielen funkéni hodnotu v bode x
ale aj samotna funkciu f.

Dve polynomické funkcie f,g € F(z) sa rovnaju, ak

Vie F o f(t) = g(1).

Sucet f + g a sucin f - g polynomickych funkcii f, g sa definuje obvyklym spdso-
bom:

VteF  (f+9)@t) =f@1) +g(t),

(1) Vte F (f - 9) (@) =f () - g(t).

Vidime teda, Ze polynémy jednej neurcitej a jednej premennej sa formalne (zapismi)
nelisia, liSia sa len tym, Ze ich chapeme bud’ ako algebraické vyrazy (termy) alebo
ako funkcie. Preto aj pojmy stupen polynému, koeficienty polynému a pod. budeme
pouzivat’ aj u polynéomov jednej premennej tak, ako u polynémov jednej neurcitej.
Kazdému polynomu jednej neurcitej mozeme teda priradit’ jednoznac¢ne polyndém
jednej premennej nasledovnym sposobom:

ak fo =ap+ -+ apa” € Flx], tak ¥(f,) = f(x) = ap + ...a,x"™ € F(x).

Zobrazenie ¢ : Flz] — F(x) je zrejme surjektivne, ale nie je injektivne, lebo
ak napr. F' = Z3 a ak f, = 23 + 2% g, = 22 + 2 € Flx], tak f, # gu, ale
P(fa) = ¥(gz) lebo f(0) = g(0) =0, f(1) = g(1) = 2 a f(2) = g(2) = 0. Ak
teda uvedené polynémy z2 + 22, 22 4+ x chapeme ako polynémy jednej neurcitej
nad polom 73, tak st to rozne polyndémy, ale ak ich chapeme ako polynémy jednej
premennej (t.j. funkcie) nad polom Z3, tak sa rovnaju.
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Nech f, =ag+ a1z + -4+ ar2", g =bog+brx+---+---+bsz®, r > 5. Potom
V(fe + gz) =((ao +bo) + - -+ + (as + bs)r® + ag12° +- - Fa2") =
=(ao + bo) + - -+ + (as + by)a* + agp12®™ + -+ + a2 € Fx),
Y(fo) + ¥(92) =(ao + - -+ arz”) + (bo + - - + byz®) € F(z)

Lahko sa mozeme presvedcit’ (s vyuzitim komutativnosti a distributivnosti), Ze
pre kazdé t € F je

(ag+bo)+- 4 (as+b)t* +as1t* 4 tapt” = (ag+--+apt")+(bo+- - -+bst®),

z ¢oho uz vyplyva, ze
w(fa: + gm) = w(fw) + Tﬁ(gm)

Analogicky je mozné ukazat’, ze aj

Vidime teda, Ze aj polynomické funkcie mézeme scitovat’ a nasobit’ podobne ako
polynémy jednej neurcitej pomocou vzt'ahou (S) a (IN).

V [1], priklad 10.9 sme ukazali, Ze mnozina vSetkych funkcii f : R — R so
s¢itanim a nésobenim definovanymi ,bodovo® t.j. vztahmi (1) (kde F' = R) je
okruh. Pretoze stcet aj suc¢in polynomickych funkcii je opét’ polynomicka funkcia,
tak analogicky je mozné ukéazat’, Ze mnozina F'(x), s operaciami s¢itania a ndsobenia,
definovanymi vzt'ahmi (1) je komutativny okruh s nulovym prvkom f(x) = 0 aj
jednotkovym prvkom g(x) = 1.

1.4 PRIKLAD. nech F' = Z5. Ak ozna¢ime

fo(x) =0, filz) =1, folz) =2, fs(z)=2+1,
tak Zo(x) = {fo(x), f1(x), f2(x), f3(x)}. Podrobne to overte.

Cvicenia

1. Polyném f, = (2z + iv3)2(3z — iv/2)? — (22 — iv3)2(3z + iv/2)? (jednej
neurcitej nad polom C') zapiSte v normélnom tvare.

2. Najdite polyném f € C(x), ¢o najnizSieho stupia, pre ktory plati
b) f(0)=1—4, f(A+i)=1+14 [f(1—14)=3—1.

3. Zistite, ktoré z nasledujicich polynémov jednej premennej nad polom Z3
sa rovnajl: fi(x) = 22 +z, fo(z) = 23+ 22, f3(x) = 2* + 22+ 2, fa(x) =1,
fs(x) = a* + 223 + 2+ 2, fo(x) = 2% + 22 + 1.

4. Nech f, =3z*+5234+222+3x+4, ¢, =22%+ 522+ 2+ 2. Najdite ich
stucet a sucin, ak:

a) fz, 92 € R[x], b) fz, 9z € Z7(7] ¢) fz, 9z € Zs|z].

5. Ukéazte, ze kazdé zobrazenie f : Zy — Z5 je polynomickou funkciou.

6. Napiste vSetky polynémy okruhu Zs[x] stupia najviac tretieho. Kolko je
vietkych polynémov stupiia najviac k-teho (k € NT)?

2 Delitel’'nost’ polynémov.

V tejto casti sa budeme zaoberat’ delitelnost’ou polynémov jednej neurcitej nad
polom F'. Mnohé z vlastnosti a ich dékazy st analogické ako pri delitel'nosti celych
¢isel. Najprv uvedieme vetu o deleni so zvyskom.
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2.1 VETA. Nech F je pole, f, g € Flx], g # 0. Potom existuje jedind dvojica
polyndmov q, r € F[x], o ktorej plati

(1) f=g-q+r, r=0alebo str <stg.

DOKAz. Existencia. Ak f =0 alebost f <stgjeq=0,r = f. Nech stf > stg.
Dokaz urobime matematickou indukciou vzhl'adom na stupen polynému f. Nech
f=a,x™ 4+ -4+ ar1x+ agp.

a) Akn=0,tak f=a€ F,g=bc F (lebostg<stf),g=a-b"1, r=0.

b) Nech ¢, r existuji v pripade, ked’ st f < n, n > 0 a nech g = b, a™ +--- +
bix + bg. Zvol'me polynom f; takto:

(2) fi=f—an-bt-g- "™,

Pretoze st fi(x) < n existuji podla indukéného predpokladu polynémy g1, r, pre
ktoré plati

(3) fi=g-qu+r, r=0alebo str <stg.
Po dosadeni z (3) do (2) a tprave dostavame
F=g (q+an byl -a"™™) +r

Ak oznacime q = q1 + ay, - bt - 2"~™ dostaneme (1).
Jednoznacnost’. Ak st f < stg alebo f = 0, tak jednoznacnost’ je zrejma. Nech
st f > st g a nech

f=9g-¢q1+7r1, r1=0alebo str; <stg=m

a tiez

f=g-q+rs, 12=0alebo stry <stg=m.

Potom

g‘(Ql—Q2)=T2—T1

pricom ro — 71 = 0 alebo st(ro — r1) < m. Ak g1 — g2 # 0, tak st(g- (¢1 — q2)) > m
a to je spor. Preto q; = g9, z ¢oho vyplyva, Ze aj r1 = rs.

Polyném r vo vztahu (1) volame zvysok pri deleni polynému f polynémom g
a polyném ¢ voldme (ciastocnyj) podiel.

Pri konkrétnom vypocte uré¢ime jednotlivé ¢leny podielu tak, aby rozdiel f —g-q
bol zvySok r, ktory je bud’ nulovym polynémom, alebo str < st g. Prakticky naj-
deme podiel ¢ a zvySok r tak, Ze od polynému f odc¢itame postupne vhodné nasobky
delitela g (vSimnite si vzt'ah (2) v dokaze predchadzajicej vety), az kym stupen
rozdielu (,zvysku“) nie je mensi ako stupeil polynému g. Podrobne si v8imnite
rieSenie nasledujiaceho prikladu.



2.2 PRIKLAD. Dané st dva polynémy nad polom redlnych ¢isel,
fo=22% — 62t + 323 — 322 =30+ 2, g, =22+ 2 +1.

Urcte podiel g, a zvySok r,, ktoré dostaneme pri deleni polynému f, polynémom
9z

RIESENIE.

1
20° 624 +323 32232 +2: 223 + 22+ 1 =22 — 3z + 3

—2° —ox3 —x?

Teda 1
ge = 2 — 3z + 2 ry = 2% —x + 3
Nech f, g st polynémy jednej neurcitej nad polom F'. Budeme hovorit, Ze f
deli g (v okruhu F'[x] alebo nad polom F') a pisat’ f | g, ak existuje taky polyném
q€ Fla], ze g=f-q.
Dahko je mozné (podobne ako pri delitelnosti celych ¢isel) overit’ nasledovné
tvrdenie.

2.3 LEMA. Nech F je pole a nech f, g, q € F[x]. Potom

a) 1|f [0 prekaZdé f € F|z].

b) Ak flg,glq tak f|q.

c) Ak flg, flqtak flu-g+v-q pre lubovolné u,v € F|z].

Budeme hovorit’, Zze polynémy f, g jednej neurcitej nad polom F' st asociované
apisat’ f~g,ak f|lgag]|f.

2.4 LEMA. Nech f, g su polynomy jednej neurcitej nad polom F. Potom f ~ g
prave vtedy, ked’ existuje nenulovy prvok ¢ € F (t.j. polyndm nultého stupna), Ze
f=c-g.

DOKAZ. Nech f ~g. Ak f =0,takajg=0a0=c-0,c € F. Nech f # 0.
Potom (pretoze f ~ g) g = f-h1, f = g-hs. Po dosadeni dostavame f = f-(hy-hs),
z ¢oho vyplyva (pretoze v obore integrity je mozné kratit’) hy - ha = 1 ¢o znamena,
7e st hy = st hg = 0 a teda polynémy hq, he st vlastne prvky pola F'.

Naopak, nech f = c¢-g, ¢ # 0. Potom g | f. PretoZze ¢ # 0 a F' je pole, tak
cl f=ct.c-g. Tedag=c!f, ¢ znamena, Ze aj f | g.

6



2.5 PRIKLAD. Polynémy (—1+2i)a?+(1+i)z—2+3i, (2+4) 2>+ (1—i)x+3+2i €
C[z] st asociované, lebo
(=14+20)22+ (1 +d)r—2+3i=14-((2+)22+ (1 — i)z + 3+ 2i)

2.6 DEFINiciA. Nech f, g, d st polynémy jednej neurcitej nad polom F. Po-
lyném d budeme volat’ najviacsim spoloénym delitelom polynémov f, g (v okruhu
F[x] alebo nad polom F), ak

a) d|f,dlg,

b) akh|f,h|g, he Flz], tak h|d.

Analogicky sa definuje najmensi spolo¢ny nasobok polynémov.

2.7 DEFINfcIA. Nech f, g, t st polynémy jednej neurcitej nad polom F. Poly-
ném t budeme volat’ najmensim spoloénym delitelom polynémov f, g (v okruhu
F[x] alebo nad polom F), ak

a)  flt glt,

b) ak flq,9q, q€Flz], tak t|q.

Predchadzajuce definicie je moZné zovSeobecnit’ pre I'ubovolny konecny pocet
polynémov.

2.8 LEMA. Nech d € Flz] je najvicsi spoloény delitel’ polyndmov f, g € F|z].
Potom h € F[z] je najvicsi spolocny delitel’ polyndmov f, g prave vtedy, ked’d ~ h.

DOKAZ. Nech aj h je najviiési spolo¢ny delitel. Potom d | h, h | d, teda d ~ h.

Naopak, nech d ~ h. Potom h | f, h| g (leboh|dad]| f,d|g)apodmienka a)
definicie 2.6 je splnena.

Nech teraz q | f, ¢ | g, ¢ € Flz]. Potom ¢ | d a pretoze d ~ h, tak aj q | h a
splnend je aj podmienka b) definicie 2.6.

Zrejme l'ubovolny nenulovy polyném g, = b,z™ + - - - 4+ ag je asociovany s jedi-
nym normovanym polynémom b, ! - g,. Ak st teda polynémy f., g, s vedicimi
koeficientami a,,, b,,, asociované, tak a;*- f, = b - g,. Casto sa aj polynémy, ktoré
su asociované stotoznuju a miesto symbolu ~ sa pouziva symbol =.

Ak d je najviicési spolocny delitel’ polynémov f, g, tak niekedy pisSeme d = D(f, g).
Teda symbol D(f, g) oznacuje niektory z najvicsich spolo¢nych delitel'ov. Symbolom
(f, g) budeme oznacovat’ ten z najvicsich spoloénych delitelov, ktory méa koeficient
v Clene s najviiésim exponentom rovny 1, (t.j. normovany spolo¢ny delitel'). Ak
(f,9) = 1, tak budeme hovorit’, Ze polynémy f, g st nestudelitelné.

Pri hladani najvicsieho spolo¢ného delitel'a dvoch polynémov budi uzitocné
nasledujtice dve tvrdenia, ktorych dékazy st jednoduché a citatel si ich mo6ze urobit’
sam ako cvicenie.

2.9 LEMA. Nech f;,g: su polynomy jednej neurcitej nad polom F a nech a,b
st nenulové prvky pola F'. Potom

a) D(fxvgx) ~ D(a : fmv b- gx) (t] (fwvgx) = (a : fmv b- gx))a

b) D(fz,a)~a~1(tj. (fz,a)=1).

2.10 LEMA. Nech najvicsi spolocny delitel’ polynomov f, g jednej neurcitej nad
polom F je D(f,g). Ak f=g-q+7r, q,r € Flx], tak

D(f,g) ~ D(g,r) (tj. (f,9) = (g,7))-

Na vypocet najvicsieho spolo¢ného delitela dvoch polynémov existuje metdda,
ktora sa vola Euklidov algoritmus a ktort teraz popiSeme.
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Nech f, g st nenulové polynémy jednej neurcitej nad polom F. Potom, podla
vety 2.1, existuje jedind dvojica polynémov q1,7r, € Flz], Ze

f=g9g-q1+ry, 71=0alebo str; <stg.
Ak 71 # 0 tak analogicky dostavame, Ze
g=1r1-q2+ 19, 19 =0 alebo stry <stry.

Takto mo6zeme postupovat’ d’alej. Pretoze ¢isla st g, st rq,stry, ... tvoria klesajucu
postupnost’ nezapornych celych ¢isel, bude po koneénom pocte krokov niektory
zvySok nulovy. Nech je to napriklad r,,. Dostaneme tak nasledovnu ststavu.

f=9-q+r, sty <stg,

g=7r1-q2+ T2, stro <stry,

rL=7"2-q3+ 13, stry < stra,
Tn—3 = Tpn—2 "Qqn-1+ Tn-1, st Tpn—1 < st T'n—2.

T'n—2 ="Tn-1"dqn-

Pretoze 7,1 | rp—2 tak D(rn_1,7n—2) ~ rn_1 a z lemy 2.10 potom postupne
dostavame, Ze

D(f?.g) ~ D(g?rl) N~ D(Tn—2arn—1) ~ Tp—1.

Najvacsi spolocny delitel’ dvoch polynémov je teda posledny nenulovy zvySok v
Euklidovom algoritme.

2.11 VETA. Nech f, g st polynomy jednej neurcitej nad polom F. Potom exis-
tugi polynomy u,v € Flx|, Ze (f,g9)=u-f+wv-g.

DOKAz. V pripade, Ze f = 0 alebo g = 0 je platnost’ tvrdenia zrejma. Nech teda
f, g st nenulové polynémy. Dokaz urobime matematickou indukciou vzhl'adom na
pocet krokov v Euklidovom algoritme potrebnych na vypocet najvicsieho spoloc-
ného delitela.

1. Ak je potrebny jeden krok, tak f = g-q a potom (f,g)=c-g=0-f+c-g,
pricom c je taky prvok pola F', Ze ¢ - g je normovany polynom.

2. Nech je potrebnych n > 1 krokov. Predpokladajme, ze pre n — 1 krokov je
tvrdenie pravdivé. Podla vety 2.1 je

f=g-q+r, kde str<stg

a podla lemy 2.10 je (f,g) = (g,r), pricom na vypocet (g,r) je potrebnych uz len
n — 1 krokov. Preto, podla indukéného predpokladu, je (g,7) = vy -9+ uy - r, z
¢oho, po dosadeni za r, dostavame

(f.9) =(g,7) =v1ig+ui(f —9q) =
=u1 f + (v1 — u1q)g = uf + vg

kde sme oznacili u1 = uw a vy —uy-qg =v.
8



Cvicenia

1. Najdite ciasto¢ny podiel a zvySok pri deleni polynému f, polynémom g,
nad polom C, ak
a) fo=at+a23 -5+ -6, g,=2a°—-8x2+x -8,
b) fo=23-8224+2 -7, g,=2>+1,
¢) fo =a°+ 1522 — 31z + 15, g, = 2% + 2z — 3,
d) fo =25+ 2iz* + (3 — )2 + 2i2% — 4o — 64, g, = 2% + 2ix — 3,
e) fo =025 +4a°% + 322 +20 +1, g, =To*+22% -3z +2.
2. Najdite ¢iasto¢ny podiel a zvySok pri deleni polynému f, polynémom g,
nad polom Z5, ak
a) fo =4+ 22+ +3, g,=2z+1,
b) fo =2+ 22t + 423 + 22 + 22 +2, g, =323+ 22+ 1,
¢) fo=a°+32% +422+3, g, =23 +222 +4x+1,
d) fo =423 +4, g, =22%+3z+2.
3. Urcte a,b € R tak, aby g, | fr v okruhu R[z], ak
a) fp =625 +112* + 523 + 522 +ax +b, g, =22 +1,
b) fo =2 +822 +5x+a, g,=1>+3x+b.
4. Najdite a, b, c € Z tak, aby polyném f, bol delitelny polynémom g,:
a) fo=a3+222+axr -3, g,=a%+bx+ec,
b) fo=a3+ax?+3x+b, g,=2%+cx+2.
5. Najdite D(fz, gz), ak
a) fo=at+a23 -5+ -6, g,=2a°—-8x2+x -8,
b) fo=2°+1, go=2a+1,
¢) fo=at+ a3 322 —dox -1, go=a3+2% 21,
Y fo =284+ 32° + 324+ 323 + 422 + 60+ 4, g, =+ 23322 — 2+ 2,

o,

e) fo=a°— 2z + 234+ 722 — 122 + 10, g, = 32* — 62> + 52% + 20 — 2,
f) fo=at+a34+2202—2-2, g,=20+2+9)2?>+ (—1+i)z — 1.

6. Najdite D(f;, g») nad polom Zs, ak
a) fp =t 4423 +1, g, = 234+3224+1,b) f, = 2+ 2224w +4, g, =
3+ 22 + 4x + 4.

7. N4jdite podmienku pre a,b € R tak, aby D(fz,gs) bol polyném aspon
prvého stupia, ak f, = 3x3 + 3ax + 3b, g, = 322 + a.

3 Rozklady polynémov

3.1 DEFIN{cIA. Polyném g voldme trividlnym delitelom polynému f v okruhu
F[z], ak stg = 0 alebo f ~ g

3.2 DEFINfcIA. Nech f je polyném jednej neurcitej nad polom F' stupha vicsie-
ho ako nula. Polyném f voladme ireducibilnym (nerozloZitelnym) v F[z] (alebo nad
polom F'), ak f nemd v F[z] okrem trividlnych delitelov Ziadne iné. V opa¢nom
pripade sa f vola reducibilnym (rozloZitelnym) polynémom v F'[z] (alebo nad F).

Ak je teda polynom f rozlozitelny, tak existuji také polynémy g, g, Ze ich stupne
st mensSie ako stupen polynému f a f =g -q.

3.3 LEMA. Nech p, f, g st polynomy jednej neurcitej nad polom F'. Ak polynom
p je ireducibilng ap | f-g, takp| f alebop | g.

DOKAZ. Ak p je ireducibilny, tak najvicsi spolo¢ny delitel’ polynémov p, f je

alebo p alebo 1. V prvom pripade p | f, v druhom, podla vety 2.11,je 1 = u-p+v- f.
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Po vynasobeni obidvoch stran tejto rovnosti polynémom ¢ dostavame
g=u-p-g+v-f-g

z ¢oho uz vyplyva, Ze p | g.

3.4 VETA. KaZdy polynom f € Flz], F je pole, stupria vicsieho ako nula mozno
napisat’ ako sucin ireducibilnych polyndmov. Tento sicin (rozklad) je jednoznacnij
s vynimkou poradia a zameny cinitelov asociovanyma.

DOKAZ. Matematickou indukciou vzhladom na stupen n polynému f.

1. Pre n = 1 je kazdy polyném ireducibilny a teda jeho rozklad je jednoznacny.

2. Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre kazdy polyném stupna mensieho ako
n. Nech f je polyném stupna n. Ak je ireducibilny, tak jeho rozkladom je sam
polyném f. Ak f je reducibilny, tak existuja polynémy h, g, kde st h < n, st g < n.
Podl'a indukéného predpokladu teda h = py ... - pr, 9 = q1 - ... q, kde p; pre
ie{l,....,k} aj gj pre j € {1,...,1} st ireducibilné polynémy. Z toho dostévame,
7e

J=p1- P q.
Este treba ukazat’ jednoznacnost’ rozkladu. Predpokladame, ze kazdy polyném,

ktory je su¢inom menej ako n ¢initelov ma jednoznacny rozklad. Uvazujme rozklady

Proee D1 Pn=f=q ... qm.

Ireducibilny polyném p,, deli I'avi stranu, teda aj prava stranu a podla dosledku
3.3 deli niektory z ¢initel'ov na pravej strane. Nech je to napr. ¢;. PretoZe p,, ¢; st
ireducibilné, tak p, ~ ¢;, teda q; = c- p,, ¢ € F. Po dosadeni a krateni dostavame

Pr - Pn—1=Cq1--.."Qj—1"Gj4+1 "+ Gm.

Teraz moézeme pouzit’ indukény predpoklad a tym je tvrdenie dokazané.

Kazdy polyném f = apz™ + -+ 4+ a1z + ag € F[x] je teda mozné, podla pred-
chadzajtucej vety, napisat’ jednoznacne (aZ na poradie a asociovanost’) v tvare

(1) f=a-q . qm,
kde q1,qs, ..., qm su ireducibilné polynomy. Kazdy polyném ¢; je asociovany s je-
dinym normovanym polynémom p;, i € {1,...,m}. Teda pre kazdé i € {1,...,m}

je qi = ¢; - p; (¢; € F). Po dosadeni do (1) dostavame

(2) f=c1-...ccm D1 P
Pretoze sti¢in normovanych polynémov je opit’ normovany polyném, tak cq-. . ..c,, =
an. Z uvedeného a z vety 3.4 vyplyva nasledovné tvrdenie.

3.5 DOSLEDOK. Nech f = apx™ +---+ arx + ag € Flz], n > 1. Potom existuji
normované a ireducibilné polynomy p1, ..., pm, 2€

(3) f=an -p1- .. Dm.
10



sucin (3) je jednoznacny, aZ na poradie cinitelov.

Je mozné, Ze v sucine (3) sa niektoré ¢initele opakujt (t.j. v st¢ine (1) s niektoré
C¢initele asociované). V takom pripade moZeme stcéin (3) eSte upravit’ a zapisat’ ho
v tvare

(4) f=an-p*-..oplr,

kde p1,...,p, su navzajom rozne normované, ireducibilné polynémy a aq,..., a,
st nenulové prirodzené ¢isla. Zapis (4) budeme nazyvat’ kanonickym rozkladom
polynému f nad polom F (v okruhu Fl[z]). V zapise (4) pripustime niekedy aj
nulové exponenty a potom hovorime o zovseobecnenom rozklade.

3.6 VETA. Nech f = a-p{'-...-p2 je kanonicky rozklad polyndmu f nad polom
F'. Potom polynom g deli polynom f prave vtedy, ked’ polynom g je moziné zapisat’
v tvare

(5) g=b~p11'...'pgn,

pricom pre kazdé i € {1,...,m} je 0 < 3; < a.

DOKAz. Predpokladajme, Ze g | f. Potom existuje polyném h, ze f = g - h. Ak
by polyném g obsahoval (v rozklade (5)) ireducibilny normovany ¢initel, ktory sa
nenachadza v kanonickom rozklade polynému f alebo by obsahoval niektory ¢initel
vo vyS$ej mocnine ako je v kanonickom rozklade polynnému f, dostali by sme spor
s jednoznacnost’ou rozkladu.

Naopak, nech polyném g mé rozklad (5). Potom

f=a-p*-...oppr =
:a.pfl"'o‘l—f@l .’.’.gn‘i‘an_ﬁn:
—a-b-btpl B g TP e —
=b-pP P b p TR P = gy,

ar—pB1 |

kde sme oznadili h = a - b=t - pS .- p2»~Pr Dostavame teda, Ze g | f.

V pripade, Ze pozname kanonické rozklady polynémov f, g, mozeme vetu 3.6
vyuzit’ na najdenie ich najvicsieho spoloc¢ného delitela a najmensieho spolo¢ného
nasobku. Normovany najmensi spolo¢ny nasobok polynémov f, g oznaéime [f, g].

3.7 VETA. Nech f = a-p’f1 cephn g = b~pl11 o...-ph sii zovSeobecnené rozklady
polynomov f, g nad polom F. Potom

(6) (frg)=p7"-...-p;*, kde r;=min(k;,[;)
a
(7) [fogl=p1"-...-ppr,  kde s; = max(k;,l;),

pre kazdéi € {1,...,n}.

DOKAZ. Z vety 3.6 vyplyva, Ze (f,g) | f a (f,9) | g, teda podmienka a) definicie
2.6 je splnena.
Nech h | f, h | g. Potom (podla vety 3.6)
h=a~p§1~...~pf{’, kde 0<¢t;<k;al0<t; <l
pre kazdé i € {1,...,n}. To znamend, 7e 0 < t; < min(k;,l;) = r;, teda h | (f,g) a
splnend je aj podmienka b) definicie 2.6.
Analogicky je mozné dokéazat’ aj rovnost’ (7).
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3.8 PriKLAD. Nech
f=2-2>%z-1)("+1), g=(r—-2)%x+1)(2*+1)?

su polynomy nad polom FE. Podrobne sa presvedcte, ze uvedené rozklady st kano-
nické. Zapisy polynémov f, g upravime na zovSeobecnené rozklady. Potom

f=2(-20%c -1z +1)°®+1),
g=(r-2)*(z—1)°x+1)(z* +1)%
S vyuzitim vety 3.7 dostavame
(f,0) = (= 22w~ 1)’ +1)°(@ + 1) = (&~ 22 +1),
[fog]l= (. —2)3(x - D)(z+1)(2® +1)%

Cvicenia

1. Ukéite, Ze polyném 2 + 4 je v R|[z] ireducibilny.

2. Najdite v R[x] kanonicky rozklad polynému
a) 4 + 1,
b) z* — 22 + 1.

3. Pomocou kanonickych rozkladov najdite (f, g) a [f,g] v R[z], ak f = 23 —8,
g =+ 223+ 322 — 22 — 4.

4. Pomocou kanonickych rozkladov najdite (f,g) a [f,g] v Clz], ak f = z* +
202+ 1,9 =22+ (1 + i)z + 1.

4 Korene polynémov.

V tejto Casti sa budeme zaoberat’ hlavne polynémami jednej premennej (t.j.
polynomickymi funkciami) nad polom F'.

4.1 DEFINiciA. Nech f(z) je polyném jednej premennej nad polom F. Prvok
¢ € F volame korefiom polynému f(z), ak f(c) = 0.
Korefi polynému volame tiez riesenim alebo koreriom rovnice f(z) = 0.

4.2 VETA. Ak pole F ma konecny pocet prvkov, tak okruh F{x) md vlastné
delitele nuly.

DOkAz. Nech F = {aq,a9,...,a,},n € N anech f(z) =z—a1,9 = (z—a2)(x—
as)...(x — ay). Potom f(z) ani g nie st nulové funkcie, lebo f(az) = as — ay # 0,

9(1) = (a1 —a2)...(a1 — an) #0, ale f(z) - g(z) = (z —a1)(z — a2) ... (z — an) je
nulova funkcia.

4.3 VETA (BEzOUTOVA). Nech f(z) € F{x), Kde F je pole. Prvok c je koretiom
polyndmu f(x) prave vtedy, ked’x — ¢ deli f(x) (ako polyndmy jednej neurcitej).
DOkAzZ. Nech f(¢) = 0. K polynémom f(x), © — ¢ (ako k polynémom jednej
neurcitej a teda aj polynémom jednej premennej) existuji polynémy ¢(x), r(x), o
ktorych plati
f(x) = (z —c)q(z) + r(x), r(xz) = 0 alebo str(z) < st(z — ¢).
1 astr(z) < st(x — ¢), Cize, r(x) = z € F. Na ziklade
=0+ 2, teda z = 0, ¢o znamend, ze f(z) = (z — ¢)q(x), t.].

Pretoze st(x — ¢) =
predpokladu 0 = f(c)
x—c| f(zx).

Naopak, nech = — ¢ | f(z). Potom f(x) = (z — ¢)q(z) a f(c¢) = (0 — 0)q(0) = 0,
teda ¢ je koren.
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4.4 LEMA. Nech f(z) je polynom jednej premennej nad polom F a nech c € F'.
Potom existuje polynom q(z), Ze f(x) = (x — ¢)q(x) + f(c).

DOxkAz. Pretoze f(z) = (z —c)q(x) + 2, z € F, tak f(c) = (c—¢)q(c) + z. Teda
z = f(c).

Nasledujtce tvrdenie je jednoduché a preto ho uvedieme bez dokazu.

4.5 LEMA. Nech f(x), g(x), h(z) si polyndmy jednej premennej nad polom F
a nech f(z) = g(z)-h(x). Potom c je koreni plynomu f(x) vtedy a len vtedy, ked’ je
koreriom polynomu g(z) alebo koreriom polynomu h(x).

4.6 VETA. Polynom f(z) € F(x) stupria n md v poli F' najviac n koreriov.

DOKAZ. Matematickou indukciou vzhl'adom na stupen polynému.

1. Ak n =0, tak f(x) =ap # 0 a f(z) nemé Ziadne korene.

2. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre 'ubovolny polyném stupna n—1, n > 1.
Nech f(x) je polyném stupna n. Nech ¢ € F je koreni polynému f(z). Potom f(x) =
(z — ¢)q(x), kde g(x) je polyném stupnia n — 1. Podl'a indukéného predpokladu ma
q(x) najviac n — 1 korefiov. Z predchadzajicej lemy vyplyva, Ze korefimi polynému
f(x) st korene polynému ¢(x) a prvok ¢ (a Ziadne iné). Teda polyném f(x) ma
najviac n korenov.

4.7 DOSLEDOK. Nech F je nekonecné pole a f(x) = ag + a1z + -+ + a,x",
g(x) =bo + bz + - - - + bsz® polyndmy jednej premennej nad F. Potom

(Ry) f(x) =g(x) prdve vtedy, ked” r=s aVi € {0,1,...,r}, a; = b;.

DOKAZ. Ak r = s a odpovedajtce koeficienty sa rovnaju, tak zrejme pre kazdé
t € Fje f(t) = g(t), ¢o znamend, ze f(x) = g(x).

Naopak (sporom), nech f(x) = g(x) (t.j. f(t) = g(t) pre kazdé ¢t € F) ale nech
r # s alebo a; # b;, pre nejaké i. Potom f(x)— g(z) je polyném n-tého stupiia (pre
vhodné n € N) a jeho korenom je kazdy prvok pola F, ¢o je spor s vetou 4.6.

Vieme uz, ze pomocou vztahou (S) a (N) mdZeme pocitat’ aj saéty a stciny
polynomickych funkcii. Inak je to so vztahom (R). Ak je vSak F' nekonecné pole,
tak dosledok 4.7 vlastne hovori, Ze zobrazenie ¢ : F[x] — F(x), ktoré sme zaviedli v
prvej kapitole je aj injektivne a v takom pripade mo6zZeme aj rovnost’ polynomickych
funkcii uréovat’ pomocou (R). Znamena to, Ze ak je pole F' nekone¢né, tak okruhy
Flx], F(x) st izomorfné. Ak sa teda budeme zaoberat’ napriklad polynémami nad
polom C' (E, Q) nebudeme zvlast’ zdoéraziovat’ ¢i je to polyndm jednej neurcitej
alebo jednej premenne;j.

Vypocet koeficientov podielu a zvysku pri deleni dvojélenom x — ¢ robime oby-
cajne pomocou tzv. Hornerovej schémy. Vypocet pomocou tejto schémy sa opiera
o nasledujice tvrdenie.

4.8 DOSLEDOK. Nech pri deleni polynomu f(x) = an,z™ + -+ + ag linedrnym
dvojclenom x — ¢ je podiel g(x) = by_12" L + -+ bix + by a 2wysok f(c). Potom

bn—l = Qnp,

bn—2 =ap-1+tc- bn—17

b0=a1+c~b1,

fle)=ao+c-by.
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DOKAZ. Podla lemy 4.4 je f(z) = (z — ¢)q(z) + f(c), teda
U@+ ap_ 12" 4 Farztag = (x—c) (bpo12" " b0 24 - bz +bo)+ f(c).
7 toho porovnanim koeficientov dostavame, Ze
ap = bp-1,

Ap—1 = bn—2 —C- bn—la

Ap—2 = bn—3 —C- bn—27

ay = bo —C- bl,
ag = f(¢) — ¢+ by,
z ¢oho uz vyplyva (H).

Na zaklade tohto dosledku zostavime Hornerovu schému takto. Do prvého riadku
napiSeme vSetky (teda aj nulové) koeficienty polynému f(z). Do druhého a tretieho
riadku potom postupne zapisujeme prvky b,,_1, ¢ - b,_1, bu_2, ¢ - by,_o, b,_3, atd.
(pozri nasledujicu tabulku).

ap, Ap—1 Ap—2 . ai ago
c-b,_1 c-by,_o c-by c- by
bn—l bn—2 bn—3 bO f(C)

4.9 PrIKLAD. Uréte podiel a zvySok pri deleni polynému f(z) = 2% —3z*+22 -7
dvojclenom x + 2.

RIESENIE. V tomto pripade je ¢ = —2 a Hornerova schéma mé tvar
1 -3 0 0 2 —7
-2 10 —20 40 —84
1 -5 10 —20 42 -91

teda 2% — 3x* + 20 — 7 = (v + 2)(2* — 523 + 1022 — 202 + 42) — 91, f(—2) = —91.

4.10 DEFINICIA. Prvok ¢ pola F volame k-ndsobnym korefiom polynému f(z) €
F{x) stupiia n > 2 prave vtedy, ked’ f(z) = (z — ¢)*g(x), g(c) # 0.

Ak k = 1 nazyvame ho obycajne jednoduchym korenom, ak k > 2 hovorime o
viacndsobnom Kkoreni.

4.11 DEFINICIA. Pole F' sa vold algebraicky uzavreté, ak kazdy polyném nad F
stupna n > 1 ma v F' aspon jeden koren.

Pole racionalnych ¢isel nie je algebraicky uzavreté lebo napriklad polyném 22 —2
nema racionalne korene. Podobne, ani pole redlnych cisel nie je algebraicky uzavreté
lebo napriklad polyném x2 + 1 nemé realne korene. Ako je to v poli komplexnych
¢isel uvadza tzv. zakladna veta algebry, ktord uvedieme bez dokazu.

4.12 VETA. Pole komplexnych cisel je algebraicky uzavreté, t.j. kazZdy polynom
aspon prvého stupna s komplexnymi koeficientami md aspon jeden komplexniy koren.
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Cvicenia

1. Vypoéitajte netiplny podiel a zvySok pri deleni polynému 2z° +3z* — 1323+
31z — 15 dvojclenom
a)x—1, b)xz+3.

2. Cislo 2 je koreii polynému 3z° — 16z* + 2523 — 622 — 42 — 8. Uréte jeho
nasobnost’.

3. Dany je polyném f(z) = 27 + 22° + z* — 52% + 322 + 1. Urcte f(—2).

4. Uréte &islo a tak, aby polyném a2 + 222 + ax + 24 bol delitelny dvojélenom
x + 3.

5. Néjdite c¢iastoény podiel a zvySok pri deleni polynému z° + (2 — 2i)25 + (1 +
i)z — (1 +4)x? + 2i polynémom = + 1 — i.

6. Urcte a,b € R tak, aby polyném 2z3° — 18232 — 52'° + 4523 + ax? + bz — 3
bol delitelny polynémom 22 — 4x + 3.

7. Urcte a,b, c € R tak, aby ¢islo —2 bolo aspon trojnasobnym korenom poly-
nému z* + ax® + bx? + cx — 24.

5 Polynémy s éiselnymi koeficientami.

V tejto Gasti sa budeme zaoberat’ polynémami nad polom C' (komplexnych ¢isel).
Ak budeme pozadovat’, aby polyném mal celociselné alebo racionalne alebo realne
koeficienty, tak to zvlast’ zdoraznime.

5.1 VETA 1. Nech f(z) = apx™ + -+ a1+ ag, n > 1, je polyndm s kom-

plexnymi koeficientami. Potom existuju komplexné cisla c1, co, ..., ¢y, 0 ktorych
plati
(1) f@)=an(z—c1)(x—ca)...(x —cp).

DOKAZ. Matematickou indukciou vzhl'adom na stupeit polynému.

1. Pren=1je f(z) = a1z + ag = a1(z + £2), teda ¢; = —22.

2. Nech uvedenu vlastnost’ maju vSetky polynémy n-tého stupna pre n > 1 a
nech f(z) = app12" ™ +a, 2™+ - -+ a2 +ag je polyném stupiia n+ 1. Podla vety
3.4 mé f(x) nejaky koreni ¢; € C a preto podl'a Bezoutovej vety f(z) = (x—c1)g(x),
kde g(x) je polyném n-tého stupiia s vedicim koeficientom a,, 1. Podl'a indukéného
predpokladu preto existuju ¢isla co, ..., cpq1 € C, Ze

9(z) = ant1(z — c2) ... (T — cpy1)

a z toho (po dosadeni) dostavame
f(@)=apy1(x—ci)(x—c2)...(x — cpy1)-

Linearne ¢initele x — cq,...x — ¢, nazyvame korenové cinitele polynému f(x)
a tvar (1) nazyvame rozklad na koreniové ¢initele. PretoZe linearne ¢initele su ire-
ducibilné, tak rozklad (1) je jednozna¢ny, aZ na poradie ¢initelov. Rozklad (1)
mozeme dalej upravit’ na tvar

(2) f(iL') :an(x_cl)k1 "'(x_cr)krv

kde ¢initele © — ¢q,...,T — ¢, st navzdjom rozne a ki,...,k. € NT, pricom k; +
-+ 4+ k, = n. Tento rozklad je vlastne kanonickym rozkladom.
Ak f(x) ma kanonicky rozklad (2), tak ¢; je k1 ndsobny koren polynému f(x),
o je ko nasobny koren polynému f(x), atd.
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5.2 DOSLEDOK. Polyndm n—tého stupnia, n > 1, s kompleznymi koeficientamsi
md v poli komplexnijch cisel prave n korenov (ak kaZdy pocitame tolkokrat, akd je
jeho ndsobnost’).

5.3 VETA. Ak polynom f(x) s redlnymi koeficientami md k-ndsobny koreni ¢ =
a + bi, tak ma aj k ndsobny komplexne zdruzZeny koren ¢ = a — bs.

DOKAz. a) Najprv dokdZeme, Ze ak polyném f(x) = apz™ + -+ -+ ag s redlnymi
koeficientami ma koren a + bi, tak ma aj koren a — bi. Vyuzijeme, Ze pre 'ubovolné
c1,C2, ..., Cn € C plati (podrobne sa presvedcte)

ci+cC+---+c¢c,=c1+coy+ -+ cp,

C1°C2*..."Cp==C1°C3"..."Cp-
Nech a + bi je koren polynému f(x), t.j. nech f(a + bi) = 0. Potom
fla+bi)=a,(a+b))" +---+ai(a+bi)+ap =
= an(a+bi)" + -+ ay(a+bi) +ag =
=@n(a+bi)" + -+ ai(a+bi) +ap =
= an(a+bi)" 4+ +ay(a+bi) +a =
=ap(a+bi)"+---+ai(a+bi)+ao=fla+bi)=0=0,

¢o znamend, 7e aj a + bi = a — bi je koreni polynému f(x).

b) Indukciou (vzhladom na stupen polynému) dokdZeme, Zze ak f(x) ma k-
nasobny koren a + bi, tak ma aj k-nasobny koren a — bs.

1. Ak n = 1, tak f(z) = a17 + ap mé jediny redlny koreii —2°. Pre polynémy
prvého stupna teda tvrdenie plati.

2. Nech tvrdenie plati pre 'ubovolny polyném stupiia mensieho ako n (n > 2).
Nech polyném f(x) stupfia n mé k-nasobny koren a + bi. Podl'a predchadzajtcej
Casti dokazu mé f(x) aj koren a — bi a preto je podla vety 4.3 delitelny nestudeli-
telnymi dvojélenmi z — a — bi, © — a + bi. Preto existuje polyném g(x), Ze

f(x)=(x—a—bi)(x—a+big(x) = (22— 2azx + a® + b*)g(x).

Pretoze f(z) aj 2% — 2ax + a? + b? st polynémy s realnymi koeficientami, tak aj
polyném g(x) mé reélne koeficienty. Polyném g(x) je stupha n—2, mé k— 1-nisobny
koren a+b7 a teda, podla indukéného predpokladu, ma aj k—1-nasobny koren a— bs.
Z toho vyplyva, 7Ze polyném f(z) ma k nésobny koren a — bi.

5.4 DOSLEDOK. Ireducibilngmi polyndmami v E[x] si polyndmy prvého stupria
a polyndmy ax? + bx + ¢ druhého stupria, pre ktoré b> — 4ac < 0.

5.5 DOSLEDOK. Polynom s redlnymi koeficientami nepdrneho stupnia md aspot
jeden redlny koren.

5.6 VETA. Ak polynom f(x) = anz™+- - -+ar1x+ag s celociselnymi koeficientami
ma raciondlny koren 2, kde D(p,q) =1, tak p | ap a q | an.

DoOxAz. Nech L je koreii polynému f(z) a nech D(p,¢) = 1. Potom

(7% (13) + -+ aq (22)4-(10:0.
q q
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Ak obidve strany tejto rovnosti vynasobime ¢" dostavame
anp™ + -+ a1pg” "+ agq” =0

a po uprave
planp™ "+ -+ a1q" ) = —aoq™.

Pretoze p deli l'avi stranu tejto rovnosti, tak p | apq™ a pretoze D(p,q) = 1, tak
p | ag. Analogicky je mozné ukazat), Ze q | a,.

5.7 PrRIKLAD. N&jdeme raciondlne korene polynému
f(z) = 2423 + 22° — 11z — 3.

Ak mé polyném f(z) racionalny koren %’, tak p | =3, ¢ | 24 a teda

pe{l,3,-1,-3}
g€ {1,2,3,4,6,8,12,24, 1, -2, —3, —4, —6, 8, —12, —24},

z ¢oho vyplyva, Ze polyném f(z) mdze mat’ racionalne korene len z mnoZiny
T e i o (o o SO R 19
Mobzeme sa presvedcit’, napriklad pomocou Hornerovej schémy, Ze jednoduchymi
korenmi su c¢isla %, —%, —%.

Cvicenia

1. Najdite vSetky korene polynému z* — 422 + 8 — 4 ak viete, Zze jeden jeho
koren je 1 + 1.

2. Zostrojte polyném najmensieho stupna s redlnymi koeficientami, ktory ma
korene: ¢islo 1 dvojnasobny, 1 — ¢ jednoduchy, —2 jednoduchy.

3. Najdite racionalne korene polynému:
a) 223 + 312 + 62 — 6,
b) 2® — 622 + 11z — 6,
c) 4t — 72? — 5z — 1.

4. Rozlozte na koreiiové ¢initele polyném 16z* — 8z + 3.

6 Derivacie polynémov

V matematicke] analyze sa definuje derivacia realnej funkcie ako ista limita.
V algebre sa zavadza derivacia polynému nad I'ubovol'nym polom, teda aj v pripade,
ked’ limitu nie je moZzné pouzit’.

6.1 DEFINfCIA. Nech f(2) = ap2™ +ap_12" 1+ - +azx? + a2 +ag je polyném
jednej premennej nad polom F'. Potom polyném

(1) (f(ﬂ?))/ = fl(x) =nX anxn_l + (n —1) x an—lxn_Q + -+ 2Xaxw+ay

sa nazyva (prva) derivacia polynému f(z).

Pripomenme, Ze ak k je prirodzené ¢islo a a je prvok nejakého pola (F,+,-), tak
symbol k£ X a znamend (a + -+ + @) g—_krat-
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6.2 PRIKLAD. Ak f(z) = 22° + 3z + 422 + 3z + 2 je polyném nad polom Zs,
tak
f'(2) =5x 2z +4 x 323 +2 x 4o + 3 = 22% + 3z + 3.

Aj z predchadzajiaceho prikladu vidiet), Ze ak f(x) je polyném nad polom konec-
nej charakteristiky a st f(z) = n > 1, tak stupen polynému f’(x) nemusi byt' n — 1.
Ak je ale f(x) polyném nad polom charakteristiky oo a st f(x) = n > 1, tak jeho
derivacia je zrejme polyném stupna n — 1.

Ak nebude moZny omyl, tak miesto k x a budeme pisat’ k - a (alebo len ka).
Rovnost’ (1) zapiSeme teda strucnejsie v tvare

f(x) =nape™t + -+ (n— Dap_12" "2 + - + 2a92 + a;.

Vidime, ze aj ked’ je v algebre derivacia polynému definovana ako ,,mechanicka ope-
racia® s jeho koeficientami a exponentami, ma rovnaky tvar ako derivacia realneho
polynému znama z matematickej analyzy. Platia aj analogické tvrdenia o derivacii
suctu a sucinu.

6.3 VETA. Nech f(x), g(x) si polyndmy nad polom F. Potom

(2) (f(z) + g(2)) = f'(z) + g'(2),
(3) (f(@) - g(@))" = f'(z) - g(x) + f(z) - g'(),
(4) vmeNT;, ((z—c)™) =m(z—c)™?

Potom
f@)+ f(y) = (an +bp)z™ + -+ -+ (a1 + b1)x + (ag + bo).

Derivovanim staétu f(z) 4+ g(x) dostavame

(f(x)+g(x) =n(an +by)z" 4+ -+ (a1 + by) =
= (napz™ ' 4+ Fa) + (b 4+ F b)) =
= f'(x) + ¢'(2),

teda rovnost’ (2) je pravdiva. MoZno ju rozsirit’ aj pre I'ubovolny pocet s¢itancov
(podrobny dokaz je mozné urobit’ matematickou indukciou).
Pre dokaz rovnosti (3) oznacime

m
f(il?) — amxm +-t+a1xr+ag = Zaixiv
=0

g(z) =bpa"™ + -+ byx + by = Zb,x’
=0
18



Stéin polynémov f(z), g(x) obsahuje ¢leny (séitance) tvaru
aix'bjr?, kde ie{l,....m}, je{l,...,n}.
Derivaciou takéhoto ¢lena dostavame
(a;x'b;x?) = (a;bjz"™) = (i + jlabja"™ ! =daxt™t - bja? + agt - jbai T =
= (aia®)" - (bja?) + (aia®) - (bja?)".

Potom postupnymi tipravami dostavame

= Z a;x’ - Z bj:cj = Z a;x'bjx? | =
=0 7=0 1=0 5=0
- Z (aiz'bja?) = Z <(aixz)/ (bjz’) + (aiz’) (bﬂ;g)/) B
1=0 j7=0 1=0 =0
= Z (azxz)/ bjrcj + Zaixl Z (bjzcj)/ —
1=0 7=0 1=0 7=0
!/

teda rovnost’ (3) je pravdiva.
Vztah (4) dokdZeme matematickou indukciou vzhl'adom na m.
I.Prem=1je ((x—¢c)) =1lal-(x—¢c)=1.
2. Ukazeme, Ze za predpokladu

(=) = k(z — )"
plati
(z — )* ) = (k+1)(z — ¢)*.
Postupnymi tpravami s vyuzitim indukcéného predpokladu dostavame
(=) =(z-)fw—e) =klz - )" o - )+ (x—)f (e —)° =
=k(k—co)*+ (z—c)f = (k+1)(z — ).
Plati teda aj vztiah (4).

6.4 DEFINicIA. Nech f(z) je polyném jednej premennej nad polom F a nech
k € N Potom definujeme k-tu derivaciu f*)(z) polynému f(z) takto:

1) = f(@),
D () = (10 (@)

/
Dalej sa obmedzime len na polynémy nad polom komplexnych ¢isel. Zameriame
sa na to, ako sivisi nasobnost’ korena polynému s jeho derivaciami.
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6.5 VETA. Ak c¢ je k-ndsobngm koreriom polynomu f(x), tak ¢ je (k — 1)-
nasobnym korenom polynomu f'(x).

DOKAZ. Nech ¢ je k-ndsobnym (k > 1) koreiom polynému f(z). Potom

f(@) = (z— )" -g(x), pricom g(c)#0

f'@) = k(@ —)* 1 g(a) + (z = ) - g'(x) =
= (z ="' (kg(2) + (z — ¢) - ¢/ (2)).

Pretoze pre polyném h(z) = kg(z) + (z — ¢) - ¢’'(z) plati

h(c) = kg(c) + (¢ —¢) - g'(c) = kg(c) # 0,
tak ¢ je (k — 1)-nasobny koren polynému f’(x).

6.6 VETA. Nech f(x) je polyndm stupnan > 2. Potom c je k-ndsobnym korenom
polynomu f(x) vtedy a len vtedy, ked’

(5) fle)=0,f(c)=0,..., f* V() =0, f®(c) #0.

DOKAZ. Nech ¢ je k-ndsobnym korefiom polynému f(x). Potom je (podla vety
6.5) (k — 1)-ndsobnym korefiom polynému f’(z), (k — 2)-nasobnym korefiom poly-
nému f3 (z) atd., az (k—(k—1))-nasobnym (t.j. jednoduchym) korefiom polynému
f%=1(z) a nie je korefiom polynému f*)(z) (je jeho 0-ndsobnym korefiom). Pod-
mienky (5) st teda splnené.

Obratené tvrdenie budeme dokazovat’ sporom. Predpokladajme, Ze podmienky
(5) st splnené a ¢ nie je k-ndsobnym korefiom polynému f(z).

Ak ¢ je I-ndsobnym koretiom a [ < k, tak f®)(c) # 0, &o je spor s (5).

Ak ¢ je I-ndsobnym korefiom a [ > k, tak f)(c) = 0, ¢o je opit’ spor s (5).

Plati teda k = [, ¢o znamen4, Ze ¢ je k-nasobnym korefiom polynému f(z).

6.7 PrRIKLAD. Urcte a,b € R tak, aby polyném
flx) =234+ az® +bx +1
mal dvojnasobny koren ¢ = —2.
RIESENIE. Uréime f'(z), f(-2), f'(—2).
f'(x) = 322 + 2ax + D,
f(=2)=-8+4a—2b+1,
#(=2) =12 — da + b.
Podla predchédzajtcej vety musi byt f(—2) = f/(-2) =0, t.j.
4a —2b—-T7=0,
—4a+2b+12 = 0.

Z toho dostavame a = 2T, b = 5. Pretoze f*)(z) = 6z 4 2a a P (-2) # 0, tak —2
je dvojndsobnym koreiom polynému f(z).
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6.8 DOSLEDOK. Polynom f(x) € C(x) md aspon jeden viacndsobnyj koren prave
vtedy, ked’ polynomy f(x), f'(x) maji spoloény delitel’ asporni prvého stuptia.

DOKAZ. nech f(x) méa k-nasobny (k > 2) koren c¢. Potom, podla vety 6.6, je
fle) = f'(¢) = 0 ¢o podla vety 4.3 znamend, ze x — ¢ deli polynémy f(x), f'(x)
a existuje teda ich spolo¢ny delitel’ aspon prvého stupna.

Naopak, nech d(z) je spolo¢ny delitel polynémov f(x), f'(z) a nech st d(z) > 1.
Potom existuju polynémy g(z), q(x), ze

f@)=d(x)-g(x),  f(2)=d)- q)

Podla vety 4.12 m4a polyném d(z) koren ¢ € C, teda d(c) = 0. Potom f(c) = 0 aj
f'(e) = 0, ¢o podla vety 6.6 znamend, ze prvok ¢ je aspont dvojndsobnym korenom
polynému f(x).

6.9 VETA. Nech f(z) je polyndm stupria n > 1. Nech D(f(x), f'(z)) = d(z).
Potom polynom F(x), pre ktory plati f(z) = d(x) - F(z), mad tie isté korene ako
polynom f(x), ale véetky jednoduché.

DOKAZ. Nech f(z) ma k-nasobny koren c¢. Potom v kanonickom rozklade poly-
nému f(z) sa nachadza initel' (z — ¢)* a v kanonickom rozklade polynému f’(z)
sa nachadza (podla vety 6.5) initel' (x — ¢)*~1. Preto sa v kanonickom rozklade
polynému d(z) = D(f(x), f’(z)) nachadza (podla vety 3.7) ¢initel' (z—c)*~1. V ka-
nonickom rozklade polynému F(z) sa teda musi (podla dosledku 3.5) nachédzat’
¢initel z — ¢, ¢o znamend, Ze ¢ je jednoduchym koretiom polynému F'(x).

Zostrojenie polynému F'(z), ktoré je popisané v predchadzajice]j vete sa nazyva
,odstranovanie viacnasobnych korenov“.

6.10 PRIKLAD. Hl'adajme korene polynému
g(z) = 2° — 62* + 162> — 242 4 20z — 8.
Tento polyném ma jediny racionalny koren 2. Preto
g(z) = (x — 2)(z* — 42® + 822 — 8z + 4).

Teraz sta¢i najst’ korene polynému f(z) = x* — 423 + 822 — 8z + 4. Tento polyném
uz nema racionalne korene. Overime, ¢i ma viacnasobné korene. Najvacsi spolo¢ny
delitel polynémov f(z), f'(x) je polyném d(z) = x? — 2z + 2 (podrobne sa pre-
svedcte). Z toho dostavame, Ze aj F(x) = 2% — 2z + 2. Korefimi polynému F'(z) st
¢isla 144 a 1 — 4. Polyném g(z) mé teda korene: -2 jednoduchy, 1 4 ¢ dvojnasobny
a 1 — ¢ tiez dvojnasobny.

Niekedy, napr. pri rozklade polynému na parcialne zlomky, je uzitoc¢né vyjadrit’
polyném v nejakom inom tvare. Jednu z moznosti popiseme v nasledujicej vete.

6.11 VETA. Nech f(xz) = anz™ + -+ + a1z + ag je polynom stupria n > 1 nad
polom C' a nech ¢ € C'. Potom existuji jednoznacne urcené prvky bg, by, ..., by, Ze

(6)  f(x) =bn(z— )" +bp1(x— )"+ +ba(x = ¢)? + b1z — ¢) + bo.

DOKAZ. Matematickou indukciou vzhl'adom na n.
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1. Nech n = 1. Potom podla lemy 4.4 je f(x) = q(x)(z —¢) + f(c), kde polyném
¢(z) je nultého stupna, t.j. g(z) = by € C. Ak ozna¢ime f(c) = by, tak f(z) =
bi(x — ¢) + bg. Z vety 2.1 vyplyva, Ze prvky by, by st uréené jednoznacne.

2. Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre kazdy polyném stupna mensieho ako
n. Pre polynémy f(z), z — ¢ (opit’ podla lemy 4.4) plati f(z) = (x — ¢)q(z) + f(c),
pricom polyném ¢(z) je stupiia n — 1. Podl'a indukéného predpokladu existuju teda
prvky dg,...,d,_1 € C, Ze

@) =dp_1(x — )" L4+ di(xz—c)+ do.

Po dosadeni a iprave mame

f(x)=dp_1(z—c)" + - +dy(z —c)> +do(z — c) + f(c).
Ak oznacime by = f(c) a b; = d;—1 pre kazdé i € {1,...,n}, tak dostdvame (6).
Ukazeme esSte jednoznacnost’ vyjadrenia. Predpokladajme, Ze d’alSie vyjadrenie po-
lynému f(z) je

f(@) =kpm(z—c)™ 4+ kao(z — ¢)® + ky(z — ¢) + ko.

Pretoze polyném f(z) je stupina n, tak m = n. Upravme obidve vyjadrenia poly-
nému f(z):

flx)=(z—c)(bp(z — )"t 4+ by(x — ¢) + b1) + bo,

F@) = (& =) (kn(x — )" "+ + ka(z — ) + k1) + ko.
Z toho (podla vety 2.1) vyplyva, ze
bo=ko a bu(x—c)" 1 dba(x—c)+by =kn(x—c)" b ho(z—c)+ ke,
z ¢oho (podla indukéného predpokladu) dostédvame, Ze aj

bl = k17b2 = k27"'7bn = kn7

¢im je aj jednoznacnost’ dokazana.

Zapis polynému f(x) v tvare (6) sa vola Taylorov rozvoj polynomu f(x) podla
mocnin x — ¢ alebo v bode (so stredom) c. Prvky by, ..., b, sa nazyvaju koeficienty
Taylorovho rozvoja. D4 sa ukazat’, ze

AUO)
!
pricom f((¢) = f(c), 0! = 1.
Koeficienty bg, b1, ..., b, mdzeme ale pohodlnejSie vypocitat’ pomocou Hornero-
vej schémy. Navod déva uz predchddzajtica veta. Rovnost’ (6) upravme na tvar

f(z) = (z —c)(by(x —c)" 4+ +by(x — ) + b1) + bo.

Prvok by je zvySok, ktory dostaneme pri deleni polynému f(x) dvojélenom x — ¢
(o vieme urobit’ pomocou Hornerovej schémy). Ak ozna¢ime

q1(z) =by(z — )"t by(z — ) + by,
tak po Gprave mame

(@)= (x—c)(bp(x—c)" 244 by) + by
a opit’ vidime, Ze prvok by je zvySok pri deleni polynému ¢ (z) dvojélenom z — c.
Takto moézeme postupovat’ d’'alej, takze jednotlivé ¢iastkové podiely budi oznacené
q1(z),q2(x), ..., q.(z) a b; bude zvysok pri deleni polynému ¢;(x) dvojélenom z — ¢,
pre i € {1,2,...,n}.

Vypocet koeficientov Taylorovho rozvoja polynému pomocou Hornerovej schémy

ukazeme na priklade.

b;

, prekazdé ie{l,...,n},
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6.12 PRIKLAD. Néajdeme Taylorov rozvoj polynému
flz)=2* + 32> - 222 + 324+ 1

podla mocnin x — 2. Koeficienty bg, b1, bo, b3, by ndjdeme postupnym delenim tak,
ako sme popisali vysSie.

1 —2 3 1
10 16 38

1 8 19 [39 = b
14 44

1 22 63 =0b

2 18

1 140 = by

1 |11 =bs

11=by

Taylorov rozvoj daného polynému je teda

f(z)=(z —2)* + 11(z — 2)3 + 40(z — 2)% + 63(x — 2) + 39.

Cvicenia

1. Uréte a € R tak, aby polyném z2 — 522 + 32 4+ a mal dvojnasobny korei.
Urcte treti koren.

2. Najdite Taylorov rozvoj polynému z* + 1122 + 4522+ 812+ 55 podla mocnin
x + 3.

3. Uré¢te koeficienty polynému (z —2)*+4(x —2)3 +6(z — 2)%2 +10(z — 2) + 20.

7 Polynémy viacerych neurcéitych

Okruh polynémov neuréitych z1, ..., x, nad okruhom A je okruh Alxy,...,z,],
ktory vznikne adjunkciou algebraicky nezavislych prvkov (nad A) k okruhu A (pozri
v [1], str. 67). Pod polynémom n neuréitych z1,...,z, nad polom F budeme teda
rozumiet’ vyraz (term) tvaru

k]_]_ krl

(1) agrRor . gkon pgghi gk oy g b g

n 9
kde a1,...,a, € F ak;j € N,i € {0,...,r},j € {1,...,n}. Prvky a,,...,a,
nazyvame koeficienty a sc¢itance

CLOCU,fOl . ...'xﬁonv alx,fll ' ""$ﬁ1n7 L) aTx,frl ’ xflrn
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nazyvame cleny polynému (1).

Podobne ako pre polynémy jednej neurcitej je mozné ukazat’, ze ak I’ je pole,
tak Flry,...,z,] je obor integrity.

Ked budeme d’alej hovorit’ o polynémoch n neurcitych, budeme mat’ na mysli
polynémy nad nejakym ciselnym polom a nebudeme to zvlast’ zdoraznovat’ a za-
pisovat’. Polynémy neurcitych x1, ..., z, budeme obvykle oznacovat’ f(x1,...,x,),
g(x1,...,x,) a pod. Napriklad

f($17x27x3) = 37% + x1x2T3 + 37%» 9(371,3727373) = 271 + 73, h(331,$27$3) =9

st polynémy troch neuréitych (napr. nad polom Q).

Ak st kazdé dve z n-tic [ko1, ..., kon], -, [kr1, - - -, k] TOz0E hovorime, Ze poly-
ném (1) je zapisany v normdlnom tvare. Stupriom clena axi* - ... -z, a # 0 nazy-
vame ¢islo 1 + - -+ + r, a usporiadani n-ticu [rq,...,r,] nazyvame vgskou tohoto
¢lena. Stupnom polynomu napisaného v normalnom tvare nazyvame maximalny zo
stupniov jednotlivych ¢lenov. Pre T'ubovolné dve vysky [k1, ..., ky], [m1,...,my] sa
definuje relacia < takto:

[klv‘“?kn] < [mlv"‘7mn]7

ak v postupnosti mq — k1, ..., m, — k,, je prvé nenulové ¢islo kladné. D4 sa ukazat’
(presvedéte sa), ze < je relaciou usporiadania. Clen nenulového polynému, ktory
ma v tomto usporiadani najvacsiu vysku sa nazyva vedicim ¢lenom polynému. Jeho
vysku nazyvame vyskou polynomu.

L. 12 .. .. . .
Permutaciu ¢ = | . . " ) mnoziny {1,...,n} budeme strucne zapisovat’
721 22 ... In
(11,149, ..., iy). Permutdciou polynomu f(x1, ..., x,) budeme nazyvat’ polyném f(z;,,...,z; )]
ktory dostaneme zadmenou neurcitych x, a z;,,...,x, a x; . Z uvedeného vyplyva,
7e Clen axi'-.. .-z je Clenom polynému f(xy, ..., xy,) prave vtedy, ked ax;!-. . .-x;"
je ¢lenom polynému f(x;,,...,x; ). Ak napriklad
2
f(x1, 22, 23) = 172 + T17273 + T3,
tak
2
f(xo,x3,21) = 2503 + L2371 + T1.
Vsimnime Si, ze f(ﬂ?l, o, 333) 75 f(iL'Q,CL'3,£L'1).
7.2 DEFINiCIA. Polyném f(z1,...,2,) nad polom F sa nazyva symetrickym,

ak f(xy,...,2n) = f(xi,...,x;, ) pre kazda permutaciu (iq,...,iy,).

Lahko sa da sa ukazat’ (presvedéte sa), Zze mnozina vSetkych symetrickych po-
lynémov neurcitych zq,...,xz, je podobor integrity oboru integrity polynémov n
neurcitych xq,...,x,.

7.3 PRIKLAD. Polyném
[z, T0, 20) = 2209+ 2203+ 220 + 2223+ 2201 + 2200+ 212503 + 230003 + 21100

je symetricky.

Vsimnime si, Ze ak (nejaky) symetricky polyném f(x1, 2, x3) obsahuje napriklad
¢len 22x4, tak musi obsahovat’ aj Eleny x2x3, x3x1, 373, T3T1, 379 a ak obsahuje
napriklad ¢len xlx‘;’xg, tak musi obsahovat’ aj ¢leny .’17:{’372373, a:la:za:g. ZovSeobecne-
nim tohoto pozorovania je nasledujice tvrdenie.
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7.4 VETA. Nech polynom f(x1,...,x,) je napisany v normdlnom tvare. Po-

tom f(x1,...,x,) je symetricky prive vtedy, ked s kaZdym svojim nenulovym cle-
nom axi' -...-x' a s kaZdou permutdciou ¢ mnoziny {1,...,n} obsahuje aj élen

1 . . Tn
AT py e Tl

DOKAzZ. Nech polyném f(z1,...,2,) je symetricky a nech az' -...-xI» je jeho
X 1 . . Tn * v ’
¢len. Potom AT qy * oo Ty Je ¢lenom polynému

f($¢(1), ey -Tcp(n)) = f(l'l, ey .Z'n)

Naopak, nech polyném f(x1,...,z,) obsahuje s kazdym ¢lenom ax}' - ... zl»
a s kazdou permutéciou ¢ aj ¢len ax&l) e x;’zn). Dokéazeme, ze f(z1,...,%,) =
F(@pys oo Tpm)) (6., Ze f(21,...,2,) je symetricky). Staci ukdzat’, Ze polynémy
f(@1, ... mn), f(Zpa), .-, Tpm)) obsahuji rovnaké cleny.

a) Nech azi -...-zI» je ¢lenom polynému f(x1,...,z,), nech ¢ je l'ubovolna
permuticia a 1 k nej inverznd permutécia. Potom aa:;h) Ca a:;"(n) je (podla
predpokladu) élenom polynému f(z1,...,x,) a ¢len

T1 . . Tn — 1 . . Tn
o) To(pn) = W1 T En
je ¢lenom polynému f(y,(1),- .-, Tpm))-
k n s x ; k N

b) Nech bw;j-...-x ., je clen polynomu f(wy(1), .- -, Ty (n)). Potom bzy*-.. -k
L . . k,
je ¢lenom polynému f(xy,...,x,) a (podla predpokladu) aj T jiqy oo T,y Je
¢lenom polynému f(x1,...,z,).

Z a) a b) vyplyva, ze f(z1,...,2n) = f(Ty1), -+ Tpm))-

Symetricky polyném, ktory je sti¢tom vSetkych navzajom roznych clenov ax;! -

co.oxpm, kde (i1, ..,0,) je permutdcia mnoziny {1,...,n}, nazyvame jednoduchsy
symetricky polyndm vytvoreny ¢lenom ax’'-...-zl». Struéne ho budeme zapisovat’
v tvare Y azi' -...-xln, kde ax(' - ... -zl je (zvyCajne) vedicim ¢lenom daného

jednoduchého symetrického polynému. Z vety 7.4 bezprostredne vyplyva, ze kazdy
symetricky polyném je su¢tom jednoduchych symetrickych polynémov. Symetricky
polyném uvedeny v priklade 7.3 mo6zeme teda strucne zapisat’ takto

flxy, 29, 23) = Zx%xz + Zx:{’azzxg.

Jednoduché symetrické polynémy tvaru

0-1(-,1717"'7xn) = lea
02(371,---,3711) = 2371372,

On(T1y. oy Tp) = lexz...xn,

sa volaju zdkladné symetrické polynomy. Elementarny symetricky polyném je teda
taky jednoduchy symetricky polynom, v ktorom sa vSetky neurcité vyskytuja v
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najviac prvej mocnine. Napriklad zakladné symetrické polynémy Styroch neurcitych
T1, T2, T3, T4 SU

0’1(1171, 332,1173,1174) =x1+ X2+ T3+ Xyg,

0’2(1171, To, T3, 1174) = X1T9 + T1X3 + T1X4 + ToT3 + To2Xg + T3T4,
03(21, T2, T3, T4) = T1T2T3 + T1T2%4 + T103T4 + ToaT3T4,
04(T1, %2, T3, Ty) = T1T2T3T4.

Nech f(z) je normovany polyném nad polom C. V nasledovnych tvahach ho
budeme zapisovat'v tvare

(2) f@) =an+ 013" -+ a7 + an.

Korene polynému f(z) oznaéme z1, s, ..., x,. Potom rozklad polynému f(x) na
korenové c¢initele je

(3) flx)=(x—x21)(x —x2) ... (x — ).

Ak v (2) korenové ¢initele vyndsobime, upravime a porovndme koeficienty vo vy-
jadreni (2) a (3), tak dostavame

—ay :x1+$2+"'+xn:0-1(3717"'73711)7
ay = 102 + T123 + -+ Tp_1Ty = 02(T1,. .., Ty),
(4) —a3 = T1T2X3 + T1X2T4 + -+ Tp—2Lp—-1Lp = 0'3(.’L’1, .. .,.’Bn),
(=) "ap =x122 ... Ty = 0 (T1, ..., Tp).

Vzt'ahy (4) mozu umoznit’ vypocet koretiov polynému f(x), ak st dané aj nejaké
d’alsie vzt'ahy medzi korenmi. V konkrétnych pripadoch, ked’ nemé6ze dojst’ k nedo-
rozumeniu, tak miesto o;(x1,...,z,) piSeme len ;.

7.5 PrIKLAD. N4&jdite korene polynému
f(z) =2® — V22 — b + 52,

ak viete, ze dva z korenov st navzajom opacné cisla

RIESENIE. Ak korene polynému f(z) ozna¢ime z1, 2, x3, tak zo (4) dostdvame

v+ 22 + 33 = V2,

T1To + T1x3 + Toxz = —O,
T1X2T3 = —5\/5
Korene, ktoré st opa¢né oznac¢me napr. x1, rs. Potom x9 = —x1 a z prvej rovnice

dostévame, 7e z3 = /2. Po dosadeni do druhej rovnice a tprave mame z? = 5, t.j.
21 = /5 alebo 1 = —/5.
Akil;‘lz\/g,takxz:— 5,$3=\/§.
Ak Ir1 = —\/5, tak To = \/5, I3 = \/§
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Skuskou spravnosti sa presvedcéime, ze vypocitané korene vyhovuji aj tretej rov-
nici. Korefimi polynému f(x) st teda ¢isla v/5, —v/5, V2.

Nech f(x1,72) = 23 + x3. Tento jednoduchy symetricky polyném moZeme lahko
vyjadrit’ pomocou zakladnych symetrickych polynémov. Po jednoduchej tprave do-
stavame

f(a:l,azz) = .’17% + 37% = (.’171 + .’172)2 — 2.’171.’172 = 0'% — 20'2.

Analogicky je mozné vyjadrit’ kazdy jednoduchy symetricky a teda aj kazdy
symetricky polyném.

7.6 VETA. Ku kaZdému symetrickému polynomu f(x1,...,x,) existuje prdve
jeden polynom g(yi,...,Yn),2€

fly, ... ;zn) =glo(zr, . o yxn), ooy o (21, ... ).
Polyném g(o1(z1,...,%n),...,0(x1,...,2,)) je vlastne polyném n neurcitych,
kde neurcitymi st zakladné symetrické polynémy o4, ..., o,. Dokaz vety 7.6 vyne-

chame, ale uvedieme priklad, rieSenie ktorého naznacuje postup dokazu.

7.7 PRIKLAD. Pomocou zékladnych symetrickych polynémov vyjadrime jedno-
duchy symetricky polyném

2 2 2 2 2 2 2
f(z1, 20, 23) = x1To + x1T3 + T321 + 303 + 501 + 502 = g xiTo.

Vedici ¢len polynému 3 x2xs je ¢len x2x5. Vedlicim ¢lenom stcinu oi09 je tieZ
¢len x2x5. Po vypocitani rozdielu Y- 222y — 0109 dostdvame

2 2 2
g TiTo — 0109 = g xiTe — ( g rixTy — 303)

(podrobne sa o tom presvedéte), z Coho vyplyva

f(x1, 22, 23) = Zx%xz = 0103 + 303.

Podobne postupujeme aj v komplikovanejsich pripadoch. Symetricky polyném
je suc¢tom jednoduchych symetrickych polynémov. Ku kazdému jednoduchému sy-
metrickému polynému najdeme sicin zakladnych symetrickych polynémov tak, aby
jeho vedtci ¢len bol taky isty, ako veduci ¢len daného jednoduchého polynému. Ich
rozdiel ma zrejme veduci ¢len nizSieho stupna. Takto postupujeme d’alej, az kym
vo vyjadreni nie st len zakladné symetrické polynémy.

7.8 PRIKLAD. Napiste polyném, ktorého korenimi st druhé mocniny korehov
polynému f(z) = 23 — 22 + 2z — 1.

RIESENIE. Pre korene c1, co, c3 polynému f(x) plati

0'1201+02+63:1,
09 = c1C9 + c1¢3 + coc3 = 2,

g3 = C1C2C3.
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Potrebujeme urcit’ koeficienty polynému g(z) = 23+ by 22+ byx + b3, ktorého korene

budt &isla ¢2, ¢2, ¢3. Zo vztiahov (4) pre ne dostavame

2 2 2
bl = _(Cl + Co + C3),
2 2 2 2 2 2
b2 = CICZ + 6103 + 0203,

_ 2.2 2

Jednoduché symetrické polynémy S~ c2, S c2c2, Y c2c2c2 vyjadrime pomocou zé-
kladnych symetrickych polynémov:

Zcf—a% :Zcf— (Zc%—i—Zchcz) = —209,

teda > c? = 02 — 205.

2.2 2 2.2 2.2 2 2
g cicy — 0y = g cics — ( g cicy + 2 g cicacs) = —2 g ciCac3 = —20103,

teda Y c3c3 = 02 — 20103 a nakoniec Y. c¥c3c2 = 02. Pre koeficienty by, bo, b3 tak

dostavame
by = —(02 —20;5) = —(12 -2-2) =3,
by =02 —20103=2>-2-1-1=2,

by = —02=—-12=—1

a teda g(z) = 2% + 322 + 22 — 1.

Ak polyném f(z) = x, + arz™ "t + -+ + ap_17 + a, mé korene x1, o, ..., Ty,
tak prvok
D, = (z1 — 29)*(z1 — x3)®> ..., (x1 — xp)?
(xo —x3)® ... (9 — xp)?

(xn—2 - 33”_1)2(1'"_2 - xn)Q

(xn—l - xn)Q

nazyvame diskriminant polyndmu f(x). Na diskriminant D,, sa mozeme divat’ aj
ako na symetricky polyném n neurcitych.

Polyném druhého stupia f(z) = 2% + a1z + ay s korefimi x1, 9 m4 teda diskri-
minant (z; —x3)?. Ak ho vyjadrime pomocou zékladnych symetrickych polynémov
a vyuZzijeme vztiahy (4), tak dostdvame

Dn = (.’171 — 372)2 = (.’171 + 372)2 — 4.’171372 = (—a1)2 — 4a2.

Podobne, aj pre polyném tretieho stupiia f(z) = 22 + a122 + asx + a3 je mozné
vyjadrit’ diskriminant pomocou koeficientov v tvare

2 2 2
D3 = aja3 — 4ajaz — 4a3 + 18ajaza3 — 27a3.

Vsimnime si, ze diskriminant polynému je rézny od nuly prave vtedy, ked’ neméa
viacnasobné korene.
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7.9 VETA. Nech f(x) je polyndm s redlnymi koeficientami, ktory nemd viacnd-
sobné korene. Diskriminant polynomu f(x) je kladny prdve vtedy, ked’ pocet pdrov
imagindrnych komplexne zdruZenych korenov je c¢islo parne a je zaporny, ked pocet
parov takichto korenov je c¢islo nepdrne.

DOKAZ. Pretoze f(z) je polyném s redlnymi koeficientami, tak s kazdym kore-
nom ¢ ma aj komplexne zdruzZeny koreii ¢. Pre I'nubovolna dvojicu koreiov c¢;, ¢;
nastava prave jedna z moznosti: obidva st realne, jeden je redlny a druhy imagi-
narny, obidva st imaginarne ale nie komplexne zdruZzené, s komplexne zdruzené.

1. Ak ¢;, ¢j st realne, tak (c; — ¢;)? > 0.

2. Ak (napr.) ¢; je redlny, ¢; imagindrny, tak (c¢; — ¢;)%(c; — ;)% > 0.

3. Ak ¢;, ¢; st imaginéarne ale nie komplexne zdruzené, tak (c; —c;)?(¢;—¢;)% > 0.

4. Ak ¢;, ¢j st komplexne zdruZené, tak (c¢; — ¢j)? < 0.

Z 1. — 4. vyplyva tvrdenie vety.

2.10 DOSLEDOK. Polynom tretieho stuptia s redlnymi koeficientami md tri rozne
redlne korene prdave vtedy, ked jeho diskriminant je kladny a ma jeden redlny a
dva imagindrne (komplexne zdruZené) korene prave vtedy, ked’ jeho diskriminant je
2aporny).

Cvidenia

1. Korene polynému =2 — 322 — 2z — 1 ozna¢me ¢y, ca, c3. Vypoéitajte hodnotu
vyrazu
a) cf+c3+ci,
b) &+ &+
c) (c1—c2)?+ (c1—e3)? + (ca — c3)
2. Nech c1, ¢, c3 st korene polynému 22 — 222+ x+ 1. Napiste polyném, ktory
maé korene
a) c1+2, c2+2, c3+2,
b) C1Co, CiC3, CoC3,
c) c¢1+cy, c1+ces, e+ oes,
d) ¢, 3, .
3. Rieste sustavy rovnic

a)

r+y=1
Ty = —2,
b)
22 +y?2 =13
Ty = 6,
c)
r+y+z=-3

xy+rz+yz=—1

Yz = 3,
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rT+y+z=2
x2+y2+22:6
234y + 23 =8,
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II. ALGEBRAICKE ROVNICE

Nech f(z) = anz™ + --- + a1x + ag je polyném jednej premennej nad polom
komplexnych ¢isel. Pod (algebraickou) rovnicou budeme rozumiet’ vyrokova formu
typu

(1) (f(x) =) aptn+---+a1x+ag = 0.
V praxi je casto algebraicka rovnica zapisand v tvare
(2)  (L(z) =) bpzn+---+biz+by=cnaz™+ -+cartc (=P),

kde L(z) a P(x) st polynémy nazyvané prava a lavd strana rovnice (2). Riede-
nim alebo koreriom rovnice (1) resp. (2) je ¢islo ¢ € C, pre ktoré f(c) = 0 resp.
L(c) = P(c). Riesit’ rovnicu znamena najst’ vSetky jej rieSenia. Pojem ,rieSenie
rovnice® je mozné chapat’ aj ako jej korene aj ako proces, ktorého cielom je urcenie
mnoziny vSetkych korefiov rovnice inym (zrozumitelnym) sposobom, napr. vyme-
novanim prvkov alebo vzorcom. Uréit’ korene polynému f(x) resp. uréit’ korene
rovnice f(z) =0 je len rozna formulécia tej istej tlohy.

Pri rieSeni rovnic ¢asto pouzivame ekvivalentné ipravy. Miesto pé6vodnej rovnice
potom hladdme rieSenie rovnice s nou ekvivalentnej (jednoduchsej), t.j. rovnice,
ktord ma s pévodnou rovnakt mnozinu rieSeni. PodrobnejSie o ekvivalentnych ip-
ravach pozri napr. v [1], kapitola 15.

RieSenie rovnice sa nazyva algebraickym, ak je korene mozné vyjadrit’ pomocou
jej koeficientov a pouzitim len operacii s¢itovania, odéitovania, nasobenia, delenia
a odmocnovania.

V nasledujtcich ¢lankoch sa budeme zaoberat’ niektorymi typmi rovnic, ktoré je
mozné riesit’ algebraicky a tzv. pribliZznym rieSenim rovnic.

1 Binomické rovnice

Rovnicu ™ —a = 0, kde a # 0 volame binomickd rovnica. Ak c je jej korenom, tak
Casto piSeme ¢ = {/a a hovorime, Ze ¢ je n-t& (komplexnd) odmocnina ¢isla a. Ak a je
kladné realne ¢islo, tak symbol {/a bude znamenat’ (tak, ako sme to pouzivali aj na
strednej Skole) nezaporné realne ¢islo b, pre ktoré je b™ = a. V ostatnych pripadoch
bude symbol {/a oznacovat’ jeden z korefiov binomickej rovnice ™ — a = 0.

Teraz uvedieme tzv goniometrické rieSenie binomickej rovnice.

1.1 VETA. Korene binomickej rovnice
(1) " —a=0, kde a=|al(cosa+isina),

st komplexné cisla

2k 2k
(2) = V]| <cosa+—7r+isina+—7r> pre ke {0,...,n—1}.
n n

DOxkAz. Nech ¢ = |c|(cos ¢ +isin @) je koreniom rovnice (1). Potom ¢™ = a a po
dosadeni a umocneni, pomocou Moivreovej vety, dostavame

le|™ (cos np + isinng) = |a|(cos a + isin a).
31



Komplexné ¢isla sa rovnaju prave vtedy, ked’ sa rovnaju ich absoltitne hodnoty a ich
amplitidy sa lisia o celociselny nasobok c¢isla 2. Preto

le|® = la|l, a ne=a+2kr, ke€Z,

7 ¢oho mame

2k
le| = V/|a] a g0=a+n—7r, keZ

Ak je teda ¢ koren rovnice (1), tak

n 2k . 2k
c=ck=\/m<cos—a+ 7T-I—zsm—a—i_ W), ke Z.
n

n

Skuskou spravnosti sa mozeme presvedcit, ze pre kazdé ¢ € Z je ¢ korenom
rovnice (1). Rovnica n-tého stupna ma ale v C prave n korefiov. Zvol'me len korene
oy -5 Cn—1. UkdZeme, ze pre k # 1, k,1 € {0,...,n—1} je ¢x, # ¢;. Predpokladajme,
ze ¢, = ¢y, t.j.

n a+2kr .. a4+ 2kw n a+2r .. a+2nx
la| | cos ———— +isin ——— | = {/|a| [ cos ——— +isin ——— | .
n n n n

Potom

o+ 2k o+ 2k
= + 2mm
n n

Z toho po uprave mame k — [ = m - n. Preto n deli k — [, z ¢oho vyplyva (lebo
0<|k—=1ll<mn),ze k—1=0,tj. k=1 Mnozina {c,...,ch_1} je teda mnozinou
vietkych rieSeni binomickej rovnice (1).

Kazdy z korefiov ¢ rovnice (1) mozeme (s vyuzitim Moivreovej vety) vyjadrit’

v tvare
n - 2k .. 2k
V|al <cos % 4 isin g) . (cos 5T 4 isin _7r> .
n n n n

Oznacime g = (cos %T“ + 4 sin %T’T) . Mnozina K,, = {eq,...,e,_1} je vlastne mno-

zinou vSetkych rieSeni rovnice ™ — 1 = 0 (je to mnoZine v8etkych komplexnych
odmocnin jednotky). MnozZina K,, s operdciou ndsobenia komplexnych ¢isel je cyk-
lickou grupou (pozri v [2] priklad 4.8 a kapitolu 5). Kazdy prvok grupy (K,,-),
ktory je jej generatorom, nazveme primitivnym koreriom rovnice " — 1 = 0 alebo
primitivna n-td odmocnina jednotky. Ak € je primitivna n-td4 odmocnina z jed-
notky, tak K, = {1,e,...,e" "'} (pozri napr. kapitolu 5 v [2]). PretoZe pre kazdé
ke{0,...,n—1} je

2kmr . 2km or . 2m\" k
€g = |cos — +1sin—— ) = [ cos — +1sin— | = ¢y,
n n n n

tak €1 je jednym z generatorov grupy K,,, teda je primitivhym korenom rovnice
" — 1.
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1.2 VETA. Nech c je koren binomickej rovnice x™ —a = 0 a nech € je primitivna
n-td odmocnina jednotky. Potom {c,ce,...,ce" 1} je mnoZina vietkijch koreriov
rovnice " — a = 0.

DOKAZ. PretoZe ¢ je koretiom rovnice ™ —a = 0 a € korenom rovnice " —1 = 0,
tak pre kazdé k € {0,...,n— 1} je

(c-ef)=c"-(ep)"=c"- (e =" 1=c"=qa

¢o znamena, ze aj ce¥ je korefiom rovnice 2" —a = 0.
Pretoze ¢ je primitivny koreni tak &isla 1 = €°,¢l,...,e” ! st navzdjom rdzne
a teda aj (pretoze ¢ # 0) ¢isla ¢, ce, ..., ce™ ! st navzajom rozne.

1.3 PRIKLAD. Najdeme kanonicky rozklad polynému f(z) = 2% + 1 nad polom
redlnych &isel. Pre kazdé x € R je z%+1 > 0, t.j. f(z) nem4 redlne korene. Pretoze je
to polyném z realnymi koeficientami, musi mat’ tri dvojice imaginarnych komplexne
zdruzenych korefiov. RieSenim binomickej rovnice 2% + 1 = 0 ich v8etky najdeme.
Cislo —1 = cos 7 + isin 7. Potom

V3 o1

—cos T L isin = w
co—cos6 zs1n6— 5 22,

T+2r .. 7 T .. T .
1 = COS + ¢sin :cos§+zs1n§:z,

4 4 5 5 3 1
czzcos7T+ 7T—i—isim7rt3 W:COS%jLisin%:—g—l—ig,
¢ —cos7T+67T—l—isimﬁ—i_&r—(:037—7T+isin7—7r——ﬁ—i1
° 6 6 6 2 2

T+8&r .. w4+ 8w 3m .. 37 .
C4 = COS 1 81n = C0os — + 181N — = —1,
6 2 2
cos”+10”+'s' T+ 107 COS117T+_S, 11r V3 1
sy = — 4 4sin — = — 4isin — = — —{—.
5 6 6 6 6 2 2

Pre korene cg, ¢1, ¢a, ¢3, ¢4, 5 plati ¢cg = €5, ¢1 = ¢4, co = ¢3. Ak teraz vypoditame
suciny korenovych c¢initelov, v ktorych sa nachadzaji komplexne zdruzené korene,
dostavame ireducibilné (nad polom R) kvadratické polynémy

(z —co)(x —c5) =22 — V3 + 1,
(x—c1)(x—cq) =%+ 1,

(z — ¢o)(x —c3) = 22 + V3x + 1.
Kanonicky rozklad polynému f(z) = 2® + 1 nad polom R teda je

®4+1= (22— V3z+1)(2®+1)(2® + 3z +1).

Cvicenia

1. Najdite vSetky riesenia binomickych rovnic:
a) 2°5—-1=0,
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b) 2% — 343 =0,

¢) 84625 =0,

d) 23 +1—i=0.

2. N&jdite rozklad polynému f(z) na sucin ireducibilnych polynémov nad

polom R, ak

a) f(x)=a°—1,

b) f(z)=a®-1,

c) flx)=a*+2.

2 Rovnice druhého a tretieho stupna

Rovnica
(1) ax® +bxr +c =0,

kde a,b,c € C, a # 0, sa nazyva kvadratickda rovnica. V pripade, Ze jej koeficienty
su realne cisla, pozname postup hladania korenov uz zo strednej skoly. UkaZeme,
ze analogickym postupom mozeme najst’ rieSenia kvadratickej rovnice aj v pripade,
ze jej koeficienty st komplexné ¢isla. Pre vyjadrenie korenov v takomto pripade
je potrebné poznat’ druhii komplexnii odmocninu komplexného ¢isla. S postupom
hl'adania druhej odmocniny komplexného ¢isla sme sa uz ¢iasto¢ne oboznamili (po-
zri napr. v [3] priklad 5 na strane 8). Tento postup teraz zovSeobecnime.

2.1 LEMA. Ku kaZdému komplexnému cislu a—+0bi existuje jeho druhd komplexnd
odmocnina

(2) :c=:|:<\/%( a2+b2+a>+i5\/%( a2+b2+a>),

kde d =1 preb >0 ad=—1 pre b <0.

DOKAZ. Ak z je druhd komplexna odmocnina &isla a + bi, tak 22 = a + bi. Cislo
r je komplexné, preto = u + vi, teda (u + vi)? = a + bi. Po Gprave mame

u? — 02 + 2uvi = a + bi,
7z ¢oho dostavame sistavu dvoch rovnic o dvoch (redlnych) neznamych
u? —v? =aq,
2uv = b.
Umocnenim obidvoch rovnic na druht a ich sé¢itanim dostavame
(u? 4+ v?)* = a® + b%,
7 ¢oho (pretoze a? + b2 > 0)
u® +v? = \/m.
Z rovnic u? — v? = a, u® + v? = Va2 + b2 vyplyva
u:i\/%( a2+b2+a), v::t\/%(\/m—a).
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Z rovnice 2uv = b vyplyva, ze b > 0 prave vtedy, ked’ obidve ¢isla u, v st bud’ kladné
alebo zaporné a b < 0 prave vtedy, ked” jedno z nich je kladné a druhé zaporné. Z
toho uz dostavame (2).

Priamym vypoc¢tom sa mozeme presved¢it’, Ze komplexné ¢isla dané vzt'ahmi (2)
st druhou komplexnou odmocninou z ¢isla a + b, t.j., ze 2 = a + bi.

Teraz najdeme rieSenie rovnice (1). Této rovnica je ekvivalentna s rovnicou
b c
?+ x4+ - =0.
a a,

S vyuzitim ,dopliania na $tvorec* a dal§imi dpravami polynému z? + g:c + 2
postupne dostavame

+b + +b +b2+c ”
T T ——:c T+ —+-—-——=
402  a  4a?

:(Hﬁf_mz (Hg)l (W)

2a 4a? 2a 2a
( b—\/b2—4ac) ( b+ b2 —4ac>
=l|z+ |+ ’

o 2a 2a

¢o je vlastne rozklad na korenové ¢initele, kde v/b2 — 4ac je jedna konkrétne zvo-
lend druha komplexnd odmocnina é&isla b% — 4ac. Z uvedeného vyplyva nasledovné
tvrdenie.

2.2 VETA. Korene kvadratickej rovnice (1) si komplexné cisla

—b+ Vb2 — 4dac —b — Vb2 — 4dac

r1 = ro =
2a ’ 2a ’

kde symbol v/b%2 — 4ac oznacuje jednu zvolent druhi komplexni odmocninu cisla
b? — 4ac.

2.3 PRIKLAD. Najdeme rieSenie rovnice z2 — (5 + 4i)x + 6 + 8 = 0. V tomto
pripade je a = 1, b = —(5 + 4i), ¢ = 6 + 8i. Potom

Vb2 —dac = V—15 + 8i = £(1 + 449).
Zvolime /—15 + 8 = 1 + 47 a dostavame

r1 = 3+ 41, To = 2.

Dalej sa budeme venovat’ rieSeniu rovnice tretieho stupiia (kubickej rovnici).
Rovnica
azd + bz’ +cx+d=0, a#0,a,bc,deC

sa nazyva kubickou rovnicou. Kazda takato rovnicu je mozné ekvivalentnou tipravou
upravit’ na normovany tvar, t.j. na rovnicu tvaru

(3) 22 + asx® + a1z + ag = 0.
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Ak pouZijeme substitticiu x = y — %, tak dostaneme kubickt rovnicu

(4) ¥ +py+q=0,

3
4a; aiaz

kde p = a1 — %, ¢ = 52— “3* +ay, ktord sa nazyva redukovanou kubickou rovnicou

(koeficient pri 2 je 0). Zavedieme d’alsiu substiticiu y = u + v. Potom

(utv)®+plu+v)+¢g=0

a po uprave
u? + 0%+ (Buv +p)(u+v) + ¢ =0.

Ak u, v zvolime tak, aby 3uv +p =0, t.j. uv = — &, tak

3

3 3 3,3 p
u” +v° = - a U vT = ——.
1 927

V takomto pripade mozeme u2, v3 povazovat’ (pozri (4) na str. 28) za korene kvad-
ratickej rovnice
2 P’
2 +qz——==0
q o7 )

ktort volame kvadratickou rezolventou kubickej rovnice. Jej korene st

g B
s 2+\/2 3 2

. zvsz_z_\/<z)2+(zz)3:_z_i T
2 2 2 3 2 18 3

kde D3 = —4p® — 27¢? je diskriminant redukovanej kubickej rovnice (4). Pre zapis
¢isla y = u + v mame teda celkove devit’ moznosti. Ak oznacime

jednu (z troch moznych) tretiu komplexnt odmocninu ésla — 2 + £+/=3Dj, tak v

N . v ) o P . o D N
vypocitame (jednoznacne) zo vztahu uv = —% (t.j. v1 = —35-) a oznacime ho

Ked sme jednu z tretich komplexnych odmocnin ¢isla i/ -2+ 1—18\/—3D3 oznacili
uy, tak d’alsie jeho dve tretie komplexné odmocniny si, podla vety 1.2, uy = cuq,
us = €2uq, kde € je primitivny koreii rovnice 22 = 1, t.j. € = —% + %z\/g K nim

prislusné cisla vy, vg uréime zo vztahu uv = —%’:

. b b v 2
Vg = ——— = — = — = v,
3U2 3U1€ €
VU3 = bo_ b —Ul—ve
3= — = - = - =1
3us 3ue? g2



Pre y1, y2, y3 tak mame

Y1 = u1 + v1,

_ 2
(5) Y2 = u1€ + v1€7,
2

Y3 = u1e” + vie
z ¢oho uz, vzhladom na substiticiu z = y — %, moéZeme korene 1, w2, T3 rovnice
(3) Tahko vypocitat. Skuskou sa mozeme presvedcit’, ze ¢isla yi, y2, y3 st korenmi
rovnice (4), resp., ze ¢isla x1, 2, 3 st korenimi rovnice (3).

Ziskané vysledky sformulujeme (pre redukovant kubickt rovnicu) v nasledovne;j
vete.

2.3 VETA. Kubickd rovnica y> + py+q =0, p,q € C md riesenie

= f/—g + L /8D, + f/—g L5

h 2 T 18 5 2 18 5
—ey/-4 4~ \/23D 4 /3D

Y2 8\/ 2 + 18 3 3 +e€ 9 18 3 3

93] q 1 i’/ q 1

_e2e-4 L = /3D 4 _ /33D

Ys 3 \/ 2 + 18 3 3 +¢€ 9 18 3 3

kde D3 = —4p® — 27¢? je diskriminant tejto rovnice a € je primitivna tretia odmoc-
nina jednej.

Riesit’ kubickd rovnicu s vyuzutim Cardanovych vzorcov nie je prakticky vel'mi
vyhodné.

2.4 PRIKLAD. Dahko sa presvedéime, Ze korene kubickej rovnice 23 —322+x+5 =
0 su ¢isla —1, 2414, 2—14. Substiticiou x = y+1 ju upravime na redukovani kubickt
rovnicu y2 —2y+4 = 0. Jej korene st ¢isla —2, 144, 1 —i (presvedéte sa). S vyuZzitim
Cardanovych vzorcov dostavame

10 10
Y1 = §/—2+§\/§+§/—2—§\/§7

1 1

Y2 26\3/—2+§0\/§+52\3/—2— 50\/5,
/ 10 / 10

y3:€23 —2—1-5\/5—1-83 —2—5\/3.

Pretoze y; je realne dislo, tak y; = 2, ¢o v8ak z daného vyjadrenia nie je bezpro-
stredne vidiet’ (urobte pribliZny vypocet korenov y1, ya, y3).

Este komplikovanejSia je situacia, ked’ kubickd rovnica ma vSetky korene re-
alne, t.j. ked’ D3 > 0. V tomto pripade st realne korene vyjadrené v komplexnom
tvare (lebo v/—3Dj3 je imaginarne ¢islo). Uvedeny postup neméd teda pre praktické
vypoCty velky vyznam. jeho vyznam je vSak najmé teoreticky a historicky lebo
hladanie riesenia kubickej rovnice prispelo k vytvoreniu tedrie komplexnych c¢isel.

PozNAMKA. Podobnym sposobom sa daji algebraicky riesit’ aj vSetky (algeb-
raické) rovnice $tvrtého stupna. Nérsky matematik Abel a franctzsky matematik
Galois dokazali, ze vSeobecne nemozno riesit’ rovnice vyssieho ako stvrtého stupna.
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Cvicenia

1. Rieste rovnice:
a) 22— (2+i)r+T7i—1=0,
b) 2+9)2®>—(B—-i)r+2—-2i=0,
c) 22— (6—4i)x+5—12i=0.
2. Polyném z* — 322 + 4 rozlozte
a) na koreniové Cinitele,
b) na sucin ireducibilnych polynémov s realnymi koeficientami.
3. Najdite rozklad polynému z* 4+ 622 + 922 + 100 na ireducibilné polynémy
v R[x].
4. Néjdite vietky (komplexné) korene polynému x* + 222 — 24z + 72.
5. Pomocou Cardanovych vzorcov rieste rovnice:
a) z®— 92?4 36z — 28 =0,
b) x*— 15z +22 =0,
¢) x4+ 10.

3 Reciproké rovnice

Niektoré rovnice je mozné riesit’ tak, ze pomocou vhodnej substitiicie znizime jej
stupen. Jednoduchym prikladom st tzv. bikvadratické rovnice, t.j. rovnice tvaru

x4+p:v2—|—q:0, p, q € C,

ktoré rieSsime pomocou substittcie ¥y = x2. Vo vieobecnosti, z rovnice

(1) aknxk" + ak(n_l)xk("_l) + -+ akxk + apgp = 0
dostavame pomocou substitiicie y = 2* rovnicu
(2) apny” + ak(n_l)yn_l + -+ ary +ag = 0.

Je mo7né ukazat), 7e kazdé rieSenie o rovnice (1) je rieSenim niektorej rovnice z* —
B =0, kde 8 je vhodné rieSenie rovnice (2).

3.1 PRIKLAD. Néjdeme vietky (v C) rieSenia rovnice z® — 523 — 14 = 0. Ak
pouzijeme substiticiu y = 23, tak dostdvame rovnicu y? — 5y — 14 = 0. Korene
tejto rovnice st y; = 7, yo = —2. RieSenim binomickych rovnic

2=7 a 2= -2
dostaneme vSetkych Sest’ korenov pévodnej rovnice:

1 /3 1 /3
331:\3/?7 332:3/?(—54-%), 333:\3/?(——_2—>7

1 3 1 v 3
l’4=—\3/§, 335:—\575(—54-%), $6=—32<———Z—).

Urobte vsetky potrebné vypocty podrobne.
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Zmnizenie stupna rovnice pomocou vhodnej substitiicie vyuzivame aj pri rieSeni
tzv. reciprokych rovnic.
Polyném
—1
f(2) = apz"” + ap_12" ' 4+ + a1z +ag, a, #0,n>1,
sa nazyva kladne reciprokym polynomom, ked’

a; = an_i, prekazdé i€ {0,1,...,n}.

Ak f(z) je kladne reciproky polyném, tak rovnicu f(x) = 0 nazyvame kladne
reciprokou rovnicou.

3.2 VETA. Polyném f(z) = apr™+an_12" 1+ - +aiz+ag je kladne reciprokyjm
polynomom prave vtedy, ked’ pre kazZdé x # 0 je

1
© r@=ar ().
x
DOkAz. Ak f(z) je kladne reciproky polyném, tak ho mozeme zapisat’ v tvare

f(x) =aex™ + arz" "t + -+ a1x + ao.

7 toho, po uprave, dostédvame

1= (wran (£ eoevan () (1)),

£.j.
flay=amf (+
— —
Naopak, nech f(z) = 2™ f (1). Potom
1 n 1 n—1

anx™ + ap_12" "+ -+ ag = 2" (an (;) + an_1 <E> +- 4 a0> .
Porovnanim Tavej a pravej strany dostdvame, Ze pre kazdé ¢ € {0,1,...,n} je a; =
Ay —j -

R|m

3.3 DOSLEDOK. Ak kladne reciprokd rovnice md koren «, tak md aj koren

DOKAZ. Pretoze kladne reciprokéd rovnica méa koeficient a,, # 0 a a,, = ag, tak
kazdy jej koren je nenulovy. Ak « je korefiom kladne reciprokej rovnice f(x) = 0, t.j.
f(a) = 0, tak z predchadzajicej vety dostavame, Ze o™ f (é) =0, teda aj f (é) =0
¢o znamena, ze aj % je koren kladne reciprokej rovnice f(x) = 0.
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3.4 DOSLEDOK. Nech f(x) je kladne reciprokyj polyndm nepdarneho stupnia. Po-
tom f(x) = (x4 1)g(z), pricom g(x) je kladne reciproky polyndm pdrneho stupria.

DOKAz. Dosadenim ¢isla —1 do (3) dostavame (—1)" f(—1) = f(—1) a po Gprave
mame f(—1) = 0, teda —1 je koreii polynému f(z). Podla Bezoutovej vety (veta
4.3) potom f(z) = (x+1)g(x), pricom g(z) je polyném parneho stupha. Z poslednej
rovnosti (pre kazdé x # 0) méme f (1) = (2 +1)g(2). Ak z poslednych dvoch
rovnosti dosadime f(z) a f (1) do (3), tak po tiprave dostaneme (pre z # —1)

g(x) ="ty G) :

Priamym dosadenim sa mo6zeme presvedcit’, ze uvedeny vzt'ah plati aj pre x = —1.
Z vety 3.2 potom vyplyva, Zze g(z) je kladne reciproky polyném (parneho stupia
n—1).

Polynom
f(@) = apa" + ap_12" "+t arr +ag, an #0,n > 1,
sa nazyva zdporne reciprokym polynomom, ked’
a; = —an_;, prekazdé i€ {0,1,...,n}.

Ak f(z) je zaporne reciproky polyném, tak rovnicu f(z) = 0 nazyvame zdporne
reciprokou rovnicou. Analogickym spdésobom, ako vetu 3.2 a dosledky 3.3, 3.4 je
mo’né dokazat’ aj nasledujtce tri tvrdenia (podrobne si ich dokazy zapiste).

3.5 VETA. Polynom f(x) = apaz™ + apn_12" 4+ -+ a1z + ag je zdporne recip-
rokym polyndmom prdve vtedy, ked’ pre kaZdé x # 0 je

f(a) = —a"f (%) .

3.6 DOSLEDOK. Ak zdporne reciprokd rovnice md koren o, tak md aj koren %

3.7 DOSLEDOK. Nech f(x) je zaporne reciproky polynom. Potom f(x) = (x —
Dg(x), pricom g(x) je kladne reciproky polyndm.

7 dosledku 3.4 a dosledku 3.7 vyplyva, Ze pri rieSeni reciprokych rovnic sa mo-
zeme obmedzit’ na kladne reciproké rovnice parneho stupna. Kladne reciproki rov-
nicu parneho stupna je mozné vyjadrit’ v tvare

(4) aoz®™ + a1z®™ P4+ -+ ayx+ag=0.
Ak tito rovnicu vynasobime vyrazom x%, tak po uprave dostavame

1 1 1
(5) ao (azm—i— a:_m> + a1 <xm_1+ xm—1> R o <a:—|— E) + am = 0.

Oznafme (zaved'me substiticiu)

(6) r+ —=y.



Postupnym umocnovanim a tpravami mame

1
.’l]'2+—2:y2 2,
x
3, 1 3_3
T+ ==y Y,
x
1
x4+—4=y4—4y2+2,
x

Po dosadeni do (5) dostavame rovnicu m-tého stupna
@ b + -+ by = .

Po jej vyrieSeni (ak ju vieme riesit’) a po postupnom dosadeni jej m koreiiov do (6)
rieSime eSte m kvadratickych rovnic. Ich rieSenia st uZz rieSenim rovnice (4).

3.8 PRIKLAD. Néajdeme vSetky rieSenia polynému

(8) f(z) = 2® + 225 — 22* + 22% — 22 — 1.

RIESENIE. Polyném f(z) je zdporne reciproky. Jeho koretiom je ¢islo 1 a preto

f(z) = (z = 1)g(z),

kde
g@) =2+ 32" +2* +2? + 3x + 1

je kladne reciproky polyném neparneho stupna, ma teda koren —1 a preto

9(@) = (z + 1)h(z),

kde
h(z) =a*4+22% — 22 + 20+ 1

je kladne reciproky polyném parneho stupna. Ostava teda vyriesit’ kladne reciproki
rovnicu

(9) et 4223 — 22+ 22 +1=0.

Ak vynasobime tato rovnicu vyrazom T% a upravime ju, tak dostavame

1 1
<x2+—2>+2<x+—>—1:0.
X €

Pouzitim substittcie y = x + % mame kvadraticka rovnicu

(10) y? +2y —3 =0,
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ktora ma korene y; = 1, yo = —3. Pre x teda plati
1 1
r+—-=1, T+ — = -3,
x x
7 ¢oho dostavame dve kvadratické rovnice
?—z+1=0, 22 +3r+1=0.
Ich rieSenim dostdvame vSetky rieSenia rovnice (9):

1+iV3

—3+iV/5
2 ’ )

Ti2 = 5

T34 =

Reciproky polyném (8) mé teda tieto korene:

1+4v/3 1-iv3 =3+i/5 -3—-iV5

17 _1>
2 2 2 2

Substiticia y = x + % umoziuje znizit’ stupen kladne reciprokej rovnice parneho
stupna na polovicu a previest’ rieSenie reciprokej rovnice na rieSenie inej algebraic-
kej rovnice. Vo vSeobecnosti je mozné algebraicky riesit’ nanajvys kladne reciproké
rovnice deviateho stupiia (lebo tie maji koreni —1) a zdporne reciproké rovnice
desiateho stupnia (tie maja korene 1 a —1).

Cvicenia

1. Rovnicu 2 + 22 + 1 = 0 rieste ako
a) bikvadratick,
b) reciproki.

2. rovnicu x° — 1 = 0 rieste ako
a) binomick,
b) reciproki.

3. Rieste rovnice
a) at—223 —2%2 -2 +1=0,
b) zt+ 223+ 22+ 22 +1=0,
c) 28+t +22+1=0,
d) 4ab+at+23+2%2-3x+1=0.

4 Priblizné rieSenie rovnic

Algebraickymi metédami vieme riesit’ len niektoré typy algebraickych rovnic, ako
st napr. rovnice 2., 3., 4. stupna, binomické rovnice, reciproké rovnice. Existuju
v8ak tzv. numerické metddy rieSenia rovnic, pomocou ktorych je mozné vypocitat’
jej korene s 'ubovolnou, dopredu zadanou presnost'ou. Niektoré z tychto metod je
mo’né pouzit’ nielen pre algebraické rovnice, ale aj pre rovnice tvaru f(z) = g(z),
kde f(x), g(z) st 'ubovolné redlne funkcie premennej x. Takéto metédy vyuziva
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napr. aj vypoctovy systém Mathematica - A System for Doing Mathematics by
Computer. V prirucke [5] je v kapitole 5.2 uvedené:

Ak rovnice obsahuju len linearne funkcie alebo polynémy nizsich stup-
nov, na ich numerické rieSenie mozeme pouzit’ funkciu NSolve, ktora
nepozaduje zadanie poc¢iato¢nej hodnoty a vypocita vSetky rieSenia. Ak
v8ak rovnica obsahuje komplikovanejsie funkcie, potom jej rieSenie musi
systém Mathematica hladat’ s pouzitim numerickej metdédy na riesenie
nelinedrnych rovnic. Tu uz musime pouzit’ funkciu FindRoot, v ktorej
vzdy zadavame pociatoé¢ni hodnotu premennej. Aj ked’ ma rovnica viac
rieSeni, FindRoot vrati vZdy len jedno rieSenie, ktoré najde ako prvé. Ak
chceme najst’ d’alSie rieSenie, musime zmenit’ pociatoéni hodnotu pre-
mennej. Funkcia FindRoot je schopna najst’ aj komplexny koren, ak ako
podiatoéni hodnotu zaddme komplexné ¢islo. Ak zadame jednu pocia-
to¢ni hodnotu, FindRoot pouzije na hladanie korena Newtonovu me-
tédu. Ak zadame prvé dve hodnoty aproximaécie, pouziva sa metdda
secnic. Obidve metody su vSak vel'mi citlivé na vol'bu pociato¢nej hod-
noty (resp. hodnét). Pri nevhodnej vol'be, vzdialenej od hodnoty korena,
buda metddy divergovat’.

Strucne naznac¢ime hlavné myslienky spomenutych dvoch metdéd, Newtonovej me-
t6dy a metddy tetiv (secnic).

Mnozinu vietkych bodov, ktorych stradnice x, y spliiaji rovnicu y = f(z), na-
zyvame grafom funkcie f(x).

Predpokladajme, Ze v intervale (a, b) leZi prave jeden koren ¢ funkcie f(z) a Ze v
tomto intervale je dana funkcia rastica alebo klesajica a konkavna alebo konvexna.
Nech napr. funkcia f(z) je na intervale (a,b) rasttca (t.j. pre kazdé = € (a,b) je
f'(z) > 0) a konvexna (t.j. pre kazdé = € (a,b) je fP(z) > 0).

V bode B = [b, f(b)] zostrojime doty¢nicu (pozri obr. 1). Priesecnik tejto dotyc-
nice s osou x je bod [by,0]. Pre smernicu doty¢nice plati

b
ro =720
z ¢oho po uprave mame
by =b— 1) .
f1(b)

Ak v bode [by, f(b1)] zostrojime opit’ doty¢nicu, tak analogicky pre suradnicu by
jej priesecnika [by, 0] s osou x dostavame

f(b1)
by = by — .
SR IO

Tento postup opakujeme a dostaneme postupnost’ (v tomto pripade klesajicu)

b07 blv b27 ’
kde

f(bx,)

(1) bo = b, bk+1 = by — f/(bk)v ke N,
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o ktorej sa da dokazat’, ze konverguje ku korenu ¢ funkcie f(z).

y I

Obr. 1

Tato metéda hladania korefia (presnejsie jeho pribliznej hodnoty) sa nazyva
Newtonova metdoda alebo metoda totycnic. VSimnime si, Ze je nutné vhodne zvolit’
krajny bod intervalu, v ktorom zacneme zostrojovat’ dotycnicu. Bude to ten krajny
bod intervalu (a, b), v ktorom funkéné hodnoty danej funkcie a jej druhej derivacie
maji rovnaké znamienko (v naSom pripade to bol bod B).

Dalsou metédou, ktorou mozeme vypocitat’ pribliznt hodnotu koreiia ¢ je metéda
tetiv. Zostrojme tetivu uréentt bodmi A = [a, f(a)], B = [b, f(b)], obr. 2. Této tetiva
pretina os x v bode [a1,0]. Smernica tejto tetivy je
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Ak tato smernicu vyjadrime pomocou bodov [a, f(a)], [a1,0], tak
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Podobne tetiva uréend bodmi A; = [a1, f(a1)], B pretina os x v bode [az, 0], kde
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f(b) = f(a1)
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Ak tento postup opakujeme, dostaneme postupnost’ (v tomto pripade rastiicu)
Gp, A1, A2, ... )

kde
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o ktorej sa da dokazat’, Ze konverguje ku korenu ¢ funkcie f(x).
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Obr. 2

Pri tomto postupe zostava pevnym bodom intervalu ten jeho krajny bod, v ktorom
funkéné hodnoty danej funkcie a jej druhej derivacie maji rovnaké znamienko.

Analogicky postupujeme aj v d’alsich pripadoch, t.j. ked’ dana funkcia je rastica
a konkavna alebo klesajica a konvexnd alebo klesajica a konkdvna (nacrtnite si
tieto jednotlivé tri pripady).

PozNAMKA. Tabulky, grafy a niektoré zapisy (napr. rieSeni) patriace k nasle-
dovnym prikladom uvedieme v prilohe. Budu zapisané tak, ako ich znazornuje Mat-
hematica a nebudeme ich osobitne komentovat’, pretoze z kontextu bude ich vyznam
zrejmy. Aj v zapisoch desatinnych ¢isel budeme niekedy pouzivat’ desatinnt bodku.

4.1 PrRIKLAD. Néjdeme pribliznt hodnotu kladného korena polynému f(z) =
22 — 2, (t.j. pribliznd hodnotu &sla v/2)pomocou Newtonovej aj tetivovej metédy.
Tato hodnotu vlastne dobre pozname (jej pribliZzna hodnota na osem desatinnych
miest je 1.41421356) a budeme moct’ teda porovnat’, ako rychlo sa k nej jednotlivymi
metddami priblizime. Pre vypocet pouzijeme tabulkovy editor EXCEL. Uvazujme
napr interval (0.5,2.5), v ktorom je dana funkcia rastiica a konvexné a v ktorom
lezi jej kladny koren (pozri obr. 3 v prilohe). V tabulke (tab. 1 v prilohe) uvedieme
hodnoty

b=0by=2.5, by, ba, ..., big
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pre Newtonovu metédu a hodnoty
a = Qo :05, a, az2,..., aie

pre metddu tetiv (na osem desatinnych miest). V naSom pripade ma (1) tvar

b —2
b0=b=2.5, bk+1=bk— , ke N
2by
a (2) mé tvar
2.5 — ag

ag = a = 0.5, k41 =0 — ——5 - (@
6.25 — a2

(podrobne sa presvedcte)

D4 sa ukazat’ (v tomto konkrétnom pripade to vidime z tabulky), Ze Newtonova
metdda je rychlejsia ako metdda tetiv. Ak obidve metdédy skombinujeme, tak sa
ku korenu blizime z obidvoch stran a v kazdom kroku je mozné urcit’ presnost’,
s akou sme sa ku hladanému korefiu priblizili. Pre kazdé i € {1,2,...,16} mame
urceny interval {(a;, b;) v ktorom lezi hladany koren (t.j. pozndme ho s presnostou
do b1 — Q.

Ak pre hl'adanie koreniov pouZijeme napr vypoctovy systém Mathematica, mo-
zeme graf danej funkcie znézornit’ a korene najst’ napr. pomocou uz spominanych
prikazov NSolve alebo FindRoot. Pritom je uzito¢né poznat’ interval, v ktorom lezia
vsetky redlne korene danej funkcie. V pripade polynému moézeme vyuzit’ napriklad
nasledovné tvrdenie.

4.2 LEMA. nech f(x) je polynom s redlnymi koeficientami. Ak v Taylorovom
T0ZV0J1
fx)=bp(x —c)" +---+bi(x—c)+ by

v bode ¢ > 0 su vsetky jeho koeficienty kladné, tak kaZdy realny koren polynomu
f(x) je mensi ako c.

DOKAzZ. Ak z > ¢, tak zrejme f(z) > 0, ¢o znamend, Ze neexistuje koren vicsi
alebo rovny ako c.

4.3 PRIKLAD. S vyuZitim systému Mathematica zobrazime graf polynému
(3) fz) = 112°% — 72° — 102* + 2923 — 262> 4+ 92 — 1

a najdeme jeho redlne korene. Najprv najdeme interval, v ktorom lezia vSetky
realne korene. S pouzitim Hornerovej schémy najdeme Taylorov rozvoj polynému
f(x) podla mocnin z — 1. Dostdvame

flz) =11(z—1)54+59(x —1)° +120(x — 1)* +139(x — 1)> 4+ 96(x — 1)2 +35(z — 1) +5.

Podla lemy 4.2 st teda vSetky korene polynému (3) mensie ako 1. Dolnd hranicu
polynému f(x) ndjdeme tak, Ze do (3) dosadime 2 = —y. Dostavame polyném

(4) g(y) = f(—y) = 11y° + 7y° — 10y* — 29y° — 26y> — 9y — 1.
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N4jdeme hornt hranicu ¢ pre redlne korene polynému (4). Cislo —c¢ je potom zrejme
dolnou hranicou polynému (3). Priamym dosadenim zistime, ze g(1) = —57. Pomo-
cou Hornerovej schémy zistime, Ze g(2) = 413 (tabulka 2 v prilohe). Pretoze vSetky
¢isla v poslednom riadku st kladné, tak aj vSetky koeficienty

bO :9(2)7 b17 b27 b37 b47 b57 b6

Taylorovho rozvoja polynému g(y) podla mocnin y — 2 budua kladné, ¢o znamen4
(lema 4.2), Ze ¢islo 2 je hornou hranicou korefiov polynému (4) a ¢islo —2 je dolnou
hranicou korefiov polynému (3). VSetky redlne korene polynému (3) lezia teda v in-
tervale (—2,1). Ak zobrazime graf tohto polynému pomocou systému Mathematica,
napr. v intervale (—2,2) (obr. 4 v prilohe) vidime, Ze jeden z korenov lezi v intervale
(—2,—1.5). Separovat’ d’alsie korene, t.j. ur¢it’ intervaly, v ktorych lezi prave jeden
koren, z daného obrazku zatial nevieme. Ak zobrazime graf tejto funkcie napr. v
intervale (—0.1,0.8) (obr. 5 v prilohe) vidime, ze d’alsi z korehov lezi v intervale
(0.2,0.3), d’alsi v intervale (0.4,0.5) a posledny v intervale (0.6,0.7). Posledné dva
korene st zrejme imaginarne.
a) Ak zaddme (v systéme Mathematica) pre polyném (3) prikaz

FindRoot[f[z] == 0, {z, bo}],

tak Mathematica najde prislusny koren pomocou Newtonovej metddy, pricom ako
pociato¢ni hodnotu pouzije ¢islo bg. Pre by = 0.7 dostaneme koren x = 0.618034
(pozri A. v prilohe).

b) Ak zadame prikaz

FindRoot[f[z] == 0, {z, {ao, bo}}],

tak Mathematica ndjde prislusny koren pomocou tetivovej metddy, pricom ako prvé
dve hodnoty sa pouziju ag a by. Pre ag = 0.6, bg = 0.7 dostaneme z = 0.618033
(pozri B. v prilohe).

¢) V takom jednoduchom pripade (pre systém Mathematica) ako je nas polyném
(3), zvladne Mathematica hladanie korefiov pomocou prikazu NSolve bez toho, aby
sme zadavali nejaké pociatocné hodnoty a vypise aj imaginarne korene. V tomto
pripade tak dostéavame (pozri C. v prilohe)

r1 = —1.61803, x2 =0.216542, x3=0.419821, x4 = 0.618034,
x5 = 0,5 —0.8660257, x¢=10,5+ 0.8660257%.
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