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Kapitola 1

Matematické tilohy a ich rieSenia

Ak som wvidel d’alej, bolo to preto, Ze som stdl na pleciach obrov.

— Isaac Newton

... Vzdeldvacie institucie — nielen u nds, ale aj v mnohijch krajindch vrdtane Svédska — stratili
autoritu a vdzZnost, lebo v posledngch rokoch sa aZ prilis zacali venovat’ hl'adaniu mozZnosti, ako
robit’ veci tak, nech tie deticky netrpia, nedostdvaju informdcie, ktoré by ich mohli rozrusit, ¢i nie
st v sulade s niektorym aspektom ich citlivej duSe a este viac citlivej duSe ich nahnevanej matky a
agresivneho otca.

Skolstvo je aj vo gvédsku, ako prizndva Wikforssovd, v katastrofdlnej situdcii. Ani nie tak preto, Ze
by prestarnuty ucitel’sky kolektiv technologicky nezvlddal svet digitdlnych domorodcov, teda
sucasnych “smart” deti. Najudcsi problém je, Ze snaha o prehnane politicky korektné a
individualizované ucenie cez rozne projekty (konstruktivistickd pedagogika — poznanie je konstrukt a
ucdenie sa nemd prendSat’ z ucitel’a na Ziaka, ale pedagdg md viest’ Ziaka pri vlastnom ziskavani
poznania) vedie k samotnému popretiu principu Skoly ako institucie. Aj ked’ tézy o tom, ako md
fungovat’ spoluprdca uditel’ — Student, aké tvorivé md byt’ vyucdovanie, ako treba podporovat’
individudlne zdujmy, zneji dobre ako projektové ndplne pre Ziadosti o granty a fondy, vysledkom
je, Ze uroveri poznania a kritického myslenia u Ziakov rapidne klesd. Ako hovori Isaac Newton,
stogime na pleciach svojich predchodcov. A ak sa o nich Ziaci nedozvedia, pretoZe nedostani
zdkladny subor faktov, na ktorgch stoji spoloénost’, jednoducho zablidia. Ak maji robit’ deti
vyskumné prdace a nemaju zdklady metodoldgie a hlboké znalosti faktov, tak tie prdace skoncia ako
kompildt z internetu (v com je vicsina Studentov zdatnejSia ako ich ucitelia), alebo ako zndska
informdcii, ktoré Student obhdji slovami — ja to tak vidim.

— Martin Kasarda: Pravda nie je nikdy jedna (recenzia na knihu Asa Wikforss: Alternativne
fakty), Magazin o knihach, September 2021, strana 4

V tejto kapitole sa pridizame knihy [FT]|, v ¢asti 1.3 pouzijeme |La].
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8 KAPITOLA 1. MATEMATICKE ULOHY A ICH RIESENIA

1.1 Matematické tlohy

Moje idedly, ktoré mi vidy Ziarili na cestu a znova a znova ma napliiali radostnou odvahou Zit, boli
ldskavost’, krdsa a pravda ... Prdzdne ciele ludského iusilia — magjetok, povrchnyj wspech, prepych —
sa mi vidy videli opovrhnutiahodné.

— Albert Einstein

Verte tym, ktori hladaju pravdu. Pochybugjte o tych, ktori ju nasli.
— André Gide

1.1.1 Matematicka tloha a jej analyza

Pravda sa nestdva pravdivejsSou tym, Ze s niou suhlasi celyj svet, ani menej pravdivou, ked’ s 1ou
celyj svet nesihlasi.

— Maimonides

Matematickd tloha je poziadavka alebo otazka, na ktord treba najst’ odpoved’, vyuzivajic to,
¢o je zadané v tlohe. Ak chceme vyriesit’ ulohu, teda najst’ pozadovant odpoved’, potrebujeme
najskor analyzovat’ ilohu, teda ujasnit’ si podmienky ulohy (to,¢o je dané) a poziadavky ilohy (to,
¢o mame néjst’, urcit’, na aké otazky mame uviest’ odpovede). Potrebna hibka tejto analyzy zévisi
najmaé od toho, ¢i je ndm znamy typ wloh, ku akym patri dané uloha. Ak &no, postaci jednoduchsia
analyza a ak nie, potrebujeme hlbsiu analyzu. Umenie analyzovat’ matematickd ulohu, preniknut’
do jej podstaty, to je to hlavné v akomkol'vek kurze rieSenia matematickych tloh. Tu je vhodné
pripomenut’ si vyrok:

Ak sa chcete naucit’ plavat’, smelo vojdite do vody. Ak sa chcete naucit’ riesit’ tlohy,
rieste ich! (G. Polya)

Podmienky tlohy, teda to ¢o je dané, to st nejaké objekty (jeden alebo viac) a nejaké ich
charakteristiky. Poziadavka tlohy spoc¢iva v tom, néjst’ este nejaka (neznédmu) charakteristiku
nejakych objektov.

Mozno sa pytat’, ¢i je vobec potrebna analyza tlohy. Ved ked’ v skole rieSime tulohu (napr.
hl'adame korene kvadratickej rovnice), obvykle sa nam nezda, ze by sme vobec nejaku analyzu
robili (napr. pouzijeme vzorec pre korene kvadratickej rovnice). To sa nam vsak len zdé4, lebo sme
napr. zvyknuty na typ tulohy a vieme ako postupovat’ — v skutocnosti vsak aj tak ti analyzu
vykonévame, no napr. len ustne, pocas chodu riesenia tlohy, len si to neuvedomujeme (musime
si predsa ujasnit’, Ze ide o kvadraticka rovnicu a aké ma koeficienty). Bez analyjzy tlohy nie je
mozné ulohu vyriesit’! To sa stava zrejmym, ak stojime pred nejakou zlozitou tlohou takého typu,
s akym sme sa eSte nestretli.

1.1.2 Schematicky zapis tlohy

Kazdd pravda md dve strany; je dobré pozriet’ sa na obe, skor neZ sa k jednej z nich priklonime.

— Ezop

Vysledky naSej analyzy tlohy je ¢asto vhodné nejako zafixovat’, zapisat’. Kvoli prehl'adnosti,
aby sme sa neutopili v zaplave slov, je najvhodnejSou formou schematicky zdpis ulohy. Takyto
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zapis nie je potrebny napr. u tloh typu “rieste rovnicu", ¢i inych uloh zapisanych symbolickym
jazykom, lebo vtedy napr. staci analyzu tlohy vykonavat’ tstne, pocas chodu rieSenia a nie je
nutné ju zapisovat’. AvSak napr. pri slovnych tlohach ¢ réznych geometrickych tlohach sa bez
schematického zapisu neobideme.

Pri schematickom zapise:

e Pouzivame rozne oznacenia, symboly, obrazky.

e Jasne vyznacime vSetky podmienky a poziadavky tlohy, pricom v zapise kazdej podmienky
uvedieme prislusné objekty a ich charakteristiky.

e Uvadzame len to, ¢o je nevyhnutné pre rieSenie tlohy, vSetky ostatné podrobnosti vyneché-
vame.

Pri schematickom zapise geometrickych ale aj niektorych inych tloh je uzitoéné vyuzivat’ ob-
razky, ndcrty tych utvarov, o ktorych sa uvazuje v tlohe. Je pritom dobré dodrziavat’ niektoré
zasady:

e Nacrt ma predstavovat’ schematicky obrazok hlavného objektu tlohy (geometrického ttvaru,
stiboru tatvarov, alebo nejakych ¢asti tychto ttvarov) s oznaceniami (pomocou pismen a inych
znakov) elementov utvaru a ich charakteristik. Tieto oznacenia preberdame z textu tlohy a
ak v texte ulohy uvedené nie si, tak pouzijeme obvykle pouzivané oznacenia alebo si nejaké
vhodné oznacenia vymyslime.

e Nacrt musi zodpovedat’ tlohe. Ak je napr. v tlohe zakladnym objektom trojuholnik a nie
je uvedeny jeho typ (pravouhly, rovnostranny, ...), tak treba nacrtnit’ nejaky roznostranny
trojuholnik.

e Nacrt by mal mat’ rozumnt mierku a mal by dodrziavat’ proporcie. Ak napr. je strana AB
trojuholnika ABC' podl'a podmienok tlohy najvicsia, tak to treba zohladnit’ aj na nacrte.
Ak sa v ulohe hovori o taznici, tak prislusna tsecka na nac¢rte ma naozaj spajat’ vrchol
trojuholnika priblizne so stredom protil'ahlej strany trojuholnika. Tiez treba dodrziavat’ také
charakteristiky ako rovnobeznost’, kolmost’ apod.

e Prinacrte priestorovych ttvarov treba dodrziavat’ prislusné pravidla kreslenia takych ttvarov.
Okrem toho, ¢i namiesto toho, je niekedy tcelné ¢rtat’ niektoré rovinné rezy takych ttvarov.

Okrem nacrtu sa pri schematickom zapise geometrickych a niektorych inych tloh pouziva este
kratky zapis vSetkych podmienok a poziadaviek tulohy. V nich sa, vyuzivajic oznacenia z nacrtu,
zapisuju vsetky charakteristiky a vzt'ahy z podmienok ulohy. Je vhodné tspornost’ zaloZena na
definiciach utvarov, napr. namiesto slovnej informéacie, ze ABCD je lichobeznik, zapiseme AB ||
CD. V kratkom zapise mozno pouzivat’ Standardné matematické znaky ako napr. A € p (bod A
patri priamke p), p = w N o (priamka p je prienikom rovin 7 a p) apod.
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1.1.3 Praktické a matematické tlohy

Cim viac sa spolocnost’ vzdaluje od pravdy, tym viac bude nendvidiet’ tych, ktort ju vyslovuji.
— George Orwell

V' casoch klamstva je hovorenie pravdy revolucnym cinom.

— George Orwell

Ulohy sa v zasade delia do dvoch skupin. Ak aspoii jeden objekt vystupujici v ulohe je realny
predmet (dom, traktor, pole, lano, chemicka zltc¢enina, kolonia baktérii, ...), hovorime o praktickej
ulohe alebo o slovnej tlohe. Ak vSetky objekty v tlohe st matematické (¢isla, funkcie, geometrické
utvary, ...), hovorime o matematickej tlohe.

Poznamenajme, Ze v Skolskej matematike sa rieSia len také praktické tulohy, ktoré sa daju
previest’ na matematické tulohy.

1.2 Podstata a Struktira rieSenia matematickych tloh

Vsetko, ¢o pocujeme, je ndzor, nie fakt. Vsetko, ¢o vidime, je pohlad na vec, nie pravda.

—Marcus Aurelius

Riesit’ matematickt tlohu znamena najst’ taki postupnost’ vSseobecnych matematickych usta-
noveni (definicii, axiom, viet, pravidiel, zakonov, formul), ktorych pouZzitim na podmienky tlohy
alebo na ich dosledky (¢iastoéné vysledky rieSenia) dostavame to, ¢o sa ziada v tlohe — odpoved’
na tlohu.

Vo vSeobecnosti mozno proces rieSenia tilohy rozdelit’ na etapy. Obvykle st to nasledujtice etapy,
pripadne len niektoré z nich:

—_

. Analyza ulohy (pozri ¢ast’ 1.1.1).

2. Schematicky zapis tlohy (pozri cast’ 1.1.2).

3. Hl'adanie sposobu riesenia tlohy.

4. Samotné rieSenie tlohy.

5. Skuska spravnosti rieSenia tlohy:.

6. Diskusia tlohy (kedy méa tuloha rieSenie, kol'ko existuje rieSeni).
7. Formulovanie odpovede na tlohu.

8. Analyza rieSenia tlohy (skimame, ¢i neexistuje Sikovnejsie alebo aspon iné rieSenie, ¢ ne-
mozno ulohu zovSeobecnit’, ¢ z rieSenia ulohy nevyplyvaji nejaké dosledky).
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1.3 HPadanie planu rieSenia matematickych tloh. Heuristika

Chyba neprestdva byt chybou, len preto, lebo ju ndzorovo zdiela vacsina.

—Lev Nikolajevi¢ Tolstoj

Pravda sa nesmie zamieniat s ndzorom vaésiny.

—Jean Cocteau

Hl'adanie planu (sposobu) rieSenia je centralna ¢ast’ celého procesu rieSenia — pomocou analyzy
tlohy a jej schematického zapisu chceme najst’ ideu riesenia. Samotné rieSenie tlohy je potom uz
zalezitost’ou technického umenia, “remesla”, ktorému sme sa naucili v kurze matematiky.

Neexistuje vSeobecny recept na to, ako ako hl'adat’ plan rieSenia, preto to ani nemoZno ni-
koho naucit’. Clovek sa tomu mdze len sam naucit’, prostrednictvom samostatného rieSenia tloh a
studiom rieseni tloh, ktoré vyriesili ini.

Asi prva vec, ktoru si treba ujasnit’, je to, akého typu je dana tloha, pricom najcastejsimi s
nasledujtce tri typy tuloh.

1. Ulohy na néjdenie nie¢oho (veli¢iny, hodnoty funkcie, neznamej v rovnici, nejakej vlastnosti
funkcie, vel’kosti uhla, obsahu utvaru, objemu telesa apod.); takéto tlohy sa nazyvaju urco-
vacie.

A NAY

2. Ulohy na dokaz ¢ objasnenie (alohy typu “dokazte”, “overte”, ¢i tlohy obsahujice otazku
“preco ...7”); takéto ulohy sa nazyvaju dokazove.

3. Ulohy, v ktorych treba nieco upravit’ alebo skonstruovat’ (tlohy, v ktorych treba upravit’
nejaky vyraz, zjednodusit’ ho, vyjadrit’ v inom tvare, tlohy, v ktorych treba skonstruovat’ ne-
jaky geometricky utvar apod.); tlohy na skonstruovanie sa v geometrii nazyvaju konstrukéné
tlohy.

Pri tzv. standardngjch tlohach pozname sposob ich rieSenia z kurzu matematiky. Horsie je
to s tzv. nestandardnymi tlohami, u ktorych neexistuji vSeobecné pravidla, ako ich riesit’.! Vo
vvseobecnosti v8ak mozno povedat’, ze riesit’ ilohu znamend previest’ ju na tlohu, aki uZ vieme
riesit’. To sa 'ahko povie, t'azsie zrealizuje. Ukazuje sa vSak, Ze proces rieSenia nestandardnej ulohy
spociva v postupnej aplikacii dvoch zakladnych operécii:

1. prevedenie nestandardnej tlohy (nejakou transformaciou alebo preformulovanim) na tlohu s
nou ekvivalentnu, ktora je uz standardna.

Zvykne sa v tejto stvislosti hovorit’, Ze riesit’ tlohu znamené previest’ ju na taka tlohu, ktora
uz vieme riesit’ (uz sme podobnu ulohu kedysi riesili).

2. rozdelenie nestandardnej tlohy na niekol’ko standardnych podiiloh.

Hoci neexistuji vSeobecné pravidla na rieSenie neStandardnych tloh (ved’ kvoli tomu ich tak
nazyvame) ani neexistuju presné pravidla ako ich previest’ na jednu ¢i viac Standardnych tuloh,
mnohi vynikajici matematici a ucitelia nasli rad vSeobecnych navodov, odportacani, ktoré mozno
uplatnit’ pri rieSeni nestandardnych tloh. Tieto navody sa obvykle nazyvaja heuristické pravidla
alebo kratko heuristiky, pozrite |Lal, [EF], [Vr|. Ich pouzitie méZe (ale aj nemusi) viest’ k rieSeniu
tlohy. Existuje mnozstvo heuristickych postupov. Uvedieme tu tie, ktoré sa uvadzajia v [La].

ISamozrejme, to, ¢o je pre niekoho nestandardna tloha, méze byt’ pre vzdelanejsieho &i skiisenejsieho riesitela standardna uloha.
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. Hl’adanie zakonitosti.

Analyzu problému zac¢iname tym, ze sa snazime ziskat’ o nom nejakd predstavu, utvrdit’
sa v tom, ze vysledok moze byt spravny. NajlepSie to mozno spravit’ tak, ze preskimame
najjednoduchsie $pecidlne pripady. Ak to robime systematicky, moézu sa objavit’ zakonitosti,
ktoré nas vedu k napadu, ako problém riesit’.

. Kreslenie obrazkov.

Tam, kde je to mozné, problém znazornime graficky pomocou obrazka, diagramu alebo grafu.
Udaje znézornené diagramom si l'ahSie zapamatame a l'ahSie si vSimneme vSetky vzt'ahy a
zavislosti.

. Formulovanie ekvivalentnych problémov.

Snazime sa preformulovat’ problém do ekvivalentného ale jednoduchsieho tvaru. Vyzaduje
si to predstavivost’ a tvorivost’. Niektoré standardné techniky pouzivaji algebraické alebo
trigonometrické tipravy, dosadzovanie alebo zmenu premennych, jednojednozna¢né zobrazenie
a novu interpretaciu v jazyku inej oblasti matematiky (algebry, geometrie, matematickej
analzyzy, kombinatoriky apod.)

. Modifikacia problému.

Praca nad problémom A moéze viest’ ku skt maniu problému B. Pre tato zmenu problémov
je charakteristické, ze byva signalizovand takymi frazami ako “sta¢i ukazat’, ze ...” alebo
“mozeem predpokladat’, ze ...” alebo “bez ujmy na vSeobecnosti ...”. V predchadzajicom
heuristickom principe iSlo o pripad, ked’ problémy A a B boli ekvivalentné. Tentoraz ide
o pripad, ked' vyrieSenie modifikovaného (alebo pomocného) problému B nam da rieSenie
povodného problému A (nie nevyhnutene obrétene).

. Vyber efektivneho oznacenia.

Jednym z prvych krokov pri praci na nejakom matematickom probléme je preklad problému
do rec¢i matematickych symbolov. Na zaciatku treba rozlisit’ a oznacit’ vSetky klti¢ové pojmy;
nadbyto¢nost’ v oznaceni mozeme odstranit’ po odhaleni stivislosti.

. Vyuzitie symetrie.

Pritomnost’ symetrie v skimanom probléme obyc¢ajne umoziuje zmensit’ celkové mnozstvo
prace potrebné na jeho vyriesenie. V8imnime si napr. sucin (a+b+c)(a*+b*+c* —ab—ac—bc).
Pretoze kazdy z dvoch ¢initel'ov je symetricky vzhl'adom na a, b, ¢ (vyraz sa nezmeni, ak medzi
sebou zamenime ktorékol'vek dve z jeho premennych), plati to isté aj o si¢ine. To znamené,
7e ked sa v stcine vyskytne a®, musi sa tam objavit’ aj b a ¢®. Podobne, ak bude v stcine
a?b, budu v fiom aj ¢leny a’c, b%a, b%c, c?a, b a pritom vietky s rovnakym koeficientom atd’.
Potom uz nie je t'azké dokazat’, Ze sti¢in ma tvar

A(a® +b* + ) + B(a®b + a*c + b%a + b*c + cta + ¢*b) + Cabe

a skontrolovat’, ze A=1, B=0a C = —3.

Pritomnost’ symetrie v probléme tiez sprehl'adnuje situaciu a ¢asto umoznuje odhalit’ také
suvislosti, ktoré by sa t'azsie hladali inymi spdsobmni. Napriklad symetria napoveda, ze
maximum vyrazu zy s podmienkou x +y = 1 pre z > 0, y > 0 nastava pre x = y = 1/2
(premenné z a y su viazané symetrickymi vzt'ahmi). Vyuzivame tu princip nedostatoéného
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dovodu, ktory mozno strucne sformulovat’ takto: “Kde nie je dostatocny dovod na rozlisenie,
tam nemdZe byt’ Ziadny rozdiel.” Niet nijakého dovodu ocakavat’, Ze maximum nastane, ak x
bude rozne od 1/2, t.j. ak bude blizsie k 0 alebo 1. Overime to: nech x = 1/2 + e. Potom

y=1/2—ea
B 1+ 1 1 9
ry=|(gte)lg—e)=7-¢

Teraz je zrejmé, 7Ze maximum (rovnajice sa 1/4) nastéava pre e = 0, teda pre x =y = 1/2.

7. Rozdelenie problému na viaceré Specialne pripady.

Casto sa stava, Ze problém mozno rozdelit’ na maly poet podproblémov a kazdy z nich
riesit’ osobitne spdsobom, ktory sa od pripadu k pripadu meni. Plati to najma vtedy, ked’
v probléme vystupuje vSeobecny kvantifikator (“pre vsetky ...”). Napriklad dokaz tvrdenia
tvaru “pre vSetky celé ¢isla ...” mdzeme vykonat’ osobitne pre parne a osobitne pre neparne
¢isla. Podobne nejaké tvrdenie o trojuholnikoch by sa mohlo dokazovat’ tak, Zze ho rozdelime
na tri pripady v zavislosti od toho, ¢i je trojuholnik ostrouhly, pravouhly alebo tupouhly.
Niekedy mozeme podpripady hierarchicky zoradit’ takym spdsobom, Ze prvy pripad, ak uz je
dokézany, sa d& vyuzit’ pri d’alsich pripadoch. Tento postup nazyvame pyramida.

Teda v zaciatocnom Stadiu analyzy problému je dobré rozmysliet’ si, ako by sa dal problém
rozdelit’ na maly pocet (dufajme) jednoduchsich podproblémov. Tato heuristika sa d4 zhrnat’
aj takto: “Ak sa medari problém vyriesit’, treba ndjst’ podobny ale jednoduchsi problém a ten
riesit’”

8. Spatny postup.

Spétny postup znamend, Ze predpokladame platnost’ toho, ¢o treba dokézat’ a snazime sa
z toho pomocou ekvivalentnych tprav odvodit’ niec¢o, ¢o uz pozname alebo ¢o mozno l'ahko
dokazat’. Ak prideme k tomu, ¢o pozname, alebo ¢o bolo dané, obratime smer tvah a postu-
pujeme zasa dopredu smerom k zaveru (tvrdeniu, ktoré treba dokazat’).

Tento postup je bezny v stredoskolskej algebre a trigonometrii. Ak méame napriklad najst’
vietky realne ¢isla, pre ktoré plati 2z +3 = 7, postupujeme takto: Predpokladame, Ze z spliia
rovnicu 2z + 3 = 7. Ak od obidvoch stran odpocitame 3 a obidve strany vydelime ¢islom
2, dostaneme = = 2. Pretoze kazdy krok v tomto postupe mozno obratit’ (pouzili sme len
ekvivalentné pravy), vyplyva z toho, Ze 2 naozaj spliia rovnicu 2z + 3 = 7, a Ze je to jej
jediné rieSenie.

9. Nepriamy postup.

Pri nepriamom postupe predpokladame, Zze tvrdenie neplati a z toho odvodzujeme d’alsie
zévery, az kym neprideme k nie¢omu, ¢o je v spore alebo s predpokladmi (nepriamy dokaz)
alebo s nie¢im, o ¢om sa vie, Ze plati (reductio ad absurdum). Ak chceme napriklad dokéazat’,
7e v/2 je iracionalne ¢islo, smieme predpokladat’, Ze je racionalne a na tomto zéklade odvodit’
Spor.

Tato metdda byva vhodna najmaé vtedy, ked’ tvrdenie mozno 'ahko negovat’, ked’ predpoklady
davaju velmi méalo moznosti na upravy, alebo ked’ nemame ziadnu predstavu o tom, ako
postupovat’.

10. Vyuzitie parity.
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Jednoducha myslienka parity — parne a neparne — je silny néstroj na rieSenie problémov so
sirokou skalou aplikicii. Namiesto “parne a neparne” mozeme mat’ iné dve vyluc¢ujice sa moz-
nosti (pokryvajice vSetky moznosti), napr. “biele a ¢ierne” (napr. pri ulohéch na Sachovnici).
Parita celého ¢isla hovori, v akom vzt'ahu je toto ¢islo k ¢islu 2. Konkrétnejsie, ¢islo je parne
alebo nepéarne podla toho, ¢i jeho zvySok po deleni ¢islom 2 je nula lebo jedna. Ak takto
formulujeme pojem parity, je prirodzené zovSeobecnit’ ho nasledujicim spoésobom.

Dané je prirodzené ¢islo n > 2. Vsetky celé ¢isla rozdelime do zvyskovych tried (alebo tried
“kongruencie”) podl'a toho, aky maji zvysok po deleni ¢islom n.

11. Skiimanie extrémnych pripadov.
Ked za¢iname skumat’ nejaky problém, byva Casto uzito¢né zistit’, ¢o sa stane, ked’ sa para-
metre problému menia od jednej krajnej hodnoty po druhu. Existencia extrémnych bodov je
¢asto kl'a¢om k pochopeniu existen¢nych vysledkov (tyka sa to problémov typu: “Dokézte, ze
existuje x, pre ktoré plati P(x)”).

12. ZovSeobecnenie.

Mozno to znie paradoxne, ale ¢asto sa stava, ze problém mozno zjednodusSit’ a spravit’ ho
zrozumitelnejsim a l'ahSie spracovatelnym, ak ho zovSeobecnime. Ttto skiisenost’ vel'mi oce-
nuji matematici; abstrahovanie a zovSeobecnovanie je v skuto¢nosti zakladna charakteristika
modernej matematiky. VSeobecnejsi pristup umoznuje Sirsiu perspektivu, umoznuje zbavit’
sa nepodstatnych podrobnosti a poskytuje celkom nové techniky. Napr. ak mame vypoci-
tat’ sacet > k?/2%, je vyhodné pocitat’ veobecnejsi sucet S(x) = >_,_, k*z" a potom
vypocitame S(1/2).

1.4 Co robit’, ked’ sa nedari vyriesit’ alohu

Ked’ sa stretneme s nestandardnou tlohou, pri ktorej ziadne zndme rady akosi nepomahaji ani
ziaden z heuristickych principov, s ktorymi sme sa stretli nedokdzeme vyuzit’, znovu vyvstava
otazka, ako teda hl'adat’ rieSenie tlohy. Popri napadoch typu “hl'adajte v literattire a na internete,
¢i tam nenajdete tato alebo podobnii tlohu” je tu este nasledujtuca rada.

Vyzbrojte sa trpezlivost'ou a postupujte analogicky ako ked” sa hl'ada my$ v kope kamenov.
Mozete z kopy kamenov postupne odoberat’ jeden kamen za druhym, azkym sa neukiZze mys.
Potom sa sta¢i na fiu vrhnat’ a chytit’ ju. Ina moznost’ je chodit’” a chodit’ dookola kopy kamenov
a pozorne sa pozerat’, ¢i niekde nezbadate vyti¢at’ mysi chvost. V takom pripade zan vytiahnite
mys.

Casto hladanie rieSenia matematickej tlohy pripomina tuto operaciu hladania mysi v kope
kamenov. Chodime okolo tlohy, pozerdme z roznych stran, obhryzame ju, rieSime nejaké ¢iastocky
tlohy, vymyslime si podobni, ale jednoduchsiu tlohu a najskor rieSime tuto tlohu, ... . V procese
hl'adania riesenia byva uzito¢né pamétat’ na nasledujtice odportcania.

1. Ak sa v ulohe nachadzaju alebo z nej mozno vytvorit’ také ¢asti, ktoré predstavujia l'ahSie
rieSitel'né samostatné tlohy, treba ich vyclenit’ ako podulohy, vyriesit’ ich a potom sa vratit’
k povodnej tlohe, pripadne v preformulovanom tvare (s ohl'adom na spominané podilohy).
Spravidla sa potom rieSenie pévodnej tlohy uz da l'ahsie najst’.

2. Véagsinou, aj ked’ nie vzdy, st vSetky podmienky v tlohe potrebné na jej vyrieSenie, preto si
treba vsimat’, ¢i ste uz kazdu z nich vyuzili.
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3.

Nesetrite sily a ¢as na analyzu tlohy. Medzi tlohamni, ktoré ste uz v minulosti vyriesili
hl'adajte také tulohy, ktoré sa na dant tlohu aspon v niecom podobajua. V rieSeniach tych
tloh hl'adajte idey na rieSenie danej tlohy.

Uzito¢né byva tlohu preformulovat’, vytvorit’ jej model. Napr. na to, aby sme vyriesili slovni
tlohu, vytvorime stustavu rovnic, ktoré predstavuje model tejto tilohy. Uvedieme iny priklad.
Majme nasledujiicu tlohu.

Zbierka starych minci je ulozena v krabickach, z ktorych kazda ma desat’ oddeleni. V kazdom
oddeleni je jedna minca alebo tam minca nie je. Ukazalo sa, Ze pre kazdi moznost’” mame
prave jednu krabicku (od takej, kde je v kazdom oddeleni minca az po taku, kde nie je vobec
ziadna minca). Kolko je krabiciek?

Ulohu mozno preformulovat’ a ziskat’ tak jej nasledujtci model.

Kolko roznych desat'cifernych ¢isel mozno vytvorit’ z cifier 0 a 17 Pritom uvazujeme aj ‘¢isla’
zaCinajuce nulou, ako 0111111111, 0010001110, ¢ dokonca 0000000000. (Odpoved’: Zrejme
210 = 1024.)

1.5 Zakladné odporucania pre hl’adanie riesenia tlohy

Sformulujeme zakladné odportucania pre hl'adanie rieSenia matematickej tlohy:

1.
2.
3.

Precitajte si (aj viackrat) tlohu a skuste urcit’, k akému typu patri.
Ak je to standardnéa uloha, pouzite na jej rieSenie zndme vSeobecné pravidlo, znamy postup.
Ak je to nestandardnéa uloha, skuste niektoré z nasledujucich postupov:

(a) z ulohy vyclente alebvo ju rozdel'te na podtlohy standardného typu (metdda rozdelenia);

(b) zaved’te pomocné elementy: pomocné parametre, pomnocné konstrukcie (metéda pomoc-
nych elementov);

(c) preformulujte tilohu, zamefite ju inou, rovnocennou tlohou (metéda modelovania).

. Aby sa l'ah8ie pouzili uvedené metody, je vhodné najskér urobit’ schematicky zapis tlohy.

. Pamétajte, Ze rieSenie nestandardnych tloh je umenie, ktorému sa mozno naucit’ len trénin-

gom Vv rieSeni tloh ¢o najrozmanitejsich druhov.

RieSenie tloh je druh tvorivej ¢innosti a hl'adanie rieSenia je objavitel'sky proces.
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Kapitola 2

Zakladné poznatky z logiky a tedrie mnozin

Sudca: ,ObZalovany, urobili ste to alebo nie?"

ObzZalovany: ,Nuz, pdn sudca, to je tak: aj urobil, aj neurobil.”

Sudca: ,Nevykricajte sa. Na kaZdi otdzku sa dd odpovedat’ dno alebo nie.”

ObzZalovany: ,NuZ v takom pripade mi pin sudca odpovedzte na otdzku, & ste uZ prestali brat’
dplatky. Ano alebo nie?"

—Slovensky rozhlas, 6.4.2003 (citujeme po pamdti)

Prvou obet'ou vojny je pravda.
—Aischylos

Ak chces byt’ skutocngm hladacom pravdy, je potrebné, aby si aspori raz v Zivote ¢o najviac
pochyboval o vsetkych veciach.
— René Descartes

Logika je zaciatkom maidrosti, nie jej koncom.
— Leonard Nimoy

Ak vylicime vietko nemozné, to, co zostane, nech by bolo akokolvek nepravdepodobné, musi byt’
pravda.
— Sherlock Holmes

1. (Nie¢o medzi vtipom a logickou tlohou.) Zena posiela muza, matematika, do obchodu: “Chod’
kupit’ jednu klobésu. A ak budi mat’ vajicka, kip desat’.” Muz sa vratil z obchodu s desiatimi
klobasami. Otazka: Mali v obchode vajicka?

2. Clovek sa pozera na obraz a hovori: “Neméam stirodencov a predsa otec toho muza na obraze
je syn mojho otca.” Kto je na obraze?

3. Clovek sa pozerd na obraz a hovori: “Nemam sturodencov a predsa syn toho muza na obraze
je syn mojho otca.” Kto je na obraze?

17



18

KAPITOLA 2. ZAKLADNE POZNATKY Z LOGIKY A TEORIE MNOZIN

4. V izbe je tma a v zasuvke bieliznika je 24 ¢ervenych a 24 modrych ponoziek. Aspon kolko

ponoziek musim vybrat’ zo zdsuvky, aby som mal istotu, Ze budem mat’

(a) aspon dve ponozky rovnakej farby?

(b) asponi dve ponozky roznych farieb?

. Vizbe je tma a v zasuvke bieliznika je 5 parov bielych, 10 parov ¢iernych a 15 parov hnedych

ponoziek. Aspon kol'ko ponoziek musim vybrat’ zo zasuvky, aby som mal istotu, Ze budem
mat’ aspon

(a) 1 par?
(b) 1 par bielych?
(c) 2 pary?

(Ponozky jednej farby st rovnakej velkosti. Dve ponozky jednej farby tvoria par, nerozlisuje
sa l'ava a prava ponozka — u rukavic by to bolo inak.)

. (Paradox Krét'ana. V skuto¢nosti to nie je paradox.) Kedysi déavno, v 6. storo¢i p.n.l., na

ostrove Kréta zili len dva druhy l'udi — pravdovravni a klamari. Pravdovravni vzdy hovorili
pravdu, klamari vzdy hovorili nepravdu (klamali). Taki Krét’ania, ktori by niekedy hovorili
pravdu a niekedy nepravdu, neexistovali. Jeden z Krét'anov, basnik Epimenides, prehlasil:
,Vsetci Krétania su klamdri!”

Otéazky pre Vas: Bol Epimenides pravdovravny alebo klamar? A ¢o ostatni Krét’ania?

. Na istom ostrove ziji dva kmene domorodcov vel'mi podobnych zoviiajskom, ale tiplne odlis-

nych charakterov: kmen pravdovravnych (jeho prislusnici hovoria vzdy pravdu) a kmen kla-
méarov (vzdy klamu). Ini domorodci na ostrove neziju.

Cudzinec ide okolo troch domorodcov — A, B a C. Spyta sa domorodca A: ,Ste klamér,
alebo pravdovravny?” Domorodec A odpovie, ale nezretelne, takZe cudzinec nerozumie, ¢o
povedal. Cudzinec sa potom spyta domorodca B: ,Co hovoril A?” B odpovie: ,,A povedal, Ze
je klaméar.” V tej chvili domorodec C' povie: ,Neverte B, ten klame!” Co sa z toho da tvrdit’
o domorodcoch A, B, C?

. (Einsteinova (?7) hadanka, Carrollova (?) hadanka. Priklad logickej tulohy zvanej zebra.) Na

ulici ide za sebou 5 domov v 5 rozdielnych farbach. V kazdom dome Zije osoba rozdielnej
narodnosti. Tychto 5 obyvatelov mé néapoj, cigarety a zviera, ktoré uprednostiuje. Nikto
nepije, nefaj¢i ani nechova to ¢o ostatni. Pozname 15 faktov:

F1) Angli¢an zije v ¢ervenom dome.

F2) Svéd chova psy.

F3) Dan pije caj.

F6) Ten, kto fajci cigarety Pall Mall, chova vtéaky:.

(

(

(

(F4) Zeleny dom je hned’ nalavo od bieleho.

(

(

(F7) Obyvatel zltého domu fajéi cigarety Dunbhill.
(

)
)
)
F5) Obyvatel’ zeleného domu pije kavu.
)
)
)

F8) Ten, kto Zije v prostrednom dome, pije mlieko.
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10.

11.

(
(
(
(
(
(

19

(F9) Nor zije v prvom dome.

F10) Ten, kto faj¢i cigarety Blends, Zije vedl'a chovatela maciek.
) Ten, kto chova kona zije vedla toho, kto fajéi cigarety Dunhill.
) Ten, kto faj¢i cigarety Blue Master, pije pivo.

F13) Nemec fajci cigarety Prince.

F14) Nor zije vedl'a modrého domu.

F15) Fajciar cigariet Blends méa suseda, ktory pije vodu.

Otézka: Kto chova ryby?
(Névod: Postupne dopliiajte tabul'ku (vo vhodnom poradi vyuzivajte fakty (F1)-(F15)):

Cislo domu 1 2 3 4 5
Farba domu
Narodnost’
N&apoj
Cigarety
Zviera

. (|[Pol, uloha 10, str. 9]) Na vecierok bolo pozvanych 5 priatelov K, L, M, N, P. Ich odpovede

na pozvanie mozno zhrnut’ do vyrokov:

(a) Pride K a pride L.

(b) Pride L alebo pride M.

(c¢) Ak pride M, tak pride aj N.

(d) P pride prave vtedy, ked’ pride M.

Kvoli nepriaznivému pocasiu neprisiel nikto z nich. Rozhodnite, ktoré z vyrokov (a) az (d) st
pravdivé. Ktori z pozvanych neporusili sl'ub?

([Pol, uloha 26, str. 12, uloha 29, str. 13]) Vyjadrite negacie vyrokov:

(a) Vsetci ziaci nasej triedy prospeli.

h) Kupim salamu prave vtedy, ked’ nebude Sunka.

Znegujte:
(Ve > 0)(36 > 0)(Vz,y € R)(lz —y[ < = [f(z) — fy)] <e).

(Aka vlastnost’ funkcie f: R — R vyjadruje pévodny kvantifikovany vyrok?)
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12.

13.

14.

15.
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Z0o 100 studentov sa ucilo 30 nemcinu, 28 Spanielé¢inu, 42 francuzstinu, 8 Spaniel¢inu a ne-
mcinu, 10 Spaniel¢inu a franctzstinu, 5 neméinu a franctzstinu, 3 vetky tri jazyky.

(a) Kolko studentov nestudovalo nijaky z uvedenych jazykov?
(b) Kolko studentov sa ucilo len po francizsky?

(c¢) Kolko studentov sa u¢ilo po nemecky, ale nie stc¢asne po francuzsky?

Z 35 ziakov odobera Matematicky obzor 8 ziakov, Vedu a techniku 10 ziakov. 21 ziakov
neodoberé ani jeden z tychto dvoch ¢asopisov. Kol'ko z nich odobera obidva ¢asopisy?

Zo 129 studentov chodi do jedalne pravidelne na obedy alebo na vecere 116 Studentov, 62
studentov nechodi na obedy alebo nechodi na vecere. Pritom na obedy ich chodi o 47 viac ako
na vecere. Kol'ko z nich chodi na obedy aj vecere, kolko len na obedy, kol'ko len na vecere?

(Medzindrodna matematicka olympiada 1966.) V matematickej sut’azi boli dané tri ulohy
A, B, C. Medzi acastnikmi bolo 25 ziakov, z ktorych kazdy vyriesil aspon jednu tulohu.
Zo vsetkych ucastnikov, ktori nevyriesili ilohu A, bol pocet tych, ktori vyriesili dlohu B,
dvojnésobkom poctu tych, ktori vyriesili tlohu C. Pocet ziakov, ktori vyriesili len tlohu A,
bol o 1 Va¢si nez pocet ostatnych ziakov, ktori vyriesili ulohu A. Zo vSetkych Ziakov, ktori
vyriesili jedinu ulohu, préve polovica nevyriesila tlohu A. Kol'ko Ziakov vyriesilo len tlohu B?



Kapitola 3

Cisla

Cisla su zdkladom vsetkého diania.
— Pytagoras

Matematika je kralovnou vsetkych vied, tedria cisel je krdalovnou matematiky.
— Carl Friedrich Gauss

1. (|[Pol, uloha 9, str. 38|) Prirodzené ¢islo 481 zapisané v desiatkovej ststave zapiste v dvojkovej
sustave.

(Ako sa da vysvetlit’, o ¢o ide: My mame na rukich dokopy 10 prstov, preto vyjadrujeme ¢isla v de-
siatkovej stistave, pomocou mocnin 10. Napr. 481 = 48119 znamené 4 stovky, 8 desiatok, 1 jednotku.
Ak Martania maja na rukach dokopy 2 prsty (na kaZzdej z dvoch ruk jeden), je pre nich prirodzenejsia
dvojkova stistava. Pocet, ¢islo, vyjadruji pomocou jednotiek, dvojok, stvordk, osmiciek, Sestnastok, ... .
Mart’anovi ddme 481 cukrikov a vrectska réznych velkosti: malé, do ktorych sa vojde len 1 cukrik, vacsie
pre 2 cukriky, eSte véc8ie pre 4 cukriky, potom pre 8 cukrikov, d’alej 16, 32, 64, 128, 256, 512 a d’alsie
mocniny dvoch. Mart’an mé cukriky poukladat’ do vrectsok tak, aby pouzil ¢o najmensi pocet vrecisok
a aby kazdé pouzité vrectsko bolo plné. To tiez znamena, Ze z kazdej velkosti pouzije len jedno alebo
ziadne vrectsko, napr. dve Stvorkové vrectska naplnené cukrikami sa predsa daju nahradit’ jednym os-
mickovym vrectskom a tak pouzit’ menej vrecuSok. Ked' to Mart’an urobi, bude vediet’ vyjadrenie 481 v
dvojkovej ststave. Dokonéite.)

2. Su nasledujice ¢isla racionalne? Ak ano, zapiste ich v tvare zlomku.

(a) 0,12 =0,121212. . .,
(b) 1,9142857.

3. (|[Pol, uloha 33, str. 40]) Su ¢isla ny = 1987, ny = 14 147 prvocisla alebo zlozené ¢isla? Ak si
zlozené, napiste ich prvociselny rozklad.

4. Bez vycislovania pribliznych hodnot zistite, ktoré ¢islo je vacsie:

(a) V2 + /3 alebo V11,
(b) 5v/3 — 1 alebo 2v/11 +1,

21
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(c) /21 alebo 24/5 — /7,

(d) V2+v3+ V2 — /3 alebo V6,
(e) 2 8 — /15 alebo v/30 + /3.
() V2 + /10 + /5 alebo 2v/5.

. Usmernite zlomok (t.j. odstrante iracionalitu z menovatel’a):

(a) 72

V3—V2’

4
b) T
3
() 4221,

. Nasledujuce ¢isla vyzeraju komplikovane, ale v skutocnosti st to celé ¢isla. Dokazte to (vy-

pocitajte ich):

(a) a =2+ 3 x \/2+\/2+\/§><\/2+\/2+\/2+\/§><\/2—\/2+\/2+\/§.
(b) b=1/|12v/5 — 29| — V/12v/5 + 29.

. (Formula dvojnej odmocniny.) Dokazte formulu dvojnej odmocniny:

m:\/fxﬂ/;@ﬁi\/A—\/fi—B’

ak A >0, B > 0, A2 > B a znamienka sa berti bud’ horné alebo dolné (A, B st tu redine
¢isla, nie nutne celé).

. Pouzite formulu dvojnej odmocniny a pozorujte, ¢i dostanete jednoduchsi zapis ¢isla alebo

nie (tj. ¢ sa zbavite do seba vnorenych odmocnin):

(a) V7 + V6,
(b) V6 — /11,
(¢) V12 —2V/11.

Kedy sa v/ A4 /B (pre prirodzené A, B, A> > B) da zapisat’ bez odmocnin do seba vnore-
nych?

(d) \/13 + 30\/2 +v9+4v2  (formulu dvojnej odmocniny pouzite viackrat za sebou),

(e) V4v2+2v6  (Cisla A, B vo formule dvojnej odmocniny nemusia byt celé).

Formulu dvojnej odmocniny si netreba pamaétat’, ale jej dokaz nie je tazky. Preto Vas v pripade
potreby moZno napadne, ako postupovat’, ak chcete inak (v peknych pripadoch dokonca jednoduchsie,
bez odmocnin do seba vnorenych) zapisat’ ¢islo x = v A + VB alebo y = /A — VB alebo = +y alebo
x — y. Overte si to na nasledujicej tulohe.
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15.
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Zapiste pomocou mensieho po¢tu odmocnin:

52 — 304/3,

(a)
(b) V7 +3v5+ /7 —3V5,
(€) V3-vV2+4+3-vV2—4,
(d) V3+2-vV2-+3-2-V2,
() \/4\/4+\/7+3—2\/ﬁ.

Dokazte, ze V2 a /6 st iracionalne ¢isla.

Tvrdenia o iracionalite v/2 a /6 st len §pecialne pripady nasledujtcej vety z teorie &isel.

Nech N a n > 2 si prirodzen¢ ¢isla. Ak N nie je n-tou mocninou Ziadneho prirodzeného
Cisla, tak ¢islo ¥/ N je iraciondlne. (Ekvivalentné formulacia: Cislo ¥/ N je alebo prirodzené
alebo iracionélne.) Dokazte.

Uvazujme o ¢isle A = ﬁ , kde P, @ st nesudelitelné prirodzené ¢isla. Nech @ # 1 (inak by

islo o pripad z predchadzajutcej tlohy). Nech aspon jedno z ¢isel P, @ nie je n-tou mocninou
prirodzeného ¢isla. Potom A je iracionalne ¢islo. Dokazte.

Ak 71, 81,79, So s racionélne Cisla a
7“1\/§+81\/§= 7’2\/§+SQ\/§,
tak r{ = rqo a s; = s9. Dokézte.

(Metoda neurcitych koeficientov.) Cislo + 9v3 — 112 vyjadrite v tvare AV2 + B3, kde
A, B st racionalne ¢isla.

Dokézte, ze ak ¢isla x,y, v/« 4 /y st racionalne, tak aj ¢isla /z, |/y st racionalne.
Kol'kokrat sa zvicsi dvojciferné ¢islo, ak sprava k nemu pripiSeme také isté dvojciferné ¢islo?

Dokézte, ze ak sa v 6-cifernom c¢isle rovnaju prva a Stvrté cifra, druha a piata cifra a tiez
tretia a Siesta cifra, tak toto ¢islo je delitelné kazdym z ¢isel 7,11 a 13.

Kolkymi nulami kon¢i ¢islo 49! 7
Predchadzajuca tloha naznacuje, ze moze byt uzito¢né vediet’ efektivne zistovat’ exponent, s akym sa

dané prvocislo p nachédza v rozklade ¢isla n! na prvodcisla. Pripomenme, Ze ak x je realne ¢islo, tak jeho
celd cast’ |z] je najvacsie celé ¢islo, ktoré je < x. Teda ak rozlozime realnu os na intervaly [n,n + 1),

R=--U[-2,-1)U[-1,0)U[0,1)U1,2)U[23)U...

a x patri do [n,n + 1), tak |z] = n. Napr. |5] =5, |-5] = =5, [2,6] =2, |—4,15] = —5.
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19. Dokézte, ze exponent «, s ktorym sa prvocislo p nachadza v ¢&isle n!, je

33l

(Teda p™ deli n!, ale p*™! uz nedeli n!. Tiez si vSimnite, Ze v citateloch je n a nie n!. Pre

dost’ velké k je p* > n a potom ]%J = #J = ... = 0, takze vo vzt’ahu pre a méame v

skuto¢nosti len koneéne vel'’a nenulovych s¢itancov.)

20. Urcte s akym exponentom sa 3 nachadza v ¢isle 100!.



Kapitola 4

Zakladné poznatky z algebry

Uspech pozostiva z cesty od nezdaru k nezdaru bez ztraty nadsenia.
— Winston Churchill

Vicsina ludi spotrebuje viac energie na rozhovory o problémoch nezZ na ich riesenie.

— Henry Ford

1. Nech S je pocet studentov a P pocet profesorov na nejakej univerzite. Na kazdého profesora
pripadé 6 studentov. Vyjadrite to rovnost’ou pomocou S a P.

2. V restauracii na kazdych Styroch l'udi, ktori si objednali tvarohovy kola¢, pripadlo pat’ I'udi,
ktori si objednali §tridlu. Nech T' je pocet objednanych tvarohovych kolac¢ov a S je pocet
objednanych strudli. Vyjadrite uvedené tvrdenie rovnost'ou pomocou 7" a S.

(Ide o jednoduché ulohy na “preklad” textu do jazyka formual. Ked’ v r. 1980 americki didaktici mate-
matiky P. Rosnick a J. Clement dali tieto tlohy Studentom réznych smerov §tadia, zistili, ze v skupine
150 prvakov na technike len 63% vyriesilo spravne tlohu o $tudentoch a profesoroch a len 27% vyriesilo
spravne tlohu o kolacoch. Studenti socialnych vied dopadli este horsie. Len 43% z nich napr. vyriesilo
spravne ulohu o Studentoch a profesoroch. Az v dvoch tretindch chybnych rieSeni sa vyskytovala téa
ist4 chyba: boli vymenené S a P, resp. T a S (napr. v prvej ulohe pisu P = 65 namiesto S = 6P).
Tato chyba sa oznacuje v literature niekedy ako Rosnickov-Clementov fenomén. Pozri P. Rosnick, J.
Clement, Learning without understanding: the effect of tutoring strategies on algebra misconceptions,
Journal of mathematical behavior 3(1980), no.1, 3-27 alebo R. Fischer, G. Malle, Clovek a matematika,
SPN Bratislava 1992, str. 36 a d’alsie. Bolo by zaujimavé odskuasat’ to napr. na naSich prvakoch.)

Uvedieme teraz niekolko jednoduchych dloh o polynémoch (mnohoclenoch) z Poldka, ako rozcvicku.

3. ([Pol, tuloha 16, str. 87|) Del'te mnohocleny (premennej x € R, resp. C)

(a) (5a® + Tat — 202 — 1122 4+ 232 — 6) : (2 + 2z — 3),

(b) 4903—5;22:299:—11 )

25
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Pripomenme, Ze podla zékladnej vety algebry kazdy polyném stuphia n (s redlnymi alebo dokonca) s
komplexnymi koeficientami mé n nie nevyhnutne navzajom réznych korefiov v obore C. Ak polyném
Ant™ + ap_12" "+ -4 a2 + ag ma koreii ¢, tak je delitelny polynémom z — ¢, teda x — ¢ sa z neho da
vyiiat. Z toho sa d& odvodit’, Ze ak polyném a, 2™ +a,_ 12"~ +---+a;x+ag mi (nie nutne navzajom
rozne) korene ¢y, co, ..., ¢y, moZno ho pisat’ v tvare

"™ + ap 12" arr Fag = an(x —c))(x—c) ... (z—cp).

Teda polyném (s realnymi alebo dokonca) s komplexnymi koeficientami sa da v obore C rozlozit’ az na
stcin linearnych piolynémov.

Ak vietky koeficienty polynému a,z" + an_12" "' 4 - -+ + a1& + ag st realne, da sa povedat’ viac — ak
komplexné ¢islo a+bi je koren, tak aj a—bi je koreni. Teda tie korene, ktoré nie sii realne, sa vyskytuji v
dvojiciach navzajom komplexne zdruZzenych korenov. Pritom, ak je a+ bi napr. k-nasobny koren, tak aj
a—bi je k-nasobny korefi. Z toho sa da odvodit’, Ze polyném anz™ +an_12" '+ - -+a1x+ag s redlnymi
koeficientami sa dé rozlozit’ na suc¢in polynomov s redlnymi koeficientami, ktoré su linearne alebo
kvadratické so zapornymi diskriminantami (hovorime o rozklade polynému s redlnymi koeficientami v
obore R).

4. (|[Pol, uloha 25, str. 89]) V obore R rozlozte na suc¢in dany mnohoélen po jeho predchadzajuce;
vhodnej tprave:

ab — b,

zty + 4y,

%+ 42% — Tx — 10,

24 —2,

2t + 2?41,

23 4 222 4 22 + 1,

a? — 22 + 2xy — 2,

1—p* —2pq — ¢%,

a’? — b* + 2 — d® + 2bd — 2ac.

5. (|Pol, dloha 26, str. 90]) V obore C rozlozte dané mnohocleny:

(a) 22 + 2,

(
(

b) z* — 81.

6. ([Pol, dloha 30, str. 91]) Vhodnou upravou ukazte, ze dané mnohocleny nadobudaju pre
vSetky redlne hodnoty premennych len nezaporné hodnoty:
(a) 2 + 62 + 9,
(b) 222 + 4z + 6 (tzv. doplnenie na tplny Stvorec),
(c) 22 +2y> — 22 + 8y + 9,
(d) 22% +y? — 22 — 4y + 5,
(e) 422 + y* — 4wy + 4w — 2y + 3.

7. (|[Pol, uloha 32, str. 91|) Zistite, ¢i je celé ¢islo tvaru



10.

11.

12.

13.

14.

15.
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(i) a® + 11a,
(i) a® + 11a,

pre kazdé a € Z delitel'né Siestimi.

. ([Pol, ulohy 10, 17, str. 94, 95]) Upravte (vykonajte vypoctové operécie) a uved’te podmienky,

za ktorych maju vykonané tpravy zmysel v obore R:
1 3 3 2n+1
(a> (n—l n3—1 + n2+n+1) (TL + n—1 )’
(b) a:2+acy + T . 1 2xy
x3+x2y+:cy2+y3 x2+y2 . z—y x3—m2y+:cy2—y3 I

(C) 6x—3 2z _ 4x?42x
242 \ 1—4x+4x?2 8x3—-1 /°

. (|[Pol, uloha Tc, str. 100]) Nech a, b, c,d st realne ¢isla, pricom b, d su kladné. Dokazte, ze

plati:
a<c N a<a+c<c
b d b b+d d

(analogické tvrdenie plati s neostrymi nerovnost’ami).

Zlomok %‘; je tzv. mediant (nie median!) zlomkov £, <. (Skoléci niekedy chybne s¢ituji zlomky tak, ze

séitaju Citatele a séitaji menovatele. Dostant tak prave mediant zlomkov namiesto ich suétu.) Uloha
hovori: Mediant zlomkov (kladnych alebo asponl) s kladnymi menovatelmi lezi medzi nimi.

([Pol, uloha 15, str. 102]) Dokazte, ze pre kazdé n € N plati nerovnost’

Uvedieme niekol’ko tiloh o polynémoch.

Rozlozte a) nad R, b) nad C:
f(z) = 22° + 72* + 82° + 102 + 8z — 8 .
Rozlozte a) nad R, b) nad C:
f(z) = 22° — 32* + 62° — 82* + 3.
Urcte zvysok pri deleni:

(321 — 172" + 82° + 1) : (2 — 1).

Néjdite zvysok pri deleni polynému f(z) polynémom ¢(z) = (x — 2)(z + 3)(x — 1) ak je
zname, ze pri deleni polynoému f(z) polynémami x — 2, x + 3 a z — 1 dostavame v danom
poradi zvysky 7, 7, 11.

Nech f(x) je polynom, ktory dava zvysok A pri deleni polynémom = —a a zvysok B pri deleni
polynémom x — b, a # b. Najdite zvySok pri deleni polynému f(x) polynémom (x —a)(x —b).
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Kapitola 5

Funkcie

Asi najvyssim prejavom ludskej dostojnosti je priznat’, Ze som hlipejsi, ked’ inyj je naozaj
rozummne;jsi a vtipnejsi.
— Fjodor Michajlovi¢ Dostojevskij

Raz tolerancia dosiahne takej drovne, Ze inteligentnym lud’om bude zakdzané rozmyslat, aby tym
neurazili imbecilov.
— Fjodor Michajlovi¢ Dostojevskij

Nutit’ deti, aby robili veci, ktoré povazZuji za zbytocné a pre nikoho potrebné, znamend ucit’ ich
zvyknait’ si na to, Ze idiotskd cinnost’ nezniZuje ludski dostojnost’.
— Lev Davidovi¢ Landau

1. Co si myslite o nasledujucich tlohach na priamu tmernost’ a nepriamu tmernost™

(a) Dobre vycviceny hasi¢ si oblecie nohavice za 5 sekiund. Za aky ¢as si dobre vycvi¢eny
hasi¢ oblecie 100 nohavic?

(b) Dvaja robotnici vykopt studiu za 5 dni. Za aky ¢as vykope studitu 10 000 robotnikov?

2. Pre f(z) = 3z + 4 najdite f(3), f(0), f(—=2), f(—z), f(2x), f(1 + ), f(3z + 4), f(z?),
f((x=4)/3), f(f(z)).

3. Moricko tvrdi, ze nasiel funkciu f: R — R s vlastnost'ou
f(@*) =2z —1 pre kazdé =z € R.
Otéazka pre Vas: Nekeca Moricko?
4. Nech f(3z +4) =z (x € R). Urcte f(z).
5. Nech f(2z —1) =2+ 3 (z € R). Urcte f(z? +5).
6. Urcte funkciu f(x), ak

r—1

2
f(ycjL ):x pre kazdé = # —1.

29
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7. Vieme, zZe

2 1
f ( fj_3> = (xr —3)* pre kazdé x # 3.

Comu sa rovné f(7z + 2)?
8. Urcte f(z), ak
1
f(;)zm—l—\/l—l—yc2 (x > 0).

9. Nakreslite grafy funkcii:

(a) y =2z — 1 — 3z? (kvadraticka funkcia, metéda doplnenia na tplny Stvorec),

(b) y = =2 (lomené linearna funkcia),

(c) y =a%°, y =22 y=2"%3 y= 2732 (mocninové funkcie),
(d) y=sgnzx, y= Tl (lisia sa tie funkcie alebo nie?)

(e) y = —zlxl,

() y =V, y=v-z,y=1/]al,

(8) y =logygz, y = logyo(—x), y = logy, |z].

(h) y=e®, y=e" y=ell

10. Nakreslite grafy funkcif:

()y—\/_ y—\/_—2 y=vr-2,
(

11. Nakreslite grafy funkcii:

b) y = sgn(e®),

(c) y = sgn(log, )
(d) y =sgn(z® — 1),
(€) y = e,

(f) y = In(sgn=),
12. Nakreslite grafy funkcif:

(a) y = logyo(x — 1),
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(b) y = [logo(z — 1),
(c) y =logo(lz] — 1),
(d) y =logyo |z —1].
13. Je dané funkcia f: R — R, ktorej graf je na Obr. 5.1.

Y

Obr. 5.1: Graf danej funkcie

Nakreslite graf funkcie

(a) y = f(—=),

(b) y=flz+1)—
(c) =f@x—D
(d) y=3f(z+1)
(e) y = f(lz] — 1]
(£) y = f(lz — 1),
(&) y=1f(z]I-

14. Je dana funkcia f: [—2,00) — R, ktorej graf je na Obr. 5.2.
Nakreslite graf funkcie

(a) y= f(z —2) + 1,
(b) y = f(2z +4),
(@y—2ﬂ ),
(d) y=f(lz+2|),
(@y—UmM
(f) y=f2—z)).

15. Ak je funkcia f: R — R rastica, je nevyhnutne

(a) funkcia 2f rasttca?
(b) funkcia —f klesajuca?
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Obr. 5.2: Graf danej funkcie

(c) funkcia f? (kde f2(x) = (f(x))?) rastica?
(d) funkcia 1/f klesajuca (pre vSade nenulova funkciu f)?

16. Nech su funkcie f,g: R — R rastice.
(a) Je potom aj f + g rastuca?
(b) Je aj f - g rastuca?
17. Nech funkcia f: R — R mé vlastnost’ (t.j. je rieSenim funkcionalnej rovnice)

flz+1) = f(x)+ f(1) +1, z eR.
(a) Comu sa rovna f(0)?
(b) Ak je navyse f(1) = 1, najdite f(2), f(3), f(—1).
18. Nech funkcia f: R — R je rieSenim Cauchyho funkciondlnej rovnice

flx+y) = fx)+ fly), =zyeRr

(a) Comu sa rovna f(0)?

(b) Ukazte, ze f je neparna, t.j. f(—z) = —f(z), z € R.
(c) Ukazte, ze f(2z) = 2f(x), z € R.

(d) Ak je navyse f(1) = 1, najdite f(2), f(3), f(1/2).

Pripomenime, Ze (f o g)(z) = f(g(z)).

19. Nech f(z) =2? (zx € R) a g(z) = 1/x (z € R\ {0}). Uréte funkcie fo f, fog,go f, gog.
20. Urcte funkcie fog, go f, ak

o) = 4, r <3 (z) = 2c+1, <2
| (@-1)?2 z>3, A P

(nakreslite aj grafy funkcii f, g, fog,g0 f).
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21. Nech pre nejaké kladné realne ¢isla a, b plati
1 1
Vva — i b— =
Rozhodnite, ¢ uz potom musi platit’

> +3a—-1=0>+3b—1.

22. Je dané funkcia f(z) = 2z + 1.
(a) Urcte jej defini¢ny obor a obor hodnot.

(b) Existuje inverzna funkcia f~1? Ak ano, najdite ju.
(c) Nakreslite grafy f aj f~'.

23. Je dana funkcia

ﬂm:{ﬁ’ .

22 +22x -3, x>0.

(a) Nakreslite graf funkcie f.

(b) Existuje k funkcii f inverzna funkcia f~'? Zdo6vodnite.

(c) Ak neexistuje f~!, n4jdite ¢o najvacsie intervaly také, Ze ziZenia f na tieto intervaly
maji inverzné funkcie. Opiste tie ztZenia a najdite k nim inverzné funkcie.

24. Urcte definiény obor a nakreslite graf funkcie

2z+44|z+5

(a) Y= 2x7|z‘73| ‘
_ |z—]2—a]|
(b) Y= "t -

25. Najdite najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie

y=x+|r—3| -3z — 1]+ |22 — |z — 3|

26. Zjednoduste predpis funkcie

y = 3(sin® z + cos* z) — 2(sin® x + cos® 7).

27. Vyjadrite funkciu sin 5z pomocou funkcii sinx a cosz. (Navod: pouzite Moivreovu vetu.)
28. Graf funkcie f: R — R mé dva stredy symetrie. Dokazte, ze funkcia f sa d& napisat’ ako
stucet linearnej a periodickej funkcie.
29. (|Pol, dlohy 120, 121, str. 100]) Nech = > 0, a > 0, a # 1, b > 0, b # 1. Dokazte, 7Ze
(a) log, x = log, x - log, a (prechod od logaritmu pri jednom zaklade k logaritmu pri druhom

zéaklade),!

(b) Inx = logygz - In10 =~ 2,3 - log,y z (zvolili sme b = e, a = 10),

1
log, a”

(c) log, b=

I Mnemotechnickd pomécka: Vo vzorci pre prechod od logaritmu pri jednom zéklade k logaritmu pri druhom zaklade sa, napodiv,

logaritmy spravaji podobne ako zlomky: plati ¥ = £ - 7 a podobne log, = = log, z - log,, a.
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Kapitola 6

Rovnice

Je lepsie poloZit’ otdzku a vyzerat’ hlupo pdt’ minit, neZ sa vébec nespitat’ a byt’ hlupy cely Zivot.

— Konfucius

Je smutné, Ze hlupdci su taki sebaisti a ludia mudri plni pochybnosti.
— Bertrand Russell

1. Rozhodnite o pravdivosti vyrokov:

(1) V4 =2,

(2) V4=

(3) V4= le

(4) (Vz € R)(Va? = x),

(5) (Vz € R)(Va? = —x),

(6) (Vo € R)(V2? = +x),

(7) (Vo € R)(Vz2 = |z]).
)
)
)
)

2. V obore R rieste rovnicu 22 = 4 r6znymi spoésobmi:

a) odmocnenim,

(
(b
(c

(d) uhadnutim dvoch korefiov a zdévodnenim, preco iné korene uz neexistuju.

2

tpravou na tvar = — 4 = 0 a rozkladom polynému na l'avej strane,

pravou na tvar 22 — 4 = 0 a pouzitim vzorca pre korene kvadratickej rovnice,

Pri rieSeni nasledujiicej rovnice postupujte precizne: Urcte definiény obor, potom hladajte obor prav-
divosti umocnenim (vSimnite si, Ze je vhodné najskor poprehadzovat’ ¢leny, ak sa chcete odmocniny
zbavit’ uz jednym umocnenim). Je potrebné skuska spravnosti? Preco? Ak je potrebna, sta¢i overit),
¢ najdené ‘korene’ patria do definiéného oboru alebo to nesta¢i a naozaj je potrebné kazdy najdeny

‘koren’ dosadit’ do l'avej i pravej strany rovnice?

3. Rieste (v obore R) rovnicu

vVhi—x—1=u=x.
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4. Rovnicu z predchadzajtceho prikladu rieste graficky. (Znazornite grafy funkcii f(z) = /5 — x
a g(r) = x+ 1. Z toho hned’ uvidite, kol'ko existuje koreniov. Nezabudnite, ze z dobre nakres-
lenych grafov sa daju korene niekedy aj hadat’ a potom staé¢i overit’ ich vypoétom.)

5. Rieste v R rovnice:

(a) 2% + 22* —22% — 7w + 6 = 0,
(b) Vad -2z +5 =22 —8r +9,
(¢) 22 — 1|+ |z — 3| = 22 + 1,
(d) |22 +1— |z —2|| =2 — 3,
() 2-]2— |z —3|| =z —2|,

) 2 1 a1l
(2) ‘\/x— —Q_x‘zl.

6. Rieste v R? stistavy rovnic:
(a) *+ a2y =6, 2y —x+y =1,
(

b)x—2-\Vr—y=1,y++2x—y=4,

c)x+lr—yl =3, y+|r+yl =4,

(
(

d)z+y+lz—yl=2 Ver=|y+2,
1 1 1
) —+ -+ —-—=1,y>—-222 =1,
T y a:~|—y+1
(f) 2> —|y—az| =1, Tay+ 5z — 1Ty +5 =0,

h) |z|+ |yl =1, Vy — 1=z — 2

(i) Ve—y+r=3 Vy—x+z*—y=0,

G) Ve —y+ao=3\y—x+a*—y=5,

k) Ve—y=1+|z—2yl, lc—y|+ |z +1—y|+ |z +2—y| =3z

7. Rieste v R rovnice:

)

)

)

)

)
(8) V3z—y+|z—1=0,z+zF+y=y,
(h)

)

)

)

(a) 2° = 3,
3 6 1

(b) 20 _1 4dv_1 2’

(©) 2 1og(x) = 1og (; - )

(d) sin?x = 2cosx — 2,
(e) tg(2x) =2 - tgux,




10.

11.

12.

13.

14.
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ik |
In(bx — 4)

(k) Inzx =2 —1.

. ([Pol, uloha 5, str. 196]) Rieste v obore R exponencialnu rovnicu:

97 = 67 + 4.

. (|[Pol, uloha 15e, str. 198]) Rieste v obore R logaritmickd rovnicu:

loggx +log, z +logy z = 7.

([Pol, uloha 13, str. 202]) Rieste v obore R goniometrickt rovnicu:

sinx + sin 2z + sin 3z + sin4x = 0.

Lod" a kotol maju spolu 49 rokov. Lod je dvakrat taka stara ako bol kotol vtedy, ked’ lod’
bola také stara ako je kotol teraz. Kol’ko rokov ma lod™

Janko ide na bicykli k babicke, ktora byva na dedine vzdialenej 12 km. Na rovine ide rych-
lost’ou 24 km /hod, do kopca ide rychlost'ou 20 km /hod, z kopca 30 km/hod. Za aky dlhy ¢as
prejde tam a naspat’™?

Dvoma rozne vykonnymi mlat’ackami mozno vymlatit’ celi irodu za 4 dni. Keby sa vymlatila
polovica trody prvou mlat’ackou a potom zvySok druhou mlat’ackou, mlatba by trvala 9 dni.
Za kolko dni by sa vymlatila cela troda kazdou mlat’ackou osobitne?

(Newtonova tloha.) Trava na celej like rastie rovnako husto a rychlo. Je zname, ze 70 krav
by ju spéslo za 24 dni a 30 krav za 60 dni. Vypocitajte, kol'’ko bolo krav, ked’ ju spéasli za 96
dni.
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Kapitola 7

Nerovnice

Polovica pravdy je casto velkd loz.

— Benjamin Franklin

Falosné rozhoréenie je najodpornejSou formou pokrytectva.
— Henry de Montherlant

1. Rieste nerovnice

Nerovnicu (z—1)(x—2) > 0 moZno riesit’ tak, %e sa rozobert dva pripady: 1. pripad: (x—1 > 0Az—2 >
0), 2. pripad: (z —1 < 0 A2 — 2 < 0).}. Matematicky je to spravne, ale ak sa neukaZe aj Sikovnejsie
rieSenie, ziak z toho ziskava zlozvyk postupovat’ analogicky aj pri troch a viacerych ¢initeloch, ¢o
je velmi neSikovné, komplikované. Takéto tlohy mozno v skuto¢nosti riesit’ za par sekind, ak si na
¢iselnd os nakreslite nulové body jednotlivych linearnych ¢initelov a pozriete sa na znamienko vyrazu
v jednotlivych intervaloch, ktoré tym vznikni. Prirodzené je zaCat’ v najpravejSom intervale (zist'ujeme
znamienko pre velmi velké x). Potom sa pohybujeme smerom dolava a vZdy pri prechode cez nulovy
bod si uvedomime, ktory z vyrazov zmenil znamienko a v akej mocnine sa vyraz nachédza, teda kolko
znamienok sa zmenilo (parny pocet zmien nie je zmena!). Pri jednotlivych nulovych bodoch si treba
dat’ pozor, ¢ patria do oboru pravdivosti alebo nie (niekedy nepatria ani len do definiéného oboru),
teda jednotlivé body treba vybavit’ osobitne.

(z+3)(3—x)
(22+41)(8—3x) < 0’

)
)
(c) (x4 3)%(3 — z)(2x + 1)7(8 — 32)222 <0,
)
)

(z+3)*(3—12)
(2:E+1)7(8—3x)2022 S 07

2. Rieste nerovnice:

(a) 28— 3z -2 <0,

1Sd¢in dvoch redlnych &isel je kladny prave vtedy, ked’ obe &isla st kladné alebo ked obe &isla st zédporné. Teda (z — 1)(z — 2) >
0 < (z—-1>0ANz-2>0)V(z—-1<0Az—2<0)
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3.

4.

d.

(b) 23 —32? — 9x — 5 > 0,

2 6 — 3x
(c) > ,
T+ 3 r—1
4 1
r—1 x+2

2
2>2 1

(e)

24z 6x r+1
f < )
(> rz—1 _x—|—2+:c—1
Rieste nerovnice:
(a) v+ 2 < +/—x,

-1

(b \/x2+3x—3—a:§x3 ,
r—2<2-Vx+7,
Vad 4222 — 122 +9 < 2z — 3,

)
)
)
e) 3z —2-+vx%—15 < 10,
)
)

h) Ve+vV2—z<z+1.

Rieste nerovnice:
(a) Vad +1 < |22 — 1],
4 6
b + <7,
()|x+2| || —1 —
10z
5— <zr-—1
(© \5- g So-1,
1 2

d < ,

( >x—\/:z:+2_x+1

e) Vad — 222 +1<a*+1—2,
)

(
(f r—vVr+2<2,

KAPITOLA 7. NEROVNICE

(g) (6x+5)*- (3z+2)-(xr+1) <35 (Rada: zaved'te substittciu y = v/z + 2.).

Rieste nerovnice:

Pri vyrazoch tvaru |f(z)| niektori Ziaci z doteraz nezistenych pri¢in uvazuju o pripadoch |f(z)| > 0

a |f(z)] < 0. To je samozrejme nezmysel, lebo absolitna hodnota nie je nikdy zaporna (teda pre
kazdé z z defini¢ného oboru funkcie f nastava prvy pripad, pre Ziadne z nenastane druhy pripad).
Zmysel ma vsak uvazovat’ o pripadoch f(x) > 0 (vtedy bude |f(x)| = f(z)) a f(z) < 0 (vtedy bude
|f(z)] = —f(z)). Vyhodné je nakreslit’ si ¢iselni os, t rozdelit’ na vhodné intervaly a v nich riesit’

ilohu, napr. nerovnicu. Namiesto jednej nerovnice tak rieSime niekol’ko nerovnic, ale jednoduchsich.

Pocas rieSenia sa mozZe stat, Ze jednotlivé intervaly treba eSte rozdelit’ na viacero mensich intervalov
) b

aby sme sa zbavili vSetkych absolitnych hodnot.
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(a) |z — 13| > 2? + 1,

(b) [bx? + 4z — 7| > 2® — 22 + 3,

(c) |#* —1] < |5z — 5|,

(d) |22 = |z —2|| > 3z + 2,

(e) [t+3—2-]z—3||>5—u,

(f) |22 — |z = 3|| > 2|z,

(g) |[2*+ x|+ ]z —1| < 1.

. Mame k dispozicii m gramov p% roztoku jodu v liehu. Chceme mat’ vacsie mnozstvo roztoku,

hoci aj menej koncentrovaného. Kol'ko gramov ¢istého liehu mozeme pridat’, ak chceme, aby
roztok bol aspon p;-percentny (p; < p)?
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KAPITOLA 7. NEROVNICE
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