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Predhovor

Toto je uc¢ebny text k predmetu Ergodicka tedria 1 na Katedre matematiky FPV UMB. Vznikol
pocas autorovych prednéasok v letnom semestri 2017/18, v zimnom semestri 2019/20 a v zimnom
semestri 2021 /22.

Text si kladie za ciel’ podrobne vysvetlit’ niekol’ko méalo zakladnych pojmov a tvrdeni ergodickej
tedrie, namiesto prebratia ¢o najvicsieho rozsahu latky. Teda riadime sa heslom “radsej menej,
ale poriadne”. Kapitoly a podkapitoly oznacené hviezdickou presahuji rozsah povinného uciva a
su nepovinné.

Text sa neobmedzuje na ergodickt teériu na pravdepodobnostnych priestoroch. Pripast’ame
aj nekone¢nu mieru, aj ked’ to znamena isté komplikacie. Takisto automaticky nepredpokladame,
ze v uvazovanych systémoch sa zachovava miera, aj ked to znamené dalsie komplikacie. Text
sa samozrejme da ahko prisposobit’ (zjednodusit’), ak si prednasajici/Student Zela pracovat’ len
s mieru zachovavajicimi systémami na pravdepodobnostnych priestoroch, ako je to vo vicSine
zékladnych ucebnic ergodickej teorie.

Na druhej strane, nezavadzame nesingularne zobrazenia a v niektorych tvrdeniach predpok-
ladame, ze T zachovava mieru, hoci by stacilo predpokladat’, ze T zachovava mnoziny nulovej
miery.

Akékol'vek pripomienky, kritické poznamky, objavené chyby alebo navrhy k tomuto textu
posielajte na emailovii adresu Lubomir.Snoha@umb.sk.

Banska Bystrica, 2022 Lubomir Snoha
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Kapitola 1

Uvodné pojmy

1.1 Dynamicky systém, trajektoria, orbita

Nech X je mnozina a T: X — X zobrazenie. Potom dvojicu (X, T') nazyvame dynamicky systém.
Obvykle predpokladame, ze X # (), bez toho, aby sme to explicitne povedali.! MnoZina X sa
niekedy nazyva fdzovy priestor daného dynamického systému.

V dynamickom systéme (X, T) je “dynamika”’ v tom, Ze si predstavujeme, Ze sa body pohybuju,
skacu. Bod z € X mozeme zobrazit’ zobrazenim 7', dostaneme bod T'(x). Ten moézeme znovu
zobrazit’ a dostaneme bod T(T(x)).? Postupujtc takto d’alej, dostaneme body T(T(T(x))),.. ..
Interpretujeme to tak, ze bod x za jednotku ¢asu presko¢i do bodu T'(z), za d’alsiu jednotku ¢asu
do bodu T'(T'(x)) atd’, ako na Obrazku 1.1.

T

D

Obr. 1.1: V dynamickom systéme (X, T) body skia¢u. Vidime polohu bodu « v ¢asoch 0,1,2,....

Pouzivat’ oznacenia ako T'(T(T(T'(x)))) je nepohodlné. Ak pre kompoziciu ToT o T o T, tzv.
Stvrta iteraciu zobrazenia T', pouZijeme oznacenie 7%, mozeme prislusny bod Sikovnejsie zapisat’
ako T*(x). Pozor, T* nie je mocnina, ale vysledok opakovaného skladania zobrazenia T so sebou

ITak je tomu najmi v situécii, ked’ hovorime “Nech (X,T) je dynamicky systém”. Nie je to vSak rigidné pravidlo. Ak napr.
uvaZzujeme o nejakom konkrétnom dynamickom systéme (X, T'), pricom mnoZina X nie je zadana priamo ale nejakou podmienkou a po
dlhych avahach sa ukaze, ze X = (), neza¢neme sa ospravedliovat’ ¢itatelovi za to, ze sme dvojicu (X, T) nazvali dynamicky systém.

2Byva zvykom, a aj my tak budeme niekedy robit’, Setrit’ zatvorky a napr. namiesto T(T(z)) pisat’ T(Tx). Verime, Ze takéto a
podobné uspory zatvoriek ¢itatela nepopleti, ba prave naopak, prispeja k prehladnosti textu.

7



8 KAPITOLA 1. UVODNE POJMY

samym.® Zobrazenie
T"=To---0ToT
n-krat
sa nazyva n-td iterdcia zobrazenia T. To mé zrejmy vyznam pre n = 1,2,..., vyhodné je vsak
definovat’ aj nult iterdciu 7° ako identitu na mnozine X, teda funkciu idx: X — X definovant
tak, ze idy(x) = x pre kazdé « € X. Iteréacie zobrazenia T' definujeme teda rekurentne takto:

T° =idy, T"=ToT" ' n=12,....

Vsetko st to opat’ zobrazenia X — X.
Ak (X,T) je dynamicky systém a x € X, tak postupnost’

Trajp(x) = (T(2))2g = 2, T(2), T(x), ... (1.1)
sa nazyva trajektoria bodu z € X. Mnozina hodnét tejto postupnosti, teda mnozina
Orby(z) == {T"(x): n=0,1,2,...} = {2, T(z), T*(x),...} (1.2)

sa nazyva orbita bodu z.4
Ak pociatocény bod trajektoérie oznaCime xg, je velmi prehladné, ak d’alsie body oznacime
T1,T9y...:

Traj,(zo) == x0, T(20), T*(20), . .., T"(20), . - . - (1.3)
—— N—— ——
1 To Tn

Ide tu o rekurentne definovani postupnost’
Tpi1 =T (z,), n=0,1,2,....

V matematickej analyze sa obvykle nazyva iteracnd postupnost’ prislichajica k zobrazeniu T a
bodu z( alebo iteracna postupnost’ bodu xg vzhl'adom na zobrazenie 1" alebo itera¢na postupnost’
zobrazenia T' generovana bodom z, (ako sme uz ale povedali, v teorii dynamickych systémov sa
namiesto toho pouZiva nazov trajektoria bodu zg v dynamickom systéme (X, T)).

Ak X C R, teda (1.3) je itera¢na postupnost’ redlnych cisel, mozno ju geometricky znazornit’
pomocou tzv. iteracného diagramu; niekedy sa mu hovori pavucinovy diagram (z angl. cobweb
diagram). Postup je nasledujici. Nakreslime graf funkcie y = T'(z) (os x vodorovne, os y zvisle) a
do toho istého obrazka nakreslime aj tzv. diagondlu, ¢o je priamka y = x. Sledujte Obréazok 1.2.
Vyznacme na osi x ¢islo xy. Budeme “cestovat’ 7, a to vzdy len zvislym alebo vodorovnym smerom
a budeme pritom zanechavat’ za sebou stopu v podobe lomenej ¢iary poskladanej zo zvislych a
vodorovnych tusekov. Najskor sa postavme do bodu [z, 0] a pohnime sa zvislym smerom, az kym
nenarazime na graf funkcie (to, ¢ treba ist’ nahor alebo nadol, zavisi od polohy grafu). Sme
v bode [xg,T(z0)] = [z0,x1]. Z tohto bodu zase putujme vodorovnym smerom (doprava alebo
dolava, podla situacie), az kym nenarazime na diagonalu. Sme v bode [x1, z1] (pamétajte, Ze bod
diagonaly ma obe sturadnice rovnaké). TakZe uZ vieme na osi x vyznacit’ ¢islo xq, teda druhy ¢len
postupnosti. Putujeme d’alej. Z bodu [z, z1] ideme zvislo, aZ kym nenarazime na graf funkcie.

3Pri takychto oznadeniach v literattre si vzdy treba overit), o znamenaja. Napr. v goniometrii sin?(z) znamena druhti mocninu
(sin(z))2. Ak by sme chceli byt velmi precizni, tak namiesto T(T(T(T(z)))) by sme nemali pisat T*(z), aby sme nepoplietli goniometrov,
ale napr. T°4(x). Verime v3ak, Ze ani pri naSom menej preciznom oznageni neddjde k nedorozumeniu. Treba, aby si &itatel pamital,
7e v dynamickych systémoch T nie je $tvrta mocnina, ale Stvornasobna kompozicia. To samozrejme znamena aj to, ze v dynamickych
systémoch by sme mocninu (sin(z))? nemali pisat’ v tvare sin?(z), lebo by to mohlo byt' nespravne interpretované ako (sin o sin)(z).

4Terminologia nie je jednotné. Niektori autori nerobia rozdiel medzi trajektoériou a orbitou. Pre nas vSak trajektoria je postupnost’
a orbita je mnozina.
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Obr. 1.2: Itera¢ny diagram (funkcia T'(z), pociatoény bod x¢)

Sme v bode [z1,T(z1)] = [z1,x2]. Z tohto bodu pokra¢ujeme vodorovne az do bodu [xg,xs] na
diagonéle. Uz vieme vyznacit’ na osi x ¢islo x5. Takto pokracujeme a postupne ziskavame d’alSie
a daldie ¢leny nasej postupnosti.’®

Naco je dobré takto kreslit’ iterac¢nii postupnost’? Na to, ze “uvidime” nasu postupnost’ xg, x1, Ta, . . .

a jej vlastnosti. Napriklad “uvidime”, ¢ je monoténna. Obrazok sice nie je dbokaz, ale dobre
nakresleny iteracny diagram moze byt zdrojom hypotézy, ktora potom uz I'ahSie dokazeme.

Poznamenajme este, ze pri kresleni itera¢ného diagramu je obycajne vel'mi dolezité znazornit’
priese¢niky grafu funkcie 7' s diagonélou. Ich prvé suradnice st tzv. pevné body funkcie T' (st to
rieSenia rovnice T'(z) = x). Ak sa pri naSom putovani dostaneme do priese¢nika grafu s diagonélou,
kreslenie mozeme skonéit’, z daného bodu uz neunikneme (kreslite!).

Poznamka 1.1. Zobrazenie T je vo vSeobecnosti neinvertovatelné (t.j. nemusi existovat’ inverzné
zobrazenie T7': X — X). Prave preto sme trajektériu bodu zy definovali ako tzv. dopredni
trajektoriu (1.3). Ak zobrazenie T je invertovatelné (tym méame na mysli, ze T: X — X je
bijekcia), t.j. ak existuje inverzné zobrazenie T-': X — X, mozeme definovat’ aj zaporné iteracie:
T4 T2 =T =T"1oT = (T?"",.... V takom pripade sa da pre bod z, definovat’ aj
jeho tzv. dozadnd (spdtnd) trajektoria vo,x_1,x_o,... kde z_, =T "(xg), n =1,2,..., pripadne
tzv. uplnd trajektoria bodu xg, ¢o je dvojnekonecéna postupnost’

ey Ly ey X2, X1, 0, L1, L2y« e ey Ly oo v

Analogicky sa definuje dozadnd (spdtnd) orbita a tuplnd orbita. Vidime, Ze ak sa v tedrii dy-
namickych systémov hovori o trajektorii ¢i orbite, treba si ujasnit’, ¢o sa pod tym mysli; pozri
Obrazky 1.3 a 1.4.

Dohoda. V tomto texte, pokial’ nepovieme inak, pod trajektoriou a orbitou mame na mysli ich
dopredné varianty (dokonca aj vtedy ked’ T je invertovatelné).

Pri skimani dynamického systému nés zaujima spravanie sa trajektorii.
Bod x € X sa nazyva periodickij bod zobrazenia T, ak T?(x) = z pre nejaké p > 1.° Najmengie
také p sa nazyva peridda bodu x. Ak x je periodicky bod s periodou p = 1, teda ak T'(x) = =z,

5Struéne: zaéneme v bode [z0,0] na osi  a potom ideme zvisle na graf, vodorovne na diagonélu, zvisle na graf, vodorovne na
diagonalu, atd’ do nekonec¢na. Cisla z naSej postupnosti st prieseéniky osi x s priamkami, na ktorych leZia zvislé aseky nasej cesty.
670 (z) = z plati pre kazdy bod z.
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Obr. 1.3: (Dopredna) trajektoria zobrazenia T

KAPITOLA 1. UVODNE POJMY

T

- T T T T
T /N./\./—\ ¢ N¢

¢ 1l T T@ 12@)

Obr. 1.4: Uplna trajektoria invertovatelného zo-
brazenia T

bod z sa nazyva aj pevny bod zobrazenia T', pozri Obrazok 1.5. Ak z je periodicky s periddou
p, tak body z,T(z),..., TP (x) st navzajom rozne (preco?). Vsimnite si, Ze v takom pripade je
trajektoria bodu z periodickd postupnost’ s periddou p (lebo zrejme TP (z) = T(z), TP*%(z) =
T%(z),...,T*(x) = TP(x) = x,...) a orbita bodu x je kone¢tna mnozina {x,T(z),..., TP (z)}.
Nazyvame ju periodickd orbita s periodou p alebo tiez p-cyklus.

T

x .

Obr. 1.5: Periodicky bod x s periédou 4 a pevny

bod y

T

x 9

Obr. 1.6: Eventualne periodicky bod (s periddou
3), ktory nie je periodicky (plati T?(z) = T°(x))

Ak T™(z) = z, bod x sa niekedy nazyva m-periodicky. To eSte neznamend, Ze jeho periodou
je m, lebo moze existovat’ mensie n s vlastnost'ou 7" (x) = x. Pozrite dolezité Cvicenie 1.2.

Aj bod, ktory nie je periodicky, méze mat’ kone¢ni orbitu. Povieme, Ze bod x je eventudlne
periodicky (s periddou p) ak pre nejaké m > 0 je T™(x) periodicky bod (s periédou p). Periodicky
bod je eventualne periodicky, ale obratene to neplati, vid’ Obrazok 1.6. Pozrite tiez Cvic¢enie 1.3.

Dynamicky systém (X,7) je mnozina X so zobrazenim 7: X — X. Moze sa stat’, ze v
dynamickom systéme mame k dispozicii aj dodato¢nt struktiaru. Uvedieme tri dolezité pripady:

e (Topologicky dynamicky systém) Ak v dynamickom systéme (X, T') je mnoZina X metrickym

priestorom” a zobrazenie T: X — X je spojité, tak (X, T) nazyvame topologicky dynamicky
systém, skratene t.d. systém. Takéto systémy sa skumaji v tej Casti tedrie dynamickych
systémov, ktord sa nazyva topologickd dynamika.®

St rozne moznosti, ako moze vyzerat’ orbita v topologickom dynamickom systéme. Nasledu-
jace dve su v istom zmysle extrémne:

— orbita bodu z je kone¢na (periodicka alebo aspon eventualne periodicka);

— orbita bodu x je husta, teda pretina kazdd neprazdnu otvoreni mnozinu v metrickom
priestore X; ak je metricky priestor X nekonecny, tak husta orbita je automaticky

7Vseobecnejsie, topologickym priestorom.

8Niekedy sa uptsta od predpokladu spojitosti zobrazenia T a priputa sa napr. koneéne alebo spoéitatelne vela bodov nespojitosti,
pripadne sa predpoklada nejaka slabsia forma spojitosti ako napr. kvazispojitost’ apod. AvSak predpoklad, Ze X nie je len mnozina,
ale je to metricky (¢i aspon topologicky) priestor, je pre topologicki dynamiku podstatny.



1.2. FREKVENCIA NAVSTEV BODU X DO MNOZINY A A POJEM ERGODICNOSTI 11

nekonecné, ale nekonec¢né orbita nemusi byt’ husta — vysvetlite.

e (Mierovo-teoreticky dynamicky systém) Ak B je nejaka o-algebra podmnozin mnoziny X a
je miera definovana na B.,” moZe sa stat’, Ze zobrazenie T: X — X je meratelné vzhl'adom
na tuto o-algebru (t.j. T-vzor mnoziny z B je mnozina z B). Moze sa navyse stat’, ze pre
kazdt mnozinu A € B je u(T'(A)) = u(A) (hovorime, Ze p je invariantnd miera pre T
alebo ze T zachovava mieru p). V takomto pripade sa (X, B, u, T') nazyva mierovo-teoreticky
dynamicky systém alebo mieru zachovdvajici dynamicky systém, skratene m.z. systém. Préve
takéto systémy st objektom sktimania ergodickej teorie. Vzdy, ked’ budeme hovorit’ o systéme
(X, B, i, T), budeme predpokladat’, ze pu(X) # 0.

e (Dynamicky systém, ktory je zdroven topologicky aj mierovo-teoreticky) V topologickom dy-
namickom systéme (X, T) je zobrazenie T spojité, preto je automaticky meratelné vzhl'adom
na o-algebru B borelovskych podmnozin priestoru X. Moze sa stat’, Zze na B mame defino-
vani nejakt mieru y a ze T zachovéva ttto mieru.!® Potom (X, B, u, T) je mierovo-teoreticky
dynamicky systém a zaroven aj topologicky dynamicky systém.

Ako sme uz naznacili vyssie, v dynamickom systéme (X,T') pre bod x € X interpretujeme
T"(x) ako bod, kam sa bod z dostal za ¢as n. Ak U C X a T"(x) € U pre nejaké n, povieme,
ze bod x navstivii mnozinu U v Case n. Pripadne povieme, Ze trajektéria bodu x navstivila
mnozinu U (vSimnime si, Ze toto nastava prave vtedy, ked’ orbita bodu x pretne U). Priptstame
tu ajn =0, teda ak bod z € U, tak z navstivi U aspon v case 0.1}

Ak (X,T) je topologicky dynamicky systém, tak orbita bodu z je husta zrejme préave vtedy,
ked’ bod x navstivi kazdu nepréazdnu otvorenti mnozinu v X.

Ak v dynamickom systéme zvolime bod x € X a mnozinu A C X, mozeme sa pytat’, ¢i bod x
navstivi mnozinu A, pripadne dokonca ako ¢asto ju navstevuje.

1.2 Frekvencia navstev bodu r do mnoZiny A a pojem ergodi¢nosti

Majme dynamicky systém (X,T'), mnozinu A C X a bod z € X. Zaujima néas frekvencia ndvstev
bodu x do mnoZiny A, teda limita (ak existuje)

#{ke{0,1,...,n—1}: T"(x) € A}

frekv4(x) := nh_)rgo " (1.4)
Zlomok za znakom limity m4 v ¢itateli &slo udavajuce, kolko spomedzi bodov z, T'(x), ..., T" }(x)

lezi v A, a teda cely zlomok je ¢islo z intervalu [0, 1], ktoré udava podiel tych bodov spomedzi
prvych n bodov trajektorie bodu z, ktoré lezia v A. Formulu pre frekvenciu navstev mozno
elegantne prepisat’ pomocou charakteristickej funkcie mnoziny A:

(z) = 1 akxzeA,
XA =0 ak v € X\ A.

9Teda (X, B, i1) je to, Comu sa v teoérii miery hovori priestor s mierou. Ak v stvislosti s takymto priestorom hovorime, %e mnoZina
A je meratelna, mame na mysli, ze A € B, teda Ze existuje pu(A).

10Namiesto toho by sme mohli uvazovat' o inej o-algebre a miere na nej, ak je 7' vzhladom na ta o-algebru meratelné a zachovéva
ta mieru. Opisany pripad je v8ak najdolezitejsi.

17U invertovatelnych systémov priptastame aj zaporné ¢asy, bod mohol navitivit mnozinu aj v “minulosti”.



12 KAPITOLA 1. UVODNE POJMY

Naaozaj, T*(x) patri, resp. nepatri do A prave vtedy, ked’ x4(T*(z)) sa rovna 1, resp. 0. Potom

n—1
#{ke{0,1,...,n—1}: THx) € A} =) xa(T"(x)),
k=0
a teda pre frekvenciu, s akou bod x navstevuje mnozinu A mame

1
frekva(xz) = lim —
n—oo N,

n—1
> xa(T*(x)). (1.5)
k=0

V ergodickej teodrii, kde pracujeme s mierovo-teoretickym dynamickym systémom (X, B, i, T'),
sa obmedzujeme len na mnoziny A € B (teda tzv. meratelné mnoziny, ¢ize mnoziny, pre ktoré
existuje miera p(A)). Zaujima nas odpoved’ na otézku: Je pravda, ze pre frekvenciu navstev bodu
x € X do mnoziny A plati

1(A)

— 2

frekva(x) x) (1.6)
(Okrem uz dohodnutého predpokladu p(X) > 0 navySe predpokladajme 7e u(X) < oo, aby
bolo vpravo dobre definované ¢islo.) To je celkom prirodzena otazka, stuvisiaca s predstavou,
7e ak ‘turista’ x putuje po svete X a pritom neuprednostiuje ziadnu cast’ sveta pred inou, tak
velku krajinu bude navstevovat’ Castejsie ako mala krajinu. Ak krajina A ma velkost’ u(A) =
(1/100)p(X), tak takyto turista ju bude navstevovat’ s frekvenciou 0,01 (len jedno percento ¢asu
stravi v A).

Prijmeme nasledujicu, trochu nestandardnt terminologiu.

Definicia 1.2. Nech (X, B, u,T) je mierovo-teoreticky dynamicky systém, v ktorom (okrem
u(X) > 0)je u(X) < 0o. Ak pre bod z € X a mnozinu A € B plati (1.6), budeme hovorit’, ze bod
x navstevuje mnoZinu A so sprdvnou frekvenciou, alebo Ze je to férovy bod pre mnoZinu A.'?2 Ak
je bod z férovy pre kazdd mnozinu A € B, budeme hovorit’, Ze je to férovy bod.

Teda bod z je férovy, ak sa pohybuje absolutne spravodlivo, férovo, ziadnu meratel'nit mnozinu
neuprednostinuje, kazda jednu z nich navstevuje so spravnou frekvenciou.

Vsimnite si, Ze kazdy bod je férovy prinajmensom pre A = ) a A = X. Napodiv existuju
systémy, v ktorych kazdy bod je férovy pre kazda meratelnit mnozinu, teda systémy, v ktorych v
zmysle nasej terminologie je kazdy bod férovy.!3

Priklad 1.3. Nech X = {1,2,3}, B = 2%, 11 je miera definovana na B, pre ktort u(1) = u(2) =
1(3) =1/3. Nech T'(1) = 2, T'(2) = 3, T'(3) = 1. Potom zrejme (X, B, i1, T') je mieru zachovéavajuci
systém a pre kazdy bod x € X a kazdt mnozinu A € B plati (1.6) (vysvetlite). Teda v tomto
systéme je kazdy bod férovy.

V mieru zachovavajicom systéme je to vo vSeobecnosti tak, ze niektoré body su férové a iné
nie (Cvicenie 1.6).

To, aby bol kazdy bod férovy, ako v Priklade 1.3, dokonca aj to, aby vobec existoval aspon jeden
férovy bod, je vSak vel'mi zriedkavé situacia. V délezitych pripadoch mierovo-teoretickych systé-
mov vyuzivanych v aplikdciach to ¢asto byva presne naopak — byvaju totiz splnené predpoklady
nasledujtcej propozicie a preto neexistuje ziaden férovy bod.

12Terminologicka poznamka: V angli¢tine sa hovori, ze “trajectory of x equidistributes in A”.
I3 Trivialnym prikladom je identita na jednobodovom priestore s koneénou mierou. Uvedieme zaujimavejsi priklad.
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Propozicia 1.4. Predpokladajme, Ze v mieru zachovdvagicom systéme (X, B, p, T) je 0 < p(X) <
oo a kaZdd jednobodovd mnozZina je meratel'nd a mad nulovi mieru. Potom neexistuje ani jeden
férovy bod x € X.

Doékaz. Nech z € X je férovy (odvodime spor). Zvolme A = Orby(z) = {z,T(x),T?(x),...}.
Z predpokladov vyplyva, ze A € B a u(A) = 0 (preco?). Pretoze bod z je v kazdom case

v A, je frekvy(z) = 1. Na druhej strane, x je férovy, teda aj férovy pre mnozinu A. Preto
frekva(x) = p(A)/u(X). Porovnanim dostaneme p(A) = u(X). To je spor, lebo u(A) = 0 a
pu(X) > 0. O

Teda systémy, v ktorych existuju férové body alebo v ktorych je dokonca kazdy bod férovy
nemodzu byt’ z praktickych dovodov jadrom zaujmu ergodickej teérie. Ukazuje sa vSak, ze mnohé
systémy objavujuce sa v aplikdciach (napr. vo fyzike) maju vlastnost’, ktora je sice slabgia, ale v
istom zmysle dost’ blizka tomu, ze kazdy bod je férovy. Ide o vlastnost’, ze pre kazda meratelni
mnozinu A plati, ze u-skoro kazdy bod x € X je férovy pre A:

(VA € B)(pre u-skoro kazdy bod = € X)(x je férovy pre A). (ERG)

Takéto systémy, v ktorych kazda mnozina A € B je skoro vSetkymi bodmi navstevovana so
“spravnou” frekvenciou (1.6), sa nazyvaju ergodické.

V ergodickom systéme nemusi (hoci vynimoéne moze, ako napr. v Priklade 1.3) existovat’ jedna
univerzdlna mnozina plnej miery tak, ze kazdy bod z tejto mnoziny navstevuje kazdi mnozinu
A € B so “spravnou” frekvenciou. Ako sme uz povedali, pod ergodi¢nost'ou sa mysli nie¢o menej,
totiz, ze pre kazdd mnozinu A € B existuje svoja mnozina X4 plnej miery tak, ze kazdy bod
x € X4 navstevuje t jednu mnozinu A so “spravnou” frekvenciou.

Ergodi¢nost’ sme, za predpokladu p(X) < oo, definovali podmienkou (ERG). Poznamena-
jme, Ze existuju aj iné definicie ergodi¢nosti (jednoduchsie a hodiace sa dokonca aj na pripad
pu(X) = o0). Tak ako v drvivej vacsine knih o ergodickej teorii, aj my budeme neskor definovat’
ergodi¢nost’ pomocou nich. Az neskor, v suvislosti s Birkhoffovou ergodickou vetou, ukdzeme na
priestoroch s kone¢nou mierou ekvivalentnost’ tychto definicii s podmienkou (ERG). Skutoc¢nost’,
ze existuju jednoduchsie ekvivalentné definicie ergodic¢nosti je dobra sprava, lebo priame overovanie
podmienky (ERG) by bolo vel'mi t'azkeé.

Ukazuje sa, ze existuje nemélo ergodickych systémov (X, B, u,T). Ergodické systémy pred-
stavuja hlavny objekt zaujmu v ergodickej teorii. Dévod, preco je tomu tak, spociva v dolezitosti
takychto systémov pre aplikicie. V skuto¢nosti sa ergodicka tedria historicky rozvinula ako reakcia
na potreby fyziky.

1.3 Fyzikadlna motivacia ergodickej teorie

Stale predpokladajme, Ze p(X) < co. Vsimnime si, Ze (1.6) mozno prepisat’ takto:

JLIEO%Z_:XA(Tk(x)) = ﬁ/xm dp . (1.7)

Je prirodzené chciet’ nahradit’ charakteristick funkciu meratel'nej mnoziny A inou integrovatelnou
funkciou f: X — R (alebo dokonca f: X — C) a pytat’ sa, kedy
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o1
lim —
n—oo N,

>4 = 5 [ fan. (TASA)

Veli¢ina na lavej strane je tzv. casovy priemer funkcie f pozdlz trajektérie bodu x, vpravo je
priestorovy priemer funkcie f, alebo tzv. stredné hodnota funkcie f tak, ako je obvykle definovana
v integralnom pocte.'* Podmienku sme nazvali TASA, podla anglickych vyrazov time average —
Casovy priemer, space average — priestorovy priemer.

R alebo C R alebo C
f
stredné
hodnota f
X

Obr. 1.7: Casovy priemer Obr. 1.8: Priestorovy priemer

Historicky viedla cesta k ergodickej teorii cez Statisticku fyziku, v ktorej sa prirodzene objavuje
podmienka (TASA). Naozaj, nech (X, B, i, T') predstavuje nejaky fyzikalny systém, teda:

e X je mnozina vSetkych moznych stavov daného fyzikalneho systému,

e T: X — X je zakon ¢asového vyvoja (ak = € X je stav fyzikdlneho systému v nejakom ¢ase,
tak T'(x) je jeho stav v nasledujucom ¢ase, v ¢ase o jednotku vac¢Som),

e 3 je nejaki o-algebra na X,
e 1 je nejaké fyzikdlne zmysluplna miera definovana na X,
e miera p je invariantna pre 7.
Majme d’alej
e funkciu f: X — R (alebo f: X — C), lebesguovsky integrovatelni vzhl'adom na pu.

Ak je fyzikalny systém v stave z € X, je f(z) hodnota funkcie f v tomto stave. Ak je mozné
hodnoty funkcie f fyzikalne priblizne zmerat’, tak sa funkcia f oznacuje aj jednym slovom po-
zorovatelnd, angl. observable (pridavné meno je tu pouZité vo funkcii podstatného mena).'®
Fyzikov zaujima stredna hodnota pozorovatel'nej f cez vSetky mozné stavy systému, t.j. veli¢ina
na pravej strane (TASA). T& sa vSak casto fyzikdlne nedd zmerat’, napr. typicky je to tak
v Statistickej fyzike. Naproti tomu ¢asovy priemer funkcie f pozdlz trajektorie bodu z, teda

4 Spomeite si, Ze uz v kalkule ste definovali strednti hodnotu integrovatelnej funkcie f na intervale [a, b] ako bia f: f(z)dx.

15Vo fyzike, pozorovatelnd (observable) je fyzikalna veliGina, ktora sa da merat, napr. poloha, rychlost’, tlak, teplota apod.
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veli¢inu na l'avej strane (TASA), moZno pomocou merani niekedy dost’ dobre odhadnut’. K tomu je
potrebné zmerat’ hodnotu pozorovatelnej v dlhom zac¢iatocnom tseku postupnosti ¢asov 0, 1,2, ...,
pozri Tabul'ku 1.1.

’ Cas k \ stav systému v Case k \ hodnota pozorovatelnej v tom stave ‘

0 T f(z)

1 T(z) f(T(x))

2 T (z) f(T?(x))
n—1 T 1(x) \ — F(T" (@)

Tab. 1.1: K uréeniu ¢asového priemeru

Postupne pre stale vicSie a vadsie n pocitame aritmeticky priemer (1/n) S 770 f(T%(z)). Moze
sa stat’, Ze sa tieto priemery stabilizuju, blizia k nejakej hodnote. Takto moézeme usudit’, Zze pre
dané z limita na l'avej strane (TASA) existuje a odhadnut’ jej hodnotu.'® Ak by sme vedeli, Ze
rovnost’ (TASA) pre nami zvolené x (pre nas podiatoény stav) plati, ziskali by sme tak odhad
strednej hodnoty pozorovatelnej. Ak by sme vedeli, Ze rovnost’ (TASA) plati aspon pre typické x
(tym sa mysli pre p-skoro kazdé x, teda pre skoro kazdy pociatoény stav x € X), mohli by sme
sa spolahnit’ na to, ze nas pociatocny stav x patril medzi tieto typické pociatocné stavy a teda
sme naoza]j odhadli stredntt hodnotu pozorovatelne;j.

Najma v statistickej fyzike je teda dolezita otézka, ¢i v danom fyzikdlnom mieru zachovavaji-
com systéme (X, B, u, T') plati pre pozorovatelné f rovnost’ (TASA) pre p-skoro kazdy pociatoény
stav x € X, teda s “pravdepodobnost’ou” 1.

Tzv. Boltzmannova ergodickd hypotéza'™ vo fyzike hovori prave to, Ze ak X je mnoZina vietkych
moznych stavov systému a f: X — R je pozorovatel'né, tak pre skoro kazdy vychodzi stav x € X
plati (TASA), t.j. ¢asové priemery I'ubovolnej konecnej série pozorovani veli¢iny f konverguju
(pre ¢as idtci do nekone¢na) k priestorovému priemeru veli¢iny f.'® Ukézalo sa, Ze Boltzmannova
ergodicka hypotéza neplati bez dodato¢nych predpokladov o systéme. Hl'adanie podmienok, za
ktorych pre typické x € X sa Casovy priemer pozorovatelnej naozaj rovné jej priestorovému
priemeru, viedlo ku vzniku ergodickej teorie.

Najdolezitejsou vetou ergodickej teorie je tzv. Birkhoffova ergodickd veta'® (pozri Vety 9.1 a
9.2), ktora hovori, Ze prave ergodi¢nost’ je postac¢ujicou (a ako sa ukaze, aj nutnou) podmienkou
pre to, aby v systéme (X, B, u,T) pre kazdu lebesguovsky p-integrovatelnua funkciu f: X — R
platila rovnost’ (TASA) pre p-skoro kazdy bod = € X (za predpokladu, Ze invariantna miera p je
kone¢na).

Pripomenme, Ze naSa definicia ergodi¢nosti (pomocou frekvencie navstev) je ekvivalentné so

16Samozrejme, z poznania koneéného poétu &lenov postupnosti nemozno v prisne matematickom zmysle odvodit’ existenciu limity a
jej hodnotu.

"Ludwig Boltzmann (1844 — 1906) bol rakusky fyzik, zakladatel Statistickej fyziky. Posobil najmé vo Viedni. Slovo ergodicky
pochadza z gréckych slov ergon = préca, energia a odos = cesta.

I8Historicky to bolo trochu inak. Hypotéza tak, ako ju Boltzmann formuloval, nehovorila o ¢asovom a priestorovom priemere.
Hovorila o tom, Ze trajektoria vybraného bodu prechadza tplne vSetkymi moZznymi bodmi (Gasti) fazového priestoru. To je uZ z
kardinalitnych alebo topologickych dévodov matematicky nemozné, s vynimkou umelych ¢i trividlnych prikladov. Takto formulovana
hypotéza bola prili§ silna, treba ju zmiernit’ a hovorit’ o tom, ze skoro kazda trajektoria prechadza 'ubovolne blizko kazdého bodu. Vo
vSeobecnosti ani to nie je pravda, ale v ergodickych mieru zachovéavajicich systémoch (s kone¢nou mierou) tomu tak je, plati dokonca
viac, pozri Vetu 10.4 a Vetu 10.11.

9 George David Birkhoff (1884 — 1944) bol americky matematik, profesor na Harvardovej univerzite, otec matematika Garretta
Birkhoffa.
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standardnou, ktort sa budeme ucit’ neskér. Ak zhrnieme, ¢o sme povedali, dostdvame, Ze nasle-
dujice tvrdenia pre mieru zachovavajuci dynamicky systém (X, B, u,T) s kone¢nou mierou st
ckvivalentné (pozri Vetu 10.4):

(1) systém (X, B,u,T) je ergodicky (v zmysle tej jednoduchsej definicie, ktort sme si sl'abili
uviest’ neskor, pozri Definiciu 7.1),

(2) plati podmienka (ERG), teda pre kazda mnozinu A € B plati, Ze u-skoro kazdy bod z € X
navstevuje mnozinu A so “spravnou” frekvenciou,

(3) pre kazdua lebesguovsky p-integrovatelnt funkciu f: X — R plati (TASA) pre p-skoro kazdé
r e X.

Jednym z hlavnych ciel'ov tohto kurzu bude ukizat’ ekvivalentnost’ roznych definicii ergodi¢nosti
a porozumiet’ Birkhoffovej ergodickej vete a jej aplikdciam. Poznamenajme, Ze ergodickd teodria
sa dnes pouziva nielen vo fyzike, ale ma predovsetkym pocetné aplikiacie v roznych oblastiach
matematiky.

Studium ergodickej tedrie zacneme rovnomerne rozdelenymi postupnost’ami realnych ¢isel.

1.4 Cvicenia a projekty
Cvicenie 1.1. Nech T": [0,1) — [0,1) je zobrazenie definované vzt'ahom 7'(z) = 2z mod 1 (tzv.
doubling map).

(1) Nakreslite graf funkcie T

(2) Ukazte, ze bod 2/5 je periodicky a urcte jeho periodu.

(3) Najdite racionalne ¢islo, ktoré nie je periodickym bodom.

(4) Ukazte, ze kazdé racionalne ¢islo z je eventuélne periodicky bod.

Cvicenie 1.2. Ak v dynamickom systéme bod z je 8-periodicky, teda T®(z) = z, tak perioda
bodu z je 8,4, 2 alebo 1. VSeobecne, ak = je m-periodicky, tak perioda bodu = deli m. Dokazte.

Cvicenie 1.3. Ukazte, ze v kazdom dynamickom systéme st nasledujiice tvrdenia ekvivalentné:
(1) z je eventuélne periodicky,
(2) orbita bodu z je kone¢na,
(3) T™(z) = T"(x) pe nejaké 0 < m < n.
Cvicenie 1.4. Nech T je zobrazenie z Cvicenia 1.1 a nech z € [0,1). Dokazte, ze
x je periodicky = x € QQ <= x je eventualne periodicky.

Cvic€enie 1.5. Nech v dynamickom systéme (X,T’) je bod x periodicky s periédou p. Nech
B C X. Urcte frekvenciu navstev bodu = do mnoziny B (pozor, odpoved’ zavisi od vol'by B).

Cvicenie 1.6. Najdite mieru zachovavajuci systém (X, B, u, T), v ktorom existuje férovy bod aj
bod, ktory nie je férovy.

Projekt 1.7. Nastudujte si podrobnejsie o Boltzmannovej ergodickej hypotéze a vzniku ergodicke;j
teorie a napiste lepsiu verziu Sekcie 1.3. Rozsah max. 5 stran.



Kapitola 2

Rovnomerne rozdelené postupnosti

2.1 Frekvencia navstev postupnosti bodov do mnoziny

Ked’ pracujeme s dynamickym systémom (X,7), zaujima néas rozmiestnenie bodov trajektorie
x,T(x), T*(z),... v mnozine X. Napr. v Sekcii 1.2 sme skumali frekvenciu frekv(z), s akou v
mieru zachovavajucom dynamickom systéme (X, B, u, T) bod x € X navstevuje mnoZinu A € B.
Zaujimalo nas najméi, kedy islo o “spravnu” frekvenciu pu(A)/u(X).

“Frekvenéna” terminolégiu mozeme zovseobecnit’.

Po prvé, frekva(x) je definované tak, ze si vSimame, ktoré body trajektorie bodu z lezia
v A. Namiesto trajektorii v dynamickom systéme mozno skimat’ 'ubovol'né postupnosti bodov v
l'ubovol'nej mnozine.! Ak (x,,)°%; je 'ubovolna postupnost’ bodov v mnozine X, moZeme hovorit’ o
frekvencii, s akou tdto postupnost’ navstevuje mnozZinu A C X. Tuto frekvenciu budeme oznacovat’
frekv a((z,)52,) alebo stru¢nejsie, hoci menej presne, frekva(z,), frekva(xy) apod.? Prirodzena
definicia, aj s ohl'adom na (1.4), je:

lim #{ne{l,2,...,N}: z, € A} .

Jim N (2.1)

frekva(z,) =
Po druhé, limita v definicii frekvencie nemusi existovat’, preto je niekedy uzitocné skumat’
dolni, resp. horni frekvenciu, s akou postupnost’ (x,)2, navstevuje mnozinu A C X:

1
frekv, (z,,) :=liminf —#{n € {1,2,...,N}: z, € A},
1 .
frekv} (z,,) :=limsup N#{n €{1,2,...,N}: z, € A}.

N—oo

Pomocou frekvencnej terminologie mozno zaviest’ pojem rovnomerne rozdelenej postupnosti
ako takej postupnosti, ktora navstevuje vybrané podmnoziny X so “spravnymi” frekvenciami.
Tu vsak nemozno ocakavat’ prilis vela. Nie je napr. mozné, aby nejakd postupnost’ realnych
Cisel leziaca v intervale [A, B] navstevovala vsetky lebesguovsky meratelné podmnoziny intervalu
[A, B] so “spravnymi” frekvenciami zodpovedajucimi ich mieram. To l'ahko vyplyva z podobnych
uvah ako sme pouzili v dokaze Propozicie 1.4. Problém je v tom, Ze lebesguovsky meratelnych
podmnozin intervalu [A, B] je prili§ vela. Mozno v8ak postupovat’ nasledovne.

IPostupnost’ 0,1,0,0, ... nie je trajektoriou, lebo by sme zaroveih mali T(0) = 1 aj T'(0) = 0.

2Dtfame, Ze nejaké velké nedorozumenie asi nehrozi, snad aj preto, ze frekv a ((zn)22 ;) = frekva ((zn)5 ) = frekva((zn) 5) =

17
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Predpokladajme, ze (r,);2, je postupnost’ bodov v mnozine X (pricom tu nemusime mat’
definované ziadne zobrazenie T'). Dalej predpokladajme, ze mame zvoleny nejaky stibor “peknych”
podmnozin mnoziny X, u ktorych vieme merat’ ich “objem”. Ak A je takd mnozina, nech vol(A)
je jej objem. Predpokladajme tiez, Ze medzi také mnoziny patri aj X a ze 0 < vol(X) < co. V
takom pripade méze byt zmysluplné prehlasit’ postupnost’ (x,,)%, za rovnomerne rozdeleni,® ak
navstevuje kazdu “pekntt” mnozinu A so “spravnou” frekvenciou vol(A)/ vol(X).

V nasledujtcej sekcii budeme takuto terminolégiu rovnomernej rozdelenosti pouzivat’ pre pos-
tupnosti realnych ¢isel leziace v intervale [A, B], pricom za “pekné” mnoziny budeme povazovat’
(uzavreté) podintervaly intervalu [A, B] a pod ich “objemom” budeme rozumiet’ ich dlzku.

2.2 Rovnomerne rozdelené postupnosti a Jordanova miera

V tejto Casti sa obmedzime na ohrani¢ené postupnosti redlnych ¢isel. Ak tu hovorime o intervale
[A, B], predpokladame, ze A < B.

Definicia 2.1. Nech postupnost’ (x,)%, realnych ¢isel lezi v intervale [A, B]. Povieme, Ze je
rovnomerne rozdelend v intervale [A, B], ak kazdy podinterval [a, b] intervalu [A, B] navstevuje so
“spravnou” frekvenciou zodpovedajucou jeho dlzke, teda

_ #{ne{l,2,...,N}: 2, €la,b]} b—a
= Neo N - B-A

frekvigp) (zn) (2.3)

Ak nemoze dojst’ k nedorozumeniu, budeme kratko vraviet’, ze (z,)22, je r.r.

Pre [a,b] = [A, B] trivialne dostavame spravnu rovnost’ 1 = 1. Pozaduje sa tu v8ak rovnost’ pre
kazdy podinterval. Napr. ak [a, b] zabera tretinu intervalu [A, B], pozaduje sa, aby ho postupnost’
()22, navstevovala s frekvenciou 1/3.

Priklad 2.2. Postupnost’

lezi v intervale [0, 1], ale nie je v hom r.r. Naozaj, tato postupnost’ vobec nenavstivi interval
[1/100,2/100]. Keby bola r.r., musela by ho navstevovat’ s frekvenciou (2/100 —1/100)/(1 —0) =
1/100.

Priklad 2.3. Nech ry,rs,... je postupnost’ leziaca v intervale [0,1] a s, s9,... je postupnost’
leziaca v intervale [1,2]. Potom postupnost’

oo _
(xn)nzl =T1,72,51,73,7T4,52,75,76, 53, ...

(vzdy za dvomi ¢lenmi z prvej postupnosti nasleduje jeden ¢len druhej postupnosti) lezi v intervale
[0,2], ale nie je v fiom r.r., pretoze “uprednostiiuje”’ I'avi polovicu intervalu. Naozaj, kazdé r; patri
do [0,1] a este mozno aj niektoré s; patria do [0,1] (ak s; = 1). Preto postupnost’ +#{n €
{1,2,...,N}: 2, € [0,1]}, N =1,2,... vyzera takto:

122>22>232>242>42>526 26

1’2737 475767778797

3ziadalo by sa dodat), ze vzhfadom na zvoleny stbor “peknych” mnozin a zvoleny pojem “objemu”
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Odtial’ L9 N 0.1
o #Hne{l2. Nbia ef01]}
N—oo N

pricom v pripade rovnomernej rozdelenosti by sa téato frekvencia musela rovnat’ 1/2.

frekvi 1 (@n)

2
>_7
-3

Na prvy pohlad ani nie je jasné, ¢i rovnomerne rozdelené postupnosti vobec existuju. Skonstru-
ujeme teraz taki postupnost’.

Priklad 2.4. Zorad'me racionélne ¢isla z intervalu [0, 1] do postupnosti

1 12 1 2 -1
(xn>zo:1: 071707_71707_7_717"'707_7_7'”7n 717-” :
~— 2 33 nn n
P \7,-/\_7_/ ?f v
2 3 n

N J/

Ly

Dokéazeme, Ze tato postupnost’ je r.r. v intervale [0, 1].
Postupnost’ pozostava z blokov s dlzkami ¢ = 2,0, =3,...,¢, =n+1,.... V n-tom bloku su
vBetky mozné zlomky z intervalu [0, 1] s menovatelom n. Ozna¢me

Ln=€1+£2+---+£n:2+3+4+~--+(n+1):@. (2.4)
Nech 0 < a < b < 1. Pre prirodzené N oznac¢me
A(N) =#{ne{1,2,...,N}: z, € [a,b]}.
Potrebujeme ukazat’, ze
frekvigp(z,) = A}l_fgo # =b—a. (2.5)

Kvoli tomu by sme cheeli vypocitat’ alebo aspot odhadnut’ ¢islo A(N) pre kazdé N. Hned’ uvazo-
vat’ o T'ubovolnom N by bolo trochu neprehladné, preto najskér budeme uvazovat’ o A(L,),
n = 1,2,.... Aby sme odhadli A(L,), odhadnime najskoér pocet py tych ¢isel z k-teho bloku
0,1/k,2/k...,(k—1)/k, 1, ktoré lezia v intervale [a, b]. Interval ma dlzku b— a, vzdialenost’ dvoch
susednych ¢isel v bloku je 1/k. Preto

pk:#{{o,%,%,...,%,l}ﬂ[a,b]}: V‘“J + Ok = [k(b—a)| + Oy,

1
k
kde O, je 0 alebo 1.* Z toho mame odhad
k(b—a)—1<p,<k(b—a)+1.°
Potom pre
A(L,) =#{ne{1,2,...,L,}: z, €[a,b]} =p1+pa+ -+ pn

mame odhad
n(n+1)

2

(n+1)

(b—a)—n < A(L,) <~ S—(b—a)+n

4 Ak robime kroky dlzky d a pred nami je mlaka s dlzkou napr. 3,5d, tak do nej stupime 3-krat alebo 4-krat. Premyslite si to.
5Celé &islo pj, odhadujeme pomocou &isel, ktoré vo vieobecnosti nie st celé.
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a, s vyuzitim (2.4),

(ntDb-a)—2 "5P0b-a)-n _AL,) _ "5 b-a)+n (n+1)(b-a)+2
n+3 B n(nt5) = L, ~ n(nt5) B n+3 '

Odtial’ pomocou vety o dvoch policajtoch dostavame, Ze

A(Ln)

n

lim
n—oo

=b—a (2.6)
Teraz nech N je I'ubovolné (kedZe budeme pocitat’ limitu pre N — oo, moZeme predpokladat’,
ze N > Ly = {1). Potom existuje také prirodzené &islo ny, ze
L,y <N <Lyy. (2.7)
Zrejme je A(L,,) < A(N) < A(Lyy+1), takze

LnN . A(LNN) < A(N) < A<LnN+1> . LnN-I—l
N L - N T Lyt N

nn

Pre N — oo je aj ny — oo. Preto veta o dvoch policajtoch s vyuzitim (2.6) automaticky da
pozadovany vysledok (2.5), ak eSte dokazeme, ze impy o0 Lpy /N = 1 a limy o0 Lny+1/N = 1.
Dokézat’ tieto rovnosti prenechavame ¢itatelovi (vyuzite (2.7) a (2.4)).

V definicii rovnomernej rozdelenosti sme namiesto uzavretych intervalov [a, b] mohli uvazovat’
polouzavreté intervaly [a,b).

Propozicia 2.5 (R.r. postupnosti pomocou polouzavretych intervalov). Nech postupnost’
(2,)22, redlnych cisel lezi v intervale [A, B]. Potom je r.r. v intervale [A, B] vtedy a len vtedy,
ked’ kazdy polouzavrety podinterval [a,b) intervalu [A, B] navstevuje so “spravnou” frekvenciou
zodpovedajicou jeho dizke, teda

. #{ne{l,2,...,N}:z,€[a,0)} b—a
= N T B-A (28)

frekvig p) (27,)

Dékaz. Interval A, B a postupnost’ (x,,)°; st dané. Ak S C [A, B], budeme pisat’
P(S,N,(x,)) =#{ne{1,2,... ,N}: z, € S}
Mame dokézat’ ekvivalentnost’ nasledujtcich dvoch podmienok:

(1) (Vla,b] C [A, B])(frekviay (za) = 57%),

B-A

(2) (Vla,b) C [A, B])(frekviop)(zn) = 57%)-

KedZe intervaly [a,b] a [a,b) sa liSia len o jeden bod, bude vyhodné uvazovat’ este o tretej pod-
mienke:

(3) (Ve € [A, B])(frekve (z,) = 0).
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Najskor ukazeme, ze kazdéa z podmienok (1), (2) implikuje podmienku (3).
(1)=-(3) | Nech plati (1) a nech ¢ € [A, B]. Predpokladajme, Ze ¢ nie je pravy koncovy bod
intervalu [A, B], takZe pre vSetky dostatocne malé € > 0 je [¢,c+ €| C [A, B] (pre ¢ = B je dokaz
podobny, len by sme uvazovali o intervaloch [c — €, ¢]). Pre kazdé také € je

P({c}, N, (2n)) _ P(le,c +e], N, (2n))

0<
- N - N
Potom, s vyuzitim (1),
. P({c}, N, (zn) _ . P(le,c+¢€], N, (zn)) 3
0 <limsu < limsu = .
- N—)oop N - N—)oop N B-A

Pre ¢ — 0 dostaneme limsupy_,., +P({c}, N, (z,)) = 0, odkial' aj frekvey(z,) = 0, ¢o sme
potrebovali dokazat’.

(2)=(3) | Podobne ako (1)=(3).

Teraz uz l'ahko dokdzeme ekvivalentnost’ (1) a (2).

(1)=(2) | Nech plati (1), teda aj (3). Nech [a,b) C [A, B]. Zrejme je

P(la,b], N, (z4)) = P([a, ), N, (2n)) + P({b}, N, (n)).

Z toho, s vyuzitim (1) a (3) dostaneme

frekv[a,b)<$n) — ]\}1_{20 P([a7 b)}VNﬂ (S(Zn)) — ]\}l_rgo <P([a7 b])j\/-N’ (xn)) _ P({b},]ifv, (mn)))
o b—a 0— b—a
" B—-A =~ B-A
(2)=(1) | Podobne ako (1)=-(2). B

Propozicia ukazuje, Ze hoci v naSej definicii rovnomernej rozdelenosti postupnosti vystupuja
uzavreté podintervaly, mozno ich nahradit’ polouzavretymi podintervalmi. Teda ak postupnost’
navstevuje so spravnymi frekvenciami uzavreté podintervaly, tak navs§tevuje so spravnymi frekven-
ciami aj poolouzavreté podintervaly. Napada nés, Ze mozno navstevuje so spravnymi frekvenciami
aj iné podmnoziny. Naozaj je to tak. Nebudeme to teraz dokazovat’, ale asponn uvedieme prislusné
tvrdenie. Za¢neme pripomenutim niektorych faktov o Jordanovej miere v R.

Jordanovu mieru mnoziny M C R budeme oznacovat’ Jord(M). Jordanova miera intervalu
je jeho dlzka. Jordanova miera, naprick svojmu menu, nesplia obvykla definiciu miery. Je to
sice nezaporna o-aditivna mnozinova funkcia, ale je definovana len na algebre tzv. jordanovsky
meratelnych mnozin. Tieto mnoziny netvoria o-algebru, ako sa pre mieru obvykle pozaduje. Preto
niektori autori hovoria Jordanov objem a nie Jordanova miera.

Ak je mnozina jordanovsky meratel'na, tak je aj lebesguovsky meratelnd, a to s tou istou
mierou. Existuji lebesguovsky meratelné mnoziny, ktoré nie st jordanovsky meratelné, napr.
QnNJo,1j.

Pre podmnozinu M C [A, B] st nasledujtce podmienky ekvivalentné:
(1) mnozina M je jordanovsky merateln4,

(2) hranica mnoziny M mé Jordanovu mieru nula,
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(3) hranica mnoziny M mé vonkajsiu Jordanovu mieru nula,
(4) hranica mnoziny M mé Lebesguovu mieru nula (Lebesguovu mieru budeme oznacovat’ Leb),
(5) charakteristicka funkcia x s je riemannovsky integrovatelna na [A, BJ.

(Pre podmienky (2), (3) pozrite [SS99, Veta V.34, str. 175|. KedZe ta hranica je kompak-
tna mnozina v R, méa nulovi Jordanovu mieru vtedy a len vtedy, ked” ma nulovii Lebesguovu
mieru [SS99, Veta V.49(7), str. 185], odtial’ podmienka (4). Pre podmienku (5) pozrite [SS99,
Veta V.46, str. 183].)

Porovnajme borelovské mnoziny a jordanovsky meratelné mnoziny. PredovSetkym, existuju
borelovské mnoziny, ktoré nie st jordanovsky meratelné, napr. Q N [0,1]. Existuja vak aj
jordanovsky meratelné mnoziny, ktoré nie si borelovské (lebo vdaka ekvivalencii (1)<(4) je
kazda spomedzi 2¢ podmnozin stredno-tretinovej Cantorovej mnoziny jordanovsky meratelné, ale
v8etkych borelovskych mnozin je menej, len ¢).

Uvedieme slibentu vetu ukazujicu stivis rovnomernej rozdelenosti so Jordanovou mierou. Kvoli
uplnosti do nej zahrnieme aj Propoziciu 2.5.

Veta 2.6 (R.r. postupnosti a Jordanova miera). Nech postupnost’ (x,)5, redlnych cisel lezi
v intervale [A, B]. Potom nasledujice podmienky si ekvivalentné.

(1) Postupnost’ je rovnomerne rozdelend v intervale [A, B], teda navstevuje kaZdy uzavrety pod-

interval [a,b] intervalu [A, B] so spravnou frekvenciou 5=% = J‘]O(;gd(([f’g])).

(2) Postupnost’ navstevuje kazdy polouzavrety podinterval [a,b) intervalu [A, B] so spravnou frekven-
b—a __ Jord([a,b))
B—A = Jord([A,B]) "

ciou

(3) Postupnost’ navstevuje kazdu jordanovsky meratel’ni podmnoZinu M intervalu [A, B] so sprdv-

nou frekvenciou ~29)
Jord([A,B]) -

(4) Postupnost’ navstevuje kazdi borelovski jordanovsky meratel’ni podmnoZinu M intervalu [A, B|
Jord(M)

so spravnou frekvenciou Tord([AB])

Vetu nebudeme dokazovat’. Ekvivalenciu (1)<(2) vieme uz z Propozicie 2.5. Implikicia
(2)=(3) si vyzaduje dost’ prace. Implikacie (3)=(4)=(1) st trividlne.

Veta 2.6 ukazuje, ze rovnomerna rozdelenost’ postupnosti suvisi so Jordanovou mierou. Samo-
zrejme, ak v tej vete hovorime o jordanovsky meratelnej mnozine M a piSeme Jord(M ), mohli
by sme namiesto toho pisat’ Leb(M), lebo ak je mnozina M jordanovsky meratelna, tak je aj
lebesguovsky meratelna a Leb(M) = Jord(M). To je vSak velmi nepriamy ‘suvis’ rovnomernej
rozdelenosti postupnosti s Lebesguovou mierou. Ak porovndme Vetu 2.6 s nasledujicou propozi-
ciou, vidime, Ze rovnomerna rozdelenost’ postupnosti naozaj suvisi ‘iba’ so Jordanovou mierou a
nie s Lebesguovou mierou.

Propozicia 2.7. Neexistuje postupnost’ v intervale [A, B], ktord by navstevovala kaZdi borelovski

(teda ani kazdi lebesquovsky meratelni) podmnoZinu M intervalu [A, B] s frekvenciou %.

Dékaz. Pripustme, ze takd postupnost’ (z,)3%, existuje. Spoéitatelnd mnozina M = {z,: n =
1,2,...} je borelovska, lebesguovsky meratelna a Leb(M) = 0. Dané postupnost’ ju viak navste-
vuje s frekvenciou 1. To je spor. O]
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2.3 Rovnomerne rozdelené postupnosti a Riemannov integral

V Sekeii 1.2 sme frekvenciu navstev (trajektorie) bodu x do mnoziny A prepisali pomocou charak-
teristickej funkcie. Analogicky mozno prepisat’ limity vo vzt'ahoch (2.3) a (2.8). Ak eSte uvazime,
ze na intervale [A, B] sa aj Riemannov integral funkcie x(o4, aj Riemannov integral funkcie x(qp)
rovnaju b — a,% vidime, ze vztah (2.3) mozno ekvivalentne zapisat’ v tvare

1 & 1P
NIEON;X[“”(ZE”) = B—A/A Xfap) (%) d. (2.9)
a vzt'ah (2.8) v tvare
. 1 [P
dm oy D v = oy | Xl do (210

Vzhl'adom na Definiciu 2.1 a Propoziciu 2.5 tak prichadzame k doélezitému pozorovaniu: Ak
zavedieme podmienku”

lim %nz_: flz,) = ﬁ f(z)dx (TASA-11)

tak definiciu rovnomernej rozdelenosti postupnosti (x,,)22; leZiacej v [A, B] mozno preformulovat’
nasledovne:

(Tn)pey jerr. na [A, B] <
<= (TASA-1r) plati pre charakteristické funkcie intervalov [a, b]
<= (TASA-1r) plati pre charakteristické funkcie intervalov [a, b)

A, B] (2.11)

C
C [A, B).

Vychéadzajic z faktu (2.11) mozno dokézat’ tzv. integralne kritérium rovnomernej rozdelenosti
postupnosti. Jeho dokaz je zaloZeny na dvoch faktoch. Po prvé, vyuzijeme charakterizaciu
rovnomernej rozdelenosti pomocou polouzavretych podintervalov.® Po druhé, vyuZijeme, Ze ak
pre dani postupnost’ (z,)5°, chceme dokazat’ podmienku (TASA-rr) pre nejaka funkciu, staci
vediet’, Ze sa tato funkcia da v integralnom zmysle natesno obalit’ zhora a zdola funkciami, ktoré
podmienku (TASA-rr) pre danti postupnost’ (z,,)%°, splhaji. Hovori o tom nasledujtica lema.

Lema 2.8 (Obal'ovacia lema). Nech (x,,)22, je postupnost’leZiaca v intervale [A, B] a nech funk-
cia g: [A, B] = R je riemannovsky integrovatel’nd.’ Nech pre kaZdé e > 0 existuji riemannovsky
integrovatelné funkcie o, af : [A, B] = R také, Ze

6Samozrejme, tu sa Riemannov integral zhoduje s Lebesguovym integralom prislusnej charakteristickej funkcie na [A, B] (podla
Lebesguovej miery), ale o chvilu uvidime, Ze tedria rovnomerne rozdelenych postupnosti stvisi s Riemannovym a nie Lebesguovym
integralom.

7Oznagenie (TASA-rr) pochadza z toho, Ze vlavo je “time average” funkcie f pozdlZ postupnosti (zn)$2 1 a vpravo je “space average”
funkcie f na intervale [A, B], pri¢om “rr” naznacuje, ze sa podmienka pouZiva v stvislosti s rovnomernou rozdelenostou. Navyse, je tu
jasna analégia s podmienkou (TASA) zo Sekcie 1.3.

8Ma to niektoré formalne vyhody. Napr. delenie intervalu [A, B] dava po dvoch disjunktné polouzavreté intervaly (teraz ignorujme
bod B, ktory nam zvysi), zatial’ ¢o prislusné uzavreté podintervaly nemaju tato prijemnu vlastnost.

9Predpoklad, Ze g je riemannovsky integrovatelna, mozno vynechat), pretoze vyplyva z ostatnych predpokladov. Skiuste to dokazat’.
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(1) ag (z) < (33') <of(z), z€lA B,
(i) 5 AfA aZ (z))dx < e,

(iii) funkcie a2, o spliiaji pre dani postupnost’ (x,)>, podmienku (TASA-rr).
Potom aj funkcia g spliia pre dani postupnost’ (2,)°>, podmienku (TASA-1r).

Dékaz. Fixujme na chvilu ¢ > 0 a uvazujme o prislusnych funkciach a_,af . VSimnime si, ze
predpoklad (i) dava

1 B 1 B 1 B
~ < <
B—A/A aa(x)d:p_B_A/A g(:v)_B_A/A af (x)dx

a predpoklad (ii) zase ukazuje, ze dve krajné veli¢iny (stredné hodnoty a_ a o) maju vzdialenost’
mensiu nez ¢. Podla (iii) mame

| 1 B 1 X
_ - + — L +
oA, g e o g [ el = m 53 atte

Konecne, vd'aka (i) je

]&1_13;0—204 Tp) <hni>101<1)f—2g Tp) <hmsup—Zg Tp) <A}1_r)noo—2a Tp).

N—o0
n=1

Situaciu znazornuje Obr. 2.1.

N N
. 1 — N . 1 +
ngnoo ~ 2 ac (@) tu st liminf aj limsup & Y g(zy) A}gnoo N 2 al (zn)
n=1 N—o0 N—oo n=1 n=1
% %
B _ . 1 B B
oea Ja oz (2) tuje 525 [4 9(x) ora Ja o (2)

interval kratsi ako e

Obr. 2.1: K dokazu Obalovacej lemy

Ak tri ¢isla (nezéavislé od €) lezia v intervale kratSom ako e, pricom € > 0 bolo I'ubovolné, tak sa
tie ¢isla musia rovnat’. Preto existuje limita

N Zg ) = B A
¢ize funkcia ¢ splita pre dant postupnost’ ()%, podmienku (TASA-1r). O

Veta 2.9 (Integralne kritérium rovnomernej rozdelenosti postupnosti). Nech (z,)2, je
postupnost’ redlnych ¢isel leZiaca v [A, B]. Potom nasledujiice tri turdenia si ekvivalentné.'®

10Pre zaujimavost’ poznamenajme, Ze implikacia (1)=-(2) sa d& vyuzit’ na priblizny vypocet Riemannovho integralu ff f(z)dz. Na
podobnej myslienke je zaloZeny numericky vypocet integralov tzv. metédou Monte Carlo.
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(1) Postupnost’ (x,)5, je r.r. v intervale [A, B].
(2) Podmienka TASA-rr plati pre kaZdi riemannovsky integrovatelni funkciu f: [A, B] — R.
(3) Podmienka TASA-rr plati pre kazdi spojiti funkciu f: [A, B] — R.1!

Skor nez tito vetu dokézeme, pripomefime, Ze veli¢inu limy o0 (1/N) S22, f(2,) sme sa do-
hodli nazyvat’ ¢asovym priemerom funkcie f pozdlz postupnosti (z,)32,. Veta 2.9 hovori, Ze
postupnost’ (z,)5°, leziaca v [A, B] je r.r. vtedy a len vtedy, ked’ stredni hodnotu l'ubovolnej
riemannovsky mtegrovatelneJ (resp. spojitej) funkcie f na intervale [A, B] mozno pocitat’ ako
asovy priemer funkcie f pozdlz postupnosti (z,,)%°, (vid Obr. 2.2).

f f

hodnota f | stredna

T
|
|
!
!
|
|
\‘ Il
AT3 T1 TyT5 --- T2 B AT3 T1 X4 --- T2 B

Obr. 2.2: Postupnost’ (z,,)22 ; leziaca v [A, B] je r.r. vtedy a len vtedy, ked’ sa stredna hodnota lubovolneJ
riemannovsky 1ntegr0vatel’neJ (resp. spojitej) funkcie f na intervale [A, B], teda ¢islo 1/(B—A) f 4 fx)dz,

rovna ¢asovému priemeru funkcie f pozdlz postupnosti (z,,)%%, teda &islu limy_, o (1/N) 22[:1 fzn)

Doékaz. | (3)=(1) | Nech (TASA-1r) plati pre kazdu spojitu funkciu f na [A, B]. Aby sme dokazali,
ze dana postupnost’ (z,)%2, je r.r., dokdzeme, ze (TASA-rr) plati pre charakteristické funkcie
intervalov [a,b) C [A, B], pozri (2.11). Fixujme taky interval [a,b). Charakteristicka funkciu
X[a,p) Dudeme zdola aj zhora aproximovat’ spojitymi funkciami (pre ktoré podla predpokladu
(3) podmienka (TASA-rr) plati). Nech teda ¢ > 0. Lahko vidiet’, Ze existuju spojité funkcie
f=, fF: [A, B] — R, pre ktoré

fo(@) S Xapy(@) < fH (@), z€[AB]  a /A (f&(z) = fo(x))de <e(B - A).  (212)

Napr. ak A < a < b < B ae > 0 je malé, zvolime spojita funkciu fF tak, ze fF(z) = 1 na
intervale [a,b], fX(x) = 0 na [A,a — d] a na [b+ 0, B] pre dost’ malé¢ 6 > 0, f-(z) je linedrna na
kazdom zo zvysnych dvoch intervalov [a — d,a] a [b,b+ 0]. Podobne sa zvoli spojita funkcia f,
ktora sa na [A,a] U [b, B] rovna 0, na [a 4+ J,b — §] sa rovna 1 a je linedrna na zvysnych dvoch
intervaloch s dizkami &, pozri Obr. 2.3. Je zrejmé, Ze ak § > 0 je dostatoéne malé, tak nielen
nerovnosti vlavo ale aj nerovnost’ vpravo v (2.12) bude splnena.

(Ak A = a alebo b = B, je situacia dokonca jednoduchsia (kreslite grafy).) Potom podla
Obalovacej lemy podmienka (TASA-rr) plati aj pre X{ap)-

(1)=-(2) | Predpokladajme, ze dana postupnost’ (z,)%°; je r.r. Mame pre nu dokazat’ pod-

mienku (TASA-rr) pre kazda riemannovsky integrovatelnia funkciu f.

11 Ak niektoré z tvrdeni (2), (3) plati, tak ako je uvedené, pre realne funkcie, tak zrejme plati aj pre komplexné funkcie. Staci ho totiz
pouzit’ na realnu aj imaginarnu ¢ast’ danej komplexnej funkcie. Teraz to nepotrebujeme, ale neskor, v Dosledku 2.13, tato myslienku
vyuzijeme.
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A a b B

Obr. 2.3: Volba f= a fI v pripade A <a <b< B

e Ak je f charakteristickda funkcia nejakého intervalu [a,b) C [A, B], tak (TASA-rr) plati

podla (2.11).

Ak je f schodovita funkcia, t.j. f(x) = Zle CiX[asbs) (%) Pre nejaké po dvoch disjunktné pod-
intervaly [a;, b;) intervalu [A, B] a nejaké realne &isla ¢;, tak (TASA-rr) plati vd’aka linearite
integralu,'? linearite sumy a linearite limity (vysvetlite podrobne).

Nech f je teraz I'ubovolna riemannovsky integrovatelna funkcia na [A, B]. Na dokaz, ze pre
dant postupnost’ (z,,)>, spliia podmienku (TASA-1t), pouzijeme Obal'ovaciu lemu. Zvol'me
preto € > 0. Podla kritéria riemannovskej integrovatelnosti existuje také delenie intervalu
[A, B], Ze horny integréalny sucet a dolny integralny sicet funkcie f pri tomto deleni sa lisia
o menej ako (B — A).'® Z toho l'ahko vidiet’ (vysvetlite podrobne), Ze existuji schodovité
funkcie s_, st také, ze
B
@@ st welAB) a [ (se) - (@) do < =(B - A)
A

KedZe pre schodovité funkcie sme (TASA-rr) uz dokazali, podla Obalovacej lemy plati
(TASA-rr) aj pre funkciu f.

(2)=(3) | Toto je trivialne, lebo spojité funkcie st riemannovsky integrovatelné. O

Poznamka 2.10 (Charakterizacia riemannovskej integrovatel'nosti pomocou r.r. pos-
tupnosti). Vo Vete 2.9 sme mali fixovani postupnost’ ()32, a pomocou riemannovsky inte-
grovatelnych funkcii sme charakterizovali, kedy je ta postupnost’ r.r. Urobme to teraz obratene.
Fixujme funkciu f a pytajme sa, ¢i mozno pomocou rovnomerne rozdelenych postupnosti charak-
terizovat’, kedy je ta funkcia riemannovsky integrovatelna.

Nech teda f: [A, B] — R je nejakd ohranicena funkcia.'* Zaujima nés stvis medzi pod-

mienkami:

(1) Funkcia f je riemannovsky integrovatelna na [A, B].

(2) Podmienka TASA-rr plati pre kazda postupnost’ (x,,)°°,, ktord je r.r. v [A, BJ.

n=1»

2Integral linearnej kombinacie funkcii sa rovna takej istej linearnej kombinacii integralov tych funkcii.
13 Alternativne, uvazte, ze Riemannov integral je spoloéna hodnota dolného a horného Riemannovho integralu.
M4Integalne stucty a teda aj horny a dolny Riemannov integral sa definujt len pre ohrani¢ené funkcie.
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Predovsetkym, podla Vety 2.9 plati |(1)=(2)|. Nie je v8ak hned’ jasné, ¢i plati obratena

implikicia. Ak je naga funkcia f také, Ze spliia (2), t.j. pozdlz kazdej r.r. postupnosti v [A, B] ma
¢asovy priemer rovnajuci sa jej strednej hodnote, vyplyva z toho (1), t.j. Ze f je riemannovsky
integrovatelna? Odpoved’ je kladn4, teda |(2)=-(1)|, ako dokézali de Bruijn a Post v r. 1968.
Ukazali dokonca trochu viac: -

o Ak f: [A,B] — R nie je riemannovsky integrovatelna, tak sa dé v intervale [A, B] zvolit’ r.r.
postupnost’, pozdlz ktorej ¢asovy priemer funkcie f vobec neexistuje.

Teda dohromady méame:

Funkcia f je riemannovsky integrovatelnd na intervale vtedy a len vtedy, ked’ pre kazdu
rovnomerne rozdelenti postupnost’ v tom intervale plati, Ze existuje ¢asovy priemer funkcie f
pozdlz tej postupnosti. V takom pripade sa navyse vietky tie ¢asové priemery zhoduji a
rovnaju sa strednej hodnote tej funkcie na danom intervale.

Poznamka 2.11 (R.r. postupnosti nesuvisi s Lebesguovym integralom). Rovnomerné
rozdelenie postupnosti stvisi podla Vety 2.9 s Riemannovym integralom. UkaZeme, Ze nestvisi
s Lebesguovym integralom. Naozaj, uvazujme o nasledujicich dvoch podmienkach (porovnajte s
podmienkami (1) a (2) z Vety 2.9):

(1) Postupnost’ (x,,)22, je r.r. na [A, BJ.

(21) Postupnost’ (z,,)>, splita podmienku (TASA-rr) pre kazdu lebesguovsky integrovatelnt funkciu
f:[A, B] = R, t.j. pre kazdua lebesguovsky integrovatelna funkciu f: [A, B] — R je

i~ f() = ﬁ /O f(x) dLeb(z)

N—oo N
n—

(kde vpravo je tentoraz Lebesguov integral’® vzhladom na Lebesguovu mieru Leb na [A, B]).
Potom:

e | (21)=(1)|To vyplyva z Vety 2.9 (a z toho, ze kazda riemannovsky integrovatelna funkcia je
aj lebesguovsky integrovatelné a jej Riemannov a Lebesguov integral sa rovnaju).

e |(1)#(21)| Nech (2,)%, je hocijaka postupnost’ spliiajica (1), teda r.r. na [A, B]. Tvrdime,
ze neplati (2r,). Naozaj, nech M C [A, B] je (spocitatelna) mnozina ¢lenov postupnosti
(2,)22 ;. Potom charakteristicka funkcia xj; mnoziny M je lebesguovsky integrovatelna, ale

1 & 1 & B
Yot = fin g5 S1=1 4 0= [ Do) ir

Vzhl'adom na Vetu 2.6 a skutoc¢nost’, ze Jordanova miera stvisi prave s Riemannovym integralom
a nie s Lebesguovym, nas tento vysledok az tak neprekvapuje.

15Riemannov integral lebesguovsky integrovatelnej funkcie vobec nemusi existovat’.
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2.4 Rovnomerne rozdelené postupnosti modulo 1

Budeme uvazovat’ o hocijakej (moZno neohranicenej) postupnosti realnych ¢isel a budeme skamat’,
¢i postupnost’ necelych Gasti ¢lenov tejto postupnostil® je v intervale [0, 1] rovnomerne rozdelena.
Ak je tomu tak, dani postupnost’ realnych ¢isel nazveme rovnomerne rozdelenou modulo 1.
Zopakujme si najskor, ze (dolna) cela ¢ast’ |z] redlneho ¢isla x je najvicsie celé ¢islo neprevy-
Sujuce x, teda
|z] :=max{m € Z: m <z}

a necela cast’ {z} ¢isla x je

{z} =z —|z]=2mod 1.
Napriklad [3,2] = 3 a {3,2} = 0,2. Podobne |—3,2] = —4 a {—3,2} = 0,8. Kazdé realne ¢islo
x mozno pisat’ v tvare suctu (dolnej) celej casti |z] a necelej casti {z}:

v = |z] + {z}, lz] € Z, {z;el0,1),

napr. 3,2=34+0,2a —-3,2=-4+4+0,8.
Geometricky, necela cast’ {x} (teda x mod 1) dostaneme tak, Ze ¢islo 2 posunieme o také celé
¢islo m, aby sme dostali z +m € [0,1) = I. Potom = +m = {z}.

Vybaveni tymto oznacenim, zopakujeme hlavnu definiciu tejto kapitoly (pozri aj Propozi-
ciu 2.5).

Definicia 2.12. Povieme, ze postupnost’ redlnych ¢isel (z,)%°, je rovnomerne rozdelend modulo 1
(skratene r.r. mod 1), ak je postupnost’ necelych ¢asti ({z,})5°; rovnomerne rozdelena v intervale
[0,1], t.j. ak pre kazdé 0 < a < b <1 plati

frekvigp({zn}) = b —a. (2.13)

Uvedieme tvrdenie, ktoré je jednoduchym désledkom Vety 2.9.

Dosledok 2.13 (Kritérium r.r.mod1 pomocou periodickych funkcii). Nech (z,)%, je
postupnost’ redlnych cisel. Potom nasledujice tri turdenia si ekvivalentné.

(1) Postupnost’ (x,)S, je r.r. mod 1.
(2) Pre kazdi spojiti funkciu f: R — C s pericdou 1 plati

(8) Pre kaZdi spojiti funkciu f: R — R s periddou 1 plati

lim lz:f(xn):/o f(x)dx .

N—ooo N
n

Vsimnime si, ze vd’aka periodi¢nosti f je jedno, ¢i v (2) a (3) vlavo piseme f(z,) alebo f({z,}),
takZe podmienky (2) a (3) mozno preformulovat’ aj v takom duchu, ako sme boli doteraz zvyknuti:

16t4 je uz ohraniGena, lezi v [0,1)
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(27) Postupnost’ necelych ¢asti ({x,})2, splia podmienku (TASA-1r) pre kazdu spojiti funkciu
: R — C s periddou 1.
ffR=C i6dou 1

(3") Postupnost’ necelych casti ({z,,})%, splia podmienku (TASA-rr) pre kazdu spojitt funkciu
f: R — R s periddou 1.

Dékaz. |(1)=(2)| Nech (z,)5, je r.r.mod 1, teda ({x,})22, je r.r. na [0,1]. Nech f: R — C je
spojitéa funkcia s periédou 1. Potom f(x) = g(x) + ih(x) pre nejaké spojité funkcie g, h: R — R
(tie su tiez periodické s periédou 1, to v8ak teraz nevyuzijeme). Ak na tieto spojité funkcie g, h
(ztzené na [0, 1]) pouzijeme Vetu 2.9(1)=(3), dostaneme

R 1 1 &
ngnooﬁgf(fcn)zjvlggoﬁgf({wn} = hm( Zg{fcn} NZ:: {fcn}>

1 1
- d ; ) de =
1_009(:1:) :c—l—zl_o/ T = /f

(2)=-(3) | Toto je trivialne.

(3)=(1) | Predpokladajme, Ze kazda spojita funkcia f: R — R s periédou 1 splia rovnost’

z (3). Ideme dokazat’, Ze dana postupnost’ (z,)22; je r.r. mod 1, teda ze ({x,})>2, je r.r. na [0, 1].
Podl'a (2.11) stac¢i dokazat’, ze pre kazdy polouzavrety inaterval [a,b) C [0,1] charakteristicka
funkcia ([, spliia podmienku (TASA-rr) pre postupnost’ necelych ¢asti ({x,})>, a pre A =0,
B = 1. To je podobna situacia ako v dokaze Vety 2.9(3)=-(1), preto aj postupovat’ budeme
podobne. Fixujme € > 0 a zvol'me najskor, podobne ako v spominanom doékaze Vety 2.9(3)=(1),
spojité funkcie f=, fF: [0,1] — R, pre ktoré plati

fo(@) Xy (@) < fH(@), z€l01]  a /0 (f& (@) = fo(x)) do <& (2.14)

a navyse aj
Oy =f7@),  f10)=fr(1). (2.15)

(To je o trosku t'azsia tloha ako bolo najst’ funkcie =, ff v dokaze Vety 2.9(3)=(1), ale presvedéte
sa, Ze sa to da, dokonca aj v pripade, ked’ a = 0 alebo b = 1.)

Vd'aka dodato¢nej podmienke (2.15) mozeme funkcie f, fF periodicky, s periédou 1, predizit’
na cela realnu os. Takto predizené funkecie E, E: R — R su aj spojité. Mozeme preto na ne
pouzit’ nas predpoklad (3), takze

N
o 5} = / v)dz = Jim —an )= Jim 1> ().
n=1

N—>oo

To znamena, 7e povodné funkcie f=, f+ na intervale [0,1] spliiaju podmienku (TASA-T) pre
postupnost’ necelych ¢asti ({z,})>%, a pre A =0 a B = 1. Podla Obalovacej lemy podmienka
(TASA-rr) plati pre postupnost’ necelych casti ({x,})52, a pre A =0a B =1 aj pre funkciu ),
¢o sme potrebovali dokazat’. [
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2.5 Weylovo kritérium pre rovnomernt rozdelenost’ modulo 1

Ak checeme pomocou Désledku 2.13 dokézat’, ze dana postupnost’ (x,,)22; je r.r.mod 1, mali by
sme overit’, ¢i pre kazda (!) spojitu funkciu f: R — C (pripadne R — R) s periédou 1 plati

;;n;O—fon /f (2.16)

Pomohlo by, keby to stacilo overit’ pre nejaky mensi
vybrany stbor funkcii. Hermann Weyl!” si uvedomil,
7e to staci overit’ pre spocitatelne vel'a funkcii fr: R —
C definovanych vzt’ahom:

fr(z) = exp(i2nka) = ™™ kez\{0}.*®
Pripomenme, 7ze podl'a Eulerovej formuly je fr Jr

e'"? = cosp +isin g,

teda fi(x) = cos(2mkx) + isin(2wkx), pozri Obr. 2.4. ;1 0 1 2 T

Teda uz systém funkcii f(z) = e®™* k € Z\ {0}
je dostatocne bohaty na to, aby sme pomocou neho Obr. 2.4: fj zobrazuje redlnu os na jednotkova
mohli overovat’ rovnomerné rozdelenie mod 1 — plat- kruznicu v C. Vsetky celé cisla sa zobrazia do
nost’ rovnosti (2.16) pre uvedené funkcie f; je nutnou bodu 1+0i. Ak z cestuje od n po n+1 (n € Z),

tak fi(z) obide kruznicu |k| krat (v kladnom
a postacujiucou podmienkou pre to, aby (z,)5, bola zmysle ak k > 0, v zapornom ak k < 0).
r.r. mod 1:

e Nutnost’ je zrejma. Funkcie f, : R — C st spojité a periodické s periodou 1 (vysvetlite).
Preto, ak (z,)72, je r.r. mod 1, podl'a Dosledku 2.13 naozaj plati

N

: 1 2rkx, ! 2wkx
J&gnmﬁge —/Oe de, keZ\{0}.

e Postacujicost’ uz zrejma nie je. Weyl to v8ak dokézal a je to jeden z najdolezitejsich faktov
tedrie rovnomerne rozdelenych postupnosti modulo 1.

7 toho ¢o sme povedali, sa teda zda, ze Weylovo kritérium bude zniet’ takto: Postupnost’
()22, je rr.mod 1 vtedy a len vtedy ked’

1
27kxn — 2mkx
]\}1_{20—2 e /e dx, ke Z\{0}.

V skutoc¢nosti mozno Weylovo kritérium este trochu zjednodusit’, ak integral vpravo nahradime
jeho hodnotou. Lahky vypocet da, ze pre kazdé celé k # 0 plati (dopliite detaily):

1 1 1
/ Sl / cos(2rkx) dx + 2/ sin(2rkx) dz = 0440 = 0, (2.17)
0 0 0

THermann Weyl (1885 — 1955) bol nemecky matematik, teoreticky fyzik a filozof.

18Mohli by sme pisat’ aj k € Z, ale pre k = 0 je fo(z) = 1 a pre taka funkciu rovnost’ (2.16) trividlne plati. Navyse, ide o rovnost’
1 = 1, zatial’ ¢o pre k # 0, ako uvidime, integral vpravo je nulovy. Mame preto asponn dva dovody, aby sme trividlny pripad k = 0
nezahrnuli do Gvah.
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1 1. !
/ ezkaz dr = [ 6127rkx:| = 0.
0 127k 2—0

Dalgie zjednodugenie je, ze namiesto k € Z \ {0} sta¢i uvazovat’ k € N = {1,2,...}.

alebo elegantnejsie:

Weylovo kritérium teda znie nasledovne.

Veta 2.14 (Weylovo kritérium; H. Weyl 1916). Nech (,)5, je postupnost’ redlnych cisel.
Potom nasledujice tri turdenia si ekvivalentné.

(1) Postupnost’ (x,)5, je r.r. mod 1.

N
(2) A}im ~ > e =0 plati pre kazdé k € Z\ {0}.
—00

n=1

N
(3) lim ~ > €™ =0 plati pre kazdé k € N,

N—oo n=1

Dékaz. | (1)=(2)| Toto sme dokéazali v diskusii pred vetou.

(2)=-(1) | Predpokladajme (2). Nech f: R — C je I'ubovolna spojita funkcia s periodou 1.
Staci, ak dokdzeme, Ze

ol !
lim N; Flzn) = /O f(x)dz . (2.18)

Naozaj, potom podla Désledku 2.13 dostaneme, zZe (x,,)5°, je r.r.mod 1 a dokaz bude skonceny.
Nech teda € > 0. K doékazu (2.18) staci ukazat’, ze

JECEE WY

Vyuzijeme hlboki Weierstrassovu vetu z analyzy, podl'a ktorej k 'ubovolnej spojitej funkcii R — C
s periddou 1 existuje trigonometricky polyném ¥(zx), ktory dant funkciu rovnomerne aproximuje
s presnost'ou €. Pritom trigonometricky polynom je koneéna linearna kombinécia (s komplexnymi
koeficientami) funkcii tvaru e®?™* pre nejaké celé ¢isla k.19 Teda k nasej funkcii f existuje trigono-
metricky polyném

< 3¢, pre vietky dostatocne velké N. (2.19)

m

U(z) = Z coe’mT co € C\ {0}, ky € Z (2.20)
=1
taky, ze
sup | f(z) — V(z)| <e. (2.21)
zeR

19Vsimnite si, Ze aj trigonometricky polynoém je spojita funkcia R — C s periodou 1.
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Pouzijeme odhad:

JECEE D WEN

da:—/o U(z) da /0 () dr — 3 W] + iz\lf(xn)—%Zf(xn)
= [ @) — v de| ¢ | [ W) dn = 5 30|+ |5 (W)~ )

Vdaka (2.21) je A < e (vysvetlite podrobne, treba vyuzit’ aj fakt, ze absolutna hodnota integréalu
je mensia alebo sa rovné integralu absolitnej hodnoty). Podobne je C' < ¢ pre kazdé N (opét’
vysvetlite podrobne). Aby sme dostali pozadovany odhad (2.19), treba este dokazat’, Ze pre vSetky
dostato¢ne velké N je B < e. Aby sme to dokazali, upravime ¢len B pomocou (2.20):

m N m
B_ /01 (Z Cg@ﬂﬂ—kzx) dr — % Z (Z Cgeﬂﬂ—kex">

/=1 n=1 \ /(=1
m 1 m 1 N
— 2 Cg@ﬁﬂkex dr — 2 - E 666227#@[:0”
0 N
=1 (=1 n=1

m 1 1 N
E o (/ e’LQﬂ'k‘gw dr — N § ez27rkgxn)
0 n=1

(=1

m 1 1 N m

S § Co (/ eszkeaz dr — NE 6127rk233n> § : Cg| |Bg )
(=1 0 n=1 -1

J

~~

By
Rozlisime dva pripady:

e ky # 0. Potom podla (2.17) sa integral v B, rovné nule. Dalej, podla nasho predpokladu (2)
je A}im ~ SO emkern — () takze existuje Ny take, 7e pre kazdée N > Ny je
— 00

1 X
. 61271']641” <
N ; - m|0g|
Z toho dostavame
1 N €
- |B,| = ~—§: 2mkezn | < Z kazdé N > N,.
lco| - | Be| = el 'N 2 — pre kazdé N > N,

e ky = 0. Potom sa integral v By rovna 1 a dostavame

N
1
\ce| - | Be| = |cel - ‘1 — anzjll =lc|-[1=1=0  pre kazdé N.
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Teraz je uz zrejmé, ze pre kazdé dostatocne velké N je

m m
S
B=> el |B SZEZE
/=1 /=1

¢o sme potrebovali dokazat’.
(2)=(3) | Toto je trivialne.
(3)=(2) | Nech limy_,00 + S e?mhen — ( plati pre kazde k € N. Aby sme dokazali (2), staci

ukézat’, ze pre Iubovolné k € N platf aj limy_, + SOV en(Ren — 0. Fixujme teda k € N.
Vyuzijuc predpoklad, prechod ku komplexne zdruzenym c¢islam da

lim — Z ei2rken — () = ().

Nooo N

Konjugacia je spojité zobrazenie C — C, teda limy_, 2y = 2z implikuje limy_ o2y = Z =
limy_,o 2ny. Ak eSte uvazime, ze konjugacia zachovava sucet aj sacin, t.j. 21+ 20 = Z1 + 23 a
2129 = 2129, dostavame

— i § 2wkry, — 13 § 27k, — 1; _ § 2wkay,
0 = ]\}lm N e = ]\}lm (N (& ) = hm N (6 )

n=1 n=1 n=1
— lim i ZN: eiZﬂ(fk)xn
N—o0 ’
n=1
¢o bolo treba dokézat'. O]

Priklad 2.15 (Postupnost’ nasobkov iracionalneho ¢éisla je r.r. mod1l). Nech 6 je ira-
cionélne ¢islo. Ukazeme, ze postupnost’ (n#)22, je r.r. mod 1.
Pouzijeme Weylovo kritérium. Pre kazdé k € Z \ {0} plati:

E : ezQﬂ*kn@ § 227rk9
N N

(Vyuzili sme, Ze kvocient €™ je rozny od 1. Naozaj, ak e
nasobok 2, teda 6 je racionalne ¢islo, spor.)
Pre kazdé ¢ je |ei¥| = 1. Preto |e2™N0 — 1| < |gi2mhN0| 1 |

_ 1
=5l

2rkNO
mke‘ , le 1]

|e2mk0 — 1| -

@2rkd — 1, tak 27k6 je celociselny

— 1| = 2. Zaroven je

}eiso - 1’ =|(cosp — 1) +isinp| = \/COSZQO—QCOSQD+1+Sin2g0 =

=/2(1 —cosp) = /2~ 251n2§ ‘smgo‘

Dostavame tak v

%Z 6i27rkn9 <

n=1

1 2 1
—_— 1 . p—
N Y (k)] ~ Njsin(rkd)] O

i2mwkn6

pre N — oco. Odtial impy_,q % Zfz]zl e = 0 a Weylovo kritérium déva, ze postupnost’ (n)%,

je r.r.mod 1.
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Plati trochu viac: Postupnost’ (n)°; je r.r.mod1 vtedy a len vtedy, ked’ 6 je iraciondlne,
pozri Cvi¢enie 2.4. Tvrdenie, ze pre iraciondlne 6 je postupnost’ (n#)2°; r.r.mod1, je mierne
zosilnené v Cviceni 2.7, podl'a ktorého je pre iraciondlne 6 aj postupnost (nf + ¢)22; r.r. mod 1.
Bez dokazu uvedieme nasledujice, omnoho silnejsie tvrdenie.

Veta 2.16 (Weylova veta o polynémoch). Nech p(n) = 0yn* + --- + 0in + 0y je polynom
s redlnymi koeficientami. Ak aspon jeden z koeficientov 0y, ...,0y (teda réznych od konstatného
élena) je iraciondlny, tak postupmost’ (p(n))>2, je r.r. mod 1.

Priklad 2.17. Speciélne, ak 6 je iracionélne &slo, tak nielen postupnost (nB)se, (pozri Prik-
lad 2.15) ale napr. aj postupnost’ (n?6)22; je r.r. mod 1.

2.6 *O rovnomerne rozdelenych postupnostiach v R?

Pojem rovnomerne rozdelenej postupnosti mozno analogicky definovat’ aj pre postupnosti vektorov
v R*. My sa ststredime len na postupnosti rovnomerne rozdelené modulo 1.
Ak mame vektor

x = (r1,...,25) € R,

mozeme prirodzene definovat’ jeho celd ¢ast’ a necelu Cast”

LXJ = (Lxlja KR Lst)y {X} = ({1‘1}, x "{xs})'

Ako obvykle, 0 bude oznacovat’ nulovy vektor (0,...,0) € R®.

Pre postupnost’ vektorov v R?  definicia rovnomernej rozdelenosti modulo 1 vyjadruje, ze pre
kazdy s-rozmerny kvader (v jednotkovej s-rozmernej kocke) sa frekvencia, s akou necelé ¢asti tychto
vektorov lezia v tom kvadri, rovna s-rozmernému objemu toho kvadra. V silade s Definiciou 2.12
zvolime polouzavreté kvadre (podobne ako v dimenzii jedna, definicia s uzavretymi kvadrami by
bola ekvivalentna).

Definicia 2.18. Povieme, ze postupnost’ vektorov x, = (,1,...,%,s) € R*, n = 1,2,..., je
rovnomerne rozdelend modulo 1 (skratene r.r.mod1), ak pre kazdy vyber s intervalov [aq,b;),
.., las, bs) € [0, 1] plati

S

frekvia, by)xxfaste) ({Zn}) = [ [ (b — a2)- (2.22)

=l

Analogicky ako pre postupnosti redlnych ¢isel, mozno budovat’ teériu rovnomerne rozdelenych
postupnosti vektorov v R®. Nebudeme to robit’, ale bez dokazov uvedieme aspon hlavné tvrdenia.
Predovsetkym, plati analogia Vety 2.9.

Veta 2.19 (Integralne kritérium rovnomernej rozdelenosti postupnosti vektorov). Maj-
me postupnost’ vektorov X, = (Tp1,...,%Tns) € R®, n=1,2,.... Potom nasledugice tri turdenia
st ekvivalentné.

(1) Postupnost’ (x4)52, je r.r. mod 1.



2.6. *O ROVNOMERNE ROZDELENYCH POSTUPNOSTIACH V R 35

(2) Pre kazdi riemannovsky integrovatelni funkciu f: [0,1]° — R plati

]}gr;oﬁzjf (21}, {xms}):/01~-/Olf(xl,...,:cs)dxl...dxs.

(3) Pre kazdi spojiti funkciu f: [0,1]° — R plati
jélinmNZf{xnl} Arnst) / / flzy, .. xs)dry ... de .

Funguje aj analogia Weylovho kritéria. Namiesto stcinu kx,, vSak v iom tentoraz bude vystu-
povat’ skalarny sucin vektorov k = (ky,...,ks) a Xn = (Tp1,. .., Tns), teda

<k7 Xn) = klxn,l + - ksxn,&

Veta 2.20 (Weylovo kritérium pre postupnosti vektorov). Nech x, = (. 1,...,%ns) € R®,
n=1,2,.... Potom nasledujice dve tvrdenia su ekvivalentné.

(1) Postupnost’ vektorov (x5,)%°, je r.r. mod 1.

N

(2) A}im Z 2r(kxn) — () plati pre kazdy vektor k = (ky, ..., k) € Z°\ {0}.
—

Porovnanie tejto vety s jednorozmernym Weylovym kritériom, teda s Vetou 2.14 d4va nasledu-
jlace pozorovanie.

Dosledok 2.21. Nech x, € R®, n = 1,2,... je postupnost’ vektorov. Potom nasledujice dve
turdenia su ekvivalentné.

(a) Postupnost’ vektorov x, € R® je r.r. mod 1.

(b) Pre kazdy vektor k € Z°\ {0} je postupnost’ ¢isel (k,x,) € R r.r. mod 1.

Dokaz. | (a)=(b) | Nech plati (a) a nech k € Z* \ {0}. Potom pre kazdé ¢islo ¢ € Z \ {0} je
aj vektor ck € Z*\ {0}. Vyuzijuc (a), podla Vety 2.20 dostdvame limy_,o + SO | eimlckoxn) —
0. LenZe (ck,xn) = c(k,Xn). Teda pre kazdé ¢ € Z \ {0} je limy_,0o & ij | erzmelkoxn) — (),
Weylovo kritérium pre postupnosti ¢isel tak déava, ze postupnost’ ¢isel (k,x,) je r.r.mod 1, ¢ize
sme dostali (b).

(b)=(a) | Nech plati (b) a nech k € Z*\ {0}. KedZe je postupnost’ ¢isel (k,xy) r.r.mod1,
podl'a Weylovho kritéria pre postupnosti ¢isel je limy_. o % ZN 1 e?melkxn) — () pre kazdé ¢ €

Z\ {0}. Vol'bou ¢ = 1 dostaneme podmienku (2) z Vety 2.20, takze podla tej vety je postupnost’
vektorov x,, r.r. mod 1, ¢ize sme dostali (a). O

Podl’a Prikladu 2.15 a Cvicenia 2.4, postupnost’ (n#)%; je r.r.mod 1 vtedy a len vtedy, ked’
0 je iraciondlne cislo. Vetu 2.20, alebo este lepsie Dosledok 2.21, mozno pouzit’ v nasledujicej
vSeobecnejsej, “s-rozmernej” verzii tohto faktu.

Najskor vsak sformulujeme jednoduchi lemu.

Lema 2.22. Nech 61,...,0, € R. Potom nasledujice turdenia si ekvivalentné:
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(a) Cisla 1,04,...,0s si raciondlne nezavislé, t.j. linedrne nezdvislé nad polom raciondlnych
cisel.

(b) Pre kazdy vektor k = (ki,...,ks) € Z*\ {0} je ¢islo 0 = k10; + - - - + k405 iraciondlne.

Dékaz. | (a)=(b) | Nech plati (a) a nech neplati (b). Potom existuje vektor k = (kq,...,ks) €
Z° \ {0} tak, ze ¢islo 0 = k1601 + ... k0, je racionélne, napr.

k) + -+ ke, = L.
q

Potom vsak (—p) -1+ (gk1)0h + - -+ + (¢ks)0s = 0 a ked'Ze niektoré z ¢isel gk; je nenulové, mame
spor s (a).

(b)=(a) | Nech plati (b) a nech neplati (a). Potom existujua ro,r,...,7s € Q, nie vSetky
nulové, tak, ze

To - 1+ r191 + ... 7“393 =0. (223)
Akr=...ry =0, tak aj 7o = 0, ¢o je spor s tym, ze aspon jedno r; # 0. Preto r; # 0 pre niektoré
i€ {l,...,s} apodla (b) je teda ¢islo r10; + ... 705 iraciondlne. Potom z (2.23) dostaneme, Ze
ro je iracionalne, spor. [
Propozicia 2.23. Nech 0y,...,0, € R. Potom nasledujice tvrdenia su ekvivalentné:

(1) Postupnost’ vektorov x, = (nby,...,nbs), n=1,2,... je r.r.mod 1.
(2) Cisla 1,64, . ..,0, si raciondlne nezdvislé.
Dékaz. Zvolme I'ubovolny vektor k = (kq, ..., ks) € Z° \ {0}. Potom

(k,xn>:kl-n91+~-'+ks~n85:n~(/€161+...k$98).

(.

~
0

Podl'a Dosledku 2.21 je teda postupnost’ vektorov x, r.r. mod 1 (¢ize plati (1)) vtedy a len vtedy,
ked’ pre kazdy vektor k = (ki,...,ks) € Z*\ {0} je r.r.mod1 postupnost’ ¢isel nf kde 6 =
k10, + ... ks0,. Lenze my vieme, ze tato postupnost’ ¢isel je r.r. mod 1 vtedy a len vtedy, ked’ 6 je
iracionalne. To v8ak podla Lemy 2.22 plati vtedy a len vtedy, ked’ su ¢isla 1,6y, ..., 6, racionalne
nezavislé, ¢ize ked’ plati (2). O

2.7 CvicCenia a projekty

Cvicenie 2.1. Skonstruujte postupnost’ (z,)%; v mnozine X tak, aby pre nejaku podmnozinu
A frekvencia frekv 4(x,,) vobec neexistovala (napr. pre X = [0,1], A =[0,1/2]).

Cvicenie 2.2. Nech ¢ je afinné zobrazenie, ktoré zobrazuje interval [A, B] na interval [C, D].
Nech a0 = (z,,)22, je postupnost’ v [A, B] a w = (g(2,))22, jej obraz v [C, D]. Dokazte, ze « je
r.r. v [A, B] vtedy a len vtedy, ked’ w je r.r. v [C, D]. Presvedc¢te sa, Ze analogické tvrdenie pre
homeomorfizmy neplati.

Cvicenie 2.3. Ukazte, ze ak je postupnost’ (z,,)0%, r.r. v [A, B], tak je husta v intervale [A, B].

n=1
Obratené tvrdenie neplati. (Porovnajte s Prikladom 2.2.)
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Cvicenie 2.4. Ak r je raciondlne ¢islo, tak postupnost’ w = (nr)S2, nie jer.r. mod 1. (Porovnajte
s Prikladom 2.15. Pre silnejsie tvrdenie pozri Cvicenie 2.7.)

Cvicenie 2.5. Pomocou Weylovho kritéria dokazte, ze ak postupnost’ w = (x,,)5, je r.r. mod 1,
tak aj postupnost’ wy,, = (m - x,)52, je r.r.mod 1, pre kazdé m € Z \ {0}.

Cvic€enie 2.6. Dokazte, ze ak postupnost’ w = (x,)22; je r.r.mod 1, tak aj postupnost’ w,., =
(xn, + ¢)22, je r.r.mod 1, pre kazdé ¢ € R.

Cvicenie 2.7. Nech 0, c € R. Dokazte, ze postupnost’ (nf + ¢)22, je r.r. mod 1 vtedy a len vtedy
ked’ 6 je iracionalne.

Cvicenie 2.8. Ak st postupnosti (x,)%; a (y,)>2, r.r.mod 1, je potom nevyhnutne aj postup-
nost’ (2, + y,,)%; r.r. mod 1?7

Cvicenie 2.9. Dokazte, ze ¢islo log,, 2 je iracionalne. ZovSeobecnite.

Cvicenie 2.10. Ak je prirodzené ¢islo zapisané v dekadickej stustave, tak najl’avejsiu cifru v tomto
zépise nazyvame vedicou cifrou toho prirodzeného ¢isla (napr. 2018 ma veducu cifru 2). Hovorime
tieZ, Ze dané prirodzené ¢islo zacina tou cifrou (teda 2018 za¢ina cifrou 2). UvaZujme o postupnosti
mocnin dvojky:

2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024,2048, . ..

a prislusnej postupnosti prvych cifier:
2,4,8,1,3,6,1,2,5,1,2,... .

(1) (Gelfandov problém.) Nachadza sa v postupnosti prvych cifier mocnin dvojky cifra 77 Inak
povedané, mdze mocnina dvojky zacinat’ sedmickou?

(2) Nech r € {1,2,...,9}. Urcte frekvenciu, s akou 2" za¢ina cifrou r.

(3) Je pravda, Ze mocnina dvojky moze zacinat’ 'ubovol'nou skupinou cifier, v ktorej na zaciatku
nie je 07 (Napr., existuje také prirodzené n, ze 2" za¢ina skupinou cifier 20187) Aka je
frekvencia, s akou sa 2" zac¢ina danou skupinou cifier?

Cvicenie 2.11. Urcte frekvenciu, s akou ma 2" (v dekadickom zapise) druhu cifru zl'ava rovna
re€{0,1,2,...,9} (napr. 2018 mé druhu cifru zl'ava rovnu 0).

CvicCenie 2.12. Ukézte, ze vo Weylovej vete o polynémoch plati dokonca ekvivalencia. Ak su
totiz koeficienty 64, ..., 0 racionalne, tak (p(n))°2; nie je r.r. mod 1.
Cvicenie 2.13. Vysetrite suvis medzi nasledujicimi dvomi tvrdeniami.

(1) Postupnost’ vektorov x, = (Zp1,...,Zns), n =1,2,..., je r.r.mod 1.

(2) Pre kazdé k = 1,...,s je postupnost’ k-tych suradnic (x, )5 r.r. mod 1.

Cvicenie 2.14. Cisla 1, 6 st racionalne nezavislé vtedy a len vtedy, ked’ € je iracionélne. Dokazte
to jednak na zéklade definicie a jednak pomocou Lemy 2.22.

Projekt 2.15. ZovSeobecnite Cvic¢enia 2.10 a 2.11 (namiesto dvojky uvazujte o inych ¢islach a
namiesto zaciato¢nej skupiny cifier uvazujte o vseobecnejsich skupinach cifier).
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Kapitola 3
Niektoré pojmy z tedrie miery

Predpokladdme znalost’ tedrie miery a integralu. Tu len zopakujeme/pridame niekol’ko pojmov.

3.1 o-algebry a miery

Nech X je nejakd pevne zvolend zakladnd mmnozina. Systém vSetkych jej podmnozin budeme
oznacovat’ symbolom 2%. Teda zapisy £ C X a E € 2% st rovnocenné. Ked budeme hovorit’
o mnozinach, budeme mat’ na mysli podmnoziny mnoziny X. Ked budeme hovorit’ o systémoch
mnozin, budeme mat’ na mysli podsystémy systému 2%.

Ak E C X, tak komplement (doplnok) mnoziny F v mnozine X, teda mnozinu X \ F, budeme
oznacovat’ aj E¢. Pripomefime De Morganove pravidla:

(Us) -nes (Ne) -Uss

A€A AEA A€A A€A

Ak mnoziny Ej, A € A st po dvoch disjunktné, budeme namiesto J, ., Ex pisat’ aj | | o, Eh.

Pripomenme dve zékladné definicie teorie miery.

Nejaky systém podmnozin mnoziny X sa nazyva o-algebra, ak obsahuje celd mnozinu X a je
uzavrety na zakladné operdcie s mnozinami: prechod ku komplementu, kone¢né a spocitatelné
zjednotenia, kone¢né a spocitatelné prieniky. V definicii sta¢i pozadovat’ len nieco z toho, zvysok
dostaneme ako dosledky. Je vel'a moznosti na to, ¢o sa pozaduje a ¢o sa potom odvodi ako
dosledky. Obvykla definicia je nasledovna.

Definicia 3.1. Nech A je nejaky systém podmnozin mnoziny X. Hovorime, ze A je o-algebra na
X, ak

(a) X € A,
(b) Ae A= A € A (uzavretost’ na komplementy),
(c) A1, As,...€e A= J 7, A, € A (uzavretost’ na spocitatelné zjednotenia).

Vsimnite si, Ze podmienky (a) a (b) davaji, ze ) € A. Zrejme {0, X} je najmensia a 2% je
najviacsia o-algebra na X. Pripomenme, Ze prienik I'ubovolného systému o-algebier na X je opéat’
o-algebra na X. Ak G je nejaky systém podmnozin mnoziny X, tak existuje najmensia o-algebra

39
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na X obsahujica G (je to prave prienik vSetkych o-algebier na X, ktoré obsahuju G). Je to tzv.
o-algebra generovand systémom G a oznacuje sa o(G). Systém G sa nazyva jej generdtor.

Ak A je o-algebra na X, tak (X, .A) sa nazyva meratel'ny priestor a mnoziny z A sa nazyvaju
meratelné mnoziny alebo presnejsie A-meratelné mnnoziny. Kazdu funkciu A — [—o0, 00| (teda
zobrazenie z A do rozsirenej redlnej osi) nazyvame mnozZinovd funkcia.

Definicia 3.2. Miera na meratelnom priestore (X,.A) je mnozinova funkcia p : A — [—00, 0] s
vlastnost’ami:

(i) definiény obor A miery u je nejaka o-algebra na X,
(ii) p je nezaporna,

(iii) p je o-aditivna, teda

A, Ag, - -+ € A po dvoch disjunktné — p (I_l An) = Z“(A”)’
n=1 n=1
(iv) u(0) = 0.
Ak (X, A) je meratelny priestor a x4 miera na nom, tak (X, A, u) sa nazyva priestor s mierou.

V definicii sice hovorime o miere na meratelnom priestore (X, .A4), ale ak nebude moct’ dojst’
k nedorozumeniu, trochu menej presne budeme hovorit’ aj o miere (definovanej) na o-algebre A,
¢i dokonca o miere na X. Obvykle budeme (mlcky) predpokladat’, Ze zakladnd mnoZina X je
neprazdna, inak nie je vel'mi ¢o skumat’.

Miera je teda nezaporna, o-aditivna mnozinova funkcia definovana na o-algebre taka, ze u(()) =
0. Plati:

e ak 4 spliia (i)-(iii) a u(E) < oo pre aspoi jednu mnozinu E, tak plati aj (iv).

Teda ak by sme vynechali podmienku (iv), pribrali by sme do uvahy len takt mnozinovi funkeiu,
ktora kazdej mnozine z A priraduje hodnotu +o0o. Inak povedané, podmienka (iv) znamena len
to, Ze tuto nezaujimavi mnozinova funkciu nebudeme nazyvat’ mierou.

Miera méa mnohé d’alSie vlastnosti, nielen tie, ¢o explicitne vystupuji v definicii miery. Plati
napriklad, Ze ak p je miera na o-algebre A a A, B, A, B, € A (n € N), tak:

1) ANB=0 = pu(AUB) = u(A) + n(B) (aditivnost)
2) AC B = p(A) < u(B) (monotdnnost)

4) w(AUB) < u(A) + u(B) (subaditivnost)

(
(2)
(3) AC B, u(A) <oo = u(B\ A) =u(B)—pu(A)  (subtraktivnost s podmienkou konecénosti)
(4)

lim u(E,) = p (U En> (= p(lim £,))

(polospojitost zdola)
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(6) A1 D Ay D ..., u(A,,) < oo pre nejaké ng =

lim p(E,) =p (ﬂ En) (= p(lim E,))

n—oo n—o0

(polospojitost zhora)

p(lJ En) < n(Ey)

(o-subaditivnost)

Priklad 3.3. Nech X je mnoZina. Na o-algebre 2% vietkych podmnozin mnoziny X definujeme
funkciu p: 2% — [0, +00] tak, Ze pre kazdd mnozinu A C X poloZime

pocet prvkov mnoziny A, ak A je konecné,
u(A) = : .
+o0, ak A je nekonec¢na.

Potom p je zrejme miera. Nazyvame ju scitacia miera na X. Pre zovSeobecnenie pozri Cvice-
nie 3.1.

Nech (X, B, u) je priestor s mierou. Pripomefime, Ze mnoZiny z B sa nazyvaju meratel’né
mnoZiny alebo presnejsie B-meratel'né mnoziny. Samozrejme, ak hovorime, Ze nejaka mnozina ma
takl ¢i onaktd mieru, napr. Ze ma kladnd mieru, znamena to automaticky, aj ak to explicitne
nepovieme, ze je meratelna, ved’ inak by sa o jej miere ani nedalo hovorit’.

Pripomenme d’alej, ze

e 1 je netrividlna miera (alebo nenulovd miera), ak pu(X) > 0;
e 1 je konecnd miera, ak pu(X) < oo;

e 1 je o-konecnd miera, ak X je zjednotenim spocitatelne vel'a mnozin s kone¢nymi mierami,
teda X = J;2, S, pu(S;) <o0,1=1,2,...;

e 1 je pravdepodobnostnd miera, ak p(X) = 1. V takom pripade hovorime, ze (X, B, u) je
pravdepodobnostny priestor.

V priestore s trivialnou mierou ma kazdé meratelnd mnozina nulovit mieru. Lebesguova miera
na intervale [0, 1] je kone¢na a dokonca pravdepodobnostna. Lebesguova miera v R je o-kone¢né
(to dokazuje napr. vyjadrenie R = (J7”,[—n,+n] alebo R = |, .;[n,n + 1) apod.), nie je vSak
konecna.

3.2 Zuplnenie miery

Pripomenme fakty o ziplneni miery.

Definicia 3.4. V priestore s mierou (X, .4, 1) sa miera y nazyva tuplnd, ak podmienky Z C A a
p(A) = 0 implikuju Z € A. Potom, vd’aka monoténnosti miery p je aj u(Z) = 0.



42 KAPITOLA 3. NIEKTORE POJMY Z TEORIE MIERY

Poznamenajme, Ze napr. zizenie vonkajSej miery p* na o-algebru p*-meratelnych mnozin je
iplné miera. Lebesguova miera v R" sa Standardne definuje préve takto, preto vidiet’, Ze je na
o-algebre vSetkych lebesguovsky meratelnych mnozin tplna.

Kazdy priestor s mierou (X, A, i) sa da zaplnit’ tak, Ze mieru u rozsirime na mieru 7z definovant
na vidsej o-algebre A generovanej o-algebrou A a systémom vietkych podmnozin mnozin s mierou
nula.

Veta 3.5. Nech pu je miera na o-algebre A a nech Z je systém vsetkijch podmnoZin mnoZin nulovej
miery. Nech A:={AUZ: A€ A Z € Z}. Definuyme i na A vzt'ahom (AU Z) = u(A).
Potom:

(1) A je o-algebra obsahujiica A aj Z.
(2) T je korektne definovand miera na A, ktord sa na A zhoduje s yu.
(3) T je uplnd (i sa nazgva ziplnenie miery ji).

Poznamenajme, ze mnoziny s nulovou mierou sa niekedy nazyvaju nulové mnozZiny. Teda v
tejto vete je Z systém vSetkych podmnozin vSetkych nulovych mnozin. Ak eSte podmnozinu
nulovej mnoziny nazveme sub-nulovda mnozina, tak Z je systém vsetkych sub-nulovych mnozin v
priestore (X, A, ). Miera p je teda uplnd, ak kazda sub-nulova mnoZina je meratelné.

3.3 Borelovské mnoziny a lebesguovsky meratel’né mnoziny

V metrickom priestore X (v8eobecnejsie, v topologickom priestore) mame pojem otvorenej mnoziny.
Budeme pracovat’ s podmnozinami priestoru X.

Najmensia o-algebra obsahujica vSetky otvorené mnoziny, teda o-algebra generované sys-
témom vsetkych otvorenych mnozin, sa oznacuje By alebo kriatko B a nazyva sa o-algebrou
borelovskych mnozin alebo borelovskou o-algebrou (v X). Mnoziny do nej patriace sa nazyvaju
borelovské mnoziny (v X). Okrem otvorenych mnozin patria teda medzi borelovské mnoziny
napr. vSetky uzavreté mnoziny, potom mnoziny typu Gs (teda spocitatelné prieniky otvorenych
mnozin), mnoziny typu F, (teda spo¢itatelné zjednotenia uzavretych mnozin) a mnohé d’alsie.

Priklad 3.6. V priestore R s euklidovskou metrikou je mnozina Q typu F, (ale nie Gs) a jej
komplement R\ Q je mnozina typu Gy (ale nie F,;). Nie st ani otvorené ani uzavreté, obe su viak
borelovské.

Namiesto v8eobecného metrického priestoru teraz uvazujme o mnozine R™ (n > 1). S eukli-
dovskou metrikou tvori metricky priestor, mézeme teda hovorit’ o borelovskych mnozinach. Na
mnozine R” méme v8ak aj Lebesguovu mieru Leb,, (ak nebude moéct’ dojst’ k nedorozumeniu,
budeme pisat’ len Leb), mézeme teda hovorit’ o lebesguovsky meratelnych mnozinach. Z podm-
nozin mnoziny R™ mozno vytvorit’ rozne o-algebry. Okrem o-algebry 28" vietkych podmnozin
maju pre nas, ako sme prave naznacili, zvlastnu dolezitost’ dve:

e o-algebra Bgrr borelovskych mnozin. Jej generatorom je napr. systém vsetkych otvorenych
mnozin. (Namiesto otvorenych mnoZin mozno vziat’ podsystém, ktory generuje vietky otvo-
rené mnoziny. Ak sme napr. v R, mozeme vziat’ systém vSetkych otvorenych intervalov alebo
systém vsetkych uzavretych intervalov alebo systém vsetkych intervalov tvaru [a, b) apod.; na
vygenerovanie vietkych borelovskych mnozin v [0, 1] sta¢i dokonca systém vSetkych intervalov
tvaru [0,0], 0 < b < 1).
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e g-algebra Lr» lebesguovsky meratelnych mnozin. Generované je otvorenymi mnozinami a
mnozinami nulovej Leb-miery. (Opét’, systém vSetkych otvorenych mnozin tu mozno nahra-
dit’ podsystémom, ktory generuje vSetky otvorené mnoziny.)

7 tedrie miery je dobre znadme, ze kazda borelovskd mnozina v R" je lebesguovsky meratelné.
Obratené tvrdenie neplati, lebesguovsky meratelnych mnozin je viac.

Priklad 3.7 (Lg \ Br # 0.). Ukazeme, Ze existuji lebesguovsky meratelné mnoziny, ktoré nie
st borelovské. Standardna strednotretinova Cantorova mnozina mé nulovit Lebesguovu mieru
a mohutnost’ ¢, preto mé 2¢ > ¢ podmnozin. Kazda z tychto 2¢ podmnozin je lebesguovsky
meratelna, lebo Lebesguova miera je uplnd. Na druhej strane, v deskriptivnej tedrii mnozin sa
dokazuje, Ze vSetkych borelovskych mnozin je c.! Preto v C existuje 2¢ takych podmnozin, ktoré
patria do Lg \ Bg.?

Namiesto strednotretinovej Cantorovej mnoziny sme mohli vziat’ 'ubovolni mnozinu, ktora mé
nulovi Lebesguovu mieru a ma mohutnost’ c¢. Plati tiez: Kazda lebesguovsky meratelna mnozina
kladnej miery obsahuje podmnozinu, ktora nie je lebesguovsky meratelna.

7 teorie miery je tiez dobre znédme, Ze nie kazda podmnozina R" je lebesguovsky meratelné.
Napr. tzv. Vitaliho mnozina patri do 2% \ Lg. Plat{ teda

Brn G Lgn C 28"

Medzi kazdymi dvomi o-algebrami v tejto hierarchii troch o-algebier existuji mnohé dalsie o-
algebry. Ak nemoze vzniknut’ nedorozumenie, budeme pouzivat’ skratené oznacenia B a L.

To znamené, Ze ked hovorime o Lebesguovej miere Leb, méZzeme ju uvazovat’ ako mieru Lebg
definovani na B alebo ako mieru Leb, definovani na £. Na B sa obe miery zhoduji. Miera Lebg
nie je uplna (podmnozina borelovskej mnoziny nulovej miery nemusi byt’ borelovské, pozri napr.
Priklad 3.7). Miera Leb, je uplna (podmnozina lebesguovsky meratelnej mnoziny nulovej miery
je lebesguovsky meratelna; z monoténnosti miery potom vyplyva, Ze ma nulovii mieru?).

Miera Leb, je zuplnenim miery Lebg. Plati teda (pozri Vetu 3.5):

L=B:={BUZ:BeB,Z€Z} kde Z={Z:ZC N € B,Lebg(N)=0}. (3.1)

To, ze o-algebra L je ziplnenim o-algebry B vzhl'adom na Lebesguovu mieru Lebg, sa d& ekviva-
lentne vyjadrit’ aj nasledovne:

e £ € L vtedy a len vtedy, ked’ existuju mnoziny By, By € B také, 7e By C E C By a
LebB(Bg \ Bl) = 0.

(Tato podmienka je ekvivalenta s tym, ze pre kazdé € > 0 existuju mnoziny B, B5 € B také, ze
B; C E C B aLebg(B5\ Bf) <e¢.)

Uvedieme, hoci bez prilisnych detailov, este jeden pou¢ny priklad.
Priklad 3.8 (Homeomorfny obraz mnoziny z £ nemusi patrit’ do £). Najdeme homeo-

morfizmus F': [0,1] — [0,2], ktory ma nasledujice vlastnosti (funkcia (1/2)F by bola takym
homeomorfizmom [0, 1] — [0, 1]).

IExistuje tieZ zaujimavy stvisiaci vysledok: Akéakolvek o-algebra (na akejkolvek mnoZine) je alebo konena alebo ma mohutnost’
aspon c. Teda neexistuje nekone¢né spocitatelna o-algebra.

2Ak z mnoziny mohutnosti 2¢ odoberiete podmnozinu mohutnosti najviac ¢, dostanete mnozinu, ktorej mohutnost’ je este stale 2¢.

3Pozor, nie je pravda, e podmnozina lebesguovsky meratelnej mnoziny je lebesguovsky meratelna, ved to by potom kazda podm-
nozina R bola lebesguovsky meratelna. Podobne, ako sme uz videli, nie je pravda, ze podmnozina borelovskej mnoziny je borelovska.
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(a) F zobrazuje nejaki mnozinu C' nulovej Lebesguovej miery na mnozinu F(C') kladnej Lebes-
guovej miery. (Inverzny homeomorfizmus G = F~! teda zobrazuje nejakit mnozinu F(C)
kladnej miery na mnozinu C' nulovej miery.)

(b) F zobrazuje nejaku lebesguovsky meratelntt mnozinu na mnozinu, ktora nie je lebesguovsky
meratelna. (Inverzny homeomorfizmus G = F~! teda zobrazuje nejakti nemeratel'nti mnozinu
na meratelni mnozinu.)

(c) F-vzor kazdej lebesguovsky meratelnej mnoziny je lebesguovsky meratelna mnoZina.

Nech C je standardné stredno-tretinova Cantorova mnozina. Nech ¢: [0, 1] — [0, 1] je tzv. Can-
torova funkcia (nazyvana niekedy aj diablove schody). Pripomenme, Ze je to spojita neklesajica
surjektivna funkcia, ktora je na kazdom styénom intervale konstantnd a zobrazuje Cantorovu
mnozinu C na [0, 1]. Potom funkcia F(x) = x4+ ¢(z) je homeomorfizmus [0, 1] — [0,2]. Ukazeme,
ze mé pozadované vlastnosti.

F(C) je meratelna (dokonca uzavretd) mnozina s mierou Leb(F(C)) = 1, hoci Leb(C) = 0.
Teda mame (a).

KedZe kazd4 mnozina kladnej Lebesguovej miery obsahuje nemeratelni podmnozinu, existuje
nemeratelna mnozina D C F(C). Ak ju zobrazime homeomorfizmom F —1. dostaneme mnozinu
F~(D) C C. Mnozina F'~(D) je meratelna (lebo je podmnozinou mnoziny nulovej Lebesguovej
miery a Lebesguova miera je tiplnd) a Leb(F~'D) = 0. Teda F zobrazuje meratelnti mnoZinu
F~Y(D) na nemeratelnt D.* Dostali sme (b).

Cantorova funkcia ¢ mé pozoruhodnu vlastnost. Ak A C [0, 1] je hocijakd mnozina (nemusi
byt’ ani meratel'na), tak jej vzor ¢~ !(A) je lebesguovsky meratelna mnozina. Naozaj, tento vzor je
zjednotenim nejakej podmnoziny Cantorovej mnoziny C' a niektorych styénych intervalov. Preto
je to lebesguovsky meratelna mnozina. Modifikujte tuto avahu, aby ste ukézali (c).

Priklad je varovanim. Aj ked’ by zobrazenie T' bolo homeomorfizmom (a teda aj obraz aj
vzor borelovskej mnoziny by automaticky bola borelovskd mnoZina), neméZzeme si automaticky
mysliet’, Ze obraz lebesguovsky meratel'nej mnoziny je lebesguovsky meratel'na mnozina a ze vzor
lebesguovsky meratelnej mnoziny je lebesguovsky meratelna mnozina (pozri ¢ast’ (b)). Rovnako
si nemoézeme automaticky mysliet’, Ze obraz lebesguovsky nulovej mnoziny je nulovd mnozina a ze
vzor lebesguovsky nulovej mnoziny je nulova mnozina (pozri ¢ast’ (a)).

3.4 Postacujiica podmienka pre meratel’nost’ zobrazenia

Ak (X,B), (Y,S) st meratelné priestory, tak zobrazenie T: X — Y sa nazyva B-S meratelné,
ak pre kazdia mnozinu S € S je T!(S) € B. V takom pripade tiez hovorime, Ze zobrazenie
T:(X,B) — (Y,S) je meratelné, uz bez Specifikovania o-algebier.

Ak M je metricky priestor, nech By, oznacuje o-algebru borelovskych mnozin v M. Ak M
je navyse podpriestor nejakého euklidovského priestoru R?, tak mézeme uvazovat’ aj o o-algebre
Ly lebesguovsky meratelnych mnozin v M. Pripomenme, Ze v takom pripade By; C Ljy,. Uz na
redlnej osi vSak existuji mnoziny, ktoré su lebesguovsky meratelné, ale nie borelovské.

Casto, ak nemoze dojst’ k nedorozumeniu, namiesto meratelnosti Bx-By ¢i Lx-Ly hovorime
len o meratelnosti B-B ¢i L-L.

4Nie je bez zaujimavosti dodat), ze mnozina F'~1(D) je sice meratelna, ale nie je borelovska (teda znovu méame priklad lebesguovsky
meratelnej neborelovskej podmnoziny Cantorovej mnoziny, pozri aj Priklad 3.7). Keby bola borelovska, tak aj jej homeomorfny obraz
D by bola borelovskd mnozina. Lenze borelovské mnoziny si lebesguovsky meratelné, ¢o je v spore s tym ze D nie je meratelna.
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Propozicia 3.9. Nech X a 'Y su metrické priestory a nech T: X — Y je spojité zobrazenie.
(1) T: (X,Bx) — (Y, By) je meratelné

(2) Nech X CR™ aY CR,. PotomT: (X,Lx) — (Y, Ly) vo vSeobecnosti nie je meratelné, a
to dokonca ani za predpokladu, Ze T je homeomorfizmus.

(3) Ak zobrazenie medzi otvorengimi mnoZinami v R™ je C-difeomorfizmus, tak aj obrazy aj vzory
lebesquovsky meratelngch mnoZin su lebesquovsky meratelné mnoziny (Specidlne, T je L-L-
meratelné). Navyse, aj obrazy aj vzory mnozin nulovej Lebesquovej miery si mnoZiny nulovej
Lebesguovej miery.

Dékaz. (1) Otvorené mnoziny st borelovské (o-algebra borelovskych mnozin je najmensia o-
algebra, ktora obsahuje vietky otvorené mnoziny). KedZe T je spojité, tak F := {A CY: T71(A) €
Bx je o-algebra v Y (lebo vzory sa “dobre spravaju”), ktora obsahuje vSetky otvorené mnoziny v Y
(lebo spojity vzor otvorenej mnoziny je otvorené a teda borelovskd mnozina). Pretoze F obsahuje
vSetky otvorené mnoziny v Y a je to o-algebra, tak F D By, lebo By je najmensia o-algebra ob-
sahujica vSetky otvorené mnoziny v Y. To prave znamené, ze T-vzor kazdej borelovskej mnoziny
je borelovska mnozina, ¢o sme potrebovali dokazat’.

(2) V Priklade 3.8 ozna¢me T := ((1/2)F)~'. Potom T je homeomorfizmus [0,1] — [0,1] a
existuje lebesguovsky meratelna mnozina v [0, 1], ktorej T-vzor nie je lebesguovsky meratelna
mnozina (pozrite ¢ast’ (b) v uvedenom priklade).

(3) Pozri [Bol, Section 3.6. O

Priklad 3.10. Nech T': [0,1] — [0, 1] je zobrazenie definované vzt'ahom® T'(z) = 4z(1 — z).

KedZe T' je spojité, je By 1j-Bjo,1) meratelné. 1

Uvazujme o zizeniach 11 := T'|(g1/2) a 15 := T'|@1/2,1). Po- }
tom Tj je C'-difeomorfizmus (0,1/2) — (0,1) a T je C'-difeo- |
morfizmus (1/2,1) — (0,1) (vysvetlite). Tieto dva difeomor- |
fizmy “pokryvaju” celé zobrazenie T, az na tri body 0,1/2,1 |
v defini¢nom obore 7" a na dva body 0,1 v obore hodnét T l
Ak k lebesguovsky meratel'nej mnozine priddme konecne vela 1
bodov alebo z nej odoberieme kone¢ne vel'a bodov, dostaneme 0 1/2 1
zase lebesguovsky meratelnit mnozinu. Pomocou toho sa da
uz l'ahko zdovodnit’, Ze T' je aj Lo 1j-Lo,1] meratelné.

Obr. 3.1: T(x) = 4z(1 — z)

3.5 Atémy

V stilade s Demokritovou® predstavou atému ako nedelitelnej ¢iastocky hmoty zavedieme pojem
atomu v priestore s mierou.

Definicia 3.11. Nech (X, B, i) je priestor s mierou. Mnozina A € B sa nazyva atom, ak ak ma
kladntt mieru a neda sa rozlozit’ na dve disjunktné meratel'né mnoziny s kladnymi mierami (t.j.

ak p(A) > 0 a neexistuje rozklad A = PUQ, kde P,Q € B, u(P) > 0, u(Q) > 0). Miera p sa

5Je to jedno z tzv. logistickych zobrazeni « ~— rz(1 — z), r € [0,4]. Niekedy sa nazyva tiez plna parabola (plna preto, lebo prave
pre r = 4 je to surjekcia [0, 1] na seba).

SDemokritos z Abdér (asi 460 — 370 pred Kr.) bol starogrécky filozof, tvorca teérie atémov. Bol vynikajtcim matematikom, o
ovplyvnilo aj podobu jeho diela, akejsi matematickej teérie hmoty: jestvuju len atomy a prazdno, v ktorom sa atémy pohybuji. Atémy
st malé, nepriestupné a d’alej nedelitelné hmotné ¢iastocky, ktoré maju vlastny pohyb a tiaz.
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nazyva neatomickd, ak nema ziadne atomy. V takom pripade tiez hovorime, Ze priestor s mierou
(X, B, i) je neatomicky.

Niekedy sa definicia atomu uvadza v nasledujucom ekvivalentnom tvare.

Lema 3.12. Nech (X, B, ) je priestor s mierou. Potom A € B je atdom vtedy a len vtedy, ked’
w(A) > 0 a pre kazdi meratel'ni mnozinu B C A je u(B) =0 alebo u(A\ B) = 0.

Doékaz. Nech A je atom. Predpokladajme, Zze by existovala meratend mnozina B C A, pre ktortu
u(B) > 0aj u(A\ B) > 0. Potom rozklad A = BU(A\ B) mnoziny A na dve meratelné mnoziny
s kladnymi mierami dava spor s predpokladom, Zze A je atom.

Obratene, nech A € B je taka, ze (A) > 0 a pre kazda meratelni mnozinu B C A je u(B) =0
alebo u(A\ B) = 0. Aby sme dokazali, ze A je atom, pripust'me, Ze by existoval rozklad A = PUQ),
kde P,@Q € B, u(P) > 0, u(Q) > 0. Potom P C A je takd meratelna mnozina, ze pu(P) > 0 aj
u(A\ P) > 0, spor s predpokladom. O

Priklad 3.13. Nech X = {a,b}, B = 2%, u(0) = 0, u({a}) = p({b}) = u(X) = co. Potom
(X, B, 1) je priestor s mierou. Mnoziny {a} a {b} st (jednobodové) atomy. Mnozina X nie je
atom, lebo X = {a} L {b}, pricom {a} aj {b} maju kladné miery.

Samozrejme vzdy ked’ bod zy € X je taky, ze {xo} € B a u({xo}) > 0, tak automaticky {z¢}
je atom (trochu nepresne povedané, ak bod mé kladnt mieru, tak je to automaticky atém). V
niektorych knihach sa za atéomy povazuji len jednobodové atémy.” Nasledujici priklad ukazuje,
ze atobm moze mat’ aj viac ako jeden bod a nemusi v sebe obsahovat’ jednobodovy atéom.

Priklad 3.14. Nech X = {a,b,¢}, B = {0, {a}, {b,c}. X}, u(0) = 0. u({a}) = 1, u({b.c}) = 2
pu(X) = 3. Potom (X, B, 1) je priestor s mierou. Mnoziny {a} a {b, c} st atéomy, mnoziny ) a X
atomami nie si. Atom {b, c} neobsahuje v sebe jednobodovy atém.

Ak v priestore s mierou je A atom a N mnozina nulovej miery, tak zrejme aj AUN je atom (ako
zjednotenie dvoch meratelnych mnozin je to samozrejme meratelnd mnozina), pozri Cvicenie 3.5.
Nasledujuci priklad ilustruje tento zrejmy fakt.

Priklad 3.15. Nech X = {a,b}, B = 2%, u(0) =0, u({a}) =1, u({b}) = 0, u(X) = 1. Potom
(X, B, 1) je priestor s mierou. Zrejme {a} je atéom. Aj X = {a} U {b} je atém, pri¢om je prave
zjednotenim jednobodového atému a mnoziny nulovej miery.

Vieme uz, Ze zjednotenie jednobodového atému a nulovej mnoziny je vzdy atém, ale vo vSeobec-
nosti nie kazdy atom je takéhoto tvaru. Preto je zaujimavé, ze v Specidlnych ale dolezitych
priestoroch s mierou (X, B, p) je kaZdy atom takéhoto tvaru.

Propozicia 3.16. Nech (X, d) je separabilnyg metricky priestor, nech B je o-algebra borelovskijch
mnoZin v priestore X a nech u je miera na B. Potom kaZdy atom miery pu (ak vobec ezistuge)
obsahuge jednobodovy atom a je zjednotenim tohto jednobodového atomu a mnoZiny nulovej miery.

Dokaz. Nech A € B je atom. KedZe priestor X je separabilny, obsahuje spocitatelnt hustu
mnozinu C. Pre kazdé n € N je zjednotenie gal' |J..o B(c,1/n) = X. Potom J. (AN
B(c,1/n)) = A. Mnoziny v tomto zjednoteni su borelovské, takze patria do B. Pretoze pu(A) >

7Jednobodovy atém sa v angli¢tine niekedy nazyva point mass.
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0, aspofi jedna z mnozin v tomto spoditatelnom zjednoteni ma kladni mieru (lebo u je o-
subaditivna). Ukazali sme, Ze existuje taky bod ¢, € C, ze

w(AN B(ep,1/n)) >0 (pre kazdé n € N).

Kedze A = (AN B(cy,1/n)) U (A\ B(cn, 1/n)) je atom a jeho podmnozina A N B(cy,, 1/n) mé
kladnt mieru, musi byt’

w(A\ B(cn,1/n)) =0 (pre kazdé n € N). (3.2)

Rovnost’ (3.2) znamen4, Ze az na mnozinu miery nula je A obsiahnuta v B(c,, 1/n). Nech teraz

[e.9]

S = ﬂ B(cn, 1/n).

Tvrdime, ze az na mnozinu miery nula je A = (ANS)U(A\S) obsiahnuta dokonca v tejto mensej
mnozine S. Naozaj,

p(ANS) = p (A\ () Blen, 1/%)) = (U(A \ B(cn, 1/%))) =0

(druha rovnost’ vyuziva de Morganovo pravidlo, tretia rovnost’ vyuziva o-subaditivnost’ a (3.2)).
Méme teda rovnost’

A=(ANnS)U (A\S) (3.3)
N——

mnoZina nulovej miery

K ukonceniu dokazu staci ukazat’, ze AN S je jednobodovy atéom. To vSak 'ahko vyplyva z dvoch
faktov:

e S méa nulovy diameter (lebo pre kazdé n je S podmnoZinou gule s polomerom 1/n, odkial
diam S < 2/n). Z toho vyplyva, Ze S, a tym skor AN S, obsahuje najviac jeden bod.

e 7 rovnosti (3.3) vyplyva, ze u(ANS) = pu(A) > 0 (atéom méa kladnta mieru). Mnozina AN S,
stuc kladnej miery, obsahuje aspon jeden bod.

Teda AN S je jednobodova a zaroven p(ANS) > 0, je to teda jednobodovy atém (obsiahnuty v
A). Vzhladom na (3.3) je dokaz skonceny. O

Dosledok 3.17. Lebesguova miera v R™ (n > 1) je neatomickd.®

Doékaz. Nech B je o-algebra borelovskych a L je o-algebra lebesguovsky meratelnych mnozin v R”,
Lebg a Leb, st prislusné miery. Tvrdime, Ze oba priestory s mierou (R", B, Lebg) a (R™, £, Leb,)
st neatomické. KedZe ten druhy je zuplnenim toho prvého, staci to dokazat’ pre ten prvy (pozri
Cvic¢enie 3.7).

R" je separabilny metricky priestor a Lebesguova miera definované na o-algebre B borelovskych
mnozin v R” nemd ziaden jednobodovy atéom (jednobodova mnozina je sice borelovska, ale ma
nulovi Lebesguovu mieru). Preto podl'a Propozicie 3.16 nem4 ani Ziaden atom. ]

8Implicitne sa mysli Lebesguova miera na o-algebre lebesguovsky meratelnych mnozin.
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Uvedieme jednoduchy ale vel'mi dolezity priklad miery, ktord méa jednobodovy atéom a kazdy
atom je zjednotenim tohto jednobodového atému s nejakou nulovou mnozinou. Pritom X je tu
hocijakd mnozina, nie nevyhnutne metricky priestor.

Priklad 3.18 (Diracova miera). Nech X je mnoZina a nech p € X je pevne zvoleny bod.
Polozme

1, akpeA,
Ip(A) = { X

0, akpecX\A B A
pre kazda mnozinu A C X, pozri Obr. 3.2. Potom zrejme
8, je pravdepodobnostnd miera na o-algebre 2% vietkych

podmnozin mnoziny X (samozrejme, mohli by sme ju zazit’
na hocijakt mensiu o-algebru). Nazyvame ju Diracova® Obr. 3.2: 6,(A) =1,6,(B) =0
miera v bode p alebo miera sediaca v bode p, ¢i miera siustre-

dend v bode p. Zrejme {p} je (jednobodovy) atom.

Priklad 3.19 (Integrovanie podl’a Diracovej miery). Podl'a Diracovej miery sa 'ahko inte-
gruje. PredovSetkym, kazda realna alebo komplexna funkcia f na X je d,-meratelna (lebo kazda
podmnozina mnoziny X je J,-meratelna). Je aj d,-integrovatelna, pri¢om

[ 5,

f
(pozri Obr. 3.3). Dalo by sa to dokazovat’ standardnym f(p)
sposobom, t.j. najskor pre charakteristické funkcie, potom
pre jednoduché (schodovité) funkcie, potom pre nezédporné ! <
p

a nakoniec pre I'ubovolné funkcie. Jednoduchsie je vsak
vyuzit’, ze funkcie rovnajice sa skoro vSade maju rovnaké Obr. 3.3: [, fdd, = f(p)
integraly. Funkcia f sa d,-skoro vSade rovna konstantnej

funkcii g = f(p). Preto

/ﬁ@Z/W@Z%WW@zﬂm

3.6 Vyroba novych mier zo starych

Miery mozno nasobit’ (nezapornymi) realnymi ¢islami a mozno ich aj s¢itovat. Ak (X,B) je
meratelny priestor a jiq, o st miery na B a ¢p, co st nezaporné realne ¢isla, tak symbolom

M= C1jb1 + Capin
ozna¢ujeme funkciu B — [0, oo| definovant vzt'ahom
1(A) = c1pn(A) + capz(A), Aeb.

V&imnite si, Zze uvazujeme len linearne kombinacie mier s nezdporngmi koeficientami, aby sme
mali istotu, Ze p je nezaporna (miera musi byt’ nezdpornd).

9Paul Adrien Maurice Dirac (1902 — 1984) bol britsky teoreticky fyzik. Za svoju zakladnu pracu v kvantovej fyzike (Principy
kvantovej mechaniky) ziskal v roku 1933 Nobelovu cenu spolo¢ne s Erwinom Schrédingerom.
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Propozicia 3.20. Nech (X, B) je meratel'ny priestor a nech i, po si miery na B. Potom platia
nasledujice tvrdenia.

(1) (ndsobok miery) Ak ¢ >0, tak p := cpy je miera na B.
(2) (sucet mier) p:= p + po je miera na B.

(3) (linedrna kombindcia mier) Ak ci,co > 0, tak p = ciuy + copg je miera na B. Ak py, o si
konecné, resp. o-konecné miery, tak aj u je konecnd, resp. o-konecnd miera.

(4) (konvexnd kombindcia mier) Ak ¢ € [0,1], tak p:= (1 — ¢)p1 + cpo je miera na B. Pre kaZdu
meratel'ni mnoZinu A lezi hodnota u(A) v konvexnom obale hodnot uy(A) a ps(A). Ak uy,
Lo SU pravdepodobnostné miery, tak aj p je pravdepodobnostnd miera.

Doékaz. Cvicenie 3.9. O
Nasledujuca propozicia ukazuje, ako sa integruje podl’a miery, ktora je linedrnou kombinaciou
mier.

Propozicia 3.21. Nech (X, B) je meratelny priestor, i, ..., [, si miery na B a cy,...,c¢, su
nezdporné redlne c¢isla. Nech f je redlna (alebo komplexnd) funkcia na X, ktord je integrovatelnd
vzhl'adom na kaZdi z mier p;. Potom je integrovatelnd aj vzhl'adom na mieru cipy + -+ + cppin @
plati

/fd(clu1+-~-+cnun)zcl/fdu1+---+cn/fdun-
Doékaz. Cvicenie 3.11. O

Priklad 3.22 (Miera sediaca v spocitatel'nej mnozine). Nech (X, B) je meratelny priestor.
Zvol'me nekone¢nu spocitatelni mnozinu bodov x1,zs, -+ € X a kladné ‘vahy’” w, wo, .. ..
Potom mozeme uvazovat’ o miere

] .7
W= Z W;0,, A
definovanej na B vzt'ahom .
Tg e Ty

n(A) = Zwiémi(A> = Z{wi: z; € A}, AebB. Obr. 3.4: u(A) = we+ws+ws, u(B) =
i=1 i=1 0

Ak rad konverguje, je u(A) nezaporné ¢islo. Ak diver-
guje, je p(A) = +oo. Ak je 7 w; = 1, ide o pravdepodobnostna mieru.

Podobne mozno definovat’ (pravdepodobnostnti) mieru sediacu v kone¢nej mnozine (na Obr. 3.4
miera sedi v Sest’prvkovej podmnozine priestoru X). (Ak X je nekonecna a pouzivali by sme
nezaporné vahy, potom koneény pripad by bol zahrnuty v nekoneénom spocitatelnom pripade.)

Priklad 3.23 (Vyroba pravdepodobnostnej miery z kone¢nej miery). Predpokladajme,
ze (X, B, 1) je meratelny priestor s kone¢nou nenulovou mierou, t.j. 0 < pu(X) < oo. Pre kazdé
B € B polozme )
(B
“B) p(X)
Potom v je zrejme pravdepodobnostna miera na (X, B). Teda medzi koneénymi a pravdepodob-
nostnymi mierami nie je v teoérii vel’ky rozdiel.
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Priklad 3.24 (Podmienena miera). Nech (X, B, 1) je meratelny priestor a nech £ € B. Pred-
pokladajme, ze 0 < p(E) < oo (aby sme touto hodnotou mohli bez problémov delit’). Potom
mozeme definovat’ podmienend mieru pg: B — [0, 1]:

ip(A) = wWANE)

Pe 2/ AeB.
w(E)

(Pozri Obr 3.5.)

(X, B, 1)

Obr. 3.5: Podmienena miera

Vsimnite si, Ze takto definovana podmienenéd miera je pravdepodobnostna miera.!”

Ukézeme, ako mozno Lebesguovu mieru preniest’ na kruznicu.

Priklad 3.25 (Lebesguova miera na kruznici). Nech S! je kruznica, teda S' = R/Z. Kruznicu
mozeme chapat’ aj ako interval [0, 1] so zlepenymi koncami (¢isla 1/10 a 8/10 maji na intervale
[0, 1] vzdialenost’ 7/10, na kruznici vzdialenost’ 3/10). Nech B je o-algebra vsetkych borelovskych
mnozin v S'. Mieru Leb na B definujeme nasledovne. Kazdej (borelovskej) podmnoZine kruznice
jednoznac¢ne zodpoveda (borelovskd) podmnozina intervalu [0, 1); jej Lebesguovu mieru prehlasime
za Leb-mieru tej podmnoziny kruznice. Je prirodzené mieru Leb nazyvat’ Lebesguovou mierou na
kruznici. Podobne ako Lebesguova miera na R alebo na [0, 1], oznacuje sa niekedy aj Leb alebo
Leb; (kde index 1 zdéraziuje, ze ide o jednorozmernu Lebesguovu mieru).

3.7 Jednoznac¢nost’ mier

Nech X je mnozina a nech 2% je systém vsetkjjch podmnozin mnoziny X. Nech G C 2%, teda
nech G je nejaky systém podmnozin mnoziny X. Potom existuje najmensia o-algebra obsahujica
G Oznacujeme ju o(G). Hovorime tieZ, Ze je to o-algebra generovand systémom G. Systém
G sa nazyva generdtor tej o-algebry. Pripomenme, Ze o(G) nie je ni¢ iné ako prienik vsetkych
o-algebier na X, ktoré obsahuju G.

Ak sa dve o-kone¢né miery definované na tej istej o-algebre zhoduji na generujucej algebre, tak
sa zhoduji na celej o-algebre. To je standardné veta z tedrie miery. Jej presné znenie nasleduje.

Veta 3.26. Nech py a pg si dve o-koneéné miery na tom istom meratel'nom priestore (X, B).
Nech A je algebra, ktord generuje o-algebru B. Predpokladajme, Ze pre kaZdi mnozZinu A € A je
p1(A) = pua(A). Potom py(B) = po(B) pre kazdi mnoZinu B € B (a teda gy = ps).

10Porovnajte s definiciou podmienenej pravdepodobnosti.
1 Presnejsie: obsahujica kazdt mnozinu z G.
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Teda aby sa dve o-konecné miery na nejakej o-algebre B zhodovali, staci, aby sa zhodovali na
nejakom takom generatore A tej o-algebry, ktory je algebrou.

Vo v8eobecnosti k rovnosti o-koneénych mier na o-algebre B nestaci, aby sa tieto zhodovali na
nejakom generatore G tej o-algebry. Inak povedané, vynechat’ predpoklad, Ze G je algebra (a ni¢
namiesto neho nepridat’) nemozno.

Uvedieme dva priklady, ktoré to ukazuju.

Priklad 3.27. Majme trojprvkovy priestor X = {a,b,c} a uvazujme o o-algebre 2% tvorenej
vietkymi jeho podmnozinami. Nech p; je ta (jedind) miera na 2%, pre ktort

() = m () = m({e}) = 5.

Podobne, nech miera ji» na 2% je dana hodnotami

1 2 1
pn2({a}) = 3’ p2({b}) = 3 p2({c}) = 3
Na oboch mnozinach zo systému

G={A B} kde A={a,b}, B={bc}

sa tieto dve miery zhoduju. Pritom G je zrejme generdtor pre o-algebru 2X. Napriek tomu sa tie
miery nezhoduju na celej o-algebre 2%. Nie je to spor s Vetou 3.26, lebo systém G nie je algebra.

Vo vete je dolezité, ze A je generujica algebra a nielen nejaky generujtci podsystém o-algebry
B, hoc by sa nam ten podsystém aj zdal dostatocne velky na to, aby veta pren platila.

Priklad 3.28. Podla [Dav71],

e cxistuje kompaktny metricky priestor X a dve kone¢né miery p1 a s na o-algebre B vSetkych
borelovskych podmnozin priestoru X s tou vlastnost’ou, ze p;(G) = u2(G) pre kazda uzavreta
gul'u v priestore X, ale napriek tomu sa p1 a s nerovnaja.

To je prekvapujice, ved nielenze systém G vSetkych uzavretych gal’ v X je generatorom borelovskej
o-algebry B,'? ale sa zda byt aj dostatocne velkym na to, aby preit Veta 3.26 platila. Nie je to
pravda.'?

Vyvstava otézka, aké dodato¢né predpoklady o generatore G (namiesto poziadavky, aby to bola
algebra), sta¢ia na to, aby platila analogia Vety 3.26. Také podmienky udava Dynkinova veta o
jednoznac¢nosti miery, pozri napr. [C13, Corollary 1.6.4] alebo [Sch05, Theorem 5.7].

Veta 3.29 (Dynkinova veta o jednoznaénosti mier). Nech (X,B) je meratelny priestor.
Predpokladajme, Ze G je generdtor o-algebry B (t.j. B = 0(G)), ktory md tieto vlastnosti:

(i) G je uzavrety vzhl'adom na konecné prientky (t.j. GGH € G — GNH € G);

(it) v G existuje rastica postupnost’ mnozin Gy C Gy C ... takd, ze | J;2, Gj = X.

12Borelovska o-algebra B je generovana systémom vsetkych otvorenych mnozin. LenZe kazda otvorenid mnoZina v kompaktnom
metrickom priestore je spoéitatelnym zjednotenim uzavretych gal. Preto B = o(G).

13To mimochodom znamené, 7e v uvedenom priestore X systém G vietkych uzavretych gul urdite nie je algebrou generujicou
borelovsku o-algebru B. Neprekvapuje néas, ze tento konkrétny priestor X ma tato vlastnost. Ved v kompaktnom metrickom priestore
X systém vSetkych uzavretych gal va¢Sinou nie je uzavrety napr. na kone¢né zjednotenia, teda nie je to algebra.
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Potom ak sa dve miery p, v definované na B zhoduji na generdtore G a si konecné na mnozindch
G1,Ga, ... z podmienky (ii), tak je to jedna a td istd miera (u,v sa zhoduji na B, t.j. u(A) = v(A)
pre vietky A € B).

Pripojme niekol’ko poznamok.

e 7 predpokladov o mierach pu,v vzhl'adom na podmienku (ii) vyplyva, Ze sa veta tyka len
pripadu, ked’ p a v st o-kone¢né miery.

e V podmienke (ii) mozno vynechat’ predpoklad, Ze postupnost’ mnozin G, Ga, ... je rastuca.
(Naozij, predpoklad U;; G; = X nam pre mnoziny éj = GhU---UG; da, ze GiCGyC...,
U;‘;l G; = X. Navyse, ak sa miery p, v Zh(ldujil a st konefné na mnozinidch Gi, G, ..., tak
sa zhoduju a st koneéné aj na mnozinach Gy, Go, .. ., takZe moZzeme pouzit’ Vetu 4.11.)

e Ak p a v st koneéné, tak podmienku (ii) mozno vynechat’ aplne, je splnena automaticky.

(Naozaj, staci do G pridat’ mnozinu X. Tym sa splnenie podmienky (i) nenarusi a podmienka
(ii) bude splnené napr. pre volbu G, = X, j=1,2,....)

3.8 Absolitne spojité miery

Absolutna spojitost’ mé v matematike viacero vyznamov. Nas teraz zaujima absolutna spojitost’
mier.

Definicia 3.30. Nech p a v st dve miery na tom istom meratelnom priestore (X, ). Potom
hovorime, Ze miera v je absolitne spojita vzhI'adom na mieru u, ak pre kazdi meratelnt mnozinu
E plati implikacia

w(E)=0=v(E)=0.
V takom pripade pisSeme v < pu. Ak kazda z mier p a v je absolitne spojitd vzhl'adom na druha
mieru, t.j. ak plati v < p a zaroven p < v, tak hovorime, Ze miery p a v su ekvivalentné a piSeme
i~ v. Teda dve miery su ekvivalentné, ak maja presne tie isté mnoziny nulovej miery.

Nech (X, B, i1) je priestor s mierou a nech g: X — [0, +00) je nezdporna meratelna funkcia.'®
Pripomenme znamu vetu, Zze potom mnozinové funkcia

I/:AH/Qd,UI/XAQd,u, AeB (3.4)
A

je nova miera na (X, ). Zdoraznime: v je definovana na tej istej o-algebre ako pu.

Definicia 3.31. Miera (3.4) sa nazyva miera s hustotou ¢ vzhl'adom na mieru p, pozri Obr. 3.6.
Piseme
V=0 alebo dv = odp.

Ak v ma hustotu vzhl'adom na p, tak na oznacenie tejto hustoty sa tradi¢ne pouziva oznacenie
dv/du (toto oznacenie treba chéapat’ ¢isto symbolicky). Teda dv = o dp znamena to isté ako
v

=i

Funkcii o sa niekedy namiesto hustota hovori Radonova-Nikodymova hustota alebo Radonova-
Nikodymova derivdcia miery v vzhl'adom na mieru pu.

0
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v(A) = [, 0du

A (X, B, )

Obr. 3.6: Miera s hustotou p vzhladom na mieru p

Priklad 3.32. Nech Leb je Lebesguova miera na R (preciznejsie: Lebesguova miera na o-algebre
L lebesguovsky meratelnych mnozin v R; potom (R, £, Leb) je priestor s mierou). Uvazujme o
miere v = 2 Leb alebo ekvivalentne zapisané dv = 2d Leb. Teda miera v ma konstantna hustotu
o(z) = 2 vzhladom na mieru Leb. Pre kazdu lebesguovsky meratelnit mnozinu A je potom jej
v-miera

Z/(A):/QdLeb:/ZdLeb:2Leb(A)
A A

(vyuzili sme, Ze integral konsstantnej funkcie na mnozine A je definovany ako siéin tej konstanty
a miery tej mnoziny).

Propozicia 3.33. Nech (X, B, u) je priestor s mierou a nech o: X — [0,400) je nezdapornd
meratel’nd funkcia.

(1) v=op = v < pu.
(2) v=op ap je u-skoro vade ostro kladni = v ~ .
Dokaz. (1) Nech v = ppu a nech u(A) = 0 pre nejaki mnozinu A € B. Potom podla (3.4) je
v(A) = [, 0dp =0, lebo integral na mnozine miery 0 je 0."°

(2) Nech v = gpu a nech N = p71(0). Ked%e ¢ je merateln4, je mnoZina N meratelna, t.j.
N € B. Podla predpokladu je u(N) = 0. Vzhl'adom na (1) potrebujeme dokazat’, ze pu < v.

Nech teda v(A) = 0 pre nejakd mnozinu A € B. Aby sme dokéazali, ze potom aj pu(A) = 0,
predpokladajme, Ze je u(A) > 0 a odvodime spor. Vyjadrime mnozinu A v tvare

A= (A UAUA3U...)UN,

kde Ay = 07'([1,00)), Ay = 07 ([1/2,1)), A3 = 07([1/3,1/2)), .... St to meratelné mnoZiny,
lebo ¢ je meratelna. Pretoze predpokladame p(A) > 0, existuje k tak, ze u(Ax) > 0. Potom vsak
v(A) = [yodu> [, odu> [, (1/k)dp= p(Ax)- (1/k) >0, spor. O

Propozicia 3.33(1) ukazuje, ze v < pu, teda absolutna spojitost’ v vzhl'adom na p je nutna
podmienka na to, aby sa miera v dala vyjadrit’ v tvare (3.4), t.j. aby Radonova-Nikodymova

14Teda ma integral na kazdej meratelnej mnozine, v najhorsom pripade nekoneény.

15Podrobne: v(A) = [, odp < p(A)- 0o = 0-00 = 0, lebo v teérii miery sa pri vyrazoch typu p(A) - a pouZiva konvencia
0-00 =000 =0. Zdoraziiujeme, Ze len pri vyrazoch tohto typu (ved napr. z matematickej analyzy viete, Ze pri vypocte limit ide o
tzv. neuréité vyrazy, ktoré nemozno vzdy interpretovat’ ako nulu). Dévod tejto konvencie je zrejmy: Uvazujme o funkcii f = 0 v R2.
Potom, intuitivne, podgraf funkcie f ma nulovy objem a teda integral fRQ fdx = oo -0 by mal mat’ hodnotu 0. Podobne, pre funkciu
g, ktord ma hodnotu nekoneéno v poé&iatku P a hodnotu 0 v kazdom inom bode $tvorca A = [—1,1] x [—1, 1], ma podgraf funkcie g
zase nulovy objem a preto aj integral [; gdz = [, codz =0- oo by mal mat’ hodnotu 0.
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derivacia miery v vzhl'adom na mieru p existovala. Radonova-Nikodymova veta hovori, ze ak
miera p je o-konec¢né, tak je to aj postacujica podmienka.

Veta 3.34 (Radonova-Nikodymova veta). Nech p a v si dve miery na tom istom meratel'nom
priestore (X, B). Ak p je o-konecnd, tak nasledujice dve podmienky si ekvivalentné:

(1) v=op (tj v(A) = [, 0du, A€ B) pre nejaki B-meratelni funkciu o > 0;
(2) v < p.

Funkcia o je jedind v tom zmysle, Ze kaZdé dve také funkcie spliiajice (1) sa rovnaji p-skoro
viade.*

Ide o hlboku vetu, pozri napr. [Yeh14, Theorem 11.16 a Proposition 11.2] alebo [Sch05, Theo-
rem 20.2|. Nasledujicu vetu mozno néjst’ napr. v [Yehl4, Theorem 11.21].

Veta 3.35. Nech i a v si dve miery na tom istom meratelnom priestore (X,B). Ak si obe
o-konecné a ak v = gy, tak plati nielen v(A) = [, odu, A € B,'" ale dokonca

d

/fdl/ = /fg dp (: /fd—y d,u) pre kazdu B-meratel'ni funkciu f: X — R (3.5)
1

(v tom zmysle, Ze ak existuje integrdl na jednej zo strdn, tak existuje aj integrdl na druhej strane

a rovnaji sa).

Priklad 3.36. Na o-algebre L lebesguovsky meratelnych podmnozin realnej osi uvazujme Lebes-
guovu mieru Leb a jej dvojnasobok v = 2 Leb. Potom tieto dve miery su zrejme ekvivalentné.
Najst” obe prislusné Radonove-Nikodymove derivacie je v tomto jednoduchom priklade I'ahké.

Obidve tie derivacie st konstantné funkcie na R. Plati di’; - = 2, lebo pre kazdt mnozinu A € £
je v(A) = 2Leb(A) = [, 2d Leb. Podobne, 4 = 1.

Priklad 3.37. Nech c je kladna konstanta. UvaZujme o miere v definovanej takto:®

v(A) = / : j " dr, pre kazdu lebesguovsky meratelntt mnozinu A C [0,1].1°
A

Pretoze hustota o(z) = ¢/(1+x) je kladna na [0, 1], hned’ podl’a Propozicie 3.33(2) vieme, Ze miera
v je ekvivalentna s Lebesguovou mierou na [0,1]. V tomto pripade je kladnéa funkcia o navyse
spojita a [0, 1] je kompaktny metricky priestor. Preto ma o na [0, 1] kladné dolné ohranicenie
(dokonca kladné minimum) ako aj horné ohranic¢enie (dokonca maximum). To umoziuje dokazat’
ekvivalenciu v a Lebesguovej miery aj bez pouzitia Propozicie 3.33. Ukazeme ako.

Podl'a toho, ¢o sme povedali o (3.4), je v miera na o-algebre L 1 lebesguovsky meratelnych
podmnozin intervalu [0,1]. NavySe, integrovana funkcia o(x) je klesajica na [0, 1] a tak l'ahko
vidiet’, Ze nadobuda len hodnoty z intervalu [¢/2, ¢]. Preto

g -Leb(A) < v(A) < c¢-Leb(A) pre kazdt mnozinu A € Lo .

16Teda aj v-skoro vade, lebo v < p.

17To dostanete z nasledujiceho vztahu volbou f = x 4.

18Prisne vzaté, mali by sme ju oznagit’ napr. v, lebo zavisi od c.

19Teda ide o Lebesguov integral a mohli sme preciznejsie pisat’ fA
ze mnozinova funkcia v je dobre definovana.

1Jcrz dLeb. KedZe tu integrujeme spojita kladnu funkciu, je zrejmé,
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Z toho vyplyva (kedZe ¢ je kladné ¢islo), ze
v(A) =0« Leb(A) =0 pre kazdt mnozinu A € Lo ).

Miera v je teda ekvivalentna s Lebesguovou mierou; v ~ Leb alebo presnejSie v ~ Lebyg 1.
Funkcia o(z) = ¢/(1 + x) je hustota miery v vzhladom na mieru Leby ), teda Radonova-
Nikodymova derivécia miery v vzhl'adom na mieru Leby ;. Moézeme pisat’ o = dv/d Leb[ojl]?o

3.9 Push-forward miera a integrovanie podl’a nej
Nech (X, B) a (Y, S) st meratelné priestory. Pripomenime, Ze zobrazenie
T:(X,B) = (V,S)

sa vola meratel'né?' ak
AeS=T1A)eB.

Symbolom T~!(A), alebo kratsie T~' A, tu oznac¢ujeme plny vzor mnoziny A, teda T-(A) = {z €
X:T(x) € A}. Zdoéraznime, ze nepozadujeme, aby obraz meratelnej mnoziny bola meratelna
mnozina. Vzdy, ked’ budeme pisat’

T: (X,B)— (v,S),

budeme mat’ na mysli, ze T je meratelné. Nemeratelnymi zobrazeniami sa vobec nebudeme
zaoberat’.

Nech (X, B, i) je priestor s mierou ale (Y,S) je iba meratelny priestor. Majme meratelné
zobrazenie T': (X, B) — (Y,S). Dovolime si to zapisat’ v tvare, ktory zdoraziuje, ze ‘vavo’ mame
aj mieru:

T: (X,B,1) = (Y,S).

V takom pripade existuje prirodzeny spdsob ako ‘potlacit” mieru p ‘zlava doprava’, teda ako
preniest’ mieru v smere meratelného zobrazenia T. Definujeme tzv. push-forward mieru T (u),
kratko T,

Tip: S — [0, 0]

vzt'ahom T,p := po T, &m mame na mysli, ze (pozri Obr. 3.7)
Tou(A) == u(T™TA), Aes.

Uvedomte si, Ze vd’aka meratelnosti T veli¢ina u(T1A) existuje, teda mnozinova funkcia T,u je
dobre definovana. Je to dokonca miera.

Propozicia 3.38. Nech T: (X,B,u) — (Y,S) je meratelné zobrazenie. Potom push-forward
miera T, je miera na S.

Dokaz. Cvicenie 3.12. OJ

20Ked7e nielen v < Leb, ale aj Leb < v, tak podla Radonovej-Nikodymovej verty existuje aj Radonova-Nikodymova derivacia
dLeb /dv, uréit ju by vsak bolo tazsie.

21Takéto zobrazenie sa v ergodickej teorii vola aj transformacia, preto je standardné oznacenie T. Niektori autori viak pouZivaji
oznacenie f.
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Cw | — | &

(X, B, ) (¥, S)

Obr. 3.7: Mieru mozno preniest’ v smere zobrazenia T. Dostaneme push-forward mieru, T,pu(A) =
w(T-1A)

Priklad 3.39 (Push-forward Diracovej miery). Ak mame meratelné zobrazenie T': (X, B, d,) —
(Y,S) a potlac¢ime ‘dopredu’ (‘zl'ava doprava’) Diracovu mieru 6., teda mieru sediacu v bode
x € X, dostaneme mieru sediacu v bode T'(x) € Y. Inak povedané, tvrdime, ze

Aby sme sa o tom presved¢ili, zvolme A € S (moZete si to kreslit’, podobne ako na Obr. 3.7). Ak
A obsahuje/neobsahuje bod T'(x), tak T-!(A) obsahuje/neobsahuje bod x a T,0,(A) = §,(T*A)

sa rovna jednej/nule. Teda 7.6, je prave miera dp(,). Formalnejsie zapisané:

T.6,(A) = 6,(T~1A) = 1, akxcT A, _J1, akT(z) € A,
e 10, akaze X\T'A |0, akT(z)cY\A

= 07(x)(A)-

Bude uzitoéné ujasnit’ si, ako sa integruje podla push-forward miery. Vyuzijeme nasledujuici
jednoduchy fakt.

Lema 3.40. NechT: X — Y, A CY. Potom pre charakteristické funkcie plati
Xa©oT = xr-1a)

Dékaz. Obe funkcie st definované na X a maju hodnoty v R, dokonca v {0, 1}; pozrite Obr. 3.8.

X Y
Obr. 3.8: Ilustracia k Leme 3.40
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Pre kazdé x € X je

1, akzeT'(A)

0, akaxz¢T A

ya 0 T(@) = xa(T(x)) = {1’ akTlw)ed {

0, akT(z)¢ A
= XT—1(A)(£IZ'>.
]

Propozicia 3.41 (Integrovanie podl'a push-forward miery). Nech T: (X,B,u) — (Y,S) je
meratelné zobrazenie a nech f:Y — C je funkcia.

(1) Ak f: Y — C je meratelnd, tak aj f oT: X — C je meratelnd.*
(2) Nech f:Y — C je meratel'na. Potom plati (pozri Obr. 3.10)

/deT*,u:/Xfon,u (3.6)

v tom zmysle, Ze ak existuje jeden integrdl, tak existuje aj druhy a rovnaji sa.

(3) Za predpokladu, Ze T'(X) je meratelnd mnozZina (t.j. T(X) € S), tak v casti (2) namiesto
[y fdTp mozno pisat’ fT(X) fdT,p.

(X, B, ) (Y, 8, Tps)

Obr. 3.9: Situacia pri integrovani podla push-forward miery; pozri (3.6)

Dokaz. (1) Nech f je meratelna. Aby sme dokazali meratelnost’ f o T', zvol'me otvorenti mnoZzinu
U CC. Potom (foT) Y (U)=T"f"'U) je otvorena v X, lebo f~1(U) je otvorena v Y (vdaka
predpokladu meratelnosti f) a T' je meratelna.

(2) Vzhl'adom na (1) predpokladame, ze f aj f o T st meratelné. Mame dokazat’ (3.6).

220bratené tvrdenie neplati. Napr. nech X =Y = [0,1], B = S je o-algebra borelovskych mnozin v [0, 1]. Nech i je Lebesguova
miera na (X, B). Nech T je konStantné zobrazenie zobrazujice X do bodu 0. Potom T je meratelné a push-forward miera Ty p na S sa
zhoduje s Diracovou mierou dg. Nech f: Y — R je funkcia, ktora nie je meratelna. Funkcia f o7 vSak meratelna je, lebo je konstantna
na X.
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e Najskor predpokladajme, Ze f = ya, A € S. Potom T7'(A) € B a podla Lemy 3.40 je
XAO© T = XT-1(A)- Dostavame

/ fdTpu = / XadTp =Top(A) = p(T1A) =
Y Y

:/XT1(A)dM=/XAOTdM=/fOTdu.
X X X

Rovnost’ (3.6) sme teda dokézali pre charakteristické (meratelné) funkcie. Specialne, (3.6)
plati pre kazda nezapornu charakteristicki (meratelni) funkciu (t4 nie je nevyhnutne inte-
grovatelnd, moze mat’ integral +o0).

e 7 linearity integralu pre nezédporné meratelné funkcie® je zrejmé, ze ak ta rovnost’ plati pre
dve nezaporné (nie nutne integrovatelné) meratelné funkcie,?* tak plati aj pre aktkol'vek ich
linearnu kombinéciu.?> Preto ta rovnost’ plati pre kazdi jednoducht nezdporni meratelnt
funkciu s = Zle cjXa,, ¢j > 0.

e Nech teraz f je nezaporna meratelna funkcia (potom integral f, nie nutne konec¢ny, existuje).
Ked7Ze existuje neklesajuca postupnost’ s, jednoduchych nezapornych meratelnych funkcii
konvergujica ku f, tak (podla Beppo Leviho vety o monoténnej konvergencii) dostavame

n—oo

/de*,u: lim/sndT*,u: lim (snoT)d,u:/(foT)du
n—oo

(vyuzili sme aj, ze ak s, bodovo konverguje k f, tak s, o T bodovo konverguje ku f o T)).

e Nech teraz f je 'ubovolné redlna meratelna funkcia. Vyjadrime ju v tvare f = f, — f_, kde
f+, f- st nezaporné meratelné funkcie (a teda funkcie spliajice rovnost’ (3.6)). Opét’ vd’aka
linearite integralu aj f splia rovnost’ (3.6) (ak ndhodou existuje jeden integral, tak existuje
aj druhy a rovnaju sa).

e Konecne, nech f je komplexna meratelnd funkcia. Potom f = fi; +ifs kde fi, fo st redlne
meratelné funkcie. Uz vieme, Ze f1, fo splhaju (3.6). Potom, znovu vd’aka linearite integralu,
aj f splha (3.6) (ak existuje jeden integral, tak existuje aj druhy a rovnaju sa).

(3) Nech T'(X) € S. Potom aj Y\ T(X) € § a podla definicie push forward miery je
T.pu(Y\T(X))=0.

Potom vsak fY fdl.pu = fT(X) fdT.u v tom zmysle, ze ak existuje jeden integrél, tak existuje aj
druhy a rovnaju sa. O

Poznamka 3.42 (Heuristické uivahy vediuce k Vete 3.43). Vsimnime si vypocet integralu
substituciou:
VT t = .ZU2 ™
/ 2xsinx2dx:‘ :/ sint dt
0 0

dt = 2x dx
23f(cl f1+cafe)du=ci [ fidu+ce [ fodu s nezdpornymi koeficientami c1, c2
24Pripomefime, e nezapornd meratelna funkcia na priestore s mierou mé integral, ale tento integral moze byt nekone¢ny, teda
funkcia nemusi byt’ integrovatelna.
25Vysvetlite podrobne, vyuzije sa, e (f1 o T) + (fa o T) = (f1 + f2) o T.
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Tieto Riemannove integraly moézeme chépat’ ako Lebesguove integraly, sta¢i namiesto dx pisat’
dLeb. Ak dalej formélne budeme uvazovat’ o miere p = 2x Leb (teda du = 2z dLeb, pozri
Sekciu 3.8), tak moézeme vypocet formalne prepisat’ takto:

/ sinz® 22 d Leb(z) = / sint d Leb(t).
[0,/7] — [0,7]

dp(z)
Ak este zavedieme funkciu T': [0, /7] — [0, 7], T'(x) = 2%, moZeme tto rovnost’ zapisat’ v tvare
/ sinoT duy = / sin d Leb .
[0.v] sedter 07
Podl'a (3.6) pre integral vlavo plati
/ sinol' dp = sin dT, .
[0,v/7]

v~ [0,7]
2x d Leb

V poslednych dvoch rovnostiach sa l'avé strany zhoduja, preto sa zhoduji aj pravé strany:

/ sin d Leb = / sin dT, p.
[0,7] [0,7]

7 toho sice formalne nevyplyva, ze T,u = Leb, ale heuristicky sa predsa len zda, Zze miera u s
hustotou 2z (vzhl'adom na Lebesguovu mieru) sa potla¢i dopredu zobrazenim T'(z) = z? tak,

7ze hustotu 2x predelime derivaciou 7"(x) = 2z (a tak dostaneme mieru Leb s hustotou 1, pozri
aj Obr. 3.10).

hustota 1

]
1

0 ™

Obr. 3.10: Vlavo je miera s hustotou 2z (¢im viac doprava, tym je hustota usecky vécsia). Zobrazenie
T(z) = 22 ju potlaéi doprava do miery s hustotou 1, o zodpoved4 predeleniu derivaciou 7"(z) = 2.

Ide tu o heuristiku. TieZ je tu problém, ze 77(0) = 0 a nulou delit’ nemozno. Na druhej strane,
Lebesguov integral nie je chulostivy na hodnotu v jednom bode, dokonca na hodnoty v bodoch
mnoziny nulovej Lebesguovej miery, takZe nas nemusi trapit’, ak je 7" nenulova len Leb-skoro
vsade.

Pozrime sa este na dva jednoduché priklady.

Nech 7: [0,1/2] — [0,1], T'(z) = 2x. Nech p je Lebesguova miera v [0,1/2], teda miera s
hustotou o = 1 vzhl'adom na Lebesguovu mieru. Potom podla definicie push-forward miery je
T.p(]0,1]) = u([0,1/2]) = 1/2, ¢o je len polovica Lebesguovej miery mnoziny [0, 1] a podobne by
to vyslo pre kazdu lebesguovsky meratelni mnozinu A C [0,1]. Teda T,u je miera s hustotou 1/2
vzhl'adom na Lebesguovu mieru. Opéat’ sme dostali, Ze hustota miery 7. sa rovna hustote miery
i predelenej derivaciou zobrazenia T'.
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Teraz nech T': [0,1] — [0, 1] je zobrazenie stan. Nech p je Lebesguova miera na [0, 1], teda
miera s hustotou 1. Tentoraz T.u([0,1]) = u([0,1]) = 1, ¢o je opéat’ miera s hustotou 1. Pritom
derivacia T' je +2 na [0,1/2] a —2 na [1/2,1]. Zdanlivo nedoslo k predeleniu hustoty deriviciou
T'. Vtip je v tom, ze T,u([0,1]) = u([0,1]) = u([0,1/2]) + u([1/2,1]) = 1/2+ 1/2 = 1. Hustota
push-forward miery je 1, ale prirodzenym spésobom je to stucet dvoch hustét (zodpovedajucich
dvom ¢astiam zobrazenia), pricom kazda z nich sa ziskava ako podiel hustoty miery p a absolitnej
hodnoty derivacie T".

V poslednych dvoch prikladoch bola derivacia T” kon$tantné resp. konstantna na jednotlivych
castiach, preto bola situdcia zvlast’ jednoduchéa. Ak si vSak eSte pripomenieme situéciu s inte-
grovanim sinusu zo zaciatku tejto poznamky, nasledujica veta nas urcite neprekvapi.

Veta 3.43. Nech T': [a,b] — [c,d] je také zobrazenie, Ze v intervale [a,b] existuji po dvoch disjunk-
tné otvorené intervaly I, Iy, . .. (konecne alebo nekonecne®® vel'a intervalov tvaru Iy = (ag,by)) s
vlastnost’amsi:

(1) zjednotenie | |, I, md plni Lebesguovu mieru v |a,b],

(2) pre kazdé k, ziZenie Ty := T|;, je C'-difeomorfizmus otvoreného intervalu I, na otvorens
interval (¢, d).

Ak na [a,b] mdme mieru pu s hustotou o (vzhl'adom na Lebesquovu mieru), tak push-forward miera
Tipe na [c,d) je miera s hustotou

Tow = Y |TQ,<2),, pre y € (c,d). (3.7

zeT1(y)NL, Ik

(Teda pn = oLebyp = Tip = (Tio) Leby q, pricom hustota T.o je urcend vzt'ahom (3.7). Ked’ tu
hovorime o Lebesguovej miere, mdame na mysli Lebesquovu mieru definovani na o-algebre vietkijch
lebesguovsky meratel’nyjch podmnoZin daného intervalu.)

Skor nez za¢neme vetu dokazovat’, uvedieme par poznamok.

Hustotu 7,0 sme vzt'ahom (3.7) urcili len na otvorenom intervale (c,d). To nevadi, lebo na
jej hodnotach v dvoch bodoch vobec nezalezi (ak g1 a g9 sa rovnaju Leb-skoro vSade, tak miery
01 Leb a g9 Leb sa zhoduju).

Vzt'ah (3.7) sa da zrejme prehl'adnejsie prepisat’ takto:

ToW =3 A Ken=T0), e yelead. (33
k

Situaciu znazoriuje Obr. 3.11.

Pre kazdé k, derivacia T"(zy) je konefna a nenulova (C'-difeomorfizmus ma v kazdom bode
kone¢ni nenulovi derivaciu.)

Mnozina Z = [a,b] \ | |, Ix ma nulovii Lebesguovu mieru a je to uzavretd mnozina v [a,b],
obsahujica koncové body a,b. Moze to byt’ I'ubovolna uzavretd mnozina v [a,b] s uvedenymi
vlastnost’ami (komplement kazdej takej mnoziny je zjednotenie otvorenych intervalov). Napriklad
to moze byt strednotretinova Cantorova mnozina (je uzavreta a méa Lebesguovu mieru nula, teda
je aj nespocitatelnd), intervaly I st jej sty¢né intervaly nejako o¢islované indexami k = 1,2, .. ..

26samozrejme spoéitatelne
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na [c, d] je miera
T.p = (T.0) Leb

>~ 4+ - —

na [a, b] je miera y = poLeb

Obr. 3.11: Tlustracia Vety 3.43 a vzt'ahu (3.8). Nezélezi na tom, aké st hodnoty 7" na mnozine [a, b]\| |, Ix
nulovej Lebesguovej miery (vo vete sa o tych hodnotach ni¢ nepredpoklada), preto ich na obrazku ani
nevyznacujeme; tieto hodnoty mozu byt’ hocikde v [c, d].

Keby sme vo vzt'ahu (3.7) pisali }_ 71 (,), mohlo by sa stat’, Ze pre nejaké y € (c,d) by islo
o nespoditatelni sumu.?” LenZe nespodcitatelna suma sa neda rozumne definovat’, nehovoriac o
tom, ze v tych vzoroch bodu y, ktoré patria do Z, by neexistovala derivacia vystupujica v (3.7).

Na intervaloch I méame C;-difeomorfizmy Ty. V predpokladoch sa vSak ni¢ nehovori o zobrazeni
T na mnozine Z. To ma nasledujice dosledky.

e Na jednej strane, T': ([a,b], Liap) = ([c, d], L,q) je urcite meratelné zobrazenie.

Aby sme to ukézali, nech A C [c,d] je lebesguovsky meratelna. Potom

T(A) = (T (A nZ)u T ' (A4) (3.9)

je tiez lebesguovsky meratelna. Naozaj, Az je lebesguovsky meratelna a méa nulova mieru,
lebo je to podmnozina nulovej mnoziny Z (Lebesguova miera je tplné). Kazda mnozina Ay je
tiez lebesguovsky meratelna, lebo T}, je Ci-difeomorfizmus (pozri Dosledok 4.35 resp. koniec
Sekcie 3.3).

e Na druhej strane, T: ([a,b], Bia) — ([c, d], Bc,q)) nemusi byt’ meratelné zobrazenie.

Naozaj, ak v (3.9) je mnoZina A borelovska, jej vzor T—!(A) nemusi byt’ borelovska mnoZina.
Mnoziny Ay, sice borelovské st (spojity vzor borelovskej mnoziny je borelovska), ale ukaZeme,

27"Napr., okrem inych aj vietky body z horeuvedenej mnoziny Z, ktora moze byt’ nespoéitatelna, by sa mohli zobrazovat’ do y.



62 KAPITOLA 3. NIEKTORE POJMY Z TEORIE MIERY

ze mnoZina Az nemusi byt’ borelovské (potom ani T7'(A) nie je borelovska). Napr. ak Z
je strednotretinova Cantorova mnozina a Z; je taka jej podmnozina, ktora nie je borelovska
(pozri Priklad 3.7), tak v pripade, ze T(Z;) = {p} a T(Z \ Zi) neobsahuje bod p, pre
borelovski mnozinu A = {p} dostaneme Ay = Z;, ¢o nie je borelovskd mnoZina.

Ideme dokézat’ vetu.

Dékaz. Vzhl'adom na definiciu hustoty miery potrebujeme dokazat’, ze ak A C [c, d] je lebesguovsky
meratelna, tak

Tu(A) 2 / (T.0)(y) d Leb(y) = / al)(To0) () dy

[c,d]

(namiesto d Leb(y) piseme kratko dy). Podla definicie push-forward miery, ako aj s ohl'adom na
predpoklad, Ze ;1 = o Leb a s vyuzitim Lemy 3.40 mdzeme l'ava stranu prepisat’ takto:

Tou(A) = u(T1 4) = /

[a,b]

- /[ xaT@)e) e =3 | xal@)ato) .

Vria() dyi = /[ Xra@)ola) dLeb(n)

(Mali by sme este pripo¢itat’ integral na mnozine Z = [a, b] \ | ], I, ale tento integral je nulovy,
pretoze podla predpokladu je Leb(Z) = 0.) Nasu ulohu teda modzeme preformulovat’ nasledovne.
Pre fixovanu lebesguovsky meratelni mnozinu A C [¢, d] mame dokézat’ rovnost’

) /1 Xa(Ti())o(x) do = /[ ] xa(y)(Tvo)(y) dy. (3.10)

S

Jk

Tito rovnost’ ideme teraz dokazat’ (budeme upravovat’ l'avi stranu a dostaneme pravi stranu).
Pre kazdé jedno k budeme integral Jy pocitat’ substituciou Ty(x) = y; presnejsie, aby to bolo
presne v sulade s Vetou 4.34(b), budeme dosadzovat’

T = T};l(y) .28

Pre dané k, zobrazenie T}, je C'-difeomorfizmom I}, na (c, d), takze pre y € (0,1) mame v I jediny
vzor T, '(y). Pre derivaciu potom plati

1 1
(T)'(T () T(T ()

Pomocou Vety 4.34(b) mo6Zeme potom pisat’ (namiesto integralu na (c, d) piSeme integral na [c, dJ;
tieto integraly sa zhoduju):

(T ) (y) =

ho= [ attioetrs = [ it o) |t

Ik [C,d]

’ dy.

28Vo Vete 4.34(b) islo o dosadzovanie y = T'(x), takZe tu mame vymenené oznalenie premennych.
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Integruju sa tu nezaporné funkcie, takze pri sumovani takychto integralov v (3.10) modzeme podla
vety o monoténnej konvergencii zamenit’ poradie sumovania integrovania. Dostaneme tak

- o o(T, ' (y))
2 / XalTklele)de =3 /[1 AW g1y

y
= [ e = [ @
c,d] |T/(Tk ()] [e,d]
Tow
takze sme naozaj dostali prava stranu v (3.10) a dokaz je skonceny. [

3.10 Cvicenia a projekty

Cvi€enie 3.1. Nech X je mnozina a nech f: X — [0,+oc] je akdkol'vek funkcia. Pre kazdu
mnozinu A C X definujme
=Y f(@)

€A

(Definujeme >, f(z) = 0. Ak je A # 0, tak v sume ) _, f(x) ignorujeme nulové ¢leny
a dostaneme sumu kladnych ¢lenov. Ak je ich konecne vela, je definicia sumy zrejma. Ak je
ich nekonecne spocitatelne vela, interpretujeme sumu ako sumu nekoneéného radu; kedZze f je
nezaporné, nezalezi na poradi ¢lenov. Ak je kladnych Clenov nespocitatelne vela, tak zrejme
existuje k € N tak, Ze pre nespocitatelne vel'a bodov z € A je f(x) > 1/k (vysvetlite) a prirodzene
definujeme ) _, f(x) = +00.) Presvedcte sa o tom, Ze platia nasledujiice tvrdenia.

(a) D pen f(@) =sup{d_,; f(x): I € A je konecna},
(b) p je miera na o-algebre 2X.
(c) Ak f(x) =1 pre kazdé = € X, tak u je sCitacia miera (pozri Priklad 3.3).

Cvicenie 3.2. Na mnozine X = R uvazujme o o-algebre {(), R} a miere u definovanej vzt'ahmi
(@) =0, u(R) = 1. Je miera p neatomicka?

Cvicenie 3.3. Urcte vSetky atomy v priestore so s¢itacou mierou.
Cvicenie 3.4. Nech X je nespocitatelnd mnozina a nech
B={AC X: A je spocitatelna alebo X \ A je spocitatelna}.

Definujme funkciu p: B — [0, oo] takto:

0, ak A je spocitatelna,
u(A) = ; o
oo ak A je nespocitatelna.

Dokéazte nasledujtce tvrdenia.

(a) B je o-algebra.
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(b) p je miera na B, ale nie je o-kone¢na.
(c) Miera p nemé jednobodové atomy a kazda mnozina kladnej miery je atom.

Cvicenie 3.5. Nech (X, B, i) je priestor s mierou. Dokazte nasledujice tvrdenia.
(a) Ak A je atom a N mnozina nulovej miery, tak AU N je atom.

(b) Ak B C A st dva atomy, tak u(A\ B) = 0.

(d

)

(c) Ak A je atom, tak kazda meratelnd mnozina B C A s kladnou mierou je tiez atom.
) Ak A, B su atomy, tak, aZ na mnozinu nulovej miery, sa rovnaju alebo si disjunktné.
)

(e) Predpokladajme, 7Ze p je o-konefnéa. Dokazte, Ze existuje mnozina Xy C X taka, ze Xy je
disjunktné zjednotenie spocitatelne vel'a atomov priestoru (X,B,u) a X \ Xy neobsahuje
ziadne atomy. (Specidlne to znamend, ze o-koneéna miera ma len spocitatelne vel'a atomov,
ak vobec nejaké.)

Cvic€enie 3.6. Nech (X, B, ) je priestor s mierou. Definujme kvdziatdom ako mnozinu A € B,
ktorda mé kladni mieru a neméa podmnozinu s mensou kladnou mierou (t.j. kazda meratelna
mnozina B C A ma mieru p(A) = 0 alebo u(B) = p(A)). Dokazte nasledujice tvrdenia.

(a) Kazdy atom je aj kvaziatom.
(b) Existuje priestor s mierou a v iom kvaziatém, ktory nie je atém.?
(c) Dokazte, ze v priestoroch s koneénou mierou pojmy atém a kvéaziatom splyvaju.

Cvicenie 3.7. Nech (X, A, i) je priestor s mierou a (X, A, 77) jeho ztplnenie. Dokazte, Ze jeden
z nich je neatomicky vtedy a len vtedy, ked’ druhy je neatomicky.

Cvicenie 3.8. Ukazte priamo, bez Dosledku 3.17, Ze Lebesguova miera na R je neatomicka.
Cvicenie 3.9. Dokazte Propoziciu 3.20.

Cvicenie 3.10. Nech (X, B) je meratelny priestor. Dokazte, ze linedrna kombinécia neatomickych
mier na B je neatomicki miera na B.

Cvic€enie 3.11. Dokazte Propoziciu 3.21. (Navod: Za¢nite pripadom, ked’ f je charakteristicka
funkcia mnoziny.)

Cvicenie 3.12. Dokazte Propoziciu 3.38.

Cvicenie 3.13. Nech T": (X, B) — (X', B’) je meratel'né zobrazenie a nech z,y st dva rézne body
z X. Oznatme T'(z) =2/, T(y) = y'. Urcte

(a) Ti(dz + 6y) ak o’ # ¢/,
(b) T(6, +6,) ak 2’ = ¢/,

29Poznamenajme, e niektori autori definuju atém prave podmienkou, ktori sme my zvolili ako definiciu kvaziatéomu. To je dost’
nestastné, lebo kvoli tomu sa v literattire objavuju neekvivalentné definicie atéomu. Cast’ (¢) v8ak ukazuje, Ze ak sa uvazuja len priestory
s kone¢nou mierou, tak to az tak nevadi.



Kapitola 4

Mieru zachovavajiice systémy

4.1 Invariantné miery

V sekcii 3.9 sme k meratelnému zobrazeniu 7': (X, B) — (Y, S) zaviedli zobrazenie
T, : {miery na (X, B)} — {miery na (Y,S)}
definované nasledovne. Ak y je miera na (X, B), tak T.u je takd miera na (Y,S), ze
Tou(A) == w(T7'A), AeS

(a naucili sme sa aj, ako sa integruje podla takto definovanej push-forward miery).
V tejto sekcii sa pozrieme na Specidlny pripad, ked’
(Y,S) = (X, B).
Ten mé totiz stvis s tzv. invariantnymi mierami, ¢o je fundamentalny pojem celej ergodickej
tedrie.

Nech teda (X, B, ) je priestor s mierou a nech T: (X, B) — (X, B) je meratelné zobrazenie.
KedZe tu navy$e mame aj mieru p, budeme pisat’

T:(X,B,n) = (X,B,pn),

hoci zatial' predpokladame len meratelnost’ (¢o nesavisi s hodnotami miery). Pripomenme, Ze
meratelnost’ zobrazenia T znamena to, ze vzor kazdej meratelnej mnoziny je meratelnd mnozina
(formalne: ak A € B, tak T~'(A) € B).

Teraz pride dolezita definicia ergodickej teorie.

Definicia 4.1. Nech (X, B, i) je priestor s mierou a nech T: (X, B, 1) — (X, B, 1) je meratelné
zobrazenie. Povieme, ze T je mieru zachovdvajice zobrazenie alebo ze T' zachovdva mieru p alebo
ze p je invariantnd miera pre T, ak

w(T™rA) = pu(A) pre vietky A € B, (4.1)
t.j. ak poT~! = p na B alebo, inak zapisané,
T.u=p nab. (4.2)
(Teda p je invariantna miera pre T, ak je to pevny bod zobrazenia T..)

65
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Pripojme niekol’ko poznamok k definicii:
e Zobrazenie T zachovavajice mieru je meratelné podla definicie.

e Ked%e T je meratelné, pre kazdé¢ A € B mame T—'A € B a teda u(T~'A) existuje. Doleziteé
je pamitat’ si, Ze v definicii je T~' a nie T. Mnozina T'(A) by ani nemusela byt’ meratelna,
takze hovorit’ o u(T(A)) by ani nebolo dost’ dobre mozné.*

e Samozrejme, moze sa stat’, ze T' je ndhodou bijekcia a navyse taka, ze nielen T' je meratelna
ale aj T~! je meratelna. Potom pre A € B je nielen T7'(A) € B ale aj T(A) € B, lebo
T(A) = (T7")7'(A) je vzor mnoziny A pri meratelnom zobrazeni T~'. V takomto $pecidlnom
pripade obojstranne meratelnej bijekcie by sme v definicii invariantnej miery mohli pisat’ T
namiesto T, pretoze v takomto pripade zrejme plati, Ze podmienka (4.1) je ekvivalentna s
podmienkou

w(T(A)) = u(A) pre vietky A € B. (4.3)
Vo vSeobecnosti vSak ekvivalentné nie si, pozri Priklad 4.16.

e Definicia invariantnej miery, aspon v pripade, Ze p je pravdepodobnostna miera, heuristicky
znamend nasledujice. Pre A € B hodnotu p(A) interpretujme ako pravdepodobnost’, Ze
nahodne zvoleny bod z X patri do mnoziny A. Potom u(7'A) je pravdepodobnost’, Ze
nahodne zvoleny bod z X patri do mnoziny T 1A, ¢o je ekvivalentné s tym, Ze T-obraz
toho bodu patri do mnoziny A. Teda invariantnost’ miery znamené, Ze pre kazda meratelnt
mnozinu A je pravdepodobnost’, Ze ndhodne zvoleny bod patri do A, rovnaki ako pravde-
podobnost’, Zze nahodne zvoleny bod ma obraz patriaci do A.

Priklad 4.2 (Pre identitu je kazda miera invariantna). Nech (X, B, i) ja akykol'vek priestor
s mierou a nech 7: X — X je identita (teda T'(x) = x pre kazdé x € X, piSeme T' = Idx.) Potom
T: (X,B,u) = (X,B, 1) je meratelné a zachovava mieru j, lebo trividlne T7!(A) = A pre kazdu
mnozinu A € B.

Priklad 4.3 (Lebesguova miera v R" je invariantnia pre zhodné zobrazenia). Nech B
resp. L je o-algebra borelovskych resp. lebesguovsky meratelnych mnozin v R™ a nech Leb je
Lebesguova miera v R™. Ako vieme z geometrie, kazdé zhodné zobrazenie T: R" — R" je bijekcia
a inverzné zobrazenie T~ ! je tiez zhodné. Ak A € B, resp. A € L, tak aj T(A), T '(A) patria
do B resp. L a ako vieme z teérie miery, plati Leb(T(A)) = Leb(A) = Leb(T!(A)). Druh4
rovnost’ znamena, ze Lebesguova miera je invariantna pre zhodné zobrazenia. Formalnejsie, ak
T: R"™ — R" je zhodné zobrazenie, tak (R", B, Lebg,T') a (R™, £, Leb,, T') st mieru zachovavajice
systémy (namiesto B a £ by sme mali pisat’ Bgr a Lgn).

Ak miera 4 je invariantna pre T, tak je invariantna aj pre iteracie T%, k > 2. To je zrejmé a
vyplyva to aj z nasledujicej propozicie.

Propozicia 4.4. Nech (X, B, u) je priestor s mierou a nech T, S: X — X zachovdvaji mieru p.
Potom aj T o S ju zachovdva.

Dokaz. Staci si uvedomit’, Ze (T o S)"H(A) = S™HTLA). O

Nasledujtuca propozicia ukazuje, trochu nepresne povedané, ze pozdlz trajektorie invariantné
miera (neostro) rastie.

1Poznamenajme, Ze v matematike sa vzory a nie obrazy dobre spravaja. To je tiez akysi formalny doévod na pouzitie T—1 a nie T
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Propozicia 4.5. Nech (X,B,pn) je priestor s mierou a nech T: X — X zachovdva mieru fi.
Potom pre kazdé A € B také, Ze aj T(A) € B,? plati

w(T(A) > p(A).

Dékaz. Cely vtip je v tom, Ze vzor mnoziny 7T(A) obsahuje mnozinu A, ale vo vSeobecnosti je
vacsi ako mnozina A, pozri Obr. 4.1.

()~

| J

Obr. 4.1: T-vzor mnoziny T'(A) je vo vieobecnosti vlastnou nadmnozinou mnoziny A. (MoéZe sa stat’, ze
napr. u(T(A)) =2, u(A) =1 a ‘druhd’ ¢ast’ vzoru mnoziny T(A) méa tiez mieru 1. Vo vSeobecnosti teda
moze byt’ u(T(A)) > p(A), hoci T zachovava mieru f.

Formalny dokaz propozicie nasleduje. Nech A, T(A) € B. KedZze T je meratelné, tak aj
T-HT(A)) € B. Kedze T zachovava mieru, plati u(T(A)) = u(T-*(T(A))). LenZe trivialne je
T-1(T(A)) D A, takZe monotonnost’ miery da (T~ (T(A))) > u(A). Teda u(T(A)) > u(A). O

Priklad 4.6 (Invariantna miera sediaca v periodickej orbite). Nech T: X — X je zobraze-
nie majice periodicky bod zq s periédou p, teda xg, z; = T(z),..., 1,1 = TP~ (x) je periodicka
orbita pozostavajica z p navzajom roznych bodov. Posadme do tej orbity mieru, ktord uve-
denym bodom (presnejsie prislusnym jednobodovym mnozindm) v danom poradi prirad'uje miery
wo, Wy, . .., w,—1. Uvazujeme teda o miere u, definovanej na o-algebre 2% vzt'ahom (porovnaj s
Prikladom 3.22)

Hi= WoOgy + W10gy + ++ + Wp_10z, ;.

Ak chceme, aby p bola invariantna pre T, tak podl'a Propozicie 4.5 musime vahy w; zvolit’ tak,
aby neklesali pozdlz trajektorie. Lenze za p krokov sa z bodu xy dostaneme znovu do neho, teda
sa nam nerovnosti ‘zacyklia wy < w; < --- <w,_1 < wy. VSetky vahy si teda rovnaké. Odtial
dostavame, Ze p mé nevyhnutne tvar

p=wo (Opy + Oz + -+ ... 00, ,) - (4.4)

Obratene, miera tohto tvaru je invariantna pre 7. Naozaj, nech v kazdom z p bodov tej periodickej
orbity sedi rovnaka miera wg a nech A C X. Ak A obsahuje k spomedzi tych p bodov, tak aj
T~1(A) ich obsahuje presne k (vysvetlite). To ale znamena, ze u(A) = u(T"Y(A)) = kwy, ¢o
dokazuje, Ze u je invariantna. Samozrejme, ak chceme aby invariantna miera (4.13) bola navyse
pravdepodobnostnd, treba zvolit’ wy = 1/p.

Specialne, Diracova miera sediaca v bode p je invariantna pre 7' vtedy a len vtedy, ked’ p je
pevny bod pre T

Ak miera p je invariantnéd pre 7T, tak trividlne aj miera T,u je invariantna pre T', ved’ pred-
poklad invariantnosti p dava, ze Ty = pu. Obréatené tvrdenie vo v8eobecnosti neplati. Ak T,u je

2Tento predpoklad znamena, ze aj u(T(A)) existuje.
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invariantna pre 7', tak g nemusi byt’ invariantna pre 7. Inak povedané, moze sa stat’, ze p nie je
invariantna, ale Ty u je. Uvedieme na to asi najjednoduchsi mozny priklad.

Priklad 4.7 (T.p moze byt’ invariantna aj ked’ p nie je invariantna). Nech X = {a,b},
a # b. Uvazujme o o-algebre 2% a Diracovej miere d, na o-algebre 2. Nech zobrazenie T: X — X
je definované tak, ze T'(a) = T'(b) = b. Potom J, nie je invariantna miera pre 7', ale jej push-
forward miera 1.0, = d7(q) = 0y je invariantna pre 7.

Ak meratel'né zobrazenie T': (X, B) — (X, B) ma pevny bod p, mozeme uvazovat’ o Diracovej
miere ¢, sediacej v bode p. Pomocou tejto miery vieme odmerat’ nielen kazda mnozinu z B (napr.
X € B aj,(X) =1, ide teda o pravdepodobnostni mieru), ale dokonca kazdt podmnozinu X.
Podl’a predchadzajiceho prikladu je to invariantn4 miera pre meratel'né zobrazenie T': (X, 2%) —
(X, 2%). Ak vsak z nejakych dévodov nechceme zviiéSovat' nasu o-algebru B a chceme uvaZovat’ len
o invariantnych mierach na B, moézeme uvazovat’ o miere ¢, zuZenej len na B, teda (ak ponechame
aj pre zuzendi mieru pévodné oznacenie 6,)

1, akpeA
O0p(A) =< ' 1 AeB.
»(4) {O, ak pe X\ A (len pre) A €

Kedze T': (X, B) — (X, B) je podl'a predpokladu meratel'né, je miera d, ztZena na B zrejme stale
invariantna miera pre T'. (Aj v8eobecne, ak invariantni mieru pre 7': (X, A) — (X, .A), definovant
na nejakej “velkej” o-algebre A, ztzime na nejakt mensiu o-algebru B C A, vzhl'adom na ktort
je T tiez meratelné, tak tato ztzena miera je invariantna pre 7: (X, B) — (X, B)).

Lenze T' mo6ze mat’ aj iny pevny bod ¢ a potom aj ¢, je invariantnd miera pre T. Uz této
jednoducha tvaha ukazuje, Ze meratelné zobrazenie 7: (X, B) — (X, B) moze mat’ viacero, aj
podstatne réznych, invariantnych mier. Potom vieme pomocou nasledujicej propozicie vyrobit’
nekonecéne vel'a invariantnych mier pre 7'.

Propozicia 4.8. Linedrna kombindcia invariantnigjch mier pre meratel'né zobrazenie T: (X, B) —
(X, B) je opdt’ invariantnd miera pre T.

Dékaz. Nech piy, po st invariantné miery pre 7' a nech pu = cip; + copio. Nech A € B. Potom
T1Ae Bau (T A) = 1 (A) arovnako pus(T71A) = ps(A). Preto

(T A) = crpn (T7HA) + copa(T7HA) = i (A) + capa(A) = p(A),

¢o dokazuje, ze p je invariantné. Podobne pre dlhsie ako dvojclenné linearne kombinacie (pripadne
pouzite matematicka indukciu). ]

Predstavme si, Ze chceme dokéazat’, 7e nejaké zobrazenie T': [0, 1] — [0, 1] zachovava Lebesguovu
mieru — dokazujeme teda, ze

([0, 1], 'C[O,l]y Leb, T)

je mieru zachovavajici systém. Mali by sme dokézat’, Ze pre kazdua lebesquovsky meratel’ni mnozinu
L C [0,1] je aj T"!(L) lebesguovsky meratelna a Leb(T (L)) = Leb(L). Lebesguovsky mera-
tel'nych mnozin je viac ako borelovskych, v skuto¢nosti vSak stac¢i dokazat’, ze pre kazdu borelovski
mnozinu B C [0, 1] je aj T~'(B) borelovska a Leb(T~(B)) = Leb(B). Inak povedané, tvrdime,
ze staci dokazat’, ze

([0, 1], 8[071], Leb, T)
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je mieru zachovavajuci systém. To vyplyva z nasledujtcej propozicie, pretoze priestor s mierou
([0,1], L,17, Leb) je ztplnenim priestoru s mierou ([0, 1], By 1y, Leb).?

Propozicia 4.9 (Zaplnenie m.z. systému je m.z. systém). Nech (X, A, u) je priestor s
mierou a (X, A, Ti) jeho ziplnenie. Nech T je zobrazenie X — X. Potom plati, Ze akT: (X, A, p1) —
(X, A, ) je meratel'né a zachovdvajice mieru u, tak T: (X, A, i) — (X, A, i) je meratelné a za-
chovdvajice mieru .

Dékaz. Najskor pripomeiime, ze podl'a Vety 3.5 mnozina patri do A prave vtedy, ked je zjed-

notenim A-meratelnej A a sub-nulovej Z, pritom jej fi-miera sa rovné p(A). Predpokladajme, ze

T: (X, A pn) — (X, A ) je meratelné a zachovavajice mieru p. (4.5)

Aby sme dokazali meratelnost’ T': (X, A1) — (X, A, 1), vezmime I'ubovol'ni mnozinu A € A,
teda mnozinu tvaru A=AUZ kde Aec AaZCNeA u(N)=0. Potom
T'A=TYAUZ)=T""AU T7'Z |
—_— =
€A sub-nulova
kde vdaka (4.5) je T™'A € A a T'Z je sub-nulova, lebo T7'Z C T~'N, u(T~'N) = pu(N) = 0.
Teda T7!(A) € A, ako sme potrebovali dokézat’.* Navyse, potom podla Vety 3.5 je
A(T™A) =TI AUT™Z) = (T (A)) = p(A) = (AU Z) = 7(A).
Teda T' zachovava mieru . O]

Propoziciu budeme pouzivat’ nielen na prechod od m.z. systému ([0, 1], Bj 1), LebB[o,n ,T') ku sys-
tému ([0, 1], Lyo,15, Lebg, 1, T'), ale aj v situacidch o nie¢o vieobecnejsich, ked’ namiesto Lebesguovej
miery budeme mat’ mieru majicu (skoro vSade kladni) hustotu vzhl'adom na Lebesguovu mieru.

Budeme pracovat’ s borelovskou mnozinou X C R¢Y. Pripomeiime, 7e Bx oznacuje o-algebru
borelovskych mnozin priestoru X a Lebg, je Lebesguova miera definovand na tejto o-algebre.
Podobne Lx je o-algebra lebesguovsky meratelnych mnozin priestoru X a Leb., je Lebesguova
miera definované na nej.

Doésledok 4.10. Nech X C R je borelovskd mnozZina a nech
0: X — [0,00) je Bx-meratelnd a Lebg, -skoro vsade kladnd.®
Potom

(1) oLebg, je miera na Bx, ekvivalentnd s Lebesguovou mierou Lebg,. Podobne oLeb., je
miera na Lx, ekvivalentnd s Lebesquovou mierou Leb,, .

(2) Ziplnenim priestoru s mierou (X, Bx, oLebg, ) je priestor s mierou (X, Lx, oLeb,, ).

3Keby sme chceli byt velmi precizni, mali by sme pisat’ Lebg[ a LebB[0 e

0,1]

4Vgimnite si, Ze na dokaz meratelnosti T: (X, A) — (X,.A) sme vyuzili nielen meratelnost’ T: (X, A) — (X,A), ale aj to, Ze
T zachovava mieru p na A. Samotna meratelnost’ T': (X, A) — (X,.A) by nestacila. Ak napr. vezmeme homeomorfizmus (1/2)F z
Prikladu 3.8 a k nemu inverzny homeomorfizmus 7': [0, 1] — [0, 1], tak T je zobrazenie, ktoré je meratelné vzhfadom na o-algebru Bjg 1j
borelovskych mnoZin (av8ak T' nezachovava Lebesguovu mieru LebB[OJ] na Bjg 1}). Ztuplnenim priestoru s mierou ([0, 1], Byg 1], LebB[o,u )
je priestor s mierou ([0, 1], £0,1), Lebﬁ[o,u ). Homeomorfizmus T vSak nie je meratelny vzhladom na o-algebru Lig 1j-

5Je zname, 7e kazda lebesguovsky meratelna mnozina nulovej Lebesguovej miery je obsiahnutd v borelovskej mnoZine nulovej
Lebesguovej miery. TieZ si vSimnite, Ze o je Bx-meratelna, preto mnozina ¢~1(0) je automaticky borelovski. To znamend, Ze
nasledujice tri podmienky st ekvivalentné: (i) ¢ je Lebg, -skoro viade kladna, (ii) ¢ je kladna mimo nejakej mnoziny z Lx s nulovou
Lebesguovou mierou, (iii) (borelovska) mnozina ¢~!(0) ma nulovii Lebesguovu mieru.
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(3) Ak T: (X, Bx,oLebg,) — (X, Bx,0Lebg, ) je meratelné a zachovivajice mieru pLebg,,

tak T: (X, Lx,0Lebr,) — (X, Lx,0Lebs, ) je meratelné a zachovdvagice mieru oLeb., .

Dékaz. (1) Podla (3.4) ide o miery. Podl'a Propozicie 3.33(2) je o Lebg, ~ Lebg, .

(2) Nech Z je systém vSetkych podmnozin mnozin nulovej o Lebg, -miery (tato miera je defino-
vana na By). Podl'a Vety 3.5 je zuplnenim priestoru s mierou (X, By, o Lebg, ) priestor s mierou
(X, Bx, oLebg, ), kde

Bx={BUZ:BeBx,Z€Z} a oLebs, (BULZ)=pLebs,(B). (4.6)
Teraz si treba uvedomit’ dve veci:

e Podl'a Propozicie 3.33(2) je o Lebp, ~ Lebp,, preto Z splyva so systémom vsetkych podm-
nozin mnozin nulovej Lebg, -miery. To hned’ ukazuje, ze Bx = Lx, pozri (3.1). Zaroven to
ukazuje, ze ak Z € Z, tak Leb,, (Z) = 0.

e Pre B € By je Lebg, (B) = Leb, (B), lebo Leb., na By splyva s Lebg, , a pre Z € Z sme
pred chvilou ukézali, ze Leb,, (Z) = 0. Odtial’ rovnost’ vpravo v (4.6) mozno upravit’ takto:

oLebp, (BUZ) = poLebp, (B) = pLeb, (B) = oLeb, (BU Z).

Ukézali sme, 7e priestor (X, By, o Lebg, ) nie je ni¢ iné ako priestor (X, Lx, o Leb,, ), ¢m je dokaz
(2) skonceny.
(3) Toto vyplyva z (2) a Propozicie 4.9. O

4.2 Dynkinova veta a overovanie invariantnosti mier

Ak overujeme, ¢i T zachovéva mieru p, mali by sme overit’, ze u(T1A) = u(A) pre vietky A € B.
To je vacsinou ovel'a t'azsie ako v prikladoch v predchadzajtcej sekcii. Nastastie, v skuto¢nosti
netreba overit’ podmienku p(7'A) = p(A) pre vietky mnoziny A € B, staci to urobit’ len
pre niektoré mnoziny. Budeme vyuzivat’ Dynkinovu vetu, pozri Vetu 3.29, ktort vSak mierne
preformulujeme, aby sa ndm na overovanie invariantnosti mier potom l'ahsie pouzivala.

Veta 4.11 (Dynkinova veta o jednoznaénosti mier, ekvivalentny tvar). Nech (X, B, u) je
priestor s mierou. Nech G je systém mnozZin v X, s vlastnost’ami:

(D1) G je generdatorom pre B (t.j. o(G) = B),
(D2) G je uzavrety vzhl'adom na konecné prieniky (t.j. G,H € G — GNH € G),

(D3) v G ezistuje rastica postupnost’ mnozin G C Go C ... s koneéngmi p-mierami takd, Ze

U;; GJ' =X.
Nech v je dalsia miera na (X,B) a nech
(D4) v=punag.
Potom v = u na celej o-algebre B, t.j. v(A) = u(A) pre kazZdi mnozZinu A € B.
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Este raz pripomenime, ze ak miera u je kone¢na, tak podmienku (D3) netreba overovat), je
splnené automaticky.

Dokazovat’, Ze p je invariantna miera pre T': (X, B, u) — (X, B, i), znamena dokazovat’ rovnost’
dvoch mier:

T, =p nabB. (4.7)
N

Teda mali by sme overit’, Ze

w(T71A) = pu(A) pre kazda mnozinu A € B.

To moze byt’ vel'mi t’azké, lebo casto je to tak, Ze nevieme presne opisat’, ako presne vyzeraju vsetky
meratel'né mnoziny A. Podl'a Dynkinovej vety vSak staci najst’ systém G spliajuci predpoklady
(D1), (D2), (D3) z vety a overit’ este (D4), teda ze v = u na G, t.j.

w(T7'G) = u(G) pre kazdé G € G.
Potom v = p na celej o-algebre B, teda

w(T™rA) = pu(A) pre vietky A € B,

¢ize miera p je invariantna pre 7T'. Dospeli sme k zaveru, ze

na dokaz invariantnosti miery p staci najst’ G ako v Dynkinovej vete a dokazat’

WT716) = (@), Geg. (48)

Pritom “G ako v Dynkinovej vete” tu znamena G spliajuce (D1), (D2), (D3).

Poznamka 4.12 (Vhodna vol’ba G v dolezitych pripadoch). V nasledujicej Tabulke 4.1 je
ukazané, ako mozno volit’ systém G v niektorych délezitych pripadoch (G je systém mnozin takého
tvaru, ako je uvedené v pravom stipci). Presvedéte sa, Ze v kazdom z tych pripadov st naozaj
splnené predpoklady (D1) a (D2) z Dynkinovej vety. V pripade, ze p je koneénd na mnozinach
z G, vidiet), Ze je splnena aj podmienka (D3). Pripomenme este, ze S' = R/Z je kruznica (s
jednotkovym obvodom, teda interval [0, 1], v ktorom zlepime koncové body).

Overovanie, Ze meratelné zobrazenie T': (X, B, 1) — (X, B, ) zachovava mieru p

X B w(T71G) = p(G) stadi overit’ napr. pre (ak u je na nich koneéna)

R intervaly [a, b]
[0,1] intervaly [0,
intervaly [a,

=

S

| x [c,d]

x [0, d]
(alebo [0
alebo [0, b

2 borelovské mnoziny
Y

1 intervaly |0,
1) intervaly [0,
St obluky [0, b]

—| ==

b))
)

Tab. 4.1: Overovanie invariantnosti miery v niektorych doélezitych pripadoch
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Poznamka 4.13 (Ak v Tabulke 4.1 je u = Leb). Ak ndhodou miera u v tejto tabulke je
Lebesguovou mierou Leb (na B) a dokdZeme jej invariantnost’ pre T (pomocou vol'by mnozin G
ako je naznacené v tabulke alebo hocijako inak), tak podla Propozicie 4.9 (resp. Dosledku 4.10
s volbou ¢ = 1) vieme, Ze potom automaticky 7' zachovava aj Lebesguovu mieru Leb na vicsej
o-algebre L.

Poznamka 4.14 (Ak v Tabulke 4.1 je u = pLeb, p kladna Leb-skoro vSade). Nech miera
p v tejto tabulke je tvaru o Leb (na B), o kladna Leb-skoro v8ade. Predpokladajme, Ze dokaZzeme
jej invariantnost’ pre 7' (pomocou volby mnozin G ako je naznacené v tabulke alebo hocijako
inak). Podl'a Désledku 4.10 vieme, Ze potom 7' automaticky zachovava aj mieru g Leb na vicsej
o-algebre L.

Poznamka 4.15 (Ak v Tabulke 4.1 je u # pLeb, ale p je stale definovana aj na L).
Uvazujme teraz o situacii, ked’ miera p v tabulke nie je tvaru ako v predchadzajicej poznamke,
ale stale je prirodzene definovana nielen na borelovskych, ale dokonca na vSetkych lebesguovsky
meratel'nych mnozinidch v X. Predpokladajme, ze nam vyjde, ze T zachovava u na B. V takom
pripade je prirodzené sa pytat’, ¢i T' zachovava u aj na L.

Predovsetkym, museli by sme vediet, ze T: (X, L, u) — (X, L, 1) je meratelné, teda ze vzor
lebesguovsky meratelnej mnoziny je opét’ lebesguovsky meratelna mnozina (vieme, ze dokonca
ani v pripade homeomorfizmu 7' to tak nemusi byt’, hoci vtedy vzor borelovskej mnoziny je au-
tomaticky borelovskd mnozina; pozri Priklad 3.8 a diskusiu za nim). Predpokladajme vsak, zZe
tomu tak je. Ak chceme potom overit’, ¢i je miera p (definovana na £) invariantna pre 7', ¢o vtedy
zvolit’ ako generator G?7

Ako sme uz povedali v Sekcii 3.3, o-algebra L lebesguovsky meratelnych mnozin je generova-
né otvorenymi mnozinami a mnozinami nulovej Lebesguovej miery, pricom samozrejme namiesto
vSetkych otvorenych mnozin mézeme vziat’ iny systém, ktory generuje o-algebru B borelovskych
mnozin. 7 toho vyplyva, Ze

e v analogickej tabulke pre o-algebru L lebesguovsky meratelnych mnozin mozno za “dynki-
novsky” generédtor zvolit’ systém

G = {intervaly ako v Tabulke 4.1 a okrem toho mnoziny nulovej Leb-miery},
ak st splnené uz spominané predpoklady:

(1) miera p je definované na L,
(i) T: (X, L, n) = (X, L, ) je meratelné.

Naozaj, takyto systém je, ako sme povedali, generatorom pre £ (teda plati (D1)) a splia aj ostatné
predpoklady Dynkinovej Vety 4.11. Predpoklad (D3) je splneny automaticky, lebo ho spliial
systém intervalov z Tabul'ky 4.1. Predpoklad (D2) je splneny, lebo ho splhal systém intervalov
z Tabulky 4.1 a prienik mnoziny nulovej Leb-miery s inou mnozinou je opdt’ mnozina nulovej
Leb-miery (lebo Leb je uplna).

Zaver teda znie, zZe v opisanej situécii treba, ak st splnené uvedené predpoklady (i) a (ii),
overovat’ rovnost’ (T 'G) = u(G) pre intervaly ako v Tabulke 4.1 a okrem toho este pre mnoZiny
nulovej Leb-miery.
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Priklad 4.16 (Lebesguova miera je invariantna pre zobrazenie “stan”). Nech 7: [0, 1] —
[0, 1] je zobrazenie “stan”, definované vzt'ahom T'(z) := 1 — |2z — 1|, teda

o ak z € [0,1/2],
T(x) = {2 -2z akaxe[l/2,1]

(pozri Obr. 4.2 vlavo). Ukazeme, Ze toto zobrazenie zachovava Lebesguovu mieru na o-algebre B
borelovskych mnozin.

T = stan T = sikmy stan T = znizeny stan

Obr. 4.2: Stan aj sikmy stan zachovavaju Lebesguovu mieru, zniZeny stan nie.

Zobrazenie T' je B-meratelné, takze podl'a Tabulky 4.1 staci overit’, ze Leb(T~'[0,]) = Leb([0, b])
pre kazdé 0 < b < 1. Plati Leb([0,b]) = b. Dalej, T-1[0,b] = [0,b/2]U[1—0/2, 1] (lebo T'avé aj prava
¢ast’ stanu maji smernicu v absoltitnej hodnote rovnu 2), takze Leb(T1[0,b]) = b/2+b/2 = a
rovnost’ je dokézana.b

Pretoze T zachovéva Lebesguovu mieru na o-algebre B borelovskych mnozin, tak podla Propozi-
cie 4.9 zachovava Lebesguovu mieru aj na L.

Priklad 4.17 (Lebesguova miera je invariantna pre ‘“Ssikmy stan”). Nech 0 < ¢ < 1 a nech
T:[0,1] — [0, 1] je zobrazenie “(plny) sikmy stan”, pozri Obr. 4.2 v strede, teda zobrazenie také,
7e T(0) =0, T(c) =1, T(1) = 0 a T je linearne na [0,c| aj na [c, 1]. Lahko vidiet’, Ze T ma na
[0, ¢] smernicu 1/¢ a na [¢, 1] smernicu —1/(1 — ¢). T-vzor intervalu [0, b] je preto disjunktnym
zjednotenim dvoch intervalov. Jeden mé dizku b/(1/c) = bc a druhy b/(1/(1 —¢)) = b(1 —¢). Ich
stucet ma teda Lebesguovu mieru be+b(1—c) = b, t.j Leb(T1[0,b]) = Leb([0, b]) pre kazde 0 < b <
1. To podl'a Tabulky 4.1 dokazuje, ze T" zachovava Lebesguovu mieru na o-algebre borelovskych
mnozin. Z rovnakych dévodov ako v predchadzajucom priklade, zachovava aj Lebesguovu mieru
na o-algebre lebesguovsky meratelnych mnozin.

Priklad 4.18 (Lebesguova miera nie je invariantna pre “znizeny stan”). Nech zobrazenie
T:10,1] — [0,1] je také, ze T'(0) = 0, T(1/2) = d € (0,1), T(1) = 0 a T je linearne na [0,1/2]
aj na [1/2,1], pozri Obr. 4.2 vpravo. Potom malé okolie jednotky (ktoré ma kladni Lebesguovu
mieru!; na obrazku okolie U) mé prazdny vzor. Preto Lebesguova miera nie je invariantna pre 7.

Priklad 4.19 (Lebesguova miera na kruZnici je invariantna pre rotacie). Nech (S', B, Leb)
je kruznica s Lebesguovou mierou na o-algebre vSetkych borelovskych mnozin.

6Vsimnime si, ze obrazom intervalu [0, 1/2] je interval [0, 1] s dvojnasobnou mierou, teda podmienka (4.3) tu splnena nie je.
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Lebesguova miera je zrejme invariantné pre kazdua
rotaciu kruznice. To vidiet’ z toho, Ze sa zachovéva
miera oblikov [0,b] (pozri Tabulku 4.1); vzor obluka
[0,b] je obltik rovnakej dlzky (miery).

Ind moZnost’ je interpretovat’ S! ako interval [0, 1).
Potom kazda rotécia kruznice sa dé zapisat’ v tvare

T(x) =2+« mod1

pre nejaké o > 0. Ak si nakreslite graf tohto zobrazenia Obr. 4.3: T(z) =z + a mod 1
v Stvorci [0,1)?, pozri Obr. 4.3, tak metéodami ako v

pripade stanov mozno nahliadnut’, ze T" zachovava Le-

besguovu mieru na B (a rovnako ako v pripade stanov

aj Lebesguovu mieru na L).

Priklad 4.20 (Lebesguova miera je invariantna pre expandujice zobrazenia F,,). Nech
m > 2 je prirodzené Cislo a nech F,,: [0,1) — [0,1) je zobrazenie definované vzt'ahom

1
E,(x) = ma mod 1.

(pozri Obr. 4.4). Toto zobrazenie zachovava Lebesguovu

mieru na borelovskych mnozinach. Naozaj, zvolme 0 <

b < 1. Vzor intervalu [0, b) s dlzkou (mierou) b pozostava

z m navzajom disjunktnych intervalov, z ktorych kazdy b
méa dlzku b/m. Teda vzor intervalu [0,b) ma rovnaku
Lebesguovu mieru ako interval [0,b), ¢o stacilo dokazat’

(pozri Tabulku 4.1). Potom podla Propozicie 4.9 zo- 0=~
brazenie E,, zachovava aj Lebesguovu mieru na lebes-
guovsky meratel'nych mnozinéach.

Poznamenajme, Ze interval [0, 1) mozeme stotoznit’ s
kruznicou S!, vtedy sa E,, nazyva expandujiicim zobra-
zenim kruznice.

Priklad 4.21 (Neatomicka invariantna miera pre Gaussovo zobrazenie). Nech X = [0, 1],
B je o-algebra borelovskych mnozin v [0,1] a T: X — X je zobrazenie

T(z) = 0, ak x =0,
"l imod1, akxe(0,1]

(pre z € (0, 1] to mozno zapisat’ aj pomocou necelej Casti resp. celej ¢asti: T'(z) = {%} = %— \_%J ).
Ak si nakreslime graf funkcie 1/ na (0, 1] (pozri Obr. 4.5), tak vidime, ze pouzitie mod 1 z neho
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vyrobi nekone¢ne vel'a klesajucich tsekov. Teda graf T pozostava z pociatku a z grafov funkeii

1 1
T =——1 el =11/,
1(x) " pre z € I (2 }
1 11
T: =——2 €l:=|3,2
2(1') T pre x 2 (37 2:| 9
1 1 1
Tn = = S [n = ,—
(@) z pre & (n +1 n]
pozri Obr. 4.6.
Y 1
3 J
Ty
2 J
1 J
0 1
x
Iy I
Obr. 4.5: Funkcia 1/z na (0, 1] Obr. 4.6: Gaussovo zobrazenie

KedZe kazdé zo zobrazeni T} je na svojom defini¢nom intervale spojité a teda meratelné (vzor
otvorenej mnoziny je borelovska alebo, ekvivalentne, vzor borelovskej mnoziny je borelovska),
lahko vidiet’, ze aj T': ([0, 1], B) — ([0, 1], B) je meratelné.

Nie je problém najst’ atomickt invariantnti mieru pre 7. Takou je napr. Diracova miera dg
sediaca v pevnom bode 0. Mozno tiez vziat’ Diracovu mieru sediacu v niektorom inom pevnom
bode (je ich nekone¢ne vel'a), pripadne nejaku ich linedrnu kombinéciu (podl'a Propozicie 4.8 je to
invariantna miera). Inou moznost'ou je najst’ nejaku periodicki orbitu s vyssou peribdou a vziat’
invariantna mieru sediacu v nej (pozri Priklad 4.6). Kone¢ne, mozno vziat’ aj linedrne kombinacie
doteraz uvedenych invariantnych mier.

Ma Gaussovo zobrazenie aj nejakt neatomickd mieru? Da sa ukézat’, Ze Lebesguova miera nie

je pre T invariantnou mierou (Cvi¢enie 4.12). A ¢o in4 miera? Ukazeme, Ze T' zachovava tzv.
Gaussovu mieru na o-algebre B borelovskych mnozin v [0, 1]. Definovana je vzt'ahom (symbolom
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log oznacime prirodzeny logaritmus, integrujeme podl'a Lebesguovej miery)

u(B) = — / ! 4, BeB (4.9)

log2 )/ 14+«
B

(Ide teda o mieru v tvare u = gLeb, ekvivalentni s Lebesguovou mierou, pozri Priklad 3.37.7)
Aby sme dokézali, ze miera u je invariantna pre 7', podl'a Tabulky 4.1 stac¢i ukazat’, ze pre kazdé
0<b<1je

u(T7H0,0]) = p([0, 8]). (4.10)

Na pravej strane mame

11 1 5 log(1 +b)
b dr = log(1 == 411
n(0.9) = o / o = o log(1 )y = B (4.11)

Aby sme uréili lav stranu (4.10), uvedomme si najskor, ze 7710, 5] = {0}U |°2, T, 1[0, b]. Kedze

({0} = 0, e OO
o) = > u(T,"

} lebo T,, je definované a klesajuca na intervale I,, a korene rovnic
danom poradi ¢isla 1/(n 4+ b) a 1/n z tohto intervalu. Preto

<1:|»~

00 o © l
11 /= 1
:E: 10,0 =§ — || = d
u(T5,°[0,0]) - M([n+b’n}) ;logZ/ib T

N N

= (Z[log(n+1 —logn] = > | 1ogn+b+1)—1og(n+b)])

n=1 n=1

Ak teraz vyuzijeme, ze pre teleskopicki sumu Zflv:l(vnﬂ — v,,) plati

N
Z(Unﬂ —vn) = (va —01) + (v3 = v2) + -+ (Un41 — UN) = Uny1 — 01,

n=1

dostaneme
W(T10,5]) = —— lim ([log(N + 1)~ log 1]  [log(N + b+ 1) — log(1 + b))

logQNﬁ\
B lim (N+1)(1+0b) log(l+Db)
Tlog2ne BT Ntb+1 log2

"Teda napr. p-miera spocitatelnej mnoziny je nula. Dalej si vSimnite, Ze koeficient 1/log2 je zvoleny tak, aby islo o pravdepodob-
nostnt mieru: p([0,1]) =1 podla (4.11).
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To je to isté ako v (4.11), takze Gaussova miera u = pLeb, o(z) = 1/((1 + x)log2)) na o-
algebre borelovskych mnozin v [0, 1] je naozaj invariantnd miera pre Gaussovo zobrazenie. Podl’a
Désledku 4.10 Gaussovo zobrazenie zachovéva Gaussovu mieru g = o Leb dokonca aj na o-algebre
L vsetkych lebesguovsky meratelnych podmnozin [0, 1].

4.3 Overovanie invariantnosti mier pomocou integralov

Uvedieme ekvivalentné definicie invariantnej miery. St formulované pomocou integralov. To nie
je a7z také prekvapujtce, ak si uvedomime, Ze pre A € B sa da rovnost’ u(T71(A)) = p(A)

ekvivalentne zapisat’ v tvare
/XTl(A) d,u = /XAdNJ-

Uzito¢na bude aj Lema 3.40. Podla nej, v naSej situacii, ked’ méame zobrazenie T: X — X,
pre kazdi mnozinu A C X plati
Xao°T = Xr-104)

Uvazujme o dynamickom systéme (X,T'). Ak zvolime bod z € X, mdéZzeme ho interpretovat’
ako stav systému teraz, teda v case 0. Potom T'(x) je stav systému po uplynuti jednej jednotky
casu, teda v ¢ase 1, T?%(z) je jeho stav v ¢ase 2 atd. Uvazujme teraz o funkcii f: X — R.
Napr. f(z) moze byt’ teplota systému v stave = alebo nejaké iné fyzikalna veli¢ina, ktort mozno
v kazdom stave systému pozorovat’, merat’. Pripomenme, ze takito funkciu nazyvame jednym
slovom pozorovatelna, angl. observable. VSeobecnejsie, ako pozorovatelné moédzu vystupovat’
funkcie f: X — C (nie je v tom velky rozdiel, ved’ komplexné ¢&islo je dvojica realnych &isel).
V $pecidlnom pripade, ak (X, B, u) je priestor s mierou a T': (X, B, u) — (X, B, i) je meratelné
zobrazenie, tak ma zmysel obmedzit’ sa na pozorovatel'né, ktoré su integrovatelné, teda patria do
LYX, B, ).

Nasleduju slibené ekvivalentné definicie invariantnej miery.

Veta 4.22 (Ekvivalentné definicie invariantnej miery). Nech (X, B, u) je priestor s mierou
a nech T: (X, B, u) — (X, B, u) je meratelné zobrazenie. Potom nasledujice podmienky si ekvi-
valentné.

(1) T zachovdva mieru p.

(2) Pre kaZdi mnoZinu A € B je

/xAduz/(XAoT)du-

(3) Pre kazdi nezapornt meratelnd funkciu f: X — R je
/fdu: /(foT) dp. (4.12)

Ak navyse X je priestor s konecnou mierou, tak aj nasledujice podmienky si s nimi ekvivalentné.
(4) Pre kazdi integrovatelni funkciu f: X — R (t.j. f € LLy(X, B, u)) plati (4.12).
(5) Pre kazdi integrovatelni funkciv f: X — C (t.j. f € L&(X, B, p)) plati (4.12).
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(6) Pre kazdi funkciu f € L3(X, B, pn)) plati (4.12).
(7) Pre kazdi funkciv f € LA(X, B, u)) plati (4.12).
Dokaz. | (1)(2)| n(A) = [xadp a p(T7HA) = [xr-1aydp = [(xa o T)dp (v posledne;

rovnosti sme vyuzili Lemu 3.40).%
(2)<(3) | Implikacia sprava dolava je trividlna, lebo ak A € B, tak x4 je nezdporna meratelna

funkcia. Nech teraz plati (2) a nech f: X — R je nezaporna meratelna funkcia (potom integral
f, nie nutne kone¢ny, existuje).

e Podla predpokladu rovnost’ [ fdu = [(foT)du plati pre kazdu charakteristicka meratelna
funkciu, Specialne pre kazdu nezapornu charakteristicktt meratel'ni funkciu (pozor, ta nie je
nevyhnutne integrovatelna, moze mat’ integral +00).

e 7 linearity integradlu pre nezdporné meratelné funkcie® je zrejmé, Ze ak ta rovnost’ plati
pre charakteristické funkcie meratelnych mnozin, tak plati aj pre akikol'vek ich linearnu
kombinaciu (vysvetlite podrobne). Preto ta rovnost’ plati pre kazda jednoduchi nezéporna
meratelna funkciu s. Teda ak s je taka funkcia, plati [sdu = [(soT)du.

e KedZe existuje neklesajuca postupnost’ s, jednoduchych nezapornych meratelnych funkcii
konvergujica ku f, tak (podla Beppo Leviho vety o monoténnej konvergencii) dostavame

/fd/l:gi_{{)lo/sndﬂ: lim (snoT)du:/(foT)du

n—o0

(vyuzili sme aj, Ze ak s, bodovo konverguje k f, tak s, o T" bodovo konverguje ku f o T').

Nech teraz pu(X) < oo (potom kazdé charakteristickda meratelna funkcia je automaticky inte-
grovatel'né, nasledne aj kazda jednoducha meratelna funkcia je integrovatelnéa). NavySe sa vie, Ze
ak 1(X) < oo, tak L*(u) C L' (p).

(3)=(4) | Mame dokéazat’ rovnost’ (4.12) pre kazdu realnu integrovatelnu funkciu. Podla pred-

pokladu (3) rovnost’ (4.12) plati pre kazda nezdpornt meratelnu funkciu, teda Speciélne pre kazdu
nezapornt integrovatelna funkciu. Nech teraz f: X — R je lubovolnd integrovatelna funkcia.
KedZe f = f+ — f-, kde fi, f_ st nezdporné integrovateln¢ funkcie (a teda funkcie splhajuce
rovnost’ (4.12)), tak opét’ vd’aka linearite integralu aj f spliia rovnost’ (4.12).

(4)=-(5) | Nech rovnost’ (4.12) plati pre kazda realnu integrovatelni funkciu a nech f je kom-
plexna integrovatelna funkcia. Potom f = fi +if; kde fi, f2 st realne integrovatelné funkcie.
Podl'a predpokladu fi, f2 spliajia (4.12). Potom, znovu vd’aka linearite integralu, aj f splia (4.12).
(5)=(7)| Ak u(X) < oo, tak L*(uu) C L' (u).

(7)=
(6)=
) <

(6) | Realna funkcia je aj komplexné funkcia.
2

(2) |Ak A € B, tak x4 € L&(X, B, ), pretoze (x4)> = xa ateda [|(xa)?|dp = [ xadp=
u(X) < oc. O

(A

8Ked#e invariantnost’ miery p nie je ni¢ iné ako rovnost’ Tip = p, mohli sme ekvivalenciu (1)<>(2) dokazovat’ aj pouzitim Propozi-
cie 3.41.
9f(crfr +eafe)du=c1 [ frdu+c2 [ fodp s nezapornymi koeficientami c1, co
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Poznamka 4.23. Mozno nahliadnut’, Ze do vety by sa dali pridat’ aj podmienky, v ktorych
vystupuja priestory L”, p > 1.

Poznamka 4.24. Druha cast’ Vety 4.22 (o priestoroch s kone¢nou mierou) vo vSeobecnosti neplati
ak X ma nekonecni mieru. UkaZzeme priklad, v ktorom (4) neimplikuje (1). Zvolme X = {0,1},
B=2% u({0}) = pu({1}) = +oo (a u(0) = 0, u(X) = +00). Nech dalej T(0) = T(1) = 0. Lahko
sa overi, ze (X, B, ) je priestor s mierou a T: X — X je meratelné zobrazenie.

e Ukdzeme, Zze podmienka (4) je splnena. Nech teda f: X — R je integrovatelna funkcia.
Potom v8ak, ako je dobre zndme z teorie integralu, je f integrovatelna na mnozine {0} aj na
mnozine {1}. KedZze vsak u({0}) = +o00 aj u({1}) = +o0, musi byt’ f(0) =0 aj f(1) = 0.
Odtial’ [ fdu= [0du =0 arovnako [(foT)du= [0du=0.

e Podmienka (1) splnend nie je. Zobrazenie T nezachovava mieru p, lebo p({1}) = +oo ale

(T ({1})) = u(0) = 0.

Poznamka 4.25. Keby sme nepoznali definiciu invariantnej miery a mali by sme navrhnut’ taka
definiciu, mohla by nas napadnut’ prave podmienka (3) z Vety 4.22. Naozaj, intuitivne by ju bolo
mozné interpretovat’ ako zachovévanie miery p zobrazenim 7. Toto mozno chapat’ ako jeden z
dovodov, preco sa invariantna miera definuje pomocou 7! a nie pomocou 7.

Priklad 4.26 (Invariantni miera sediaca v periodickej orbite II). Nech 7: X — X je
zobrazenie majice periodicky bod x s peribdou p. Podl'a Prikladu 4.6 je miera

n = wWo (590 + (ST(Q;) + -+ (5Tp—1(x)) . (413)

invariantnou mierou pre 7' (pre wy = 1/p je to navyse pravdepodobnostnéa miera). Dokazeme to
teraz inym sposobom, pomocou Vety 4.22(4)=-(1). Nech f: X — R je integrovatelna funkcia.
Potom, ak vyuzijeme Propoziciu 3.21 a Priklad 3.18,

/(foT)d,u:wO (/(foT)d5x+/(foT)d6T(x)+---+/(foT)d5Tp1(I))
=wo ((foT)(z) + (fo T)T(x)) + -+ (f o T)(T"(2)))

zw)fﬁﬁw+fUW@%F“+f€Kﬁ)

=T

= wo (f(x) + f(T(x) + -+ F(T7(2)))

— [ fau.

Priklad 4.27 (Lebesguova miera je invariantna pre expandujace zobrazenia F,, II).
Podl'a Prikladu 4.20 expandujice zobrazenia E,, zachovavaju Lebesguovu mieru. DokiZeme to
inym sposobom, pomocou Vety 4.22(4)=-(1). Pre jednoduchost’ zvolme m = 2, uvazujeme teda
o zobrazeni T'(z) = 2z (modl), = € [0,1). Inak povedané, T'(x) = 2z ak x € [0,1/2) a T'(z) =
20 —1 ak z € [1/2,1). Ide o zobrazenie kruznice R/Z, ktoru si mozeme predstavit’ aj ako interval
[0, 1], v ktorom stotoznime konce. Nech teraz f: [0,1] — R je lebesguovsky integrovatelna funkcia
taka, ze f(0) = f(1) (aby f predstavovala dobre definovani funkciu na R/Z). Potom (Leb oznacuje
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Lebesguovu mieru na kruznici resp. na intervale [0, 1), namiesto d Leb piseme aj dx)
1/2 1
/ (foT)dLeb:/ (foT)dLeb+/ (foT)dLeb
R/Z 0 1/2
1/2 1

— | f@x)dz+ | fz—1)dx
0 1/2

:%/Olf(t)dwr%/Olf(t)dtz/olf(t)dt

= f dLeb,
R/Z
pricom sme pri vypocte prvého integralu pouzili substitiiciu 2x = ¢ a pri vypocte druhého integralu
substiticiu 2z — 1 = {.

Priklad 4.28. Nech T': [0,1] — [0, 1] je zobrazenie definované vzt'ahom T'(z) = 4x(1 — x). Z
Prikladu 3.10 vieme, Zze T je L£-L£ meratelné.!® DokaZeme, Ze zobrazenie T zachoviva mieru pu
definovanu ako integral jej (mimochodom neohrani¢enej) funkcie hustoty vzl'adom na Lebesguovu
mieru:

1

A/ - \/m de, Ae€L.
Inak povedané, dokaZeme, ze T zachovava mieru p = pLeb kde o(z) = 1/(7m/x(1 — z)), defino-
vant na o-algebre lebesguovsky meratelnych mnozin v [0, 1].} To sa d4 urobit’ vySetrenim vzorov
intervalov [0,0] (pozri Tabulku 4.1) alebo pomocou Vety 4.29, ale tu predvedieme jednoduchsie
rieSenie (tie d’alsie sposoby si vyskusajte v Cviceni 4.13).

Pouzijeme Vetu 4.22. Nech f: [0,1] — R je integrovatelna funkcia.'?> Potrebujeme dokézat’
rovnost’ dvoch integralov. Podl'a Vety 3.35 mame (namiesto d Leb piSeme dx)

/f ) dp(z /f dLeb:/lf(x)ﬂ\/ﬁdx

T =sin“t
B dI—Zsmtcostdt‘ / f( sin’ t)dt

a podobne

1 1

/O<fOT /f x)dLeb = /f4x1—x))mdx
T =sin"t

deZSintcostdt’ / f(sin®(2t)) dt

1 ™ L w/2
=— dz = — t)dt
7T/o f(sin® 2) dz = - f(sin®t)

0

(preco plati posledna rovnost™?). Oba integraly sa rovnaju, takze dokaz je skonceny.

10V teoérii dynamickych systémov sa dokazuje, Ze plna parabola je topologicky konjugovana so zobrazenim stan. Zatial ¢o stan
zachovava Lebesguovu mieru, plnd parabola ju nezachovava, pozrite Cvi¢enie 4.13.

HKed7e T je aj B-B meratelné, automaticky to bude znamenat’, 7e T zachovava mieru i aj ako zobrazenie ([0, 1], B, 1) — ([0, 1], B, p).

128tagilo by uvazovat o nezéapornych meratelnych funkciach & dokonca len o meratelnych charakteristickych funkciach.
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4.4 Absoliitne spojité invariantné miery pre zobrazenia intervalu

Mame na mysli miery, ktoré su absolttne spojité vzhl'adom na Lebesguovu mieru.
Pripomenme, 7ze ak T': (X,B,u) — (X, B, 1) je meratelné zobrazenie, tak to, ze miera p je
invariantna pre 7' znamena prave to, ze

T,y =y na B.

Zaroven Veta 3.43 ukazovala, Ze pre istt triedu zobrazeni T': [a,b] — [c,d] vieme ur¢it’ Ty, ak u
je miera, ktord ma hustotu vzhl'adom na Lebesguovu mieru (t.j. je absolutne spojita vzhl'adom na
Lebesguovu mieru). Pre zobrazenia T zo spominanej triedy zobrazeni veta hovorila (pre vyznam
symbolu xj pozri Vetu 3.43):

Q(xk)
T ()|

u=oLeb= T,u=(T.0)Leb, pricom (T,o)(y)= Z y € (c,d).
K

Tieto fakty ndm davaju silny néstroj na overovanie, ¢i nejaké absolitne spojitd miera vzhl'adom
na Lebesguovu mieru je invariantné pre nejaké zobrazenie intervalu. Pravda, musi ist’ o zobrazenie
spravneho typu.

Poznamenajme este, Ze namiesto d Leby, ;) budeme, ako byva zvykom, pisat’ dz. Mieru Leby,
uvazujeme definovani na o-algebre L, ) vSetkych lebesguovsky meratelnych podmnoZin intervalu
[a,b]. V nasledujticej vete uvazujeme o takych zobrazeniach ako vo Vete 3.43, av8ak v $pecidlnom
pripade [c, d] = [a, b].

Veta 4.29. Nech T: [a,b] — [a,b] je také zobrazenie, Ze v intervale [a,b] existuji po dvoch dis-
Junktné otvorené intervaly I, Is, ... (konecne alebo nekonecéne vel'a intervalov tvaru Iy, = (ay, by))
s vlastnost’amsi:

(1) zjednotenie | |, I, md plni Lebesguovu mieru v |a,b],

(2) pre kazdé k, zuZenie Ty := T|;, je C'-difeomorfizmus otvoreného intervalu Ij, na otvorensy
interval (a,b).

Nech j = odLeb pre nejaki hustotu o na [a,b]. Potom p (definovand na o-algebre L,y vSetkijch
lebesguovsky meratel’nyjch podmnoZin [a, b)) je invariantnd pre T vtedy a len vtedy, ked’

o(y) = ; |7€’<(x;k))|’ pre Leb-skoro vsetky y € |a, b], (4.14)

kde ), = T, ' (y).

Dékaz. Podl'a definicie invariantnej miery je dand miera p = o Leby,y invariantna pre T vtedy a
len vtedy, ked’

p="Ty mnaLyy. (4.15)

Podl'a Vety 3.43 ma miera T, p hustotu (vzhl'adom na Lebesguovu mieru)

(To)) = A preye @) (4.16)
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Dve miery na L, s hustotami vzhl'adom na Lebesguovu mieru sa rovnaji zrejme vtedy a len
vtedy, ked’sa ich hustoty zhodujtu Leb-skoro vSade na [a, b]. Preto podmienka (4.15) je ekvivalentna
s podmienkou

o(y) = (T.o)(y) pre Leb-skoro vsetky y € [a, b].

Vzhl'adom na (4.16) je to ekvivalentné s (4.14), ako sme mali dokézat’. O

Poznamka 4.30. Poznamenajme, Ze podobne ako vo Vete 3.43, zobrazenie T' nemusi byt’ Bj, -
meratel'né. V takom pripade formalne nemozno hovorit’, ze T' zachovéva mieru p na borelovskych
mnozinach.

Priklad 4.31. Nech T': [0,1] — [0, 1] je zobrazenie stan. Z Prikladu 4.16 vieme, ze Lebesguova
miera je invariantnéa pre 1. Ukazeme, Ze tento fakt vyplyva aj z Vety 4.29.

Naozaj, predovsetkym si vSimnime, Ze zobrazenie T'
spliia predpoklady Vety 4.29, a to s dvomi intervalmi
I, = (0,1/2) a I, = (1/2,1). Dalej, Lebesguova miera
mé konstantnd hustotu o = 1 vzhl'adom na Lebesguo- Y 1r-f- N
vu mieru (Leb = 1Leb). PretoZe kazdy bod y € (0,1) i 3
mé dva vzory xj, o, pricom v jednom z nich ma T | |
derivaciu 42 a v druhom derivaciu —2, rovnost’ (4.14) * *
je pre hustotu ¢ = 1 splnena. Pre kazdé y € (0, 1) totiz

. S-S
plati: 7 i
_ Q(ZEI) Q(ZE2) _ 1 X 1 Obr. 4.7: y € (O, 1) ma vzory &, € I,

T (x1)|  |T"(x2)] | +2]  |—2| 2y €Iy

Priklad 4.32. V Priklade 4.21 sme ukazali, Ze miera

1 1
B) = d B
H(B) log 2 / 1+ o € Lo

B

je invariantné pre Gaussovo zobrazenie T'. Uvedieme iny dokaz, zalozeny na Vete 4.29.

Pretoze T splha predpoklady Vety 4.29 (s nekoneénym mnozstvom po dvoch disjunktnych
otvorenych intervalov I, I, . .., ktorych zjednotenie ma plntt mieru a T je C'-difeomorfizmus na
kazdom z nich), staci dokazat’, Ze hustota
x € [0,1].

1
" T

spliia podmienku

o(y) = Xk: lﬁfékk))‘, pre Leb-skoro vsetky y € [0, 1]. (4.17)

Dokazeme, 7Ze tato rovnost’ je splnena pre kazdé y € (0, 1).
Fixujme teda y € (0,1) a pripomenme, ze T mé nekonecne vela vetiev Ty(z) = (1/z) — k,
k=1,2,.... Preto bod y mé nekonecne vel'a vzorov

T '(y) = —— k=1,2,....
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Vsetky tieto vzory st v zjednoteni | |, Iy, na ktorom méa 7' derivaciu 7"(z) = (1/z) = —1/a*.
Potom pre pravi stranu (4.17) dostavame:

(y)) E { y+k;
Z T/ Z T/ V(=10 |
| “ [T(T}, " (y))] T’ ka
1

(4.18)

(e 9]

_ y+k 1 1
Z (y+k+1Dlog2 (y+k)?2 log2; (y+k)(y+k+1)
Ide tu o teleskopickt sumu. Ak pouZijeme rozklad
1 1 1
W+k)y+k+1) y+k y+k+l
v n-tom ¢iasto¢nom sucte sa vyrusia vSetky ¢leny okrem prvého a posledného, takze

n

1 1 1
;(y—l—k)(y—l—k—l—l) Cy+l oy4ntl

Limitovanim pre n — oo dostaneme

o

1 1
(y+E)y+k+1) y+1

k=1
a, po dosadeni do (4.18),

¢o sme potrebovali dokazat’.

4.5 Invariantnost’ Lebesguovej miery pre niektoré C'-difeomorfizmy

Teraz sa ideme venovat’ systémom na priestore R", pripadne na toruse R"/Z", v ktorych je in-
variantnou mierou Lebesguova miera.

4.5.1 (C'-difeomorfizmy zachovavajice Lebesguovu mieru

Nech U je otvorend podmnozina R™ a nech T': U — R™ je zobrazenie so stradnicovymi funkciami
91, - - -, Gm- 1O znamena, ze

T(x1,...,20) = (1(T1, s Tn)s ooy G (1, o T0)).
Hovorime, 7e zobrazenie T je triedy C' (alebo presnejsie triedy C1(U)), ak ma spojité parcialne
derivéacie prvého radu na celej mnozine U. Tychto derivacii je mn a Standardnym spodsobom sa
usporaduvajiu do matice m x n. Ak p € U, tak

p) ... ¥(p)
Jr(p) =

Ogm Jgm
() - 322(p)
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je tzv. Jacobiho matica zobrazenia T' v bode p. Ak T': U — V je triedy C!, tak je aj spojité.

Budeme sa zaoberat’ pripadom m = n, ktory je zvlast’ dolezity v dynamike. Vtedy je Jacobiho
matica Stvorcova, typu n X n a ma teda determinant, tzv. Jacobiin det Jr(p). Jeho hodnota
samozrejme zavisi od bodu p, v ktorom ho vyéisl'ujeme. Ak T je triedy C*, st parcidlne derivacie
spojité, a preto je aj Jacobian spojitou funkciou (spojite zavisi od vol'by bodu p).

Ak U,V st otvorené mnoziny v R", tak zobrazenie T: U — V sa nazyva C'-difeomorfizmus,
ak T je bijekcia, T je triedy C! a aj inverzné zobrazenie T-1: V — U je triedy C'. Na zist'ovanie,
¢i je nejaké zobrazenie C'-difeomorfizmus, nie je nevyhnutné vyjadrit’ inverzné zobrazenie. D4 sa
pouziva nasledujice dobre zname tvrdenie.'?

Propozicia 4.33. Ak U C R" je otvorend mnoZina, tak zobrazenie T: U — R™ je C*-difeomor-
fizmom U — T(U) prdve vtedy, ked’ je to injektivne C'-zobrazenie, ktorého Jacobidn je v kazdom
bode z U rézny od nuly.

V' Lebesguovej teorii veta o substiticii v Lebesguovom integrale hovori nasledovné, pozri
napr. [Yeh14, Theorem 26.9|. Symbolom Leb,, ozna¢me Lebesguovu mieru v R™.

Veta 4.34 (Substiticia v Lebesguovom integrale). Nech U C R" je otvorend mnozina. Nech
T: U — R" je injektivne C*-zobrazenie. Potom platia nasledujice tvrdenia.

(a) Ak A C U je Leb,-meratelnd mnozina, tak aj T(A) je Leb,-meratelnd a

Leb ,,(T'(A)) :/ | det Jr|dLeb,, .
A

(b) Ak f: T(U) — R (alebo do rozsirenej redlnej osi) je Leb,,-meratel'nd funkcia, tak
/ deebn:/(fOT)|detJT|dLebn
T(U) U

v tom zmysle, Ze akondhle jeden z tych dvoch integrdlov existuje, tak existuje aj druhy a
rovnaju sa. Specidlne, tdato rovnost’ automaticky plati, ak meratelnd funkcia f je nezdpornd
na T(U).

Vetu tu nebudeme dokazovat’, viimnite si vSak, ze (a) dostaneme z (b) volbou f = xr(a).
Vsimneme si niektoré dosledky vety.

Doésledok 4.35. Nech U C R" je otvorend mnozina. Nech T': U — R". Potom

(a) Ak T je injektivne C*-zobrazenie, tak obraz lebesquovsky meratelnej mnoZiny je lebesquovsky
meratelnd mnoZina a obraz mnoziny nulovej Lebesquovej miery je mnoZina nulovej Lebesquovej
miery.

(b) Ak T: U — T(U) je Ct-difeomorfizmus, tak obraz aj vzor lebesquovsky meratelnej mnoziny
je lebesguovsky meratel’nd mnoZina a obraz aj vzor mnoziny nulovej Lebesguovej miery je
mnozina nulovej Lebesguovej miery.

Dékaz. (a) Toto je Veta 4.34(a) (integral na A je nulovy, ak A ma nulova mieru).
(b) vyplyva z (a). O

13Pripomefime, %e ak T je difeomorphismus, tak je to aj homeomorfizmus, lebo diferencovatelnost’ implikuje spojitost. Preto
difeomorfny obraz otvorenej mnoziny je otvorend mnozina.
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Dosledok 4.36. Nech T je injektivne Ct-zobrazenie R™ na seba. Potom Lebesquova miera Leb,,
je invariantnd pre T vtedy a len vtedy, ked’ |det Jr| =1 v kaZdom bode z R™.

Dosledok dokazeme. Najskor si vSsak vSimnime, Ze T' je tu bijekcia, takze zachovavanie miery
tu moZno opisovat’ nielen rovnost’ami tvaru Leb, (T~*(A)) = Leb,(A) (ako je to v definicii invari-
antnej miery), ale rovnako dobre rovnost’ami tvaru Leb, (A) = Leb, (T'(A)).

Tiez si vSimnime, Ze vzhl'adom na Propoziciu 4.33 tento dosledok ukazuje, Zze ak injektivne
C'-zobrazenie R™ na seba zachovava Lebesguovu mieru, tak je to C'-diffeomorfizmus.

Dékaz. Ak |det Jp| = 1 v kazdom bode, tak Veta 4.34(a) pre kazda lebesguovsky meratelna
mnozinu A C R" da Leb, (T(A)) = Leb,,(A). Teda T zachovava Lebesguovu mieru.

Nech teraz T zachovava Lebesguovu mieru a nech v nejakom bode t € R™ je |det Jr|(t) # 1
(chceme odvodit’ spor). Nech napr. |det Jr|(t) > 1 (ak 0 < |det Jr|(t) < 1), je dokaz podobny).
Kedze Jacobian det Jr je spojitou funkciou bodu, tak existuje otvorené okolie V bodut a e > 0
také, ze | det Jp| > 1 4+ ¢ v kazdom bode z V. Pritom V je Lebesguovsky meratelna mnozina,
takze podl'a Vety 4.34(a) je

Leb (T'(V)) = / | det Jr| dLeb,, > /(1 +e¢e)dLeb,, = (1 +¢)Leb,(V) > Leb,(V),
v v

¢o odporuje predpokladu, ze T zachovava Lebesguovu mieru. O]

Ak v horeuvedenom dosledku T' zachovava Lebesguovu mieru, tak | det Jr| = 1 v kazdom bode
z R™ a podl'a Propozicie 4.33 je T' difeomorfizmus R"™ na seba. Mohlo by sa zdat’, Ze v niektorych
bodoch méze byt det Jr = +1 a v inych detJJp = —1. LenZe Jacobian C'-difeomorfizmu je
spojitou funkciou bodu a R je stivisly priestor. Preto v uvedenom dosledku st prave dve moznosti.
Bud’ je v kaZdom bode Jacobian det Jr = +1 alebo je v kaZdom bode det J; = —1. Zobrazenie T je
v prvom (resp. druhom) pripade C'-difeomorfizmus zachovdvajici (resp. obracajici) orientdciu.
Tak sa totiz nazyva kazdy C'-difeomorfizmus, ktory ma v kazdom bode kladny (resp. zéporny)
Jacobian.

4.5.2 Linearne zobrazenia zachovavajice Lebesguovu mieru

Fakty uvedené vyssie nam pomozu zistit’, ktoré linearne zobrazenia R® — R"™ zachovavaji Lebesguovu
mieru. Péjde tu o zovSeobecnenie toho, ¢o je v dimenzii 1 zrejmé (vysvetlite):

e Medzi linearnymi zobrazeniami T: R — R, t.j. zobrazeniami tvaru T(x) = ax zachovavaju

Lebesguovu mieru prave tie, pre ktoré |a| = 1, teda prave dve zobrazenia: T(z) = z a
T(z) = —=.

Teraz ukazeme, ze medzi linedrnymi zobrazeniami R™ — R"”, t.j. medzi zobrazeniami tvaru
T(x) = Ax,

kde A je nejakd matica typu n X n s redlnymi koeficientami, zachovavaji Lebesguovu mieru v R”
prave tie, pre ktoré | det A| = 1.1
Zactneme pripomenutim dobre znamych faktov z linearnej algebry.

14Pre n =1 je matica A dana &islom a, teda je to matica typu 1 x 1 a jej determinant je a. Teda oba vysledky st v sulade.
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Propozicia 4.37. Nech x — Ax je linedrne zobrazenie R™ — R™. Potom nasledujice podmienky
st ekvivalentné:

(1) x — Ax je injekcia,

(2) x — Ax je surjekcia,

(8) x — Ax je bijekcia,

(4) det A # 0 (t.j. matica A je reguldrna),

(5) existuje inverznd matica A",

(6) k zobrazeniu x — Ax existuje inverzné zobrazenie.
Navyse plati:

(a) Ak k danému zobrazeniu existuje inverzné zobrazenie, tak toto je tieZ linedrne, dané inverznou
maticou A~ (teda je to zobrazenie x — A7'x).

(b) Linedrne zobrazenie R™ — R™ (bez ohl'adu na to, ¢i je injektivne alebo nie) zobrazuje R™ na
vektorovy podpriestor priestoru R™.

V nasledujticej propozicii spojitost’ v (a) vyplyva z (b), lebo spojitost’ parcidlnych derivacii
implikuje spojitost’ zobrazenia. V skuto¢nosti ¢ast’ (a) ani nebudeme potrebovat’, zaradili sme ju
vS8ak pre uplnost’ a z pedagogickych dévodov.

Propozicia 4.38. Nech T'(x) = Ax je linedrne zobrazenie R" — R™.
(a) T je Lipschitzovské (teda aj spojité).

(b) T md konstantné (teda spojité) parcidlne derivdcie. Jacobiho matica Jp(p) = A v kaZdom
bode p.

(c) T je Ct-difeomorfizmus prdve vtedy, ked’ det A # 0 (teda prdve vtedy, ked’ je to bijekcia, pozri
Propoziciu 4.37(3)<=(4)).

Dokaz. (a) Toto je dobre zname z funkcionalnej analyzy (plati, ze | T(x) — T'(y)|| = ||T(x —y)|| <
T - llx — ¥l kde ||T"|| je tzv. norma operatora T"). Bez tejto znalosti mozno postupovat’ nasle-
dovne.

Ak pre bod (stIpcovy vektor) z = ()7, € R" definujeme jeho tzv. euklidovskt normu (velkost’

vektora zo strednej §koly) vzt'ahom ||z|| :== (3°), z?)l/ ?_ tak cuklidovskd vzdialenost’ bodov x a y
nie je ni¢ iné ako ||x — y||, teda norma ich rozdielu.
Nech A = (ai5)7,=,- Vezmime z = (z;);-, a jeho obraz
7z =T(z) = Az = (z))]_,, kde 2z = Zaijzj. (4.19)
j=1
Potom

IT(z)||* = 2(22)2 = Z (Z az‘jzj)

i=1 i=1
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Podl'a Cauchy-Schwartzovej nerovnosti je

(o) 59)59)- (5

Po dosadeni do predchadzajicej rovnosti dostaneme

IT@)|* < (Z a%) |z|”

4,j=1

1/2
Zaved'me konstantu M := <Zf i1 afj) . Tato konstanta zavisi od matice A (teda od zobrazenia

T'), nie v8ak od vol'by vektora z. Z posledného vzt’ahu dostavame
|T(z)|| < M ||z]|.

Z toho uz l'ahko vyplyva lipschitzovskost’ zobrazenia T'. Naozaj, pre euklidovska vzdialenost’
T'ubovolnych dvoch bodov (stlpcovych vektorov) x,y € R™ dostéavame

IT(x) =T =Tx-y)ll < Mlx -yl

(b) Parcialne derivacie sa vypocitaju z vyjadrenia pre 7', pozri (4.19).

(c) Ak T je C'-difeomorfizmus, tak je to predovsetkym bijekcia a z Propozicie 4.37 dostaneme,
ze det A # 0. Obrétene, nech det A # 0. Potom z Propozicie 4.37 dostaneme, ze T je bijekcia,
teda existuje inverzné zobrazenie, ktoré je podl'a Propozicie 4.37 tiez linearne. Podla (b) maju
obe tieto zobrazenia spojité parcidlne derivacie. Teda T je C'-difeomorfizmus. O

Dosledok 4.39. Ak T (x) = Ax je linedrne zobrazenie R™ — R" dané maticou A, tak T zachovdva
Lebesguovu mieru vtedy a len vtedy, ked’ |det A| = 1.

Dékaz. Ak T nie je bijekcia, tak to nie je ani surjekcia (pozri Propoziciu 4.37(2)<(3)). Potom
viak, vyuzijuc aj Propoziciu 4.37(b), je oborom hodnét vlastny vektorovy podpriestor priestoru
R™. Ten méa v8ak nulovi (n-rozmernt) Lebesguovu mieru a kedZe jeho vzor je cely priestor R",
zobrazenie nezachovava Lebesguovu mieru.

Ukézali sme tak, ze ked’ zistujeme, ktoré linearne zobrazenia zachovavaju Lebesguovu mieru,
staci si v&imat’ bijekcie. Bijektivne linedrne zobrazenie je vSak automaticky C'-difeomorfizmus
(pozri Propoziciu 4.38(c)). Ak eSte vezmeme do uvahy, ze Jr = A (pozri Propoziciu 4.38(b)),
tak Dosledok 4.36 dava pozadovany vysledok: T' zachovava Lebesguovu mieru prave vtedy, ked’
|det A| = 1. O

Dosledok 4.40. Ak T je zobrazenie R™ — R" také, Ze pre kazdé x € R™ a kaZdé z € 7" je
T(x+z)—T(x)eZ",
tak T indukuje zobrazenie T torusu T™ = R"/Z"™ do seba. Pritom platia nasledujice tvrdenia.
(a) T je lebesquovsky meratelné na T™ prave vtedy, ked’ T je lebesguovsky meratelné na R™.

(b) T zachovdva Lebesguovu mieru na T™ prave vtedy, ked’T' zachovdva Lebesquovu mieru na R™.
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Pomocou horeuvedenych dosledkov mozno pre niektoré Specidlne zobrazenia dokazat’, Ze za-
chovéavaju Lebesguovu mieru.

Priklad 4.41 (Arnol’dovo CAT zobrazenie zachovava Lebesguovu mieru). Matici

()

prislicha lineérne zobrazenie roviny, T'(z,y) = (2o + y, x + y). PretoZze matica A je celoé¢iselna, je
splnend podmienka T'(z +a,y +b) — T'(x,y) € Z* pre kazdé (z,y) € R? a kazdé (a,b) € Z*. Preto
zobrazeniu T prislicha indukované zobrazenie 7 na dvojrozmernom toruse,

T(x,y) = (2x +y mod 1,z +y mod 1).

Pre danti konkrétnu maticu sa niekedy nazyva Arnoldovo'® CAT-zobrazenie, kde CAT pochadza
zo slov “continuous automorphism of the torus”, ale ide zaroven o slovnu hracku, lebo Arnol'd
toto zobrazenie ilustroval tak, ze ukazoval, ako sa obrazok hlavy macky v jednotkovom Stvorci (z
ktorého stotoznenim protil'ahlych stran vznik4 térus) meni pri iterovani pomocou zobrazenia 7.6

Pretoze det A = 1, na zaklade Dosledkov 4.39 a 4.40(b) Arnol'dovo CAT zobrazenie zachovava
Lebesguovu mieru na toéruse.

Priklad 4.42. Pre a € R definujme zobrazenie na dvojrozmernom téruse vzt'ahom
T:T? — T2 T(z,y) = (x+a,z+y) mod 1.

Dokazeme, 7Ze zachoviva Lebesguovu mieru na téruse.
Toto zobrazenie je indukované (afinnym, ale nelinearnym) zobrazenim v rovine,

T:R> — R?, T(x,y) = (r+ o,z +y).

Naozaj, pre zobrazenie T je splnena podmienka T'(z+a,y+b) —T (z,y) € Z* pre kazdé (x,y) € R?
a kazdé (a,b) € Z*. Teda podl'a Dosledku 4.40 zobrazenie T' naozaj indukuje nejaké zobrazenie
na toéruse. Tymto indukovanym zobrazenim na téruse je zrejme nase zobrazenie 7.

Podl'a Doésledku 4.40(b) staci preto dokéazat’, Ze rovinné zobrazenie T' zachovava Lebesguovu
mieru. Na to pouzijeme Dosledok 4.36. Zobrazenie T je injektivne C'-zobrazenie R? na seba.
Pritom jeho Jakobian

O(z+a) I(z+a)

- 10
det Jp(z,y) = ‘a(:?w) 8(3%) - ’

1 1':1’

ox dy

takze jeho absolutna hodnota je v kazdom bode (x,y) rovna 1. Preto T' (a potom aj 7") zachovava
Lebesguovu mieru.

Poznamenajme, Ze sme mohli postupovat’ aj inak. Zobrazenie T" sa da vyjadrit’ ako kompozicia
linedrneho zobrazenia (z,y) — (z, x+vy), ktoré zachovava Lebesguovu mieru (lebo jeho matica ma
determinant rovny 1, pozri Désledok 4.39) a posunutia (z,y) — (z + «,y), ktoré tiez zachovava
Lebesguovu mieru (pozri Priklad 4.3). Potom podla Propozicie 4.4 aj T zachovava Lebesguovu
mieru.

15

Buaaauvup Wropesnu Apuoann (Vladimir Igorevié Arnold, 1937-2010) bol vyznamny sovietsky a rusky matematik, v r. 1957
vyrie$il trinasty Hilbertov problém, je znamy ako spolutvorca tzv. KAM (Kolmogorov-Arnold-Moser) tedrie a ako autor mnohych
d’alsich vyznamnych vysledkov v réznych oblastiach matematiky, o.i. v dynamickych systémoch a diferenciadlnych rovniciach.

16 Angl. cat = macka. Na internete lahko najdete prislusné obrazky.
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4.6 Cvicenia a projekty

Cvigenie 4.1. Nech T': [0,1] — [0,1], T(z) = 2. Ukazte, Ze Lebesguova miera na borelovskych
mnozinach nie je invariantna pre 7.

(Precizna formulacia: Zobrazenie T je spojité, z ¢oho vyplyva, Ze je meratelné ako zobrazenie
([0,1], B, Lebg) do seba, kde B je o-algebra borelovskych podmnozin [0, 1] a Lebg je Lebesguova
miera na B. Ukazte, Zze miera Lebg nie je invariantna pre 7T'.)

Cvi€enie 4.2. Uvazujme o meratelnom priestore ([0, 1], B), kde B je o-algebra borelovskych
podmnozin intervalu [0, 1]. Nech T'(z) = 2?, z € [0, 1].

(a) Zdovodnite, preco je T': ([0, 1], B) — ([0, 1], B) meratelné.

(b) Presvedéte sa o tom, Ze ak () = 0 a u(A) = +oo pre kazda neprazdnu borelovski mnozinu
A C[0,1], tak u je miera na B, je invariantna pre 7" a u((0,1)) = +o0.

(c) Najdite aspon tri konkrétne priklady pravdepodobnostnych invariantnych mier p pre 7.

(d) Nech p je pravdepodobnostné miera na 3, invariantna pre 1. Dokéazte, Ze potom

©((0,1)) =0
(a teda p({0,1}) = p([0,1]) = 1, ¢ize p sedi na dvojbodovej mnozine {0,1}).

Cvicenie 4.3. Nech T je meratel'né zobrazenie z jedného priestoru s mierou do druhého. Ako by
ste v tejto situacii definovali, Ze T zachovava mieru?

Cvic¢enie 4.4. Nech (X, B, ;1) je priestor s mierou a nech T': X — X je bijekcia taka, ze T aj T*
st meratelné. Dokazte, Ze T zachovéava mieru u vtedy a len vtedy, ked’ T—! zachovava mieru pu.

Cvicenie 4.5. Nech T': (X, B, u) — (X, B, 1) zachovava mieru p a nech k > 2. Potom Propozi-
cie 4.4 aj iteracia T" zachovava mieru . Je obratené tvrdenie pravdivé?

Cvicenie 4.6. Nech (X, B, i, T) je mieru zachovavajici dynamicky systém (teda pu je invariantna
miera pre T'). Nech A € B m4 kone¢na p-mieru. Dokazte, ze potom u(T1\ A) = u(A\ T~1A).

Cvicenie 4.7. Nech (X, A, 1, T) je mieru zachovavajtci dynamicky systém. Predpokladajme, Ze
T je také, Zze obraz kazdej meratelnej mnoziny je meratelna mnozina. Povieme, Ze mnozina W
je slabo blidivd, ak existuje postupnost’ n; / +oo taka, ze T"W NTW = () pre kazdé i # j.
Dokazte, ze ak je miera p konec¢na, tak slabo bludivé mnoziny s kladnou mierou v takom systéme
nemozu existovat’.

Cvicenie 4.8. Nech X je nespocitatelna mnozina a nech
B ={AC X: A je spocitatelna alebo X \ A je spocitatelna}.
Definujme funkcie p,v: B — [0, 0o] takto (porovnajte s Cvicenim 3.4):

u(A) =0 ak A je spocitatelna a u(A) =1 ak A je nespocitatelna,
v(A) =0 ak A je spocitatelna a v(A) = 2 ak A je nespocitatelna.

Dokazte nasledujuce tvrdenia.
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(a) p # v su (konefné) miery na o-algebre B.

(b) Systém G = {A C X : A je spocitatelna} spliia predpoklady (D1), (D2) z Dynkinovej vety
(pozri Vetu 4.11) a pre miery u, v plati (D4). Napriek tomu, hoci p, v st koneéné, a teda aj
o-konec¢né, nie je u = v na celej o-algebre B.

(c) Vysledok z ¢asti (b) nie je spor s Dynkinovou vetou, lebo nie je splnend podmienka (D3),
neexistuje pozadované rastica postupnost’ mnozin.

(d) Ak za systém G nezvolime systém z (b) ale priamo o-algebru B, tak su splnené (D1), (D2),
(D3) ale nie D(4).

Cvicenie 4.9. Nech X =[0,1) a

)2z (modl),
Tz) = {4:1: (mod1),

wi= O
IAIA
8 08
ANAY
=N

Ukazte, ze T' zachovava Lebesguovu mieru.

Cvicenie 4.10. N4jdite priklad priestoru s mierou (X, B, ) a meratelného zobrazenia T: X —
X, ktoré nie je surjektivne a napriek tomu zachovava mieru p. (Porovnajte s Prikladom 4.18.)

Cvicenie 4.11. Nech T': [0, 1] — [0, 1] je také zobrazenie, Ze
(a) T(0) = 1/2, T(1/4) = 0, T(3/4) = 1, T(1) = 1/2,
(b) T(0) =1/2,T(1/4) =1,T(3/4) =0, T(1) = 1/2,

pricom je linearne na kazdom z intervalov [0,1/4], [1/4,3/4], [3/4,1]. VySetrite, ¢i T' zachovava
Lebesguovu mieru.

Cvicenie 4.12. Ukazte, ze Gaussovo zobrazenie nezachovava Lebesguovu mieru.

Cvigenie 4.13. Nech T: [0,1] — [0,1] je zobrazenie definované vztahom'” T'(z) = 4x(1 — z).
Kedze T je spojité, je meratelné vzhl'adom na o-algebru B borelovskych mnozin. Dokazte nasle-
dujtce tvrdenia.

(a) Zobrazenie T nezachovava Lebesguovu mieru.

(b) Zobrazenie T' zachovava mieru p definovanu ako integral jej (mimochodom neohranicene;j)
funkcie hustoty vzl'adom na Lebesguovu mieru:

r, BeB

1
B~ [
uB) J m/z(l — )
(uvedomte si najskor, ze T' je B-meratelna).
(c) Preco asi je v menovateli koeficient 77

(d) Presvedcte sa, ze T dokonca zachovava mieru p na lebesguovsky meratelnych mnozinach
(pozrite Dosledok 4.10).

17Je to jedno z tzv. logistickych zobrazeni = + rz(1 — ), r € [0,4]. Niekedy sa nazyva tiez plna parabola (plna preto, lebo prave
pre r = 4 je to surjekcia [0, 1] na seba). V teorii dynamickych systémov sa dokazuje, Ze plna parabola je topologicky konjugovana so
zobrazenim stan. Zatial ¢o stan zachovava Lebesguovu mieru, plna parabola ju nezachovéva.
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Cvicenie 4.14. Majme konecne vel'a alebo nekonecne spocitatelne vel'a po dvoch disjunktnych
otvorenych intervalov I;, = (ax,bx) C [0,1], pre k € K. Nech ), _,(bx —aj) = 1. Nech zobrazenie
T:1[0,1] — [0,1] je také, ze na kazdom z otvorenych intervalov I je linearne a zobrazuje ho
na otvoreny interval (0,1). Dokazte, ze T zachovava Lebesguovu mieru (na o-algebre vSetkych
lebesguovsky meratelnych podmnozin [0, 1]; pozrite aj Poznamku 4.30).

Cvicenie 4.15. Dokazte, ze zobrazenie T': [0,1] — [0, 1] definované vzt'ahom

£ akxecl0,1],
T(x) = %—i 1 2
= ak xTr € [5, 1]

zachovava mieru p definovant na lebesguovsky meratelnych mnozinach v [0, 1] vzt’ahom

dx
A= [ —
1(A) T
teda mieru s hustotou 1/x vzhl'adom na Lebesguovu mieru. (Na rozdiel od vSeobecnej situacie vo
Vetéach 3.43 a 4.29, T je aj borelovsky meratelné.)

Cvicenie 4.16. Dokazte, ze
T(x,y) = (x +y,x + 2y) mod 1.
je dobre definované zobrazenie dvojrozmerného torusu, ktoré zachovava Lebesguovu mieru.

CvicCenie 4.17. Ktoré afinné zobrazenia R — R, teda zobrazenia tvaru T'(z) = az+b, zachovavaju
Lebesguovu mieru? Zovseobecnite na afinné zobrazenia 7': R" — R", teda zobrazenia tvaru
T(x) = Az + B, kde A, B st matice n X n s redlnymi koeficientami.

Projekt 4.18. V Cviceni 4.7 hovorime o slabo blidivych mnozinach. Mali by teda existovat’ aj
blidivé ¢i silno blidivé mnoziny. Okrem toho, popri obrazoch mnoziny W by sme mohli uvazovat’
aj vzory. Rozpracujte, aj s pomocou literatiry, tito problematiku do formy sekcie alebo aspon
stboru cvic¢eni do tohto uc¢ebného textu.

Projekt 4.19. Vsimnite si, ze Dosledky 4.39, 4.40 a Priklad 4.41 mozno zovSeobecnit’. Podstatné
je len to, ze matica A je celo¢iselnd a ma determinat +1 alebo —1. Dimenzia nie je dolezita a
namiesto linearnych zobrazeni mozno uvazovat’ afinné zobrazenia. Spracujte tito problematiku a
aplikujte ju aj na rotacie kruznice.

Projekt 4.20. V Poznamke 4.24 sme ukézali, ze druhé cast’ Vety 4.22 neplati, ak vynechame
predpoklad, ze u(X) < co. Je mozné tento predpoklad nahradit’ nejakym inym rozumnym pred-
pokladom? (Napr. Ze T je surjekcia alebo Ze v (4) a (5) namiesto integrovatelnych funkcii budeme
uvazovat’ funkcie majice integral apod. Autor sa s tymto nestretol, dokonca sa nestretol ani s
Poznamkou 4.24, veta sa v knihach formuluje len pre priestory s kone¢nou mierou.)
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Kapitola 5

Rekurentnost’

5.1 Pocdet navratov. Poincarého veta o rekurencii

Predpoklad, ze T': X — X zachovava konecni mieru, ma doélezité dynamické dosledky. Jednym z
nich je Poincarého veta o rekurencii.!

Nech T je zobrazenie X — X a A C X. Predpokladajme, 7ze x € A. To sa d&a vyjadrit’ aj tak,
7e TO(z) € A, teda bod z je v “¢ase” 0 v mnozine A. Ak existuje také n > 1, ze aj T"(x) € A, je
prirodzené povedat’, ze bod x sa v ¢ase n vrdtil do mnoziny A. Ak je takych prirodzenych ¢isel n
nekonec¢ne vel'a (alebo presne k), budeme hovorit’, Ze bod = sa nekone¢ne velakrat (alebo presne
k-krat) vratil do A.2 Nasledujtice podmienky st pre n > 1 ekvivalentné:

(1) Existuje bod = € A, ktory sa v ¢ase n vrati do A.
(2) T"(A)NA#0D.

n | X
(3) T™"(A)N A # 0. T
Kazdé z troch podmienok je totiz ekvivalentné s tym,
ze v A existuje bod, ktorého T"-obraz je tiez v A (v A
oznaceni z Obr. 5.1, do prieniku (2) patri bod z, do
prieniku (3) patri bod y). Nazorne povedané, pod- Obr. 5.1: Bod z € A sa v Casen > 1

mienky st ekvivalentné s tym, Ze existuje T"-3ipka, vratil do A

ktora zacina aj konéi v A.

Definicia 5.1. Nech (X, B, i1) je priestor s mierou. Povieme, Ze meratelné zobrazenie T: X — X
je rekurentné (vzhladom na mieru p), ak pre kazdi mnozinu A € B s mierou p(A) > 0 existuje
bod x € A, ktory sa vrati do A (t.j. existuje n > 1 tak, ze T"(x) € A).

Inak povedané, T je rekurentné, ak je meratelné a kazda mnozina kladnej miery sa pri iterovani
niekedy (v ¢ase n > 1) pretne sama so sebou. Poznamenajme, Ze nejde o standardni terminologiu,

1 Jules Henri Poincaré (1854 — 1912) bol franctizsky matematik, fyzik, astroném a filozof. V matematike bol polyhistorom, vynikol v
mnohych jej oblastiach. Pocas §tudia problému troch telies si uvedomil, Ze vyvoj deterministického systému moéze dramaticky zavisiet’
od podiato¢énych podmienok. (Zd4a sa, Ze pred nim si to uvedomoval len J. C. Maxwell.) Tym pomohol poloZit’ zéklady modernej
tedrie chaosu. Je povazovany aj za jedného zo zakladatelov topologie. V roku 1905 dospel sucasne s Einsteinom k zadkladnym pojmom
Speciélnej teorie relativity.

2Pozor na mo#né nedorozumenia. Podla prijatej terminologie aj ak cela trajektoria z, T(z), T%(x),. .. lezi v A, tak hovorime, Ze
bod a sa nekoneéne vela krat “vratil” do A, hoci mnozinu A v skuto¢nosti nikdy “neopustil”. Jednoducho, pre bod = € A pocitame
pocet Casov n > 1, pre ktoré je T"(z) € A. “Néavrat” je teda navsteva v Case n > 1.
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ale ustalena terminoldgia neexistuje.? 3

Trividlnym prikladom rekurentného zobrazenia je identita. DalSie priklady buda zrejmé uz
o chvilu, z Vety 5.2. Zobrazenie “znizeny stan” (pozri Priklad 4.18) nie je rekurentné, lebo ak
1 — 4§ < 1 je maximalna hodnota tohto zobrazenia a za A zvolime otvorené d-okolie bodu 1, tak v
A neexistuje bod, ktory sa vrati do A.

N&s plan je dokazat’ tvrdenia, ktoré si kvoli prehl’adnosti znézornime nasledujicim diagramom:.

R R
k u(A) >0, tak
T zachovava PVR ) PVR I3 2 V) > 2
PR = T rekurentné — skoro kazdy bod z A
kone¢ni mieru slaba f. silna f. .
sa vrati do A oco-velakrat

N J
w

Standardna forma

Obr. 5.2: Poincarého vety o rekurencii: slaba forma, silna forma, Standardna forma

Veta 5.2 (Poincarého veta o rekurencii — slaba forma). Nech zobrazenie T: (X,B,pn) —
(X, B, 1) zachovdva kone¢nt mieru . Potom T je rekurentné vzhl'adom na p.

Dékaz. Nech A € B a nech u(A) > 0. Kedze T zachovava mieru pu, vetky mnoziny v postup-
nosti A,T7'(A), T-%(A),... maji rovnakt mieru, rovnt p(A) > 0. Tieto mnoZziny nemdzu byt
navzajom disjunktné, lebo ich zjednotenie by malo nekoneént mieru, zatial’ ¢o cely priestor X
ma len konefnti mieru. Preto existuju také celé ¢isla 0 < m < n, ze T-™(A) N T ™(A) # 0.
Zvolme bod zy € T-™(A) N T "(A). Potom body x,, := T™(x¢) a z, := T"(x) patria do A,
pozri Obr. 5.3.

Obr. 5.3: Tustracia k dokazu Vety 5.2

KedZze n > m, mame x, = T" " (x,,). Vidime, Ze v mnozine A existuje bod z,,, ktory sa v
case n —m > 1 vrati do A. Tym sme dokazali, ze T je rekurentné. [

3Hovori sa napr. o konzervativnych zobrazeniach alebo o nestlagitelnych zobrazeniach, ale tieto pojmy maji aj iné vyznamy. Ak
by sme mali pouzit’ analégiu s topologickou dynamikou, mohli by sme tiez vraviet’ o mierovo nebludivych zobrazeniach, aj k tomu vsak
mozno mat’ vyhrady.
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Poznamka 5.3. Predpoklad, Ze miera p je konecna, je v tejto vete podstatny. Posunutie T'(x) =
x 4+ 1 na realnej osi (so og-algebrou borelovskych mnozin a Lebesguovou mierou) je meratelné a
zachovava Lebesguovu mieru, ale nie je rekurentné. Interval [0,1) méa totiz kladnt mieru, ale pri
iterovani sam seba nikdy nepretne.

Veta 5.4 (Poincarého veta o rekurencii — silna forma). Nech zobrazenie T: (X,B,u) —
(X, B, 1) je rekurentné. Potom pre kazZdi mnoZinu A € B s kladnou mierou plati, Ze skoro kazdy
bod mnoziny A sa nekonecne vel'akrdt vrdti do mnoZiny A4

Dokaz. Potrebujeme dokazat’, Ze mnozina
Ay = {x € A: 3 nekonecne vela ¢asov n > 1 takych, ze T"(z) € A}

je plnej miery v A, teda pu(A\ A) = 0.

Nech Ag je mnozina tych bodov z A, ktoré sa nikdy nevratia do A a pre k = 1,2,... je A,
mnozina tych bodov z A, ktoré sa prave k-krat vratia do A. Potom mnozinu A mozno vyjadrit’
ako disjunktné zjednotenie (pozri Obr. 5.4):

A= (A UA UA L. )UAL. (5.1)
body z A, body z A, body z A, body z A,
ktoré sa ktoré sa ktoré sa ktoré sa
nikdy presne 1-krat| presne 2-krat nekoneéne X\ A
nevratia do A | vratia vratia vela krat
do A do A do A vratia do A
%/—/
Ao Ay Ay As
A

Obr. 5.4: Rozklad mnoziny A a priestoru X.

MnoZina A je meratelnd, teda aj A” := X \ 4 je meratelna. Kedze zobrazenie T je meratelné,
st aj vietky vzory T—4(A), T-'(AY) meratelné. Potom st vSak meratelné aj mnoziny (pre vicsiu
nazornost’ pod¢iarkujeme vzory mnoziny A):

Ag= ANT HANYNT2HAYNT3(A9)N. ..,

A= (AnT /(AN (AC)mT 3A9) N ..U
UANT N A)NT A NT (A% N...)U
UANTHA)NTA)NT (A N...)U
U ...,

4Vimnime si, Ze veta trivialne plati aj v pripade, Ze u(A) = 0. Ak je totiz u(A) = 0, tak kazda podmnozina mnoziny A je plnej
miery v A. Teda aj podmnozina tych bodov z A, ktoré sa do A vratia nekonecéne velakrat, je plnej miery v A, hoc by aj t4& podmnozina
bola prazdna, ¢o sa moze stat’ (napr. ak A = () alebo ak T je zobrazenie stan, miera je Lebesguova a A = {1}).
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A= | | AnT A% N nT AN T (A) N T V(A% N

1<i<j

o NT AN T (A) N T U (A% N L),

ey

A= A\ (AgU A UA L. ..).

Vsetky mnoziny vystupujice vo vzt'ahu (5.1) sa teda meratelné. Aby sme dokazali, ze A, ma
plnt mieru v A, stac¢i ukazat’, ze

f(Ao) = pu(A1) = p(Asz) = --- = 0.

Teraz pride kltacové miesto v dokaze: KedZe predpokladame, ze T je rekurentné, tak na dokaz
nulovosti tychto mier sta¢i ukazat’, Zze body z tychto mnozin sa do nich nikdy nevratia (pozri
Definiciu 5.1).

Ak x € Ay, tak podla definicie mnoziny Ag sa x nikdy nevrati do mnoziny A, teda ani do
mensej mnoziny Ay C A.

Podobne, ak x € Ay, k € N, tak = sa nikdy nevrati do A,. Ak by totiz pre nejaké n > 1 bolo
T"(z) € Ap C A, tak bod T™(z) (ako bod patriaci do Ay) by sa presne k-krat vratil do A. Lenze
to by znamenalo, Ze nas bod z sa do A vratil aspon k+ 1 krat (jednak v ¢ase n a potom v d’alsich
k ¢asoch). To je spor s tym, Ze = € Ay. O

Ako dosledok Viet 5.2 a 5.4 okamzite dostdvame nasledujice tvrdenie.

Veta 5.5 (Poincarého veta o rekurencii — Standardna forma). Nech T: (X,B,u) —
(X, B, i) zachovdva koneéna mieru . Potom pre kaZdi mnoZinu A € B s kladnou mierou plat,
Ze skoro kazdy bod mnoZiny A sa nekonecne vel'akrdt vrdti do mnoZiny A.5

Poznamka 5.6. Tvrdenie, Ze skoro kazdy bod mnoziny A sa nekone¢ne vel'akrat vrati do mnoziny
A nemusi byt’ prili§ uzito¢né, ak zachovavana miera pu nemé fyzikalny vyznam. Napr. ak p € X
je pevny bod zobrazenia 7', tak Diracova miera ¢, je invariantna pre 7. Poincarého veta dava:

e KedZe mnozina {p} ma kladnta mieru, skoro kazdy bod z nej sa do nej vrati nekonecne vel'a
krat. Lenze to je predsa jasné aj bez Poincarého vety, ved’ bod p je dokonca pevny bod.

Poznamka 5.7. Ten isty priklad ako v Pozndmke 5.3 ukazuje, ze predpoklad kone¢nosti miery
vo Vete 5.5 nemozno vynechat’.

Poznamka 5.8. Zobrazenie stan zachovava (kone¢ni) Lebesguovu mieru. Preto skoro kazdy bod
z intervalu (0, 1] sa don podl'a Vety 5.5 vrati nekone¢ne vela krat. Bod 1 sa don vSak nevrati
nikdy. Teda vo vete nemozno tvrdit’, Ze by sa kazdy bod mnoziny A musel do nej vratit’ (a to ani
v pripade, Ze A m4 plnt mieru).

Samozrejme, v $pecidlnych pripadoch sa moze stat’, ze uplne kazdy bod mnoziny A sa do nej
vrati nekonecne vela krat. Tak je tomu napr. ak T je identita alebo ak T je rotacia kruznice, na
ktorej mame Lebesguovu mieru (ta je invariantna pre rotacie) a A je obluk kruznice.

50pét), veta trivialne plati aj v pripade, Ze u(A) = 0, ale to neznamena, e v takom pripade by musel existovat’ bod v A, ktory sa
vobec vrati do A.
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5.2 *Horna frekvencia navratov v priestore s koneénou mierou

Zosilnime Vetu 5.5. Ukazeme, Ze ak v systéme zachovavajicom konecni mieru vezmeme hocijakia
mnozinu A kladnej miery, tak nielenze sa skoro kazdy bod mnoziny A vrati do A nekonecne vela
krat, ale dokonca sa tam skoro kazdy bod mnoziny A vracia s kladnou hornou frekvenciou! Najskor
ukézeme, Ze existuje aspon jeden taky bod v A a z toho potom napodiv odvodime, Ze skoro kazdy
bod mnoziny A ma ta vlastnost’.

Lema 5.9. Nech T: (X, B, 1) — (X, B, i) zachovdva kone¢ntt mieru p ¢ a nech p(A) > 0. Potom
existuje aspon jeden bod mnozZiny A, ktory sa vracia do A s kladnou hornou frekvenciou.

Dékaz. Nech taky bod neexistuje (odvodime spor). Potom kazdy bod mnoziny A sa vracia do A
s nulovou hornou frekvenciou, ¢ize aj s nulovou frekvenciou. Pre kazdé = € A je teda

1,2,...,N}: Trz e A 1 —
frekVA(T”x) _ ]\}g%o #{n S { ) & j\?[ } MRS } _ ]\}EI;ONZXA<TH'I> _
n=1
i ()

7 toho mozno odvodit’, ze kazdy bod x € X navstevuje mnozinu A s nulovou frekvenciou. Naozaj,
bod x € X bud vobec nenavstivi mnozinu A a potom je to trividlne, alebo pre nejaké k£ > 0 je
T*(x) € A a potom je to tiez zrejmé, lebo tento bod T*(z) sa vracia do A s nulovou frekvenciou.
Dostavame teda, ze horeuvedena limita sa rovna nule vSade na X:

A}im fn(x) =0 pre kazdé x € X. (5.2)
—00
Funkcie fy, n = 1,2,... su redlne funkcie definované vSade na X. Overime, Ze postupnost’

(fn)3%5_, splha predpoklady Lebesguovej vety o dominantnej konvergencii:

e Funkcie fy st meratelné.

Naozaj, zobrazenie T: X — X je meratelné¢ podla predpokladu, preto aj jej iteracie si
meratelné. Dalej, mnozina A je meratelna, teda charakteristickd funkcia ys: X — R je
meratelna. Z toho dostéavame, ze funkcie fy: X — R st meratelné.

o |[fn(z)] <1 pre kazdé N a pre kazdé x € X. Pritom jednotkova funkcia je integrovatelna
na X.
Naozaj, |xa(z)| < 1, preto zrejme |fy(x)] < 1. Jednotkové funkcia je integrovatelna na X,
lebo p(X) < 0.

e Postupnost’ fy bodovo konverguje (k nulovej funkcii na X).
To uz vieme z (5.2).

Podl'a Lebesguovej vety o dominantnej konvergencii st funkcie fy integrovatelné (a aj limitna
nulova funkcia je integrovatelna, to je vSak jasné) a plati

J&gr;o/deu:/(]vliinmfN) du:/Odu:O. (5.3)

6Nestaci slabsi predpoklad, ze T je rekurentné? Autor tohto textu nevie odpoved. Keby tu stagila rekurentnost’, tak aj vo vete 5.10
by stacila.
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Lenze p je invariantna pre T' a teda aj pre iteracie T, takze s vyuzitim Vety 4.22 dostavame, ze
pre kazdé N je

[twdn=y [ (o) + (e T4+ (xao ™) du

:%/(XA + XA+ xa) du = %NM(A) = p(A).

Po dosadeni do (5.3) dostaneme p(A) = 0, ¢o je spor s predpokladom, ze p(A) > 0. O

Veta 5.10. Nech T: (X, B, u) — (X, B, 1) zachovdva koneénia mieru p a nech p(A) > 0. Potom
skoro kazdy bod mnoZiny A sa vracia do A s kladnou hornou frekvenciou.

Dékaz. Pre x € A nas zaujima horné frekvencia, s akou postupnost’ 7"(z), n = 1,2, ... navstevuje
mnozinu A:
N
. #{ne{l,2,...,N}: T"x € A} 1
frekv} (T"z) := lim su . = limsup — T"x).
A( ) N—)oop N N%oopN;XA( )
In()

Z dokazu Lemy 5.9 vieme, Ze funkcie fy: X — R st meratel'né. Teda aj funkcia frekv(T"z): X —
R je meratelna. Z toho vyplyva, Ze v rozklade A = A+ LU A° st mnoZiny

At ={z € A: frekv}(T"z) > 0}, A’ ={z € A: frekv}(T"z) = 0}

meratelné. Chceme dokazat’, ze u(A°) = 0. Predpokladajme, Ze by bolo u(A°) > 0. Potom podla
Lemy 5.9 existuje bod zy € A°, ktory sa vracia do mnoziny A%, a teda aj do vi¢Sej mnoziny A,
s kladnou hornou frekvenciou. To v8ak znamend, ze xy patri do A*. To je spor s tym, Ze
To € A°. ]

Poznamka 5.11. Veta 5.10 neplati bez predpokladu p(X) < co. Kontraprikladom je T'(x) = x+1
na realnej osi s Lebesguovou mierou.

Poznamka 5.12. Veta 5.10 neplati bez predpokladu, Ze p je invariantna. Nech T': [0,1] — [0, 1]
je linearna na intervaloch [0,1/4], [1/4,1/2], [1/2,1], s hodnotami T'(0) = 0, T'(1/4) 1/2,
T(1/2) =0, T(1) = 1/2. Potom Lebesguova miera Leb je na [0, 1] kone¢na (ale nie invariantna
pre T; vysvetlite). Hoci interval A = (1/2,1] ma mieru Leb(A) > 0, ziaden bod z A sa do A
nevrati.

nd

Poznamka 5.13. Pomocou Birkhoffovej ergodickej vety sa Veta 5.10 da eSte zosilnit’. V sku-
tofnosti sa skoro kazdy bod mmnoziny A vracia do A s kladnou frekvenciou (nie iba s kladnou
hornou frekvenciou). To preto, lebo podla Birkhoffovej ergodickej vety tato frekvencia ezistuje
pre skoro kazdé x € A (lebo frekvencia frekva(x) existuje pre skoro kazdé x € X). No a ked’
existuje, tak sa zhoduje s hornou frekvenciou, ktora je kladna. Pozri Dosledok 10.2.

5.3 Kacova veta

Kacova’ veta dopliia Poincarého vetu o rekurencii v standardnej forme o kvantitativny aspekt.
Ukazuje, ako dlho (v priemere) trva bodu z A, kym sa prvykrat vrati do A.

"Mark Kac (1914 — 1984) bol polsky matematik, Steinhausov ziak. Od r.1938 zil v USA. Kacova veta je z r. 1947.
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Predpokladajme, ze T': (X, B, u) — (X, B, u) zachovava konecna mieru pu. Ak u(A) > 0, tak
z Poincarého vety o rekurencii v tandardnej forme (pozri Vetu 5.5) vieme, ze p-skoro kazdy bod
z A sa (nekonecne vel'a krat) vrati do A. Mozeme preto definovat’ tzv. cas prvého ndvratu t,(x)
bodu x € A do mnoziny A:
FA(2) min{n > 1: T"(x) € A}, ak existuje také n > 1, ze T"(x) € A,
x) =
4 ~+00, ak také n neexistuje.
Ide o funkciu
ta: A— NU{+o0},

ktord je vdaka Poincarého vete v Standardnej forme p-skoro vSade na A konecné. Je to tzv.
funkcia prvého casu ndvratu do mnoziny A.® O chvilu dokdZeme, 7e je meratelna (a kedZe je
nezaporna, tak méa integral, hoci zatial’ nevieme, ¢i konecny).

Zaujima nas stredna hodnota tejto funkcie na mnoZine A, ¢ize hodnota’

1
(tA>str = m/AtA du. (54)

Pretoze t4(z) = 400 len na mnozine miery nula, ¢o da do integralu nulovy prispevok, ma stredna
hodnota (5.4) Sancu byt’ ¢islom. O chvil'u sa dozvieme, Ze je to naozaj ¢islo (a nie 0o). UkazZe sa
totiz, Ze integral v (5.4) je konecny, ' t.j. Ze funkcia ¢, je integrovatelna. Hodnotu tohto integralu
nam dava tzv. Kacova veta.

Aby sme Kacovu vetu sformulovali a dokézali, budeme pouzivat’ mnoziny, ktoré napriek podob-
nym oznaceniam budd mat’ iny vyznam ako tie, ktoré sme pouzili v dokaze Vety 5.4. Tentokrat
rozlozime na mensie mnoziny nielen mnozinu A, ale aj jej komplement A® = X \ A. Pre body z
mnoziny A, teda body, ktoré v ¢ase 0 st v A, nas bude zaujimat’ prvy ¢as > 1, kedy sa vrdtia do
A. Pre body z mnoziny A®, teda body, ktoré v ase 0 nie st v A, nas bude zaujimat’ ¢as > 1,
kedy sa prvy raz dostani do A. Pouzijeme teda rozklad

X\AG
X:r(AluAgu---uAnu...)quo U (AfUAS U UAT UL ) U AT, (5.5)
A AC;;(\A

v ktorom
Ay =t (n)={z€A: T'(x)¢ Aprei=1,2,....n—1aT"(z)€ A}, n=1,2,...,
Ay =t (+oo) ={r € A: T'(z) ¢ Aprei=1,2,...}

a podobne
A ={rc AY: T'(x) ¢ Aprei=1,2,....n—1aT"(x) € A}, n=1,2...,
A ={r € AY: Ti(z)¢ Aprei=1,2,...}

8 Angl. “the first-return time function”.

9Ked7e 1(A) je v menovateli, vidime, pre¢o potrebujeme 0 < p(A) < +oo.

10To nie je zrejmé, lebo funkcia t4 je vo vieobecnosti neohrani¢ena. Hodnotu 4oo sice nadobtida len na mnozine miery nula (a teda
na nej ma nulovy integral), ale ona vo vSeobecnosti nadobuda aj I'ubovolne velké kone¢né hodnoty a mohlo by sa stat, Ze stred.
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Teda A, je mnozina tych bodov z A, ktoré¢ sa prvykréat vrdtia do A v ¢ase n. Mnozinu A, tvoria
tie body, ktoré st v A, ale uz sa nikdy nevratia do A. Dalej, AS je mnoZina tych bodov, ktoré st
v komplemente mnoziny A a prvykrat vojdi do A v ¢ase n. Tie body z komplementu mnoziny A,
ktoré nikdy nevojda do A, tvoria mnozinu AS.

Mézeme si tiez v&imnut, ze A je mnozina tych bodov # € X, ktorych orbita Orby(z) =
{x,T(x),T*(x),...} nepretina mnozinu A. Teda X \ AS je mnoZina tych bodov z X, ktorych
orbita pretina mnozinu A.

7 definicii horeuvedenych mnozin je zrejmé, Ze tieto mnoziny st navzajom disjunktné a kazdy
bod z X patri prave do jednej z nich. Teda (5.5) je rozklad priestoru X (niektoré z mnozin v tom
rozklade v8ak mozu byt’ prazdne).

Skor nez sformulujeme a dokazeme Kacovu vetu, je dobré si uvedomit’, ze vSetky mnoziny v
tom rozklade st meratelné, a teda budeme moct’ hovorit’ o ich mierach (meratelnost’ mnoziny
AS sa vyuzije uz pri formulovani Kacovej vety). To je zrejmé z meratelnosti mnozin A a A,
meratelnosti zobrazenia T a zrejmych vyjadreni spominanych mnozin v nasledujicich tvaroch
(vysvetlite):

Ap=A NTHAYN - T~ V(A N T(A),
A=A NT YA N - NT- DAY N,

AC = AN T AN - nT DA N T (A),
A = ANT 1A N nT- V(A% N,

Veta 5.14 (Kacova veta pre systémy zachovavajice koneé¢na mieru). Nech T: (X, B, u) —
(X, B, 1) zachovdva konecni mieru p a nech pu(A) > 0. Potom funkcia t4: A — N U {400} je
integrovatelnd a plati:

/AtA dp = p(X) — u(AS),
takze strednij ¢as prvého ndvratu bodov mnozZiny A do tejto mnoZiny je

pX) — n(AS)

Y

Doékaz. Funkcia
ta: A— NU{+o0}

nadobida hodnotu n na mnozine A, (n = 1,2,...) a hodnotu +0o na mnozine A,,. Ako sme
vysSie ukézali, vSetky tieto mnoziny si meratelné. 7 toho vyplyva, ze t4 je meratelna, a to
jednoducha meratelné (tzv. schodovita) funkcia. Navyse, vd’aka Poincarého vete o rekurencii v
standardnej forme je t4(z) < 400 pre skoro kazdy bod x € A, t.j.

11(As) = 0. (5.6)

Preto ma funkcia t4 integral
[ tadn=>"n-ua, (57)
A n=1

(eSte nevieme, ¢ je tento integral kone¢ny alebo sa rovna +00).
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Funkciu t4 integrujeme na A (len tam je definovana). Aby sme v8ak vypocitali sumu na pravej
strane (5.7), bude uzito¢né pozriet’ sa na cely priestor X. Vzhl'adom na rozklad (5.5) mame (pozri

aj (5.6)) N .
ZZ;MAJ+MAQ+§:MA%+MM§) (5.8)

-0 n=1
KedZze p(X) < 400, nekoneéné rady nezéapornych ¢isel v (5.8) konverguju. Z toho o.i. vyplyva,

ze

w(AS) =0 pre n — 0. (5.9)
Po uprave
w(X) Z )+ u(AS)) = Zu (A, UAS). (5.10)
n=1 n=1

Aby sme dalej upravili tito sumu, ideme Studovat’ mnoZiny A, U AS (odvodime vzt'ah (5.11)).
Ak sa pozrieme na definicie mnozin A, a AY, vidime, 7e pre n = 1,2,... je

A UAY ={r e AUA® = X: T(x),...,T" *(z) € A aT™(z) € A }.
Pre n > 2 to daval!l
A UAY ={r e X: T(z) € A aT(Tx),...,T"*(Tz) € A a T (Tz) € A}
={reX: T(x) e AT} =T "(AT,).
Dokazali sme tak, zZe

T71(AY) = AC

CoUAn,  n=12.., (5.11)

Odtial’, ak vyuzijeme, Ze p je T-invariantna, mame
W(AQ) = p(TAS) = p(AS, ) + plAns),  n=1,2,...
a opakovanym pouzitim (5.11) dostavame (pre fixované n > 1)

u(AS) = (ASH) + pu(Anyr) = (ASJFQ) + 1(Ant2) + p(Ang)
= N(Ag+3> + W(Anss) + p(Ans2) + p(Ans1)

= =p(AS)+ > u(A;)  prekazdé m > n.

i=n-+1

Limitovanim pre m — oo a s vyuzitim (5.9) ziskame rovnost’

w(AY) = Z w(A;) pre kazdé n =1,2,....

1=n-+1

Po dosadeni do (5.10) dostaneme

u(X i n) + (A7) i (i M(Az‘)> :

—_

n= n=1 1=n

1Ppre n =1 to dava Ay UAY = {z € X: T(z) € A} = T~1(A), ale to nevyuzijeme.
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Méme tu dvojny rad nezapornych cisel. Pre jednotlivé hodnoty n méame takéto rady:

n=2... p(A)+p(As) + ...,
n=3... u(As) + ...,

MozZeme sa na to pozerat’ ako na dvojrozmernu tabulku nezdporngch ¢isel, pricom nasou tlohou
je ur¢it’ sumu “riadkovych” sum. V takej tabulke sa vSak suma ‘“riadkovych” stiim rovna sume
“stlpcovych sam”.!? “Stlpcové” sumy vieme l'ahko uréit: v prvom stlpci je u(A;), v druhom

2u(Ay), v tretom 3u(As) atd’. Preto
(X)) = p(AS) =Y k- p(Ay)
k=1

(o nielen dokazuje konvergenciu radu vpravo, ale aj jeho stucet). Porovnanie tohto vysledku
so vzt'ahom (5.7) dokazuje prvia cast’ vety (hodnotu integralu). Jej druha ¢ast’ z nej trividlne

vyplyva. O
Poznamka 5.15. Ku Kacovej vete sa vratime v Sekcii 7.3. Ukazeme tam, Zze pre tzv. ergodické
systémy je u(AY) = 0 a v takom pripade je teda (ta)s = %, ¢ize pre body mnoziny A je

stredny ¢as ich prvého navratu do mnoziny A nepriamo timerny miere mnoziny A.

5.4 CvicCenia a projekty

Cvicenie 5.1. V Poincarého vete o rekurencii je podstatné, Ze uvazujeme o jednej mnozine A s
kladnou mierou a o navrate bodov z A do mnoziny A. Ukazte, ze ak T: (X, B,u) — (X, B, u)
zachovava kone¢nt mieru pa A, B € B, u(A) > 0, u(B) > 0, tak sa moze stat’, ze dokonca ziaden
bod z mnoziny A nikdy nenavstivi mnozinu B.

.....

dokaz nasledujuceho tvrdenia.
Nech zobrazenie T': (X, B, u) — (X, B, i) zachovava konecnd mieru p a nech u(A) > 0. Nech
k> u(X)/u(A) (potom je automaticky k£ > 2). Potom platia nasledujice tvrdenia.

(1) Medzi mnozinami

AT YA T2A,..., T~ * D4
su aspon dve, ktoré sa pretinaju, a to dokonca v mnozine kladnej miery.

(2) Rovnaké tvrdenie plati, ak vezmeme hociktorych k& mnozin v nekone¢nej postupnosti

AT YA T2A, .. ..

(3) Existuje n € {1,2,...,k — 1} tak, ze uy(ANT"A) > 0.
(3) Existuje nekone¢ne vel'a prirodzenych ¢isel n, pre ktoré je u(ANT"A) > 0.

12(¢&tovnici tento trik pouzivaja pri koneénych dvojrozmernych tabulkach. Pri nekoneénych dvojrozmernych tabulkach funguje tiez,
ak st vSetky ¢leny nezaporné.
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Cvic€enie 5.3. Nech zobrazenie T': (X, B,u) — (X, B, i) je rekurentné (napr. nech zachovéva
kone¢ntt mieru p). Nech f: X — R je kladna meratelna funkcia na X. Dokazte, Ze potom pre
skoro kazdé x € X plati

Z f(TFz) = +00.

k=0

Cvic¢enie 5.4. Cisla z € [0,1) maju dekadicky rozvoj x = 0, apajasas ..., kde a; € {0,1,...,9} a
a; # 9 pre nekonecne vel'a hodndt i. Nech FEjg je expandujtce zobrazenie na intervale [0, 1) (pozri
Priklad 4.20). Dokazte nasledujice tvrdenia:

(1) Ak x = 0, apaqrasas . . ., tak Fig(x) = 0,a1a0a3. ...

(2) Nech A je mnozina tych bodov z € [0,1), ktorych dekadicky rozvoj zacina cifrou ag = 7.
Dokéazte, ze skoro kazdy (v zmysle Lebesguovej miery) bod € A mé vo svojom dekadickom
rozvoji nekonecne vel'a cifier a; = 7.

(3) Dokazte, ze cifra 7 sa vyskytuje nekonec¢ne vela krat v dekadickom rozvoji skoro kazdého ¢isla
z € [0,1].
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Kapitola 6

Invariantné mnoziny a invariantné funkcie

6.1 Invariantné mnoziny

Pri stadiu ergodic¢nosti je vel'mi uzito¢nou nasledujica jednoducha lema.

Lema 6.1. Pre zobrazenie T: X — X a rozklad X = AUB st nasledujice podmienky ekvivalentné.

(1) T(A) €A, T(B) C B. X
(2) T-1(A) = A. A B

(3) T7(B) = B.

(4) T"H(A)= A, T7Y(B)=B. Obr. 6.1: Tlustracia k Leme 6.1

Dékaz. 7 dovodov symetrie zrejme staci dokazat’ (1)=-(4) a (2)=-(1).

Nech plati (1). Potom T71(A) neobsahuje Ziaden bod z B (znamenalo by to, Ze nejaky bod z
B sa zobrazi do A, ¢o je spor s tym, Ze T(B) C B) a podobne T~!(B) neobsahuje Ziaden bod z
A. KedZe kazdy bod z X sa niekam zobrazi, dostavame (4).

Nech plati (2). Potom neexistuje sipka z B do A (¢im myslime, Ze ziaden bod b € B sa nezobrazi
do A; taky bod by totiz patril do T~1(A), spor s (2)). LenZe neexistuje ani $ipka z A do B (keby
existoval bod a € A taky, ze T(a) € B, mali by sme a ¢ T-!(A), spor s (2)). To vSak znamena,
7e body z B sa zobrazuju do B a body z A sa zobrazuju do A, teda plati (1). m

Mnoziny s vlastnost'ou T71(A) = A stvisia s ergodi¢nost'ou. V ergodickej teorii sa také mnoziny
nazyvaju invariantnymi; zavedieme aj pribuzny pojem, tzv. skoro invariantnost’.
Pripomenme najskor, ze symetricky rozdiel dvoch mnozin je definovany vzt'ahom

AAB

AAB = (A\B)U(B\ A)
(AUB)\ (AN B).

Obr. 6.2: Symetricky rozdiel

Lema 6.2 (Vlastnosti symetrického rozdielu). Symetricky rozdiel md nasledugice vlastnosti.

105
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(1) AN) = A, ANA=10.
(2) (Komutativnost’) AAB = BAA.
(3) (Asociativnost’) (AAB)AC = AAN(BAC), takze mozZeme pisat’ ANBAC bez zdtvoriek.
(4) (AAB)A(BAC) = AAC.
(5) (Trojuholnikovd nerovnost’) AAB C (AAC) U (CAB).
(6) (Unes Aa) & (Uney Ba) € Uaes (AaB,).
(7) AkT: X Y a A,BCY, tak T-\(AAB) = T-(A)AT-\(B).
Dékaz. Cvicenie 6.3. Vsimnite si, ze (4) je dosledok (1) a (3). O
Ak (X, B, i) je priestor s mierou a A, B € B, tak budeme pisat’
A= B mod pu ak w(AAB) =0,
teda ak A a B sa v zmysle miery nepodstatne lisia. Namiesto “mod p” sa niekedy pise “mod 0.
Lema 6.3 (Vlastnosti rovnosti modu). Rovnost’ modpu md nasledugice vlastnosti.
(1) A=B modu = u(A) = u(B).
(2) A= Bmod u, B=Cmod u= A= C mod p.
(3) Ak By D B1 2 By D ... a A= B; mod p pre kaZdé i, tak A = (2, B; mod f.
(4) Ak T: (X,B,u) = (X, B, u) zachovdva mieru a ak A, B € B, tak plati implikdcia
A=Bmod yu = T YA)=T""B) mod p.

Dékaz. Cvicenie 6.4. Vsimnite si, ze ze (2) je dosledok Lemy 6.2(5). O

Definicia 6.4. V ergodickej teoérii, ak mame meratel'né, nie nutne mieru zachovavajice zobrazenie
T:(X,B,u) — (X,B, ), tak mnozina A € B sa nazyval

(a) invariantnd pre T, ak T-'(A) = A. Vsimnite si, Ze

T A)=A & (Ve X)(ze AsT(x)c A).

(b) skoro invariantnd pre T, ak T1(A) = A mod p, teda u(AAT1A) = 0.
Zobrazenie T' ma vzdy nejaké invariantné mnoZiny. Takymi st napr. ) a X.
Lema 6.5 (Niektoré vlastnosti mnozin plnej miery). V (X, B, u) plati nasledujice.
(a) Prienik spocitatelného systému mnoZin plnej miery je mnoZina plnej miery.

(b) Dve mnoziny plnej miery sa rovnaji modu.

1Pozor, niektori autori namiesto “invariantna” a “skoro invariantna” hovoria “striktne invariantna” a “invariantna”. Tiez dajte
pozor na to, ze v tedrii dynamickych systémov sa ¢asto pod invariantnou mnoZinou rozumie nie¢o iné, totiz mnozina A taka, Ze
T(A) C A, pripadne T(A) = A. Koneéne, vSimnite si, Ze pre definiciu v ¢asti (a) nepotrebujeme ziadnu mieru, sta¢i mat’ mnozinu X a
zobrazenie T: X — X. A% v Casti (b) potrebujeme mieru. Predpoklad, Zze T je meratelné, je vSak nadbyto¢ny, k samotnej definicii ho
nepotrebujeme.
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Ak (X, B, 1, T) je mieru zachovdvagici systém, tak navyse plati nasledujice.
(¢) Vzor mnoZiny plnej miery je mnoZina plnej miery.
(d) Kazdd meratelnd mnoZina plnej miery je skoro invariantnd.

Dokaz. (a) Nech A, k € K (K je spocitatelna) st mnoziny plnej miery. Potom ((,cp 4Ax)¢ =
Urer (Ax)© je zjednotenie spocitatelného systému mnozin nulovej miery, teda je to mnozina
nulovej miery. Preto (), Ak je plnej miery.

(b) Nech A, B st plnej miery. Potom

AAB = (AUB)\ (ANB)C X\ (AN B).

Podl'a (a) je AN B plnej miery a potom u(AAB) =0, ¢ize A = B mod p.

(c) Nech A € B je plnej miery. Potom X \ A je nulovej miery a kedZze T' zachovéava mieru, je
T=1(X \ A) nulovej miery a T-1(A) = X \ T7}(X \ A) je plnej miery.

(d) Nech A je plnej miery. Podla (c¢) je aj T~*(A) plnej miery, preto podla (b) je T-'(A) = A
mod pu. O

Trivialne, kazda invariantna mnozina je aj skoro invariantna. ZaujimavejSie je, ze v systéme
zachovavajicom mieru sa zo skoro invariantnej mnoziny vzdy da z pohl'adu miery ‘zanedbatelnou’
tpravou ziskat’ invariantna mnozina. Aby sme toto tvrdenie dokazali, bude uzito¢na nasledujica
lema o mnozine tych bodov, ktoré nekonecne vel'a krat vojdia do mnoziny A (namiesto “x navstivi
A” hovorime aj “z vojde do A”).

Lema 6.6. Nech X je mnoZina a T: X — X zobrazenie. Nech A C X. Oznacme
AX = {x € X: x navstivi A nekonecne vel'a krdt}.

Potom

X _ 1 -n _ 00 & -n
(1) A% = timsup, . T~(4) = i, U~ T7(4).
—_——

By
(2) MnoZina AX je T-invariantnd, t.j. T-1(AX) = AX.

Dokaz. (1) Podla definicie, z € X patri do AX prave vtedy, ked z € T~"(A) pre nekonecne
vela n > 0. Na druhej strane, podl'a definicie limes superior postupnosti mnozin v X, je aj
limsup,,_,.. T7"(A) mnozinou tych = € X, ktoré lezia v nekonetne vela mnozinach 77"(A).
Zostéava vyuzit’ fakt, ze limsup,, . M, = (\x—o Unen Mn.

(2) Nech z € T71(AX). Potom T(x) € AX ¢o znamen4, ze T'(x) vojde do A nekonetne vel'a
krat. Potom vSak tym skor aj x vojde do A nekonec¢ne vel'a krét, teda z € AX .

Obratene, nech z € AX. To znamen4, Ze x vojde do A nekonecne vel'a krat. Potom T'(z)
vojde do A mo#no o jeden raz menej, ale este stile nekone¢ne vel'a krat. Teda T'(z) € AX, odkial
v e T 1 AX).

Uvedieme ete iny dokaz invariantnosti mnoziny AX. Podla (1) mame

T YAX) =71 (ﬂ BN> = () T7'(By) =[] Bva =AY,
N=0 N=0 N=0

pricom posledna rovnost’ vyplyva z toho, ze By O B 2 By D ... [
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Sme pripraveni ukizat’, Ze v mieru zachovavajicom systéme sa zo skoro invariantnej mnoziny
da zanedbatelnou zmenou ziskat’ invariantna mnozina.

Propozicia 6.7. Nech (X,B,u,T) je mieru zachovdvajici dynamicky systém a nech A € B je
skoro invariantnd mmnozina. Potom existuje invariantnd mmnozina M € B, ktord sa zanedbatelne
lisi od A, t.j. M = A mod p.

Doékaz. Takych mnozin M moze existovat’ vela. UkéZeme, Ze pozadovanu vlastnost’ ma vzdy
napriklad mnozina M = AX z predchddzajicej lemy. Overime to.

Predovietkym, AX € B, lebo z Lemy 6.6(1) vyplyva, Ze je to prienik zjednoteni meratelnych
mnozin. Z Lemy 6.6(2) navyse vieme, Ze A% je invariantnd mnoZina. Zostava dokézat’, ze AX =
A mod . DokaZeme to postupne.?

e T7"(A) = Amod p, pre kazdé n > 0.

Pre n=0 je to trivialne. Dalej dokazujeme matematickou indukciou. Rovnost’ T71A =
A mod p plati podla predpokladu. Ak pre nejaké n > 1 je T"A = A mod pu, tak podla
Lemy 6.3(5) je T~ A = T=' A mod y a potom podl'a Lemy 6.3(3) dostaneme 7~ (") A =
A mod p.

e By = Amod p, pre kazdé N > 0 (pozri Lemu 6.6(1) pre definiciu By).
Naozaj, podl'a Lemy 6.2(6) je

AABy = AA D T"A= (G A) A (G T”A) C D (AAT™™A)
n=N n=N n=N n=N

a vyuzijuc monoténnost’ a o-subaditivnost’ miery ako aj uz dokdzand rovnost’ u(AAT"A) =
Omod p, n=0,1,..., dostaneme p (AABy) = 0 pre kazdé N.

o AX = Amod p.

7, vyssie uvedeného méme

Ag(o:ﬂBN’ BOQBlgBQQ...7 A:BNIHOdM7N:O,172,....
N=0

Podla Lemy 6.3(4) je potom A = AX mod p.

6.2 Invariantné funkcie

Doposial’ sme studovali (skoro) invariantné mnoziny pre dynamicky systém (X, B, u,T) a teraz
zavedieme eSte pojem (skoro) invariantnej funkcie. Pdjde tu o redlne alebo vSeobecnejsie kom-
plexné meratelné funkcie na (X, B, u).

Pripomenme si, ze uz v Sekcii 1.3 sme sa stretli so situaciou, ze v dynamickom systéme na
priestore X sme mali funkciu f: X — R alebo f: X — C (taku integrovatelnt funkciu sme tam
nazyvali pozorovatelnou). Zaujimal nas jej priestorovy priemer na X ako aj jej ¢asovy priemer
pozdlz trajektorie o, T, T?x, . ... Aj v Cviceni 5.3 sme v dynamickom systéme sktimali hodnoty
(kladnej) redlnej meratelnej funkcie f: X — R pozdlz trajektorie o, Tz, Tz, . .., pozri Obr. 6.3.

2Samozrejme bude treba vyuZit’ predpoklad, #Ze A je skoro invariantna, lebo inak by to nemusela byt pravda. Vymyslite taky
priklad? D4 sa to uz na dvojprvkovom priestore.
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Obr. 6.3: Hodnoty funkcie f pozdlz trajektorie

Lema 6.8. Nech T: X — X je zobrazenie. Nech f: X — R (pripadne f: X — C) je funkcia.
Potom nasledujice dve podmienky si ekvivalentné:

(al) Pre kazdé x € X je f(T(z)) = f(x).

(a2) Pre kazdé x € X je postupnost’ f(x), f(Tx), f(T%x),... konstantnd (tj. f je konstantnd
pozdlZ trajektorie bodu x)

AET: (X, B, u) = (X, B, n) zachovdva mieru p, tak aj nasledujice dve podmienky su ekvivalentné.
(b1) Pre p-skoro kazdé x € X je f(T(x)) = f(z).

(b2) Pre p-skoro kazdé x € X je postupnost’ f(x), f(Tx), f(T?x),... konstantnd (t.j. f je kons-
tantnd pozdlz trajektorie bodu x).

Dokaz. Ekvivalencia (al) a (a2) je zrejma. Aj implikacia (b2) = (bl) je trividlna. Zostéva dokazat’
implikiciu (b1) = (b2), ktord uz zrejma nie je, lebo (b2) je zdanlivo silnejsie tvrdenie ako (b1)3;
prave k dokazu tejto implikicie potrebujeme predpoklad, Ze miera p je invariantna.

Nech teda plati (bl), t.j. existuje mnozina N C X taka, ze u(N) = 0 a f(T(z)) = f(x)
pre kazdé * € N¢. Pretoze mnozina N¢ je plnej miery, podl'a Lemy 6.5(c) je kazda mnozina v
nasledujticej postupnosti plnej miery: N¢ T-Y(N®) T-2(NY),.... Pritom:

e pre x € N¢ plati f(z) = f(Tz),
e pre v € T-H(NY) plati, ze T(x) € N a teda f(T(x)) = f(T?*(x)),
e pre ¥ € T~2(NY) plati, Ze T?(x) € N a teda f(T%*(x)) = f(T3(z)),
atd. Podl'a Lemy 6.5(a) je mnozina
M = N°NTHN)YNT2N)N...

plnej miery a navyse pre kazdé x € M je f(z) = f(Tx) = f(T?z) = .... Dostali sme (b2). ]

nulovej miery a teda (bl) plati, ale pritom v mnohych trajektoriach, ¢i dokonca v kazdej trajektorii je aspoi jeden zly bod, teda (b2)
neplati.
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Definicia 6.9. Nech T': (X, B, u) — (X, B, 1) je meratelné zobrazenie, nie nutne mieru zachova-
vajuce. Povieme, Ze meratelna realna funkcia f: X — R (pripadne komplexna funkcia f: X — C)
je!
(a) invariantnd funkcia pre T, ak je kondtantna pozdlz trajektérii, teda f(T(x)) = f(z) pre
kazdé x € X, alebo inak zapisané

foT=f na X,

(b) skoro invariantnd funkcia pre T, ak f(T(x)) = f(x) pre u-skoro kazdé x € X, alebo inak
zapisané
foT =f p-skoro v8ade na X

(ak T' zachovéva mieru p, je to podla Lemy 6.8(b1)«(b2) ekvivalentné s tym, Ze f je kons-
tantna pozdlz p-skoro kazdej trajektorie).

Namiesto “skoro invariantna funkcia” sa hovori aj “funkcia invariantna mod p” alebo “funkcia
invariantna mod 0”.

Teda meratelna funkcia f je invariantna, ak je konstantna pozdlz trajektorii. PozdlZ réznych
trajektorii to mozu byt’ rozne konstanty (podla predpokladu je vSak f meratelna, takZze nejaké
obmedzenia na hodnoty f existuji). Meratelna funkcia f je skoro invariantna, ak z tohto pravidla
existuje, v zmysle miery, len malo vynimiek, t.j. ak mnozina tych z € X, v ktorych f(T'(x)) #
f(z), je nulovej miery.

Lema 6.10. Nech T: (X, B, 1) — (X, B, 1) je meratelné zobrazenie, nie nutne mieru zachovdva-
guce. Nech A € B.

(a) A je invariantnd mnoZina < x4 je invariantnd funkcia.
(b) A je skoro invariantnd mnoZina < xa je skoro invariantnd funkcia.

Doékaz. Predovsetkym, meratelnost’ mnoziny A je ekvivalentna s meratelnost'ou charakteristickej
funkcie x 4. V takom pripade plati nasledujice.

(a) A je invariantna prave vtedy, ked’ T1A = A, ¢o je zase ekvivalentné s rovnostou yr-14 =
Xa. S vyuzitim Lemy 3.40 je to ekvivalentné s rovnost'ou x4 o T = xa, €0 znamena prave
invariantnost’ funkcie x 4.

(b) A je skoro invariantna prave vtedy, ked T'A = A mod p, t.j. ked p(AAT1A) = 0. Na
mnozine AAT ™A sa charakteristické funkcie yp-14 a x4 liSia (v kazdom bode z tej mnoZiny sa
jedna z nich rovna jednej a druha nule). Mimo tejto mnoziny sa rovnaju (v bodoch prieniku
ANT 1A sa obe rovnaju jednej, mimo zjednotenia A U T~'A sa obe rovnaji nule). Teda
u(AAT1A) = 0 je ekvivalentné s tym, Ze xp-14 = x4 p-skoro vsade, ¢ize s tym, Ze xa o T = xa
p-skoro vsade. To prave znamena, Ze x4 je skoro invariantné funkcia. O]

Lema 6.11. Nech T: (X,B,u) — (X, B, u) je meratel'né zobrazenie. Nech f: X — R (alebo
X — C) je meratel'nd funkcia.

(a) Ak je f invariantnd, tak je aj skoro invariantnd.

4Pozor na terminolégiu. Namiesto “invariantna” a “skoro invariantna” sa ¢asto hovori “striktne invariantna” a “invariantna”. Teda
ak niekde ¢itate o invariantnych funkciach, musite si presne pozriet), ¢o sa tym mysli, aj ked’ z pohladu tedrie miery nie je medzi oboma
pojmami podstatny rozdiel.
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(b) Ak je f konstantnd, tak je invariantnd.
(c) Ak je [ skoro konstantnd a T zachovdva mieru, tak je f skoro invariantnd.

Dokaz. Tvrdenia (a) a (b) st zrejmé.

(c) Podla predpokladu existuje konstanta ¢ a mnozina N nulovej miery tak Ze f(x) = ¢ pre
kazdé r € X \ N. Kedze T zachovava mieru, tak aj M = N U T !(N) m4a nulovt mieru. Ak
r€ X\ M, takz ¢ Nax¢ T 'N). Ak viak = ¢ N, tak f(z) = c a ak © ¢ T-}(N), tak
T(x) ¢ N, odkial' f(T(z)) = c¢. Ukéazali sme, ze foT = f na X \ M. O

Poznamka 6.12. V Leme 6.11(c) nemoZno vynechat’ predpoklad o zachovévani miery. Nech napr.
X ={0,1}, B=2%, u(0) =0, u({0}) =0, u({1}) = 1, u(X) = 1. Potom (X, B, i) je priestor s
mierou. Nech 7(0) =1, T'(1) = 0. Potom T: X — X je meratelné zobrazenie (ale nezachovava
mieru p). Nech f(0) = 2019 a f(1) = 2020. Potom f sa skoro vSade rovna 2020, teda je to skoro
konstantna funkcia. Nie je vSak skoro invariantna, pretoze f o T = f neplati pre ziadne x € X.

Sprehl’adni sa to, ak sa obmedzime len na m.z. systémy.

6.3 CvicCenia a projekty

Cvicenie 6.1. Nech T: X — X je zobrazenie a nech A C X. Dokazte, Zze nasledujice dve
podmienky st ekvivalentné:

(1) T-1(A) = A.
(2) T-(A) C A aT(A) C A

Cvic¢enie 6.2. Ak T: X — X je bijekcia, ukdZte, Ze A C X je invariantna mnozina (t.j. T1(A) =
A) vtedy a len vtedy, ked T'(A) = A.

Cvicenie 6.3. Dokazte Lemu 6.2.
Cvicenie 6.4. Dokazte Lemu 6.3.

Cvicenie 6.5. Nech (X, B, 1, T) je mieru zachovéavajuci systém. Pripomenme, ze podl'a Lemy 6.5
je vzor mnoziny plnej miery opét’ mnozina plnej miery.

(1) Ak mnozina plnej miery ma meratelny obraz, je potom aj ten obraz plnej miery?
e vzor mnoziny nulovej miery mnozina nulovej miery’
2)J ziny nulovej miery mnozi lovej miery?
(3) Ak mnozina nulovej miery ma meratelny obraz, je potom aj ten obraz nulovej miery?

Cvicenie 6.6. V dynamickom systéme (X, T') sme definovali orbitu Orbz(x) bodu x vzt'ahom (1.2).
Definujme este tzv. Kuratowského orbitu bodu z:

Korbr(z) :={y e X: (3m,n > 0)(T™(y) =T"(x))}
alebo, ekvivalentne,
Korbr(z) := {y € X: Orbr(y) N Orbr(x) # 0}.

Vsimnite si, ze Korby(z) O Orbr(z).

Nech teraz T: (X, B, u) — (X, B, i) je meratelné zobrazenie, nie nutne mieru zachovavajuce.
Nech f je meratelna funkcia. Dokazte, Ze ak f je invariantna funkcia pre 7' (t.j. ak je f konStantna
pozdlz trajektorif), tak f je konstantna na kazdej Kuratowského orbite.
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Cvi€enie 6.7. Dokd7te analog Lemy 6.8 pre podmienku f(7'r) > f(x) namiesto podmienky
f(Tx) = f(x) (teda skimajte redlne funkcie f neklesajuce pozdlz trajektorii).

Cvicenie 6.8. Nech (X, B, u,T) je mieru zachovavajuci systém a nech f: X — R je meratelna
funkcia. Dokazte, ze ak f je neklesajica pozdlz trajektorii, tak f je p-skoro konstantnd pozdlz
trajektorii (t.j. pre p-skoro kazdé x € X je f(Tz) = f(z)).



Kapitola 7

Ergodic¢nost’

7.1 Definicia ergodi¢nosti. Stvis s invariantnymi mnozinami a invari-
antnymi funkciami

Majme meratelné zobrazenie T: (X,B,u) — (X, B,u) (obvykle sa predpoklada, ze zachovava
mieru, ale zatial' taky predpoklad nepotrebujeme).

Ak nés zaujima dynamika v systéme (X, B, u,T), tak by nam ulahéilo préacu, keby bol sys-
tém rozlozitelny v tom zmysle, Ze by sa mnozina X dala rozlozit’ na dve disjunktné, navzajom
neinteragujice ¢asti (pozri Obr. 7.1):

X =AUB, pricom T(A)C A, T(B)CB. (7.1)

Naozaj, v takomto pripade by sme mohli osobitne
skimat’ dynamiku 7'|4 a T'|p (o-algebru B aj mieru u
mozeme tiez zUzit' raz na A, raz na B). Namiesto
jedného zlozitejsieho systému by sme skumali dva A B
jednoduchsie. KedZe vsak v teérii miery nas takmer
vSetko zaujima “az na mnozinu miery nula”, nasu tilohu | ) | )
sme si v podstate nezjednodusili, ak by niektord z T T
mnozin A, B mala nulovii mieru. Preto systém po-
vazujeme za rozloZitel'ny az vtedy, ked’ v (7.1) navyse
plati

Obr. 7.1: Rozklad systému na dve
neinteragujtce casti

w(A) >0, u(B) > 0.

Systém (X, B, u, T), ktory je nerozloZitelny v horeuvedenom zmysle (teda $tadium jeho dy-
namiky si nemozeme zjednodusit’ rozkladom na dva neinteragujtice podsystémy s kladnymi mie-
rami), sa nazyva ergodicky.

Definicia 7.1. Nech (X, B, i) je priestor s mierou a T: (X, B, u) — (X, B, 1) je meratelné zobra-
zenie. Systém (X, B, u,T) sa nazyva ergodicky, ak je nerozlozitelny v tom zmysle, ze sa X nedd
vyjadrit’ v tvare

X=AUB, kde wu(A)>0,uB)>0 a T(A)CA T(B)CB.

V takom pripade tiez hovorime, Ze miera u je ergodickd pre T alebo Ze zobrazenie T je ergodické
vzhl'adom na .

113
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Poznamka 7.2. V mnohych knihach z ergodickej tedrie sa ergodi¢nost’ definuje len pre mieru
zachovavajuce zobrazenia, resp. len pre invariantné miery. Nie je to vSak nutné a mozno hovorit’ aj
o ergodickych mierach, ktoré nie st T-invariantné. Vécsinou néas vSak bude zaujimat’ ergodi¢nost’
pre invariantné miery.

Veta 7.3 (Ekvivalentné definicie ergodiénosti — invariantné mnoziny). Nech (X, B, 1) je
priestor s mierou a nech T: (X,B,u) — (X, B, n) je meratelné zobrazenie. Potom nasledujice
podmienky su ekvivalentné.

(1) Systém (X, B, u,T) je ergodicky.
(2) KazZdd invariantnd mnoZina pre T md nulovi mieru alebo plni mieru.
Ak navyse T zachovdva mieru u, tak aj nasledujiica podmienka je s nimi ekvivalentnd.
(8) Kazda skoro invariantnd mnoZina pre T md nulovi mieru alebo plni mieru.
Skor nez vetu dokazeme, pripomenme, ze (2) a (3) v danom poradi znamenajui toto:
(2') Ak Ae BaT '(A) = A, tak u(A) =0 alebo pu(X \ A) = 0.
(3") Ak Ae BaT (A) = Amod pu, tak u(A) =0 alebo u(X \ A) = 0.

Ergodi¢nost’ teda znamena, ze neexistuju netrivialne invariantné (skoro invariantné) mnoziny.

Doékaz. | (1)=(2)| Nech plati (1) ale nech existuje takda mnozina A € B, ze T~'(A) = A a u(A) >0

aj w(X \ A) > 0. Potom, ak polozime B = X \ A, mame rozklad X = AUB, A€ B, B € B,

pu(A) > 0, u(B) > 0. KedZze predpokladdame T-!'(A) = A , Lema 6.1(2)=(1) dava T'(A) C A,

T(B) C B. Teda T nie je ergodické, ¢o je spor s (1).

(2)=-(1) | Nech plati (2) ale nech systém nie je ergodicky, teda existuje rozklad X = ALl B, kde

w(A) >0, u(B) >0aT(A) C A, T(B) C B. Podla Lemy 6.1(1)=-(2) je meratelnad mnozina A

invariantna. KedZe ma kladni mieru a aj jej komplement mé kladnt mieru, dostavame spor s (2).
Predpokladajme odteraz, ze T' zachovava mieru p.

(2)=-(3) | Nech plati (2) ale nech existuje skoro invariantnd mnozina A € B, ktora ma kladna

ale nie plnt mieru. Potom podla Propozicie 6.7 existuje invariantna mnozina M € B, ktord ma

t1 istt mieru ako A, teda kladnu ale nie plnta. To je spor s (2).

(3)=(2) | Toto plati trividlne, dokonca aj bez predpokladu, Ze u je invariantna, lebo kazda

invariantna mnozina je skoro invariantna. O

Priklad 7.4 (Lebesguova miera v rovine nie je ergodickd pre posunutie). Lebesguova
miera v rovine je invariantna pre posunutie (pozri Priklad 4.3). UkaZeme, Ze nie je ergodicka.

Rovinu mozno totiz pomocou priamky rovnobeznej s vektorom v posunutia rozlozit’ na dve pol-
roviny (uzavreti A a otvorent B), ktoré sa zobrazuju g
do seba a obe maju kladni (nekone¢nii) mieru. Podl'a
definicie ergodi¢nosti systém nie je ergodicky. Iny
dokaz: Vezmeme len jednu z tych dvoch polrovin a
uvedomime si, Ze je invariantna (jej vzor je ona sama)
a pritom neméa ani nulovi ani plnt mieru. Potom Obr. 7.2: Neergodiénost’ posunutia roviny
podla Vety 7.3 systém nie je ergodicky.

Modifikujte dokaz pre pripad, ked’ je vektor posunutia nulovy, teda ide o identitu. Zovseobecnite
do vyssich dimenzii. VSimnite si, Ze posunutie na priamke si vyzaduje iny dokaz.
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Priklad 7.5 (Racionalne rotacie kruznice nie st ergodické). V Priklade 4.19 sme videli, ze
rotacie kruznice zachovavaji Lebesguovu mieru.
Ak je rotacia kruznice racionalna, kazdy bod je pe- T
riodicky s tou istou periodou ¢. Potom ak vezmeme _\
orbitu malého (!) okolia jedného bodu, dostaneme
mnozinu A pozostavajucu z g rovnako dlhych oblikov
(na Obr. 7.3 je situdcia znazornenéd pre otocCenie o
90°, vtedy je ¢ = 4). Mnozina A sa zobrazuje do Obr. 7.3: Neergodi¢nost’ racionalnej roté-
seba, ma kladnu mieru a aj jej komplement B sa zo- cie
brazuje do seba a ma kladni mieru (ak sme zvolili
okolie bodu naozaj malé). To znamen4, Ze zobrazenie nie je ergodickeé.

Priklad 7.6 (Diracova miera v pevnom bode je ergodicka). Nech T': (X, B, ) — (X, B, u)
je meratelné zobrazenie a nech T'(p) = p, t.j. p je pevny bod pre T". Potom Diracova miera ¢,
je invariantna a zrejme ergodickd pre T. Poznamenajme, Ze ak p nie je pevny bod zobrazenia T,
tak 0, nie je invariantna, ale stale je ergodicka. Priestor X totiz vobec nemozno rozlozit’ na dve
disjunktné mnoziny s kladnymi mierami.

Priklad 7.7 (Miera sediaca v periodickej orbite je ergodicka). Nech T: (X,B,u) —
(X, B, i) je meratelné zobrazenie a nech miera pu je sistredena v periodickej orbite. Potom ako
vieme je invariantna, ak vahy jednotlivych bodov v tej orbite st rovnaké a nie je invariantna, ak
nie st rovnaké. V kazdom pripade viak je ergodicka, lebo ak T—1(A) = A, tak bud’ A neobsahuje
ziaden bod tej orbity a potom pu(A) = 0 alebo A obsahuje nejaky bod tej orbity a teda cela tu
orbitu (vysvetlite) a potom p(X \ A) = 0.

Horeuvedené priklady boli jednoduché. Vo vSeobecnosti sa vSak ergodic¢nost’ overuje t’azko.
Také priklady uvidime neskor.

Veta 7.3 ukazovala, Ze ergodi¢nost’ sa da ekvivalentne definovat’ pomocou pojmu (skoro) in-
variantnej mnoziny. UkaZeme, Ze sa da ekvivalentne definovat’ aj pomocou pojmu tzv. (skoro)
invariantnej funkcie. Vysvitne, Zze ergodi¢nost’ je ekvivalentna s tym, Ze neexistuji netrivialne
(skoro) invariantné funkcie.

Veta 7.8 (Ekvivalentné definicie ergodi¢nosti — invariantné funkcie). ' Nech (X, B, 11) je
priestor s mierou® a nech T: (X, B, ) — (X, B, 1) je meratelné zobrazenie zachovdvajice mieru
. Potom nasledujice podmienky si ekvivalentné.

(1) Systém (X, B, u,T) je ergodicky.

(2) Kazdd meratel'nd invariantnd funkcia f je s.v. konstantnd.

(8) Kazdd meratel'nd skoro invariantnd funkcia f je s.v. konStantnd.
Ak navyse X je priestor s konecnou mierou, tak aj nasledujice podmienky si s nimi ekvivalentné.

(4) Kazdd integrovatelnd (t.j. patriaca do L*(X, B, i) ) invariantnd funkcia f je s.v. konstantnd.

L Aby sme skratili znenie vety, neformulujeme podmienky s funkciou f zvlast’ pre realne a zvlast’ pre komplexné funkcie. Dufame, ze
nedodjde k nedorozumeniu ak namiesto dvoch podmienok piSeme len jednu, bez Specifikacie, ¢i hovorime o realnych alebo komplexnych
funkciach (mame tak Sest’ podmienok (2) az (7), hoci kazda z nich sa da sformulovat’ pre funkcie X — R alebo pre funkcie X — C,
takZe by sme po spravnosti mali namiesto o tychto 6 podmienkach hovorit’ o 12 podmienkach ekvivalentnych s ergodi¢nostou).

2V ergodickej teorii predpokladame, Ze pu(X) > 0. Inak by cela teéria bola v podstate “o ni¢om”. V dékaze to vyuzivame.
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(5) KaZdd integrovatelnd (t.j. patriaca do L'(X, B, u)) skoro invariantnd funkcia f je s.v. kons-
tantnd.

(6) Kazdd invariantnd funkcia f € L*(X, B, u) je s.v. konstantnd.
(7) Kazdd skoro invariantnd funkcia f € L*(X, B, 1) je s.v. konstantnd.

Doékaz. Budeme predpokladat’, ze f je vzdy redlna funkcia. Ak je f komplexna funkcia, staci
osobitne uvazovat’ jej redlnu a komplexnu cast’.
(1)=-(3) | Nech T je ergodické a nech f: X — R je meratelna funkcia, pre ktort foT = f
p-s.v. Ideme dokazat’, ze f je p-s.v. konstantné.

Chceli by sme teda najst’ mnozinu plnej miery, na ktorej je f konstantna. Urobime to tak, Ze
pre kazdé n najdeme mnozinu plnej miery, na ktorej mé f oscilaciu < 1/2" a potom vezmeme
prienik tychto mnozin.

Pre k € Z a n € N definujme (pozri aj Obr. 7.4)

X’;—{xEX: %Sf(x)<k+1}—f_1[

E k+1
2n '

PAC

Obr. 7.4: Na mnozine X¥ sa hodnoty funkcie f lisia o menej ako 1/2". Pre velké n sa teda na takej
mnozine funkcia f nevelmi 1i8i od konstantnej funkcie.

KedZe f je meratelna, X* € B. Tvrdime, Ze
XaATHXR) S {z € Xt f(T) # f(2)}. (7.2)
Naozaj:

e Ak v € XF\T7YXPF), tak x € XF a T(z) ¢ XE. To znamena, Ze f(x) patri a f(Tx) nepatri
do intervalu [k/2", (k +1)/2"). Preto f(z) # f(Tx).

e Ak z € T XM\ XF tak T'(z) € XF ax ¢ XF azase f(x) # f(Tx).

Podl'a predpokladu m& mnoZina na pravej strane (7.2) nulovii mieru, preto je mnozina X* skoro
invariantna. Podl'a Vety 7.3 vSak v ergodickom systéme mé kazda skoro invariantnd mmnozina
nulovt mieru alebo plnt mieru. Teda

w(XF)y=0 alebo w(X\XF) =0

Zaroven vsak, pre kazdé fixované n, je X = ||, XF. 1de o disjunktné zjednotenie, takze
Swez (X)) = p(X) > 0. Preto pre kazdé n existuje prave jedno k, tak, ze Xj mé plnu
mieru. Potom v8ak ma plni mieru aj mnozina

Y = ﬁ Xkn,
n=1
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Tvrdime, Ze funkcia f je na mnozine Y konStantna. Naozaj, nech xz,y € Y. Potom pre kazdé n
je ,y € Xk ateda f(x), f(y) € [k,/2", (k, +1)/2"). Potom |f(z) — f(y)| < 1/2" a ked’Ze toto
plati pre kazdé n, tak f(z) = f(y). Dokazali sme tak, ze f je skoro v8ade konstantné.

(3)=(2) | Toto je trivialne.

(2)=(1)| Nech (2). Predpokladajme, ze by T" nebolo ergodické. Potom existuje rozklad X =
AU B, kde u(A) >0, u(B) > 0aT(A) C A, T(B) C B. Potom funkcia f rovna 1 na A a rovna
0 na B (teda charakteristickd funkcia mnoziny A) je konstantné pozdlz kazdej trajektorie, teda
je invariantna pre T' (f je meratelna, lebo A je meratelna). Funkcia f vSak nie je konStatntna
p-s.v., ¢o je spor s (2).

Nech teraz p(X) < oo. Potom Lo(u) € Ly(p). Okrem toho, kazda funkcia z L;(u) je auto-
maticky meratelna. Preto platia implikéacie | (3)=(5)=(4)=(6) | aj | (5)=(7)=(6) | Na ukoncenie
dokazu teda staci dokazat’ (stale za predpokladu p(X) < 00), ze (6)=-(1).

(6)=(1) | Dokaz je rovnaky ako dokaz implikacie (2)=-(1), treba len vyuzit’, zZe charakteristicka
funkcia meratelnej mnoziny A na priestore s kone¢nou mierou patri do Lo(u). To je zrejmé, lebo
ak A € B, tak (xa)®* = xa a teda [ |(xa)*|dp = [ xadp = pu(A) < p(X) < .

]

Poznamka 7.9. Mozno nahliadnut’, Ze do vety by sa dali pridat’ aj podmienky, v ktorych vys-
tupujt priestory L?, p > 1 (porovnaj s Poznamkou 4.23). My sme do vety okrem L' vybrali uz len
L?. To mé4 $pecialny vyznam. Skuto¢nost’, Ze na dokaz ergodi¢nosti T' (na priestore s kone¢nou
mierou) sta¢i implikaciu

foT = fnaX = f je konStantné s.v.

overit’ len pre funkcie f € L? znamen4, Ze mozeme vyuzit' L? Fourierove rady. To ¢asto ulahcuje
dokaz ergodi¢nosti, pozri Sekciu 8.2.

7.2 Ergodi¢nost’ a metricka tranzitivnost’

Pojem vel'mi blizky k ergodi¢nosti je metrickd (alebo mierova) tranzitivnost’.

Definicia 7.10. Meratelné zobrazenie T': (X, B, ) — (X, B, ) sa nazyva metricky (mierovo)
tranzitivne vzhladom na u, ak pre kazdé dve mnoziny A, B s kladnymi mierami existuje n > 1
tak, ze T"(A)N B # (.3

Dobré je si uvedomit’, ze
T ANB#0) < (3r e A)(T"(z) € B) < ANT "(B) #£0.
Lema 7.11. Metrickd tranzitivnost’ implikuje aj rekurentnost’ aj ergodicnost’.

Doékaz. Pouzijeme skratky MT, REK, ERG.
MT=REK| Stac¢i v definicii metrickej tranzitivnosti zvolit’ B = A.

MT=-ERG | Predpokladajme, Ze T je metricky tranzitivne ale nie ergodické. Potom existuje
taky rozklad X = AU B, ze T(A) C A, T(B) € B a u(A) >0, u(B) > 0. Potom v8ak mnozina

31de o analogiu topologickej tranzitivnosti. V topologickej dynamike, ak X je metricky (alebo, vieobecnejsie, topologicky) priestor
aT: X — X je spojité zobrazenie, tak hovorime, ze T je topologicky tranzitivne, ak pre kazdé dve neprazdne otvorené mnoziny A, B
existuje n > 1 tak, ze T"(A) N B # 0.
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A pri iterovani nikdy nepretne mnozinu B, ¢o je spor s metrickou tranzitivnost'ou (ta vyzaduje
existenciu n > 1, pre ktoré T"(A) N B # ). O

Priklad 7.12 (Ziadne d’alsie implikacie medzi MT, REK, ERG). Medzi tromi vlastnost’ami
MT, REK, ERG mo6zeme skimat’ 6 implikacii. Predchadzajica lema ukazuje, Ze obe implikacie
“vychadzajuce z MT” su pravdivé. Teraz ukazeme, Ze uz ziadna iné implikicia neplati, a to ani v
pripade, Ze miera je invariantna alebo konec¢né.

(a) Identita na [0, 1] mé& vzhl'adom na Lebesguovu mieru (ktora je invariantna a dokonca zarovei
konec¢na) vlastnost’ REK, ale zrejme nemé vlastnosti MT, ERG.

(b) Zobrazenie n — n+1 na Z so s¢itacou mierou na 2% (ktora je zrejme invariantna a o-koneéna,
ale nie kone¢na) ma vlastnost’ ERG (lebo jediné invariantné mnoziny sa () a Z), ale nema
vlastnosti MT, REK (lebo pu({1}) =1>0ale T*({1}) N {1} =0, n=1,2,...).

(b’) Podobne zobrazenie n + n+1 na Z s mierou definovanou na 2% tak, ze u({n}) = 1/(n*+1) a
teda p(A) = >, .4 1/(n*+1) pre A C Z (tato miera je koneéna ale nie invariantné; vysvetlite)
m4 vlastnost’ ERG, ale nem4 vlastnosti MT, REK.*

Vysledky z Lemy 7.11 a z Prikladu 7.12 mozno prehladne znazornit’ vo forme diagramu ako na

Obrazku 7.5.

Obr. 7.5: Stvis medzi metrickou tranzitivnostou (MT), rekurentnostou (REK) a ergodi¢nostou (ERG).
Ziadna d’alsia implikacia neplati

Vieme uz, ze MT=-(REK a ERG) a ze ziadna z vlastnosti REK, ERG samotnd neimplikuje MT.
Ja zaujimavé, ze REK a ERG spolo¢ne st uz dost’ silné na to, aby implikovali MT. Naozaj, nasle-
dujuca veta okrem iného hovori, ze MT<=(REK a ERG). Této veta zaroven pomdze odpovedat’
aj na otézku, ktord vyvstava v suvislosti s Prikladom 7.12, aky je suvis medzi MT, REK, ERG v
pripade, ze miera je invariantna a zdroven konecna.

Veta 7.13 (Ekvivalentné definicie rekurentnosti a ergodi¢nosti, resp. ergodi¢nosti).
Pre meratelné zobrazenie T: (X, B, u) — (X, B, p) si nasledugiice turdenia ekvivalentné.

(1) T je rekurentné a ergodické.
(2) Ak u(A) > 0, tak mnoZina AX je plnej miery.

4Uvedieme iny priklad s tymito vlastnostami. UvaZujme o funkcii f(x) = cz(1 — z) na intervale [0,1], pricom ¢ = 3,67857...
je zvolené tak, ze bod 1/2 (tzv. kriticky bod, derivacia v fiom je nula) sa za tri iteracie (ale nie skor) dostane do kladného pevného
bodu funkcie. Lebesguova miera na [0, 1] je kone&n4 ale nie invariantna pre f. Z hlbokych vysledkov intervalovej dynamiky vyplyva,
Ze zobrazenie f je ergodické. Je vSak zrejmé, Ze nema vlastnosti MT, REK, pretoze interval f([0,1]) je disjunktny s (lavym) okolim
bodu 1 (¢o je mnoZina s kladnou mierou).

5T.j. skoro kazdy bod z X vojde do A nekoneéne vela krat.
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(3) Ak p(A) >0, u(B) > 0, tak existujii lubovolne velké casy n tak, Ze u(ANT"(B)) > 0.5
(4) T je metricky tranzitivne.”

Navyse, ak T zachovdva mieru p a p je konecnd, tak aj nasledujice tvrdenie je ekvivalentné s
predchddzajicima.

(5) T je ergodické.

Dokaz. Kedze podl'a predpokladu je T meratelné a aj A a B st meratelné, st meratel'né aj ostatné
mnoziny vystupujice vo vete: ANT"(B) a AX (meratelnost’ AX sme zdovodnili uz v dokaze
Propozicie 6.7). Budeme este pouzivat’ mnozinu

AL = An AX

tych bodov z A, ktoré nekonecne vel'a krat vojda do A. Je zrejmé, Ze aj ta je meratelné.
(1)=(2)| Nech plati (1), t.j. nech T' je rekurentné a ergodické. Nech u(A) > 0. Chceme

ukézat’, Ze mnozina AX je plnej miery. Urobime to v dvoch krokoch.

e Najskor dokdzeme, 7e A% je kladnej miery.
Plati
AX DAL,

Ked’Ze predpokladdame rekurentnost’, podl’a Poincarého vety o rekurencii v silnej forme (pozri
Vetu 5.4), je mnozina A4 plnej miery v A. KedZe A je kladnej miery, vyplyva z toho, Ze aj
A% je kladnej miery. Potom viak aj vicsia mnozina AX je kladnej miery.

e Teraz uz dokazeme, 7e AX je plnej miery.

Podl'a Lemy 6.6 je mnozina AZX invariantnd pre T a ked’Ze uZ vieme, Ze je kladnej miery,
predpoklad ergodi¢nosti zobrazenia T' implikuje, Ze je plnej miery (pozri Vetu 7.3).

(2)=-(3) | Nech plati (2). Nech pu(A) > 0, u(B) > 0 a nech N € N. Potrebujeme dokazat’, ze
pre nejaké n > N je u(ANT~"(B)) > 0. Ozna¢me

B{y=ANT"(B).

Je to mnozina tych bodov z A, ktoré vojdia do B v ¢ase n (a mozno aj v inych ¢asoch) a je zrejme
meratel'na pre akékolvek n. 5

Podl’a predpokladu (2) skoro kazdy bod z X vojde do B nekonecne vel’a krat. Specialne, potom
aj skoro kazdy bod z A vojde do B nekonec¢ne vela krat. Inak povedané, existuje takd mnozina
M C A, ze p(A\ M) = 0 a kazdy bod z M vojde do B nekonecne vela krat, teda urcite aj v
casoch > N. Z toho vyplyva, Ze

A A A
Kedze M je plnej miery v A a A je kladnej miery, tak M je kladnej miery. Preto aj

1 (B{yy U Bix 1) U By, U...) >0

6T.j. mnozina tych bodov z A, ktoré vojdu do B v &ase n, je kladnej miery.
7T.j. ak u(A) > 0, u(B) > 0, tak existuje také n > 1, ze T"(A) N B # 0 alebo, ekvivalentne, ANT~"(B) # (.
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a zo o-subaditivnosti miery vyplyva, ze existuje n € {N, N + 1, N +2,...}, pre ktoré je
(B, > 0.

To sme prave potrebovali dokazat’.

(3)=(4) | Predpokladame (3). Nech u(A) > 0, u(B) > 0. Podla (3) existuju I'ubovolne velké
Casy, teda aj ¢as n > 1, pre ktory je u(ANT"(B)) > 0. Potom je ur¢ite ANT"(B) # (), odkial
T"(A) N B # 0. Dostali sme (4).

(4)=(1) | Toto sme uz dokéazali v Leme 7.11.

Predpokladajme teraz navyse, ze T' zachovava kone¢nt mieru pu.

(1)=-(5) | Toto je trividlne (dokonca aj bez dodato¢ného predpokladu, ze u je T-invariantna a

kone¢na).

(5)=-(1) | Nech plati (5), ¢ize nech T je ergodické. Kedze T' zachovava kone¢ni mieru u, podla

Poincarého vety o rekurencii v slabej forme (pozri Vetu 5.2) je T' rekurentné. Plati teda aj (1). O

Cast’ Vety 7.13 uved'me este v tvare dosledku. Ten ukazuje, zZe v pripade invariantnej konec¢nej
miery si ergodi¢nost’ moézeme predstavovat’ tak, Ze z kazdej mnoziny kladnej miery sa vieme dostat’
do kazdej mnoziny kladnej miery v nejakom kladnom case.

Dosledok 7.14. Nech T: (X, B,u) — (X, B, u) zachovdva koneéni mieru p. Potom T je ergo-
dické vtedy a len vtedy, ked’ je metricky tranzitivne.

Najdolezitejsiu ekvivalenciu z Vety 7.13 a ekvivalenciu z Dosledku 7.14 moézeme znéazornit’
nasledujicim diagramom.

kone&na
e
invariantnd miera

Obr. 7.6: Rekurentnost’ a ergodi¢nost’ dohromady st ekvivalenté s metrickou tranzitivnost'ou. V pripade
konec¢nej invariantnej miery je dokonca samotna ergodi¢nost’ to isté ako metricka tranzitivnost’

7.3 Kacova veta pre ergodické systémy

Ako sme sl'tbili v Poznamke 5.15, ukdZzeme, Ze pre ergodické (a koneénu mieru zachovavajice)
systémy je pre body mnoziny A stredny ¢as ich prvého navratu do mnoziny A nepriamo amerny
miere mnoziny A.

Dosledok 7.15 (Kacova veta pre ergodické systémy zachovavajiace koneéni mieru). Ak
v Kacovej vete pre systémy zachovdvajice konecni mieru (pozri Vetu 5.14) je zobrazenie T navyse
ergodické, tak u(AS) = 0. V takom pripade je

/AtAdu:,u(X) a teda (tA)Str:ﬁ/AtAduz%'
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Doékaz. Kedze miera p je konecéna, tak podla Vety 7.13, resp. jej Dosledku 7.14, je T" metricky
tranzitivne. Potom je v8ak zrejmé, Zze u(AS) = 0. Naozaj, nech u(AS) > 0 (chceme odvodit’
spor). Ak vyuZzijeme, Ze aj u(A) > 0, tak podla Definicie 7.10 existuje bod z € AS a taky cas
n > 1,7 T"(z) € A. To je spor s tym, ze body z AS nikdy nevojdi do A (pozri definiciu mnoziny
AS v Sekeii 5.3). O

Pozrite tiez Poznamku 10.3.

Poznamka 7.16 (Zermelov paradox). Majme v nddobe kone¢ného objemu N molekal plynu.
Stav tohto systému mozno opisat’ tak, Ze pre kazdu molekulu uréime polohu (3 stradnice polo-
hového vektora) a hybnost’ (opét’ 3 saradnice vektora hybnosti). Na to potrebujeme dohromady 6
¢isel. Pre N molekul potrebujeme 6N ¢isel. Kedze stav systému je urceny 6N ¢islami, mozno to
povedat’ aj tak, Ze je uréeny bodom vo fazovom (stavovom) priestore X = RV, Systém sa vyvija
v spojitom c¢ase, ale mozeme si ho vSimat’ v diskrétnych okamihoch, vzdy po uplynuti jednej jed-
notky casu, napr. sekundy — dostaneme tak diskrétny dynamicky systém. Predpokladajme, ako sa
to robi v klasickej Statistickej mechanike, Ze sa systém vyvija podla deterministickych fyzikalnych
zékonov klasickej mechaniky. Teda jeho vyvoj je opisany tzv. Hamiltonovymi rovnicami, ide o
tzv. hamiltonovsky systém.

Ak pozname podiato¢ny stav systému (bod v priestore X), tak vyvoj systému je jednoznacne
urcéeny tymito zdkonmi a cel histériu systému — jeho minulost’, pritomnost’ aj budicnost— mozno
reprezentovat’ ako uplnu trajektoriu v priestore X. V praxi je ale prakticky nemozné, aby sme
mali dost’ informacif na takéto uplné uréenie stavu systému a jeho vyvoja.® Zakladna myslienka
Statistickej mechaniky, pochédzajica od Gibbsa, je vzdat’ sa deterministického opisu vyvoja jed-
ného stavu (t.j. opisu trajektorie jedného bodu fazového priestoru X') a namiesto toho, aby sme sa
pytali “aky bude stav systému v case t”, sa pytame, “aké je pravdepodobnost’, Ze v ¢ase t bude stav
systému patrit’ do danej podmnoziny fazového priestoru X”. Dolezité s hlavne otazky tykajice
sa asymptotického vyvoja, t.j. “Co sa (pravdepodobne) stane so systémom, ak ¢as ide do +00”.

Podl’a tzv. Liouvillovej vety zo statistickej mechaniky sa vie, zZe kazdy uzavrety hamiltonovsky
systém v kone¢nom objeme m4 kone¢nu invariantni mieru (nejde o mieru, ktora meria geometricky
objem, napr. v nasom pripade zohl'adnuje nielen stradnice ale aj hybnosti molekil plynu). Pre
také systémy teda plati Poincarého veta o rekurencii.

Predstavme si teraz, ze v naSej nadobe s plynom
mame prepazku uprostred a vsetok plyn je len v l'avej i
¢asti, v spominanom poc¢te N molekul. Odstranme pre-
pazku. V tom okamihu (v case 0) je vetok plyn v l'avej
casti. Jeho stav je urceny 6N c¢islami, teda bodom v
priestore X. Existuje ale vel'a bodov v X, ktoré zod-
povedaju tomu, Ze vSetok plyn je v l'avej ¢asti — tieto Obr. 7.7: Vsetok plyn je v lavej casti.
body tvoria v X mnozinu A. Z tvaru spominanej invari- Potom vytiahneme prepazku.
antnej miery fyzici vedia, Ze miera mnoziny A je kladna.

Je vSak nesmierne mal, ak N je velmi velké.”

8Napr. N byva velmi velké (za normalnych okolnosti 1 cm? plynu obsahuje nejakych 102° molekil) a okrem toho, dokonca aj v
pripade, keby bolo N malé, je problém v danom pociatoénom case zmerat’ tych 6N Cisel, nehovoriac uz o tom, ze kazdé meranie je
zataZené chybou a drobné chyba v poc¢iato¢nych podmienkach moze viest’ k dramaticky odlisnym vyvojom (trajektoriam), teda systém
moéze byt v tomto zmysle chaoticky.

9To je dost’ zrejmé aj bez toho, aby sme zachadzali do fyzikilnych detailov. Predstavte si, ¢ mame N molekil, z ktorych kazda
sa v danom Case nachadza s pravdepodobnostou 1/2 v Tavej polovici nadoby a s pravdepodobnostiou 1/2 v pravej polovici (objem tu
interpretujeme ako pravdepodobnost’ a niet fyzikalneho dévodu na to, aby niektora z dvoch polovic nddoby bola niektorou molekulou
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Vieme, ¢o sa po odstraneni prepazky stane — plyn sa rozsiri do celého objemu nadoby. Zdé sa
nemozné, aby sa po ¢ase zase vSetkych N molekul nakopilo vlI'avo, teda aby sa bod (stav, 6 N-tica)
z A, s ktorym sme zacinali, zase vratil do A. Vdaka Poincarého vete o rekurencii vsak vieme,
ze pre skoro kazdy bod z A (teda s pravdepodobnostou 1 je to tak aj v naSom pokuse, lebo s
pravdepodobnost’ou 1 ten nas bod z mnoziny A patri do prislusnej mnoziny plnej miery v A) plati,
7e sa nekonecne vel'a krat vrati do A. Inak povedané, v nasom pokuse sa s pravdepodobnost’ou 1
stane to, ze vSetok plyn sa znovu raz nahromadi v I'avej ¢asti nadoby.

Toto sa dlho povaZovalo za paradox, ved’ to odporuje intuicii a nikto to este nepozoroval.!? V
skutocnosti to az taky paradox nie je, ved’ to, Ze sa nieco stane s pravdepodobnost’ou 1, este ni¢
nehovori o case, kedy sa to stane. Ako sme uz povedali, cely fazovy priestor X ma konecni kladnu
mieru (hovorime o tej invariantnej miere). Mnozina A, teda mnozina vsetkych tych stavov, ktoré
zodpovedaju situdciam, kedy je vSetok plyn v l'avej casti, ma sice kladnti mieru, ale nesmierne
malt, lebo N je v praxi vel'mi vel'ké. Preto mozno predpokladat’, Ze ocakavany cas prvého navratu
do mnoziny A je obrovsky (dlhsi ako vek vesmiru). Keby sme vedeli, Ze nas systém je aj ergodicky
vzhladom na spominand invariantni mieru (a pokial' sa vie, plyn v nadobe je vzhladom na
spominant invariantni mieru ergodicky systém, alebo aspon ‘skoro’ ergodicky), mali by sme to aj
teoreticky podlozené Kacovou vetou. Podla nej je ocakavany ¢as prvého névratu do mnoziny A
obrovsky, lebo mnoZina A ma vel'mi mald kladnt mieru.!!

7.4 CvicCenia a projekty

Cvi¢enie 7.1. Nech T: [0,1] — [0,1], T(z) = 2% Pomocou vhodného rozkladu [0,1] = AU B
ukézte, ze Lebesguova miera na borelovskych mnozinach nie je ergodicka pre T. (Pozrite aj
Cvic¢enie 4.1.)

Cvicenie 7.2. Vysetrite ergodi¢nost’ zobrazeni:

(a) T(z) = x + 1 na priestore (Z,2%, 1), kde p je s¢itacia miera (teda u(A) je pocet prvkov
mnoziny A).

(b) T(x) = z + 1 na priestore R s Lebesguovou mierou.

(c) T(x)
Cvi€enie 7.3. Nech T': (X,B,u) — (X, B, 1) je meratelné zobrazenie. Ak pre nejakt mnozinu
A € B je mnozina | Jo—, T7"(A)) plnej miery (t.j. w(X \U.—, T "(A)) = 0), tak hovorime, Zze
mnozina A vyzameté alebo vysaje skoro cely priestor X, alebo Ze je to tzv. “sweep-out” mnozina.
Dokazte, ze vo Vete 7.13 je s podmienkami (1)-(4) ekvivalentna aj nasledujuca podmienka:

x + 2 na priestore (Z,2%, 1), kde u je s¢itacia miera.

e Kazda mnozina kladnej miery vyzameta skoro cely priestor X.

uprednostnend). Potom pravdepodobnost), Ze vSetkych N molekul je v lavej polovici, je (1/2)N, ¢o je nesmierne mala kladna hodnota.
Z toho sa da usudit), Ze aj miera mnoziny A je nesmierne malé kladné. Ved systém sa nachidza v stave patriacom do mnoziny A préave
vtedy, ked vSetky molekuly su v lavej polovici a na tom, aké sa v tej chvili ich momenty, vobec nezélezi. Ak sa Vam takéto zdovodnenie
nezda dost’ presved¢ivé, mate eSte moznost’ uspokojit’ sa s tym, ¢o hovoria fyzici.

10Nepozoroval to vdak len preto, lebo v praxi je N velmi velké. Keby bolo N malé, dalo by sa to pozorovat. Staéi si predstavit
extrémny pripad N = 1. Ale aj ked’ N je radovo v desiatkach, tak pravdepodobnost), Ze vSetky molekuly budu v lavej polovici nie je
aZ takd mala a uvedeny jav by sa dal pozorovat. Napr. by sa to dalo modelovat’ pomocou pocitaca.

1 Asi by sme sa teda nemali obavat’ ani toho, Ze sa vetok vzduch v triede nakopi v niektorom z hornych kttov miestnosti a my sa
za¢neme dusit’, hoci podla Vety 7.13(5)=(2) resp. Vety 10.4(1)=(3) sa to s pravdepodobnostiou 1 stane. LenZe z rovnakych dévodov
ako vySsie, potrva nesmierne dlhy cas, kym sa to stane. Navyse, skor ako by sme sa zacali dusit’, vzduch by sa znovu rozptylil po celej
triede.
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Cvi€enie 7.4. Nech T: (X,B,u) — (X,B,u) je meratelné zobrazenie (nepredpokladdme za-
chovéavanie miery). Pre funkciu f: X — R uvazujme o funkcii

n—1

_ . 1 &

fla) = lim =  f(T"x)
k=0

(¢asovy priemer alebo priemer funkcie f pozdlz trajektorie bodu r € X). Dokézte, Ze ak pre

kazda funkciu f tvaru f = x4, A € B, takto definované funkcia f existuje a je konStantnéa skoro

vsade, tak zobrazenie 7' je ergodické.
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Kapitola 8
Doékazy ergodic¢nosti

Dokazovat’ ergodi¢nost’ systému je vo vSeobecnosti t'azké (vynimkou st vel'mi jednoduché systémy,
pozri napr. Priklady 7.6 a 7.7). Uvedieme dva néstroje, ktoré niekedy pri dokazovani ergodi¢nosti
pomozu. Su to Lebesguova veta o hustote a Fourierove rady.

8.1 Lebesguova veta o hustote a dokazy ergodic¢nosti

V niektorych pripadoch sa pri dokaze ergodi¢nosti da vyuzit’ tzv. Lebesguova veta o hustote.

Definicia 8.1. Nech Leb je d-rozmerna Lebesguova miera v R%. Symbolom B(z,¢) oznaéime
otvorent gul'u so stredom x € R? a polomerom ¢. Nech M C R? je lebesguovsky meratelné
mnozina a nech x € R% Potom hustotu mnoziny M v bode x definujeme ako limitu (ak existuje)

Leb(M N B(z,¢))

~ S0+ Leb(B(z,¢)) (8.1)

Bod z € R sa nazyva (Lebesguov) bod hustoty pre mnozinu M, ak d,(M) = 1.1

Obr. 8.1: K definicii hustoty mnoziny M v bode z

Teda x je bodom hustoty pre M, ak pre malé gul'ové okolia bodu x plati, Ze vel'ka cast’ takého
okolia (v zmysle miery) je tvorena bodmi mnoziny M a pre ¢ — 01 sa tato proporcia blizi k
jednotke. Vniitorné body mnoziny M C R¢ st automaticky bodmi hustoty pre mnozinu M.

Priklad 8.2. Ak M je $tvorec v rovine, tak hustota d,(M) = 1 ak z je vnatorny bod Stvorca,
dy(M) = 1/2 ak y lezi na strane Stvorca ale nie v jeho vrchole, d,(M) = 1/4 ak z je vrcholom
Stvorca a d,(M) = 0 ak u lezi mimo $tvorca, pozri Obr. 8.2.

IPismeno d v oznadeni dy (M) pochadza z anglického slova density (hustota). V definicii nepozadujeme, aby x patril do M. Napriek
tomu sa Casto hovori “bod hustoty mnoziny M” namiesto spravnejsieho “bod hustoty pre mnozinu M”. Je to podobny problém ako s
hromadnymi bodmi mnoZiny M (tiez by bolo spravnejsie vraviet' o hromadnych bodoch pre mnozinu M).

125
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Skutoc¢nost’, ze skoro kazdy bod stvorca M je jeho
bodom hustoty, nie je nahoda. Podl'a tzv. Lebes-
guovej vety o hustote, ktora o chvil'u sformulujeme,
to plati pre kazdt mnozinu M C R kladnej Lebes-
guovej miery, nech by uz t4 mnozina bola akokol'vek
‘derava’ (napr. to moze byt’ Cantorova mnozina klad-
nej miery).

Vsimnime si eSte, Ze v tomto priklade vSetky body
hustoty pre Stvorec M st bodmi M. Ak vSsak M* = Obr. 8.2: Hustota Stvorca v bode moze
M \ {c} kde ¢ je stred stvorca M, tak ¢ ¢ M* ale ¢ byt len 1, 1/2, 1/4 alebo 0
je bodom hustoty pre M*.

Veta 8.3 (Lebesguova veta o hustote). Nech M C R? je lebesguovsky meratelnd mnoZina
a nech Leb je d-rozmernd Lebesguova miera. Potom Leb-skoro kaZdy bod mnoziny M je bodom
hustoty mnoZiny M (a teda ak Leb(M) > 0, tak v mnoZine M naozaj existuji body hustoty mnoZiny

Vetu nebudeme dokazovat’, budeme ju vSak pouzivat’.

Priklad 8.4. Mnozina vSetkych iracionalnych ¢isel ako aj “tuénd” Cantorova mnozina (t.j. Can-
torova mnozina s kladnou Lebesguovou mierou) maju prazdne vnitra v priestore R, avSak podla
Lebesguovej vety o hustote maju vel'a bodov hustoty.

Sformulujeme jednoduchy désledok Lebesguovej vety o hustote(sformulujeme ho v dimenzii 1,
ale analogické tvrdenie plati v dimenzii d).

Dosledok 8.5. Nech M C R je lebesquovsky meratel'nd mnoZina kladnej miery a nech x € M je
bod hustoty (existuje podl'a Lebesquovej vety o hustote). Nech § > 0. Potom pre vietky dostatocne
malé € > 0, pre interval [ = B(x,e) = (x — e,x + ¢) plati

Leb(INM) > (1 —9)Leb(]).
V takom pripade budeme hovorit, Ze interval I je (1 — §)-vyplneny mnoZinou M .?

Dékaz. Kedze Leb(M) > 0, podl'a Lebesguovej vety o hustote naozaj existuje bod x € M, ktory
je bodom hustoty mnoziny M, teda d,(M) = 1 (dokonca skoro kazdy bod = € M je taky). Potom
v8ak z definicie (8.1) dostavame nasledovné: Pre I'ubovolne malé § > 0 existuje g9 > 0 tak, ze pre
kazdé £ < g¢ interval I = B(z,¢) = (v — &, + ¢) spliia nerovnost’
Leb(I N M)
Leb(7)

¢im je dokaz skonceny. O

> (1_5>7

Teda ak M C R je kladnej Lebesguovej miery a € M je bod hustoty, tak napr. pre § = 0,01
kazdy dostatocne kratky interval I = (z — ¢,z + ¢) spliia nerovnost’

Leb(I N M) > 0,99 Leb(I).

To znamené, Ze interval I je aspon na 99 percent vyplneny mnoZinou M (v zmysle nasej dohody
hovorime, ze je 0,99-vyplneny mnozinou M).

2Spravnejsie by bolo vraviet, Ze je aspon (1 — §)-vyplneny mnozinou M.
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Lema 8.6. Nech I a I, o € J sii také (nedegenerované) intervaly, Ze I = | |, Io. Predpokladag-
me, Ze interval I je (1 — §)-vyplneny (lebesquovsky meratelnou) mnoZinou M. Potom aj niektory

z intervalov 1, je (1 — 0)-vyplneny mnoZinou M.

Dokaz. KedZe intervaly st nedegenerované, je indexovd mnozina J kone¢na alebo nekone¢na spoci-
tatelna, takze bude mat’ zmysel hovorit’ o suméach ;.

Pripust'me, Ze tvrdenie neplati, teda Leb(I, N M) < (1 — 0) Leb(/,) pre kazdé o € J. Potom
vsak

Leb(I N M) = Leb <M n| | Ia) = Leb <|_| (M N Ia)> = Leb(MN1,)

acJ acJ acJ
<> (1-6)Leb(l,) = (1—6) > Leb(I,) = (1 — 6) Leb(I),
acJ acJ
¢o je spor s tym, ze interval I je (1 — §)-vyplneny mnozinou M. O

Horeuvedené pojmy a fakty teraz vyuzijeme na dokaz ergodic¢nosti niektorych mieru zachova-
vajucich systémov.

Podl’a prikladu 4.19 vsetky rotécie kruznice zachovavaju Lebesguovu mieru. Podl'a Prikladu 7.5
racionalne rotacie nie st ergodické. Teraz ukazeme, Ze iracionalne rotéacie ergodické si.

Veta 8.7. Iraciondlne rotdcie kruZnice si ergodické (vzhl'adom na Lebesguovu mieru Leb ).

Dékaz. Nech T je iracionalna rotacia kruznice. Kedze T' zachovéava koneéna Lebesguovu mieru Leb,
podla Désledku 7.14 staci dokazat’, ze T je metricky tranzitivne. Nech teda Leb(A) > 0,
Leb(B) > 0. Potrebujeme dokazat’, Ze pre nejaké n > 1 je T™(A) N B # 0.

Zobrazenie T' ma peknu vlastnost’, Ze nielen vzor, ale aj obraz meratelnej mnoziny je meratel'na
mnoZina s tou istou mierou (to vyplyva napr. z toho, Ze aj T~! je iracionalna roticia a teda
zachovava mieru Leb). Tiez pripomenme, ze kazda orbita zobrazenia T je husté (to vyplyva napr.
z Prikladu 2.15 a Cvicenia 2.3). Navyse, kruznica S! je loklne intervalom (mézeme ju dokonca
chapat’ ako interval [0,1)), a tak na mnoziny A, B mozeme aplikovat’ Dosledok 8.5.

Nech a je bod hustoty pre mnozinu A a nech b je bod hustoty pre mnozinu B. Zvol'me 6 > 0.3
Potom vsetky dostato¢ne malé* okolia bodu a st (1—§)-vyplnené mnoZinou A a vietky dostato¢ne
malé okolia bodu b st (1 —d)-vyplnené mnozinou B. Mdézeme teda zvolit’ okolie Is bodu a a okolie
Js bodu b (st to teda otvorené obluky na kruznici a zavisia od vol'by ¢) tak, ze

Leb(Is N A) > (1 — §) Leb(y), Leb(Js N B) > (1 — ) Leb(Js)
a I5 je dvakrat kratsi ako Js, teda
Leb(fg) = (1/2) Leb(J(;)

KedZe stred a intervalu /5 méa hustu orbitu, existuje n > 1 také, ze jeho T™-obraz je natol’ko
blizko stredu intervalu Js, ze T"(Is) C Js (vyuzili sme, Ze interval 77 (/5) mé rovnaku dlzku ako
Is, teda poloviénu v porovnani s dlzkou Js); vid’ Obr. 8.3.

3Zatial lubovolné, ale neskor upresnime, aké malé.

4Toto je dolezité: Nielen pre Fubovolne malé, ale pre vietky dostato¢ne malé. Teda nielen existujiu I'ubovolne malé polomery,
pre ktoré to plati, ale existuje také eo, ze pre kazdy polomer € < eg to plati. Len vdaka tomu je jasné, Ze moézeme predpokladat’
Leb(Is) = (1/2) Leb(Js).
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Obr. 8.3: K dokazu, Ze iracionalna rotacia kruznice je ergodicka

V intervale Js s mierou Leb(J;) teda lezi mnozina J;N B s mierou Leb(JsNB) > (1—6) Leb(Js),
ale aj mnozina 7™ (Is N A) s mierou Leb(7T™(Is N A)) = Leb(Is N A) > (1 — §) Leb(Is). Sucet ich
mier je

Leb(Js N B) 4+ Leb(T™(I5 N A)) > (1 — 6) Leb(Js) + (1 — &) Leb(I;) = 2(1 — §) Leb(J),

¢o je ostro viac ako Leb(Js), ak zvolime § dostatoéne malé. Teraz si sta¢i uvedomit’, ze ak teda
§ zvolime takéto, tak J; N B a T™(Is N A) sa nevyhnutne pretinaji® (dokonca v mnoZine kladnej
miery). Preto sa pretinaju aj ich nadmnoziny B a T"(A) (dokonca v mnoZine kladnej miery).
Tym je dokaz skonceny. O]

V Priklade 4.20 sme ukazali, Ze expandujiice zobrazenia kruznice zachovavaju Lebesguovu
mieru. Su aj ergodické. Ukazeme to teraz pre zobrazenie Fj.

Veta 8.8. Ezpandujice zobrazenie kruznice Ey: [0,1) — [0,1), Es(x) = 2z mod 1, je ergodické
(vzhl'adom na Lebesquovu mieru Leb ).

Dékaz. Kvoli jednoduchosti piSme 7' namiesto E5. Predpokladajme, Zze T' nie je ergodické, t.j.
existuje rozklad [0,1) = AU B kde Leb(A) > 0, Leb(B) > 0, T(A) C A, T(B) € B. Odvodime
Spor.

Nech x € A je bod hustoty mnoziny A. Mdzeme predpokladat’, ze 0 < z < 1, pretoze skoro
kazdy bod mnoziny A je bodom hustoty. Fixujme 6 > 0. Podl'a Dosledku 8.5 existuje taky
otvoreny interval I5 C [0, 1), Ze

Leb(I5 N A) > (1 — 8) Leb(I5).

Interval 5 nahradime vhodnej$im intervalom, s ktorym sa bude lepsie pracovat’. Za tym tcelom
uvazujme o systéme vSetkych dyadickych intervalov

pi_ [k k1
0’ on

n

), n=12... k=01,...2"-1

(¢islo n nazyvame rddom dyadického intervalu DF). Je zrejmé (vysvetlite!), Ze nas otvoreny inter-
val Is mozno vyjadrit’ v tvare disjunktného zjednotenia nejakého systému dyadickych intervalov

51dea bola: Ak v nejakom intervale je napr. 99% zafarbenych na &erveno (teda len 1% je nezafarbené na &erveno) a v nejakom jeho
podintervale s polovi¢nou dlzkou je 99% zafarbenych na modro, tak nejaky bod méa obe farby, ved 99% z polovice celku je viac ako 1%
z celku. To ¢o je modré sa nemohlo zmestit’ do komplementu toho, ¢o je ¢ervené. Modré pretina Cervené.
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(je ich vo vSeobecnosti nekone¢ne vela, s radmi idicimi do nekone¢na). Potom v8ak na zéklade
Lemy 8.6 existuje dyadicky interval D, pre ktory

Leb(D N A) > (1 — §) Leb(D). (8.2)

Teraz si vSimnime, ako zobrazenie T' = F5 zobrazuje dyadické intervaly (vid’ Obr. 8.4):

] pmm e e oo
| |
| |
| ~ |
& | / |
v o |
(N T T T T | :
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
l Y l ,‘
0 1 1 3 1
1 2 1
Dy
DY D!

T

T

Obr. 8.4: Zobrazenie Fy a dyadické intervaly

e kazdy z dvoch intervalov [g, %), [%, %) prvého réadu sa ‘l'avou polovicou’ alebo ‘pravou polovi-
cou’ zobrazenia Fs, teda v kazdom pripade linedrnym zobrazenim so smernicou 2 zobrazuje
na cely interval [0, 1);

e kazdy zo Styroch intervalov [2%, 2%), [2%, 2%), [2%, 2%), [2%, 5%) druhého rddu sa zobrazuje na

niektory interval prvého radu a teda druhou iteraciou sa zobrazuje na cely interval [0,1),
pricom v kazdom kroku sa pouziva linearne zobrazenie so smernicou 2;

e vieobecne, kazdy interval n-tého radu sa n-tou iterdciou zobrazuje na cely interval [0, 1),
pricom v kazdom z n krokov sa pouziva linearne zobrazenie so smernicou 2.

Uvedomme si eSte, Ze linedrne zobrazenie so smernicou 2 zobrazuje intervaly na intervaly dvakrat
dlhsie, a teda meratelné mnoziny na mnoziny s dvojnasobnou Lebesguovou mierou. Ak néas
dyadicky interval D zo vzt'ahu (8.2) je radu n (a teda ma dlzku Leb(D) = 1/2"), tak T"(D) = [0, 1)
a

Leb(T"(D N A)) =2"Leb(DNA) >2"(1 —0)Leb(D) =1-4. (8.3)
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Ked7e T'(A) C A, tak T"(DN A) C AC[0,1). Potom s vyuzitim (8.3) dostavame, Ze
1> Leb(A) > Leb(T"(DNA)) > 1—0.

Pretoze § > 0 bolo I'ubovolné, mame odtial’ Leb(A) = 1, ¢o je spor s tym, ze Leb(B) > 0. O

8.2 Fourierove rady a dokazy ergodic¢nosti

Ukazeme, ako je mozné pouzit’ Fourierove rady spolu s Vetou 7.8 na dokaz, Ze niektoré zobrazenia
na kruznici T! = R/Z alebo na téruse T¢ = R4/Z% d > 2, st ergodické. Takéto dokazy er-
godi¢nosti st pomerne jednoduché a elegantné, potrebné je vsak vediet’ niektoré zakladné fakty z
tedrie Fourierovych radov. Uvedieme ich bez dokazov.

8.2.1 Fourierove rady pre funkcie na kruznici

Uvazujme o kruznici T' = R/Z so o-algebrou B borelovskych mnozin a s Lebesguovou mierou
Leb. Potom (T, B, Leb) je priestor s mierou. Vezmime funkciu f: T! — R. Ak si predstavime
kruznicu R/7Z ako interval [0, 1] s koncami zlepenymi do jedného bodu, vidime, Ze si funkciu f
mozeme predstavit’ ako funkciu [0,1] — R, ktorda ma v bodoch 0 a 1 rovnaké hodnoty. Taku
funkciu viak mozno (jedinym spoésobom) predizit’ do periodickej funkcie R — R s periédou 1.
Obratene, od takej periodickej funkcie sa da prejst’ k jej zuZeniu na [0,1]. Toto zuZenie ma v
bodoch 0 a 1 rovnaké hodnoty. Preto jednoznac¢ne urcuje funkciu na kruznici. Pozri Obrazok 8.5.

Obr. 8.5: (Realna alebo komplexn4) funkcia na kruznici indukuje (realnu alebo komplexnti) 1-periodicka
funkciu na R a obratene.

Teda uvazovat’ o funkcii f: T! — R je to isté ako uvaZovat’ o periodickej funkcii f: R — R s
periodou 1, teda f(z + 1) = f(x) pre kazdé = € R.

Predpokladajme, ze f € L'(T!, B, Leb) alebo, ekvivalentne, nech f je 1-periodicka funkcia na
R, ktorej ziZenie na [0, 1] je lebesguovsky integrovatelné. K funkcii f priradime tzv. Fourierov
rad® funkcie f, t.j. rad

% + ;(an cos 2mnx + b, sin 2wnz), (8.4)

6 Ak chceme byt presnejsi, hovorime o trigonometrickom rade. Pojem Fourierovho radu je vieobecnejsi, nemusia v iom vystupovat’
trigonometrické funkcie.
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kde
1 1
Ay, = 2/ f(z) cos 2mnz d Leb, b, = 2/ f(z)sin2mnx dLeb. (8.5)
0 0

Predpoklad f € L'(T!, B, Leb) zarucuje, Ze a, a b,, a teda aj Fourierov rad, st dobre definované.
Pozor, netvrdime, Ze Fourierov rad funkcie f konverguje k funkcii f. Zatial’ ide len o to, Ze ho k
funkcii f formélne priradime. Toto priradenie vyjadrujeme zépisom

flz) ~ % + ;(an cos 2mnx + by, sin 2rn). (8.6)

Vyhodné je vyjadrit’ tento rad pomocou komplexnych funkcii, s vyuzitim vzt'ahu

e = cos(2mnx) + isin(2mna),
z ktorého sa I'ahko odvodi, Ze
1 i2Tnx —12mnx : 1 12Tnx —12mnx
cos(2mnz) = 5 (e +e ), sin(2mnz) = — (e —e ).
i
Po dosadeni sa (8.6) a (8.5) zmenia na
& . 1 .
flz) ~ Z cn€?™ kde ¢, = / f(z)e ™™ d Leb (8.7)
n=-—00 0

(8peciélne, ¢y = fol f dLeb). Cislo ¢, sa nazyva n-ty Fourierov koeficient. Ak chceme zdoraznit’
zévislost’ ¢, na f, piseme ¢, (f).

Pre nase ucely postaci, ak sa obmedzime na Fourierove rady funkcii f z mensieho priestoru
L?(T!, B, Leb).” Toto je Hilbertov priestor a preto skor, nez zhrnieme potrebné fakty o Fourierovych
radoch v L*(T?, B, Leb), bude uZito¢né zopakovat’ zdkladné fakty o Fourierovych radoch vo vieobec-
nych Hilbertovych priestoroch.

Hilbertov priestor H je taky linearny (¢ize vektorovy) priestor nad polom C (pripadne R),
v ktorom mame skaldrny sicin (.,.) a od neho odvodenta normu ||v| = +/(v,v) a priestor je
uplny vzhl'adom na metriku odvodent od normy, t.j. vzhl'adom na metriku definovani vzt'ahom
o(u,v) = Jlu—wvl|.

Mnozina vektorov ' C ‘H sa nazyva ortonormdlna, ak kazdy vektor z E méa normu 1 a kazdé dva
rozne vektory z E sa ortogondlne, t.j. maju skalarny siacin 0. Plati veta, ze v takom pripade pre
kazdy vektor v € H je (v,e) = 0 pre vSetky vektory e € E s vynimkou spocitatelného mnozstva.
Ak teda oznacime

E,={e€ E: (v,e) # 0},

.. : b y . o )
tak mnozina F, je spocitatelnd. NavySe, suma ) ., (v, e)e konverguje v H nezavisle na poradi
¢lenov.

"To preto, lebo Lebesguova miera na kruznici je koneéna a tak podla Vety 7.8(6)<(1) je ergodi¢nost’ meratelného zobrazenia
T: (T', B,Leb) — (T!,B,Leb) ekvivalentna s tym, Ze kazda invariantna funkcia f € L?(T!, B,Leb) pre zobrazenie T je skoro vade
konstantné. (Na dokaz toho, Ze kazd4 invariantna funkcia f € L2(T!, B, Leb) je skoro viade konstantna sa daji vyuzit’ prave Fourierove
rady.)
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V kazdom Hilbertovom priestore existuje tzv. ortonormdina bdza, teda ortonormélna mnozina
s tou vlastnost’'ou, ze pre kazdé v € H je

v = Z (v, e)e. (8.8)

eck,

Tato formula sa nazyva Fourierovgm rozvojom/radom vektora v vzhl'adom na ortonormélnu
bazu E. Koeficienty (v, e), e € E,, sa nazyvaju Fourierove koeficienty. Stucet nekonecného radu v
Hilbertovom priestore sa samozrejme definuje ako limita postupnosti ¢iasto¢nych suctov (teda ako
limita istej postupnosti elementov metrického priestoru H). Vztah (8.8) ukazuje, ze v Hilbertovom
priestore H sa k elementu v € H (a ortonormélnej baze E) nielenze prirad'uje Fourierov rad, ale
tento rad ma navysSe ti prijemnu vlastnost’, ze konverguje a jeho stcet je prave v.

Plati veta, ze

e v kazdom Hilbertovom priestore existuje ortonormalna baza, teda

e v kazdom Hilbertovom priestore mozno vektory vyjadrovat’ ako sucty svojich Fourierovych
radov.

Ortonormalna baza mdze byt’ kone¢né, nekonecna spocitatel'na alebo nespocitatelna. Kazdé dve
ortonormalne bazy Hilbertovho priestoru H maju rovnakt kardinalitu a té sa nazyva dimen-
ziou H.® Ortonormalna baza je spocitatelna® prave vtedy, ked’ H je separabilny.

Kazdy nekone¢no-rozmerny (realny, resp. komplexny) separabilny Hilbertov priestor je izomet-
ricky izomorfny s (realnym, resp. komplexnym) priestorom L*([0,1]). Ide o priestor (realnych,
resp. komplexnych) lebesguovsky meratelnych funkcii f na [0, 1], pre ktoré je |f|* lebesguovsky
integrovatelna. Pritom funkcie rovnajuce sa skoro vSade stotoziujeme. Pripomenme, ako sa v
tomto Hilbertovom priestore definuje skalarny sicin a od neho odvodend norma a vzdialenost’
(symbol Leb tu ozna¢ujeme Lebesguovu mieru na [0, 1] a pruh ozna¢uje komplexni konjugéciu,
a+ib=a—ib):

(f. ) = /0 fgdLeb,

1 1/2
11l = (F. ) = (/ |f|2dLeb) |

’ 1 1/2
dfg) = If = gll, = (/ |f—gl2dLeb) |

Zopakujme, Ze elementami priestoru L?([0, 1]) nie st jednotlivé funkcie, ale triedy takych funkcii,
ktoré sa rovnaju skoro vsade. V tychto triedach mézeme ako reprezentantov zvolit’ funkcie, ktoré
maju vlastnost’ f(0) = f(1), lebo zmena funkcie v jednom bode z [0, 1] nemeni meratelnost’,
integrovatelnost’ ani hodnotu integralu. Teda s rozumnou mierou nepresnosti moézeme povedat’,
e

L*([0,1]) = L*(T*, B, Leb).

8Neplet'te si pojmy ortonormalna baza Hilbertovho priestoru H a baza vektorového priestoru . Pre nekoneéno-rozmerné Hilbertove
priestory ortonormalna baza nie je bazou v zmysle linearnej algebry (teda vektory z H nemusia byt’ kone¢nymi linedrnymi kombinéciami
vektorov bazy; vo formule (8.8) ide len o konvergenciu takych koneénych linearnych kombinéacii ku vektoru v).

9Aj koneénii mnozinu povazujeme za spoéitatelna.
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Preto si Fourierove rady (realnych, resp. komplexnych) funkcif na kruznici T' predstavujeme ako
Fourierove rady pre funkcie z (redlneho, resp. komplexného) priestoru L%([0, 1]), ktoré majia v 0
a 1 rovnaké funkéné hodnoty. Je dobre znamym faktom, Ze v tomto priestore napr. funkcie e,
definované vzt'ahom

i2mTnx

en(x) :=¢e = cos(2mnx) + isin(2mnx), nez

tvoria ortonormalnu bazu. Prave Fourierove rady vzhl'adom na tato ortonormélnu bazu budeme
odteraz uvazovat’.'® Kazda funkciu f € L*(T!, B, Leb) = L*([0,1]) teda moZno vyjadrit’ v tvare

f= chen, kde ¢, = (f, en),

ne”L

pricom rovnocenne pouzivame aj zapis

f(z) = chen(x) = chewmx, kde ¢, = /01 féndLeb = /01 f(z)e ™™ dLeb. (8.9)

nel neZ

To sa od klasickych vzorcov (8.7) pre funkcie z L'(T!, B, Leb) zdanlivo 1i§i len vel'mi mélo, v
skutocnosti je vsak rozdiel velky:

e Zatial’ ¢o v (8.7) je Fourierov rad len priradeny k funkcii f € L'(T!, B, Leb), v (8.9) méame
rovnost’ medzi funkciou f € L*(T!, B, Leb) a stu¢tom jej L?-Fourierovho radu.

e Ak pre nejaku funkciu f € LY(T!,B,Leb) piseme, ze f(z) ~ D07 _ ¢,e™™* tak len
konstatujeme, ze rad vpravo je Fourierov rad funkcie f. Nehovorime ni¢ o tom, ¢ rad v tom
¢ onom zmysle konverguje a ak konverguje, tak ¢i konverguje k funkcii f. Vo vSeobecnosti
ten rad nemusi konvergovat’ ani v L' norme ani rovnomerne ani bodovo skoro viade, a uZ
vobec nie k funkcii f.

To bol klasicky a tazky problém v ¢asti matematiky zvanej klasickd harmonickd analyza. Pre dosta-
tocne pekné funkcie, napr. pre funkcie so spojitou derivaciou sa vie, ze Fourierov rad bodovo konverguje
v kazdom bode , a to prave ku f(z) (navyse, konvergencia je rovnomerna). Kolmogorov,!! ako stu-
dent vo veku 19 rokov, vo svojej prvej vedeckej praci skonstruoval priklad L'-funkcie, ktorej Fourierov
rad diverguje skoro vSade (neskor to dokonca vylepsil (¢i vyhorgil?) na divergenciu vSade). Problém,
¢i Fourierov rad kazdej spojitej (podla inych prametiov kazdej L?) funkcie konverguje skoro vade
bol sformulovany Luzinom'? v 20-tych rokoch 20. storo¢ia a bol otvoreny az do r.1966, kedy Car-
leson'? publikoval kladnt odpoved’. Hlboké Carlesonova veta tvrdi, Ze Fourierov rad kazdej L2-funkcie
konverguje skoro viade ku f(z).

Vo v8eobecnosti je to tak, Ze v niektorych bodoch z Fourierov rad konverguje ku f(z), v inych kon-
verguje k nie¢omu inému ako f(x) a v ostatnych bodoch diverguje (a to nas este zaujima, ¢i v pripade
konvergencie ide o rovnomernt konvergenciu, absoliutnu konvergenciu apod.) V snahe opisat’ pris-
lusné mnoziny bodov, matematici zistili, Ze im chyba aparat na opis takych mnozin. Je zname, ze k

vytvoreniu tedrie mnoZzin priviedol Cantora prave jeho vyskum trigonometrickych radov.

0Dobre si zapamitajte, Ze funkcii 2 — €2™"% sme dali meno e,. Toto oznalenie budeme pouzivat.

11 Angpen Huronaesuu Komvoropos (Andrej Nikolajevié Kolmogorov (1903-1987)) bol rusky /sovietsky matematik, ktorého mozno
zaradit’ medzi poslednych polyhistorov v matematike. Patril medzi $pi¢ku vo viacerych odvetviach matematiky a fyziky, najméa v teérii
pravdepodobnosti, topolégii, intuicionistickej logike, tedrii turbulencie, klasickej mechanike a vypoctovej zlozitosti.

12 Hukonait Huxomaeswa Jlysun (Nikolaj Nikolajevié Luzin (1883-1950)) bol rusky /sovietsky matematik znadmy svojimi pracami
v deskriptivnej teérii mnozin a v aspektoch matematickej analyzy, ktoré saviseli s topologiou.

BLennart Axel Edvard Carleson (nar. 1928) je Svédsky matematik, vediica osobnost’ v harmonickej analyze. Jeho najslavnejsi
vysledok je dékaz Luzinovej hypotézy. Pracoval aj v komplexnej dynamike.
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o Ak f je L*-funkcia a pre Fourierov rad funkcie f napiSeme f = > . cue, alebo f(z) =
Y onez Cren(T) =3, o7 €™ tak tym nemyslime to, Ze ten rad bodovo konverguje v kazdom
bode ku f(z).'* Danym zapisom mame na mysli to, ze f = > _, ¢,e, v L*-norme, teda ze
v Hilbertovom priestore L*(T!, B, Leb) méa dany rad stcet f. Ide tu jednoducho o §pecidlny
pripad rozvoja (8.8). Presne to znamend, 7e ak oznacime N-ty Ciastoény sucet Syf =

N Cnen (0 je akasi L>-funkcia), tak ||Syf — fll, — 0 pre N — 4o0. Ak to chceme

2 2 .
zdoraznit, budeme (aj ked’ netradicne) pisat’ f = 3", cue, alebo f(z) = Y, c ™2
Prijmeme dohodu:

7

Ak f a gn, n € Z st L?>-funkcie a v Hilbertovom priestore L? je f stu¢tom radu > ez T
tak namiesto f = Y _, g, budeme niekedy pouzivat’ obsaznejsi zapis

=Y (8.10)

neE”L

Specialne, ak budeme hovorit’ o Fourierovom rade L2-funkcie f, tak namiesto zapisu
f~>0" cne, budeme pouzivat’ obsaznejsi zapis

fL——2 Z Cnen, alebo f(z) = Z Cp €™ (8.11)
FR

n=—oo n=—0oo

Ten vyjadruje nielen to, Ze >~ cye, je Fourierov rad priradeny k funkcii f, ale aj

skuto¢nost’, Ze tento rad v L2-norme konverguje k f.

Porovnajme oba pristupy k problému konvergencie Fourierovych radov funkeif f € L'(T*, B, Leb).
Pokial’ chceme silou mocou riesit’ problém v triede vSetkych integrovatelnych funkcii a v zmysle
bodovej konvergencie, stretavame sa s velkymi komplikaciami. Ak sa vSak obmedzime len na
funkcie z mensieho priestoru L?(T!, B, Leb) a zvolime si ten “spravny” typ konvergencie, v tomto
pripade L%-konvergenciu (alebo si dokonca zvolime abstraktny Hilbertov priestor a konvergenciu
v jeho norme), tak dostaneme pekni teoriu, pekné vety. Obisli sme t'azkosti. To mé vyhody aj
nevyhody. Ilustruje to zaroven jeden zo zékladnych principov funkcionélnej analyzy: Pri rieSeni
problému si treba zvolit’ vhodny abstraktny priestor a taky typ konvergencie, ktory je vhodny pre
dany problém. To umozni dokazat’ pekné vety.

Zhrnieme teraz niektoré fakty o Fourierovych radoch funkcii z Hilbertovho priestoru L*(T?, B, Leb).
Propozicia 8.9. O L2-Fourierovych radoch (8.9) platia nasledugice tvrdenia.
(1) (Riemannova-Lebesquova lema) Ak f € L*(T', B, Leb), tak ¢, — 0 pre |n| — oo.
(2) (Konvergencia v L*-norme k funkcii f) Ak f € L*(T', B, Leb), tak Fourierov rad funkcie f

konverguje k funkcii f v L*-norme:

o0

f(ZL’) L:2 Z Cn€i27rm:

n=—oo

14Podra Carlesonovej vety sice ide o bodovii konvergenciu skoro viade, ale nemusi to byt konvergencia viade.



8.2. FOURIEROVE RADY A DOKAZY ERGODICNOSTI 135

t.j. ak oznacime N-ty ciastocny sucet Sy f(x) = :iV_N cn€?™  tak ||Snf — fll, = 0 pre
N — +o00. 1P

(3) (Jednoznacnost’ Fourierovho radu) Ak f,g € L*(T*, B, Leb), tak
f=g Leb-sv. <= c,(f) =cnlg) pre vsetky n € Z.

(Implikdcia < ukazuje, Ze Fourierov rad urcuje jednoznacne funkciu, ak funkcie rovnajice sa
skoro vsade stotozZnujeme, ako je zvykom. Podstatne rozne funkcie maji teda rézne Fourierove
rady, aspon v jednom koeficiente sa lisia.)

(4) (Ak rad ‘vyzerajici’ ako Fourierov rad konverguje v L?>-norme k nejakej L*-funkcii f, je to
Fourierov rad tej funkcie) Ak f € L*(T', B, Leb) a

f(ﬂ?) L:2 i dnei27m:v7

tak tento rad je Fourierovym radom funkcie f, t.j. d, = c,(f) pre kaZdé n € Z, cize
2 o .
f(l') L7 Z dneﬂﬂ'nx.

8.2.2 Fourierove rady pre funkcie na toéruse

Uvazujme o d-rozmernom toéruse T¢ = R?/Z? d > 2. Opit nech B je o-algebra borelovskych
mnozin a nech Leb je d-rozmerna Lebesguova miera na toruse T¢. Potom (T¢, B, Leb) je priestor
s mierou. V analdgii s pripadom d = 1, chceme reprezentovat’ funkciu f: T¢ — R pomocou jej
Fourierovho radu.

Namiesto Fourierovho radu v tvare Y 2 ¢,e"*™* bude mat’ Fourierov rad v dimenzii d tvar
o0 o0 o0
E § . § Cnlng...ndeﬁwnlxl 6127rn2x2 o ezandxd' (812)
n|{=—00 Ng=—00 ng=—00

Podobne ako v Sekcii 2.6, pouzijeme na zjednoduSenie zépisov vektory a skaldrny sic¢in. Oznac¢me
X = (21, %2, .., Tq), M= (N1,N,...,0q), (N,X) =T+ nTy+ -+ NgTq

teda (n, x) je Standardny, “stredogkolsky” skalarny stéin v R%). Ak eSte namiesto ¢, .. n, budeme
! > : ) . 1M2...14
pisat’ c, a uvedomime si, ze 2™ #1222 | ei2mnata = gi2n(mzitnarattnata) tak mozeme rad (8.12)

zapisat’ v tvare
E cnei27r(n,x> )
neZd

Ak f € LY(T¢, B, Leb), priradime k funkcii f jej Fourierov rad

Z ™™ kde ¢ = | f(x)e 2T ™¥ G Leb | (8.13)
Td

ncZzd

15Kedze funkcie ey, st z L2, tak aj Sy f je z L2.
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Opét), ¢isla ¢, sa tzv. Fourierove koeficienty funkcie f a ak moze dojst’ k nedorozumeniu, piSeme
cn(f) namiesto cy.

Podobne ako v pripade d = 1 sa obmedzime na Fourierove rady funkcii f z Hilbertovho priestoru
L*(T?, B, Leb). Analégom k Propozicii 8.9 je potom nasledujtica propozicia.

Propozicia 8.10. O L*-Fourierovijch radoch (8.13) platia nasledujiice tvrdenia.

(1) (Riemannova-Lebesquova lema) Ak f € L*(T¢ B,Leb), tak ¢, — 0 pre ||n|| — oo, kde
Infl = v/nF 13 -+ 7k

(2) (Konvergencia v L?-norme k funkcii f) Ak f € L*(T?, B, Leb), tak Fourierov rad funkcie f

konverguje k funkcii f v L*-norme:

f(ill') L:2 Z Cnei27r(n,x).

nczd

(3) (Jednoznacnost’ Fourierovho radu) Ak f,g € L*(T% B, Leb), tak
f=g Leb-sv. <= cu(f) =calg) pre vietky n € 7%

(4) (Ak rad ‘vyzerajici’ ako Fourierov rad konverguje v L?>-norme k nejakej L*-funkcii f, je to
Fourierov rad tej funkcie) Ak f € L*(T%, B, Leb) a

2 .
F) 2 Y de ),
nezd
tak tento rad je Fourieroviim radom funkcie f, t.j. dy = co(f) pre kaZdé n € Z4, cize

L__2 i2m(n,x)
f(x) = Z dne :

ncZzd

8.2.3 Dokazy ergodi¢nosti pomocou Fourierovych radov

Podl'a Vety 7.8(6)<>(1) je ergodicnost’ meratelného zobrazenia T': (T%, B, Leb) — (T¢, B, Leb),
d > 1, ekvivalentna s tym, 7e kazda funkcia f € L?*(T? B, Leb) invariantna pre zobrazenie T je
skoro vsade konstantna, t.j. s tym, ze plati implikacia

f € L*T% B,Leb), foT =f = f je konstantna Leb-skoro viade.

Pri dokazovani tejto implikcie sa da niekedy vyuZit’ nasledujica lema.'® Sformulujeme ju pre
kruznicu, pripad d > 2 sa lisi len potrebou pouzivat’ vektorové znacenie.

Lema 8.11. Nech T: (T, B,Leb) — (T', B, Leb) zachovéava lebesguovu mieru Leb a nech f €
L*(T', B, Leb) md Fourierov rad

o0 [e.9]

= Z Cnén, tg. f(z) L Z Ccpe?™e.

n=—oo n=—oo

16Nevedno pre¢o, ale v knihach o ergodickej teorii sa tento fakt explicitne neuvadza. Mleky sa vyuziva, ze ak do Fourierovho radu
funkcie f(z) dosadime T'(z) namiesto z, tak dostaneme Fourierov rad funkcie (f o T')(z). Je pravda, Ze v tych knihach v prislusnych
avahach vyjda rady takého tvaru ako maju Fourierove rady, ale to samotné eSte nie je ddkaz, Ze to ¢o dostaneme, je Fourierov rad
funkcie (f o T)(z). Na§ doékaz vyuziva, Ze T zachovava mieru, takZe autor neméa pocit, Ze by to bol nejaky o¢ividny fakt, ktory netreba
komentovat’.
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Vycislime tento rad v bode T'(x), teda namiesto x dosad'me T(x). Predpokladajme, Ze po takomto
dosadeni a uprave dostaneme, pre nejaké cisla d,, n € Z, Ze

CneiQNnT(x) — dneiQTrn:L" t] - (en o T) — dn “ep. 17
Potom aj f oT € L*(T', B,Leb) a md Fourierov rad

Z dnen, tj. (foT)(x) ;:Z i d,e™e 18

n=—oo n=—oo

Dékaz. To, 7ze foT € L* vyplyva z Cvicenia 8.11. Aby sme dokazali f o T L S dpen,

FR n=—oo
oznaéme Sy = :iv_ N dnen. Zrejme Sy € L?. Podl'a predpokladov plati
+N +N +N
Sy = Zdnen: Z n(enoT) (Z cnen)OT SvfoT.
n=—N n=—N n=—N

Kedze f 2 > Cn€n, mame ||Syf — f|l, = 0 pre N = +oc0. Potom vsak

1/2
ISy 7ol = ISy o 7= FoTly = ( [ IsnsoT - foTPaLen)

1/2 1/2
- (/|SNf—f|2onLeb> = </\SNf—f\2dLeb)

=lSvf—=fll, =0

(tretia rovnost’ je trivialna (vysvetlite), Stvrta vyplyva z Vety 4.22(1)=(3), lebo T" zachovava mieru
a |Syf — f|? je nezdporna meratelnéa funkcia). Tym sme dokézali, Ze v normovanom linearnom
priestore L?(T*!, B, Leb) plati

lim Sy =foT v L*-norme.
N—o00

Ekvivalentne zapisané,

foTL:2 i dnpen.

Podl'a Propozicie 8.9(4) potom foT L > dne, a dokaz je skonceny. O
FR

Je uzitocné si lemu paméatat’ takto:

[e.e]
n=—oo

. o .. . . L2 ;
Ak zobrazenie T na kruznici zachovéava Lebesguovu mieru a f(z) = > Cpe?™ tak potom
FR

mozeme vyrobit’ Fourierov rad funkcie f o T obyc¢ajnym dosadenim:

[e.9]

(foT)(x) = f(Tx) : S e — Z 4 e

17Teda z Fourierovho radu DD cn €™ funkcie f dostaneme rad > o dn €i27™nT takého tvaru, aky maji mat’ Fourierove
rady, len zatial nevieme, ¢i Jeho koeﬁmenty dy, st Fourierove koeficienty nejakej funkcie.

18Teda tvrdi sa, Ze dy, = fo foT)(x)e 7% dLeb pre kazdé n € Z.
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za predpokladu, ze sa ¢leny radu daju tak upravit’.

7 Vety 8.7 vieme, ze iracionalne rotacie kruznice st ergodické. Uvedieme teraz dokaz vyuzivajici
Fourierove rady.

Veta 8.12. [raciondlne rotdacie kruznice su ergodické (vzhl'adom na Lebesguovu mieru Leb).

Dékaz. Nech T'(x) = x + amod 1 je iraciondlna rotacia kruznice, teda o € R\ Q. Vieme,
ze T' zachovava Lebesguovu mieru Leb, teda budeme moct’ vyuzit’ predchadzajucu lemu. Nech
f € L*(T', B, Leb) je invariantn funkcia pre T, teda

foT=f.

Potrebujeme dokazat’, ze f je skoro vsade konstantné. Uvazujme o Fourierovom rade funkcie f:

f(z) = i €™, (8.14)

Pouzijeme Lemu 8.11. Pocitajme

2mnT(x) __ i2rn(z+a mod 1) __ c ei27rn(:c+a) =c €i27rnoz _€i27rn:c
= = Cn = Cp .
———

dn

Cpé Cpé

2wk

(v druhej rovnosti sme vyuzili, Ze modulo 1 moZno ignorovat’, lebo e = 1 pre kazdé celé k).

Podl'a spominanej Lemy je

(foT)(x) ;:i Z Cp €2 T (8.15)
n=—oo dn

KedZe plati f = f oT a jedna a té ista funkcia neméze mat’ podl'a Propozicie 8.9(3) dva rozne
Fourierove rady, porovnanim (8.14) a (8.15) dostéavame

C, = CpetTme pre kazdé n € Z.

Odtial’ médme ¢, (1 — ™) = 0, n € Z.
e Pre n = 0 dostavame ¢y - 0 = 0, ¢o nedéva ziadnu informaciu o cg.

e Pre kazdé n # 0 mame c, - (1 — e?™*) = 0. Pretoze vSak « je iracionélne, tak pre kazdé
n#0je 1 —e?™> £ (vysvetlite). Teda pre kazdé n # 0 je ¢, = 0.

To vsak znamena, ze
o0

f(l‘) L:2 Z Cn€i27mr = cp.

n=—oo

L? . .. . . .
Teda f = cp, ¢iZe f a ¢y sa rovnaju ako elementy priestoru L2.!1Y KedZe rovnost’ dvoch funkeif
v Lo-norme znamena, %e tieto funkcie sa rovnaju skoro viade,? dostavame, Ze f(x) = ¢ skoro
vSade, ¢ize f je konstantné skoro vsSade, ¢o sme prave potrebovali dokazat’. n

19Formalne: Rad vektorov, ktorého jediny nenulovy élen je co, konverguje v L2-norme ku vektoru f, ¢ize ||co — f|l — 0 pre n — oo.
Kedze vektor co — f nezavisi od n, mame ||co — f||, =0, ¢iZe f = co v priestore Lo.
20Spomeiite si, ze v L? sa stotoziuju tie a len tie funkcie, ktoré sa rovnaju skoro vade.
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8.3 CvicCenia a projekty

Cvicenie 8.1. Ukazte na priklade, Ze limita v (8.1) nemusi existovat’ (napr. pre n = 1).

Cvicenie 8.2. V Lebesguovej vete o hustote by sme mohli navyse tvrdit’, Ze pre skoro kazdy bod
r € A% je d(A) = 0. Ako dosledok potom dostavame, Ze pre skoro kazdy bod x € R™ hustota
d,(A) existuje a rovna sa 0 alebo 1. Vysvetlite.

Cvicenie 8.3. Dokazte, ze zobrazenie stan je ergodické vzhl'adom na Lebesguovu mieru.
Cvicenie 8.4. St zobrazenia z Cvicenia 4.11 ergodické vzhl'adom na Lebesguovu mieru?

Cvicenie 8.5. Dokazte, ze expandujice zobrazenia kruznice E,, st ergodické nielen pre m = 2
ale aj prem =3,4,....

Cvicenie 8.6. Ak vsetky zobrazenia T,72,T3, ... sa ergodické, tak hovorime, Ze T je totdine
ergodické. Dokazte, ze iracionédlne rotacie kruznice s totalne ergodické.

Cvicenie 8.7. Je niektoré zo zobrazeni z Cvicenia 7.2 totalne ergodické?
Cvicenie 8.8. Dokazte, ze kazdé zo zobrazeni F,,, m = 2,3, ... je totalne ergodické.

Cvicenie 8.9. Nech T: (X, B, ) — (X, B, u) zachovava mieru a nech f, g st meratelné realne
(alebo komplexné) funkcie definované na X. Dokézte, ze potom aj f oT a goT st meratelné
funkcie a ak f = g skoro vSade, tak aj f oT = g ol skoro vSade.

Cvicenie 8.10. Nech T: X — X a nech f je redlna (alebo komplexna) funkcia na X. Ukéazte, ze
(foT)>=f20T.

Cvicenie 8.11. Nech T: (X,B,u) — (X,B,u) zachovava mieru p a nech f € L*(X,B,p).
Dokézte, ze potom aj foT € L*(X, B, ).
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Kapitola 9

Birkhoffova ergodicka veta

9.1 Birkhoffova ergodicka veta

Odporucame citatelovi znovu si precitat’ Sekciu 1.3. Ako sme uz tam naznacili, Birkhoffova
ergodicka veta je jedna z hlavnych viet ergodickej tedrie. Motivacia pochédza z Boltzmannovej er-
godickej hypotézy sformulovanej Boltzmannom v 30-tych rokoch 20. storoc¢ia. Pojem ergodi¢nosti
bol zavedeny prave v snahe dokézat’ tito hypotézu (resp. zistit’, pre ktoré systémy plati), z ¢oho
sa potom zrodila ergodicka teodria.

Ukéazalo sa, Ze Boltzmannova ergodicka hypotéza samozrejme vo vSeobecnosti neplati. Ak vsak
je systém ergodicky (a miera je konecnd), tak hypotéza plati. To je préave obsahom Birkhoffovej
ergodickej vety. Funguje to aj obratene — ak na priestore s konecnou mierou hypotéza plati, tak
je systém ergodicky.

Veta 9.1 (Birkhoffova ergodicka veta pre mieru zachovavajuce systémy). Nech (X, B, u, T)
je mieru zachovdvajuct systém na priestore so o-konecnou mierou. Nech f je integrovatelnd funk-
cia na X.' Uvazujme o limite

f(z) = lim — Zf (T*z)

n—oo M,
(Casovy priemer alebo priemer funkcie f pozdlZ trajektorie bodu x € X ). Potom plati nasledovné.
1) f(x) existuje pre p-skoro kazdé x € X, teda funkcia f je definovand skoro vsade na X.
i
(2) Funkcia f je (meratelnd a dokonca) integrovatelnd.
(8) Funkcia f je skoro invariantnd pre T, t.j.
foT =f skoro vsade na X.

(4) Ak u(X) < oo, tak f a f maji rovnaky integrdl,?® t.j.

/deuz/xfdu-

Vetu nebudeme dokazovat’. Dokaz je dlhy a komplikovany, pozri napr. [Wa82].

IT.j. f € Ly(X,B,p), pripadne f € LL(X, B, ).
2V pripade o-kone¢nej miery plati len nerovnost’ ||f||1 <Nflly-

141
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Veta 9.2 (Birkhoffova ergodicka veta pre ergodické mieru zachovavajiace systémy).
Nech systém (X, B, u, T) v predchddzajicej vete je ergodicky. Potom navysSe plati nasledovné.
(5) Funkcia f je skoro viade konstantnd.
(6) Ak p(X) < oo, tak
- 1
fe e [
w(X) Jx

skoro vsade, a teda v takomto pripade plati Boltzmannova ergodickd hypotéza, t.j.

1 1
lim — f(TFz) = —/ fdu pre p-skoro kazdé x € X .3 TASA
Jw 2 I = (TASA)
N / S——

. Y priestorovy priemer
casovy priemer

Této veta ukazuje, ze Boltzmannova ergodickd hypotéza plati, ak ¢asovy vyvoj je ergodicky (a
zachovava kone¢nu mieru).

Dokaz. (5) Podla Vety 9.1, f(z) = limy, o0 + S f(T*x) existuje s.v. a je to skoro invariantna
funkcia pre T. Lenze T je ergodické, takze podla Vety 7.8(1)=(3) je f konStantna skoro vsade.
Teda existuje ¢ (redlne resp. komplexné, podla toho ¢i f je redlna alebo komplexn4) tak, ze

f(z)=c pre p-skoro kazdé x € X.
6) Nech teraz pu(X) < oco. Potom podla Vety 9.1 je
1

/deuzfxfdu

a ak vyuzijeme, ze f = c skoro viade, teda [, fdu = [, cdpy = cu(X), dostaneme ¢ =
ﬁ fodu. Teda naozaj

1
flx :c:—/fdu pre p-skoro kazdé x € X,
D=0 Uy

¢o je prave (TASA). O

Poznamenajme, Ze pre dané zobrazenie T' a danu funkciu f sa veli¢ina (funkcia, resp. ak
fixujeme x tak ¢islo)

i
L

B, (z) = (f(@)+ f(Tz) + ... f(T" ')

S|

f(T*z) =

0

SHE
il

niekedy nazyva Birkhoffov priemer. Limita Birkhoffovych priemerov (pri fixovanom x € X) je,
ako sme uz naznacili vysSie, tzv. casovy priemer funkcie f pozdlZz trajektorie bodu z. Koneéne,
ﬁ | « [ du je priestorovy priemer funkcie f (nie je to ni¢ iné ako strednad hodnota funkcie f
tak, ako sa definuje v integralnom pocte, t.j. konstantna funkcia s takouto hodnotou ma rovnaky
integral ako ma funkcia f).

3 Ak navySe p je pravdepodobnostna miera, tak limy,— oo % Zz;é f(Tkz) = Jx [ dp pre p-skoro kazdé x € X.
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9.2 CvicCenia a projekty

Cvicenie 9.1. Nech T': [0,1] — [0, 1] je zobrazenie stan. Dokézte, Ze pre skoro kazdé = € [0,1] v

zmysle Lebesguovej miery je
n—1
1

1
lim — Y THz) ==
Jlim — 3 THr) =

k=0
Cvicenie 9.2. Nech T': [0,1] — [0, 1] je zobrazenie stan. Uved'te, ¢o sa d& povedat’ o veli¢ine

lim ! i VT*(z).

n—oo N

Cvicenie 9.3. Nech S(z) = 2%, x € [0,1]. Uved'te, ¢o sa d4 povedat’ o veli¢ine

n—1

o1&
s 5 2 55
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Kapitola 10

Dosledky Birkhoffovej ergodickej vety

10.1 Frekvencie navstev

Nech (X, B, i1, T') je mieru zachovavajici systém na priestore so o-kone¢nou resp. kone¢nou mierou.
Potom vieme vseli¢o povedat’ o frekvencii navstev typického bodu do meratel'nej mnoziny A. Staci
v Birkhoffovej ergodickej vete za funkciu f dosadit’ charakteristicku funkciu y 4.

Veta 10.1. Nech (X, B, u,T) je mieru zachovdvajici systém na priestore so o-konecnou mierou.
Nech A € B. Uvazujme o frekvencii frekv a(z), s akou bod x € X navstevuje mnozZinu A. Potom
plati nasledujiice.

(1) Frekvencia frekv,(z) existuje pre skoro kaZdy bod x € X.
(2) Ak je miera p konecénd, tak
/ frekva dp = p(A).
X

(3) Ak je miera p konecnd a systém je ergodicky, tak vieme fekvenciu z bodu (1) urcit’

frekva(z) = ——= pre skoro kazdy bod x € X.

Dékaz. Pripomenme, ze (pozri (1.4), (1.5) a (2.1))
n—1

1 1
frekva(z) = lim —#{0 <k <n—1: THx) € A} = lim — > xa(T*z) = Xa()
k=0

n—oo N n—oo 1

a kedZe funkcia (pozorovatelna) y4: X — R je (meratelné, lebo A € B a) integrovatelna (lebo
fX Xadp = p(A) < p(X) < +00), podla Birkhoffovej vety dostavame nasledujice.

(1) Frekvencia frekv4(z) existuje pre u-skoro kazdé = € X (podla Vety 9.1(1)).

(2) Ak je u(X) < oo, tak [, frekvy du = [ xadp = p(A) (podla Vety 9.1(4)).

(3) Ak je pu(X) < 0o a systém je ergodicky, tak (podl'a Vety 9.2(6)) je

1 1(A)
frekv 4 (x :—/ z)du(x) = ———= re skoro kazdy bod z € X.
M@ = gy [l duta) = B g

145
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]

V mieru zachovavajucom systéme (X, B, 1, T') s kone¢nou mierou nech A € B, u(A) > 0. Podla
Vety 5.10 vieme, ze skoro kazdy bod mnoziny A sa vracia do A s kladnou hornou frekvenciou.
Ako sme uz povedali v Poznamke 5.13, v skutoc¢nosti sa skoro kazdy bod mnoziny A vracia do A
s kladnou frekvenciou. To je obsahom nasledujiceho tvrdenia.

Désledok 10.2. Nech T: (X,B,pn) — (X, B, 1) zachovdva koneéna mieru pn a nech pu(A) > 0.
Potom skoro kazdy bod mnoziny A sa vracia do A s kladnou frekvenciou (rovnou p(A)/uw(X) ak
je miera j konecnd a systém je ergodicky).

Doékaz. Podl'a Vety 5.10 vieme, ze skoro kazdy bod mnoziny A sa vracia do A s kladnou hornou
frekvenciou. Podla Vety 10.1(1) existuje dokonca frekvencia takychto navratov pre skoro kazdé
r € A.! Prienik dvoch podmnoZin plnej miery v A je podmnoZina plnej miery v A a na nej existuje
ako kladna horna frekvencia tak aj frekvencia. Teda tam existuje kladné frekvencia.? Tvrdenie v
zétvorke potom vyplyva z Vety 10.1(3). O

Poznamka 10.3. Majme mieru zachovavajuci systém (X, B, u,T") s kone¢nou mierou a predpo-
kladajme aj ergodi¢nost’. Nech p(A) > 0. Podla Kacovej vety (pozri Dosledok 7.15) sa stredna
doba navratu bodov z € A do mnoziny A rovna

_ X
(tA)str = N(A)

Podl'a Dosledku 10.2 (resp. Vety 10.1(3)) sa skoro kazdy bod mnoziny A vracia do A s frekvenciou

(A
frekva(z) = ——.
u(X)
Ked’ porovname oba vysledky, vidime, Ze ide o navzajom prevratené hodnoty. To je v sulade s
predstavou, ze ak je mnozina malé, tak bodom z nej dlho trva, kym sa do nej vréatia a teda sa do
nej vracaju zriedkavo. Ak je mnozina vel'kd, tak bodom z nej kratko trva, kym sa do nej vratia a

teda sa do nej vracaju casto.

10.2 Dalsie ekvivalentné definicie ergodi¢nosti

Najskor pripomenme, ze ergodi¢nost’ sme definovali v Definicii 7.1. S jej ekvivalentnymi definiciami
(teda s podmienkami ekvivalentnymi s ergodi¢nost'ou) sme sa stretli vo Vetach 7.3 a 7.8, pozri aj
vetu 7.13. V tejto sekcii uvedieme d’alsie ekvivalentné definicie ergodic¢nosti.

Veta 9.2 sa dé sformulovat’ aj tak, ze v mieru zachovavajicom systéme na priestore s konecnou
mierou je ergodi¢nost’ postacujicou podmienkou k platnosti Boltzmannovej ergodickej hypotézy.
Uké&zeme, ze v takych systémoch je aj nutnou podmienkou. To déva novu ekvivalentnu definiciu
ergodi¢nosti (pre mieru zachovéavajice systémy na priestoroch s kone¢nou mierou). Nasledujica
veta poskytuje tito aj dve d’alSie ekvivalentné definicie ergodi¢nosti.

Veta 10.4. Nech (X, B, u,T) je mieru zachovdvajici systém na priestore s konecnou mierou.
Potom nasledujice turdenia si ekvivalentné.

1Ak A je meratelna podmnoZina priestoru X a ak nie¢o plati pre skoro kazdé = € X, tak to plati aj pre skoro kazdé = € A.
2Lebo existujuca frekvencia sa musi zhodovat’ s hornou frekvenciou.
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(1) T je ergodické.
(2) Pre kazdi integrovatelni® funkciu f plati Boltzmannova ergodickd hypotéza, t.j.

1(X)

priestorovy priemer

n—1
1 1
lim — E f(TFz) = —/ fdu pre p-skoro kazdé v € X. (TASA pre p-s.v. z)
n—oo M X
k=0

J/

vV
casovy priemer

(3) Pre kazdi mnoZinu A € B, skoro kaZdy bod x € X navstevuje mnoZinu A so “spravnou”
frekvenciou, t.j. s frekvenciou imernou miere mnozZiny A:

A
frekva(z) = % pre skoro kaZdé x € X. (ERG zo Sekcie 1.2)
i

(4) Pre kazdé A, B € B plati

o1
lim —
n—oo n,

S urHAynB) = 1D p).

Skor nez dokédzeme tito vetu, uvedieme niekol’ko poznamok.

Poznamka 10.5. Podl'a Birkhoffovej vety pre ergodické mieru zachovavajice systémy, pozri
Vetu 9.2, vieme, ze (1)=(2). Novinkou je, ze plati aj obratena implikicia. Podobne, z Vety 10.1(2)
vieme, ze (1)=-(3). Opét’, o je tu nové, je obratena implikacia.

Poznamka 10.6. V suvislosti s podmienkou (3) zopakujme to, na ¢o sme v predstihu upozornili uz
v Sekcii 1.2. Ergodi¢nost’ znamend, Ze pre kazdt mnozinu A € B existuje svoja (t.j. zavisla od A)
mnozina M, plnej miery s tou vlastnost’ou, ze kazdy bod x € M4 navstevuje tito jednu mnozinu
A so spravnou frekvenciou ako v (3). Ergodi¢nost’ neznamené to, Ze by musela existovat’ jedna
univerzdlna mnozina M plnej miery s tou vlastnost'ou, ze kazdy bod z € M navstevuje kazdu
mnozinu A € B so spravnou frekvenciou ako v (3). Samozrejme, ak je v o-algebre B len kone¢ne
vela mnozin?, tak mnoZzina M := aep Ma je plnej miery a je takou univerzalnou mnoZinou.
Vo vSeobecnosti vSak takd univerzalna mnozina existovat’ nemusi. Napr. ak 7' je iracionalna
rotacia kruznice T!, tak T zachovéva Lebesguovu mieru Leb (ktora je na kruZnmici koneénd) a
je aj ergodické. Spominand univerzdlna mnozina v8ak v tomto pripade neexistuje. Dokonca
Ziaden bod x neméa tu vlastnost’, aby navstevoval kaZdd meratelni mnozinu A s frekvenciou
Leb(A)/Leb(T'). To ukazuje Propozicia 1.4 (islo o to, Ze bod z navstevuje napr. svoju orbitu
A := Orbr(z) = {z,T(x), T*(z),...} s frekvenciou 1, ale Leb(A) = 0).

Pozor teda na poradie kvantifikdtorov! Podmienka (3) hovori, Ze “pre kazdu mnozinu A € B
skoro kazdy bod navstevuje A s frekvenciou u(A)/u(X)” a nie “skoro kazdy bod navstevuje kazdu
mnozinu A s frekvenciou pu(A)/u(X)”.

Poznamka 10.7. Pozrime sa, ¢o hovori posledné formula Vety 10.4:
e Mnozina B pri iterovani pretina mnozinu A. Veli¢ina u(7%(A) N B) je miera mnoZiny tych
bodov z B, ktoré v ¢ase k vojdu do A.

3T.j. patriacu do Lﬂé(X, B, 1), pripadne L([l:(X, B, ).
4Je zname, 7e kazda o-algebra je bud’ koneéna alebo nespoéitatelna.
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e Veli¢ina limy, o0 = > 77 " 1(T*(A) N B) udava, aka je v priemere miera mnoZiny tych bodov
z B, ktoré pri iterovani v nejakom danom c¢ase vojda do A.

e Velicina % - ;1(B) udéva “férovia” hodnotu velic¢iny z predchédzajl’lceho bodu: Ak mnozina
A predstavuje napr. jednu desatinu priestoru X, teda % = 10, tak vo “férovom” pripade

by v priemere prave jedna desatina mnoziny B mala v tom-ktorom c¢ase vojst’ do mnoziny
A (a devit’ desatin do jej komplementu X \ A). Miera tejto mnoziny je 154u(B), vieobecne

A
LB u(B).

Podl'a Vety 10.4(1)<(4) teda ergodi¢nost’ znamend, ze meratelna mnozina B pri iterovani
pretina (v priemere) meratelni mnozinu A tak, ako zodpoveda relativnej velkosti mnoziny A.
Cim je mnozina A vicSou Cast'ou priestoru X, tym vic¢Smi ju bude mnozina B pri iterovani v
priemere pretinat’.

Teraz vetu dokaZeme.

Dokaz. | (1)=(2)| je Birkhoffova veta pre ergodické mieru zachovéavajice systémy, pozri Vetu 9.2.

(2)=-(3) | Ak plati (2), tak Specialne pre charakteristickt funkciu y4 mnoziny A € B plati

n—1

1
lim =Y xa(T"z) = —/ xadu pre skoro kazdé x € X.
Pl Z () Jy

LenZe na l'avej strane je frekvenc1a navstev bodu x do mnoziny A a na pravej strane je u(A)/u(X).
(3)=-(4) | Predpokladajme (3). Nech A, B € B. Podla (3) plati

n—1
p(A)
lim — ya(Trz) = =% pre skoro kazdé x € X
=00 ,; )= u(X)

a teda aj

n—1
1 1(A)
lim — E xa(TFz) - xp(x) = -xB(x pre skoro kazdé z € X.
n—oo 1 P ( ) B( ) /L(X) B< )

Podl'a Lemy 3.40 je xa o T = xr-1(4), teda aj x4 o Tk = X7-+(a)- Ak eSte vezmeme do tivahy
zrejmu rovnost’ xexXp = Xcnp, tak dostaneme

n—1
1 A s
nh—>nolo - kgzo X1-+a)ne(T) = % -xB(T) pre skoro kazdé v € X
a odtial )
N p(A)
lim — = [ ——= x5
Jodim 53 vwan = | i e

Integral vpravo sa rovna & ((;)) w(B). KedZe aritmeticky priemer charakteristickych funkcii je neza-

porné funkcia zhora ohrani¢ena jednotkou, mdzeme vlavo na zéklade Lebesguovej vety o domi-
nantnej konvergencii zamenit’ poradie integrovania a limitovania. Dostaneme tak

_ 11 w(A)
lim — g - = ——u(B
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a odtial’ po jednoduchom vypocte

¢o je (4).

(4)=-(1) | Predpokladame (4). Pripustme, ze by T" nebolo ergodické. Potom existuje rozklad
X =AUB, kde pu(A) >0, u(B) >0aT(A) C A, T(B) C B. Pre tieto dve mnoziny je vSak l'ava
strana (4) trividlne rovna nule, zatial’ ¢o prava strana je kladna, ¢o je spor. [

10.3 *Rovnomerna rozdelenost’ a ergodi¢nost’

10.3.1 Rovnomerne rozdelené postupnosti v kompaktoch

Rovnomerne rozdelené postupnosti bodov sme studovali len v intervaloch v R a R®. Nedaju sa
rovnomerne rozdelené postupnosti definovat’ v nejakych vseobecnejsich priestoroch? Pre Specidlne
typy priestorov to mozné je. OpiSeme jeden taky pripad.

Nech (X, B, i) je priestor s mierou, v ktorom

e X je kompaktny Hausdorffov priestor®,

e BB je g-algebra borelovskych mnozin v X a

e /i je regularna koneéna miera definovana na o-algebre B.5

Nasledujuica definicia, pozri [KN74, str.171], je in§pirovana Vetou 2.9(1)<(3) a je teda v sulade
s tedriou rovnomerne rozdelenych postupnosti ¢isel.

Definicia 10.8. Postupnost’ (x,,)22; bodov priestoru X ako vyssie sa nazyva rovnomerne rozde-
lend vzhl'adom na mieru p, alebo p-rovnomerne rozdelend, ak plati

1 1
lim — Z flz,) = m/ fdp  pre kazdi spojiti funkciu X — R.7 (10.1)
H X

Integral vpravo je abstraktny Lebesguov integral.
Ak M C X, ozna¢me symbolom OM hranicu mnoziny M v priestore X. Nasledujuca veta,
pozri [KN74, Theorem 1.2, str. 175], dava ekvivalentné definicie rovnomernej rozdelenosti.

Veta 10.9. Nech (x,)22, je postupnost’ bodov priestoru X ako vyssie. Potom nasledujice pod-
mienky siu ekvivalentné.

5Teda napr. kompaktny metricky priestor.

SMiera o definovana na o-algebre borelovskych podmnozin topologického priestoru X a nazyva reguldrna, ak pre kazda borelovski
mnozinu E plati pu(E) = sup{p(K): K C E, K je kompaktna} = inf{u(U): E C U, U je otvorena}. Vie sa, Ze ak nas kompaktny
Hausdorffov priestor X ma spocitatelna bazu, teda ak je to napr. kompaktny metricky priestor, tak nasa kone¢na miera p na B je
automaticky regularna.

"Preto sme si zvolili spojité funkcie a nie riemannovsky inbtegrovatelné funkcie? Jednoducho preto, ze X je tu prili§ vSeobecny
priestor a neeexistuje pojem riemannovsky integrovatelnej funkcie X — R. Na druhej strane, pojem lebesguovsky integrovatelnej
funkcie X — R existuje, ale nemohli sme v (10.1) zvolit’ takéto funkcie, lebo potom podmienka nie je ekvivalentné s rovnomernou
rozdelenostou (r5,)$2 ; ani len na intervale, pozrite Poznamku 2.11. V¥simnite si tiez, Ze podmienka (10.1) je priame zovSeobecnenie
podmienky (TASA-rr) zo Sekcie 2.3 z intervalu na priestor X.
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(1) Postupnost’ (x,)5°, je p-rovnomerne rozdelend, teda plati (10.1).

(2) Postupnost’ (x,)°2, navstevuje so spravnou frekvenciou kaZdi taki mnoZinu M € B, pre
ktori pw(OM) = 0, teda

(M)

— pre kazdu M € B, pre ktord u(oM) = 0.
n(X) o)

frekv s (z,) =

(3) Rovnost’ (10.1) plati pre charakteristické funkcie takych mmnozZin M ako v predchddzajicej
podmienke, teda

N
1 1
lim — n) = — <~ d kazdu M , ktord M) = 0.
Nl—I};oNng:lXM@) M(X)/XXM 1 pre kazdi M € B, pre ktord u(0M) =0

Vetu nebudeme dokazovat’, ale okomentujeme ju.

Ekvivalencia (2)<(3) je zrejmé, ekvivalencia (1)< (2) si dokaz vyzaduje.

Propozicia 2.7 ukazuje, preco sa vo Vete 10.9 v podmienke (2) nehovori o vetkych borelovskych
mnozinach, ale len o ‘dostato¢ne peknych’. Preco sa vSak za ‘dostatocne pekné’ borelovské
mnoziny mozu vybrat’ napriklad tie, ktoré maji hranicu nulovej miery? V Specidlnom pripade
¢iselnych postupnosti sa ndm ni¢ také vo Vete 2.6 neobjavilo. Nuz, explicitne sa nam to tam
neobjavilo, ale implicitne to tam je. Vysvetlime to.

Podl'a Vety 2.6(1)<(4),

e postupnost’ (z,)52, je rovnomerne rozdelené v [A, B] vtedy a len vtedy, ked’ navstevuje kazda
borelovski jordanovsky meratelntt podmnozinu M intervalu [A, B] so spravnou frekvenciou
Jord(M)
Jord([A,B]) "
To mdzeme prepisat’ pomocou dvoch faktov. Po prvé, mnozina je jordanovsky meratelné préave vte-
dy, ked’ jej hranica méa Jordanovu mieru nula, a to je prave vtedy, ked’ jej hranica méa Lebesguovu
mieru nula (pozrei Sekciu 2.2). Po druhé, ak je mnozina S jordanovsky meratelna, tak je aj
lebesguovsky meratelnéd a Jord(S) = Leb(S). Dostaneme tak nasledujtcu formulaciu Vety 2.6(1)<(4):

e postupnost’ (z,)32; je rovnomerne rozdelena v [A, B] vtedy a len vtedy, ked’ navstevuje kazda

Leb(M) .
m. Pritom

borelovska mnoZina M je ‘dostatocne peknd’, ak jej hranica ma Lebesguovu mieru nula.®

borelovsku ‘dostato¢ne pekntt’ mnozinu M v [A, B] so spravnou frekvenciou

To vSak znamena, ze Veta 2.6(1)<>(4) je len Specialny pripad Vety 10.9(1)<(2), ked’ vSeobecny
priestor (X, B, 1) nahradime priestorom ([A, B], Bia,g), Leba, p)), kde Bja p) je o-algebra borelov-
skych podmnozin intervalu [A, B] a Leb4 p) je Lebesguova miera na [A, B] (je regularna a [A, B]
je kompaktny Hausdorffov priestor).

Takze nielen Definicia 10.8, ale aj Veta 10.9 je v stulade s teériou rovnomerne rozdelenych
postupnosti ¢isel (a podobne bodov v R?).

10.3.2 Ergodi¢nost’ v kompaktoch ako rovnomerna rozdelenost’ trajektorii

Za¢nime jednoduchym pozorovanim.

8V literattire sa nehovori ‘dostatoéne pekna’, ide o tzv. mnoziny p-spojitosti, pozri [KN74, Definition 1.3, str. 174].
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Propozicia 10.10. Nech (X,B,u,T) je mieru zachovdvajici systém, pricom X je kompaktny
Hausdorffov priestor, B je o-algebra borelovskyjch mnoZin a miera p je requldrna a koneénd.’

(1) Ak je bod x € X férovy, tak jeho trajektoria je p-rovnomerne rozdelend.

(2) Ak mad bod x € X p-rovnomerne rozdeleni trajektoriu, tak eSte nemusi byt’ férovy (a to ani
za predpokladu ergodicnosti).

Dokaz. (1) Ak je x férovy, t.j. ak kazdt mnozinu A € B navstevuje so spravnou frekvenciou, tak
z Vety 10.9(2)=-(1) je zrejmé, ze trajektoria bodu x je p-rovnomerne rozdelena.

(2) Nech T je zobrazenie stan na [0, 1]. Toto zobrazenie je ergodické (vzhl'adom na Lebesguovu
mieru). Preto podla Birkhoffovej ergodickej vety, pozri Vetu 9.2(6), pre kazdu integrovatelna
funkciu f plati

n—1

1 1
lim — f(TFz) = —/ fdu pre p-skoro kazdé x € X.
nereo Z ") w(X) Jx

Tym skor to plati pre kazdua spojiti funkciu, teda podl’a Definicie 10.8 je trajektoria skoro kazdého
bodu z € [0, 1] p-rovnomerne rozdelena. Podla Propozicie 1.4 v8ak ziaden z tychto bodov nie je
férovy. O

Veta 10.11. Nech (X, B,u,T) je mieru zachovdvajici systém, pricom X je kompaktny Haus-
dorffov priestor, B je o-algebra borelovskijch mnoZin a miera p je reguldrna a konecnd. Potom
nasledujice dve podmienky su ekvivalentné.

(1) T je ergodické.

(2) Skoro kazdy bod x € X md p-rovnomerne rozdeleni trajektoriu.

Dékaz. | (1)=(2) | Zopakujeme argument z dokazu Propozicie 10.10(2). Podl'a Birkhoffovej ergo-

dickej vety, pozri Vetu 9.2(6), pre kazdua integrovatelna funkciu f plati

n—1
1 1
lim — f(TFz) = —/ fdu pre p-skoro kazdé x € X.
nreo kz% ") w(X) Jx

Tym skor to plati pre kazdi spojitu funkciu, teda podla Definicie 10.8 je trajektoria skoro kazdého
bodu z € X p-rovnomerne rozdelené.

(2)=-(1) | ZLE, nevyuzilo sa ani, ze u je regularna miera. A, B mozu mat hranicu s nulovou

mierou. Nasledujuce je preto zle. Nech plati (2). Predpokladajme, Ze T nie je ergodické. Potom
X=AUB, kde pu(A)>0,u(B)>0 a T(A) CA T(B)CB.
Z toho vsak vyplyva, ze ziaden bod z X neméa p-rovnomerne rozdelent trajektoriu, ¢o je spor s (2).

(Naozaj, ak z € A, tak x nikdy nenavstivi B, teda frekvp(z) =0 < %. Podobne postupujte ak

r € B.) O

10.4 CvicCenia a projekty

Cvicenie 10.1. Na priklade ukizte, ze vo Vete 10.11 museli byt’ nejaké predpoklady o topologic-
kom priestore X a o miere pu. (Navod: vyuzite napr. Cvicenie 7.2(a).)

9Predpoklady teda zabezpeduji, ze mézeme vyuzivat’ aj predchadzajacu Subsekciu 10.3.1, aj Birkhoffovu ergodickd vetu.
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Kapitola 11

Aplikacie Birkhoffovej ergodickej vety

11.1 b-adické rozvoje cisel. Borelova veta o normalnych ¢islach

Nech b > 2 je celé ¢islo a nech x je realne ¢islo. Budeme uvazovat’ o b-drnom rozvoji ¢éisla x (resp.
o jeho zépise v Ciselnej ststave so zédkladom b) v tvare

a::m—i—Z%, a; € {0,1,...,b—1}.
i=1

Samozrejme, tandardne sa aj |z ] vyjadruje pomocou mocnin b, ale nas to teraz nebude zaujimat’,
preto si v b-arnom rozvoji x v8imame len necela ¢ast’. Ak x —y € Z, tak sa necelé Casti z a y
zhoduju, preto sa az na celé casti || a |y| aj b-arne rozvoje ¢isel x a y zhoduja. To je dovod,
preco sa teraz obmedzime na realne ¢isla z intervalu [0, 1).

Stustredime sa najskor na pripad b = 2, kedy hovorime o bindrnom rozvoji.

Kazdé ¢islo x € [0,1) méa teda bindrny rozvoj (zépis v dvojkovej ststave)

a2

o0
Q;
i=1

V takom pripade sa ¢isla a; volaju cifry ¢isla x v dvojkovej ststave. PiSeme x = (0, a1aza3 ... )9
alebo, ak je jasné, Ze hovorime o bindrnom rozvoji a nemodze dojst’ k nedorozumeniu, tak len
x=0,a1a0a;3. ...
Binarny rozvoj ¢isel z intervalu [0, 1) je jednozna¢ny s vynimkou spocitatelne vela ¢isel tvaru
k/2" k=1,2,...,2" —1,n=1,2,.... Napriklad
3 1 1 0 0
Z_l: §+§+§+¥+'”:<0’11000”')(2)

e al 3 1 0 1 1

Z:§+§+§+§+"':(0,10111...)(2).
Takato dvojznacnost’ nastava len u spocitatelne vel'a ¢isel. Z pohladu Lebesguovej miery ma
teda skoro kazdé ¢islo x € [0,1) jednoznaény binarny rozvoj. Uplna jednoznacnost’ binarneho
rozvoja sa da dosiahnut’ tak, Ze zakdZzeme rozvoje konc¢iace samymi jednotkami (napr. z dvoch
horeuvedenych rozvojov ¢isla 3/4 za binarny rozvoj povazujeme len ten prvy). My to tiez tak

urobime, a teda v d’alSom uz budeme uvazovat’ o jednoznac¢ne definovanych binarnych rozvojoch.
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Nasledujtici pojem pochadza od Borela.!

Definicia 11.1. Povieme, Ze ¢islo z € [0,1) je normdlne vzhl'adom na bazu 2 (alebo v baze 2),
ak frekvencia vyskytu cifry 0 ako aj frekvencia vyskytu cifry 1 v binarnom rozvoji ¢isla x obidve
existuju a rovnaju sa 1/2.

Veta 11.2 (Borelova veta o normalnych ¢&islach). V zmysle Lebesguovej miery skoro kazdé
¢islo x € [0,1) je normdlne vzhl'adom na bazu 2.

Dékaz. Vyuzijeme expandujiice zobrazenie kruznice
T(x) = Ey(x) = 22 mod 1, z€[0,1).

o . . o 00 a;
Vsimnime si, ze ak z = )~ 5t tak

ap  az ~as az | dag
T(x):T(3+§+§+...) :a1+5—|—§+...mod1:
o0
a9 as Qi1
=—4+—+...mod 1= — mod 1.
2 + 22 + ; 2!
V zmysle nasej dohody o jednoznacnosti bindrneho rozvoja, postupnost’ ai,as,as,... nekonéi
samymi jednotkami. Specidlne, as,as,... nie st samé jednotky, a teda 2 4 % +--- € [0,1).
Ukazali sme tak, ze
= a; = Qjt1

Vidime, Ze pre z € [0, 1) sa trajektoria bodu x I'ahko pocita, ak pouZijeme binarne rozvoje:

= 0,a1a0a3a4 ...
T(xz) =0, azazaqas . . .

T?(x) = 0, azasasag . . .

7 toho vyplyva, ze

0 akzel0,3),
a; = 1

1 ak x € [5, 1)

0 akT(z)€|0,3),
o9 = 1

1 ak T(I) S [5, 1)
. 0 akT?%(z)€l0,1),

STl akT2(x) €[4, 1)

1Emile Borel, plnym menom Félix Edouard Justin Emile Borel (1871 — 1956) bol francuzsky matematik, spolu s Baireom a
Lebesgueom jeden z priekopnikov tedrie miery a jej aplikacii v teérii pravdepodobnosti. Pracoval aj v teorii ¢isel, teérii mnozin, teorii
funkcii a dalsich matematickych disciplinach. Je znamy aj ako autor myslienkového experimentu, dnes zndmeho vi¢sinou ako veta o
nekoneénej opici, ktory publikoval v jednej zo svojich knih o pravdepodobnosti (samotné idea vraj ale siaha aZ k Aristotelovi). Veta
hovori, Ze opica nahodne udierajica do klavesov pisacieho stroja, by za nekoneény ¢as takmer urc¢ite napisala l'ubovolny predom urcéeny
text, napriklad kompletné dielo Williama Shakespeara. Suvisi to aj s normalnymi &islami, pozrite vo Wikipédii ¢lanok Infinite monkey
theorem.
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Odtial’ mame

1 1
—#{1<k<n: a,=0}=—
n n

Potom

n—oo 1, n—oo 1, 2

1 1 1
lim —#{1 <k <n:a,=0} = lim —#{OSkgn—lz TH(z) € {0,—)}

TV
frekvencia cifry 0 v bin. rozvoji z € [0,1)

~-
frekvencia navstev = do [0, %) pri zobrazeni T'

a ak vezmeme do uvahy, Ze zobrazenie T' = Ey zachovava Lebesguovu mieru Leb (ktora je na [0, 1)
kone¢na) podla Prikladu 4.20 a je ergodické podla Vety 8.8, tak nam Veta 10.1(3) okamzite dava,
ze

frekvencia cifry 0 v bin. rozvoji x = %&i =3 pre Leb-skoro kazdé x € [0, 1).
Rovnako sa ukaze, Ze?
frekvencia cifry 1 v bin. rozvoji x = Lebl;, 1) = 1 pre Leb-skoro kazdé = € [0, 1).
Leb[0,1) 2
Pretoze prienik dvoch mnozin plnej miery je mnozina plnej miery, skoncili sme dokaz. O

Poznamka 11.3. Ak ma ¢islo dva bindrne rozvoje, jeden konciaci samymi nulami a druhy konciaci
samymi jednotkami, tak nie je normalne v baze 2, nech by sme uz brali do avahy ktorykol'vek
rozvoj. Nebolo preto nijako obmedzujiice uvazovat’ len rozvoje nekonciace samymi jednotkami.

Poznamka 11.4. Podobne sa ukaze, ze pre I'ubovolné iné celé b > 2 je skoro kazdé ¢islo x € [0,1)
normalne vzhladom na bazu b (kazda spomedzi cifier 0,1,...,b — 1 sa v zapise ¢isla = v ¢iselnej
ststave so zakladom b vyskytuje s frekvenciou 1/b). Sta¢i namiesto Fy vziat’ Ej,. Pretoze prienik
spocitatelne vel'a mnozin plnej miery je mnozina plnej miery, tak dostavame, Zze skoro kazdé ¢islo
x € [0,1) je normélne vzhl'adom na kazda bazu b > 2. Konecne, ak si pripomenieme, Ze reélne
¢isla s tou istou necelou ¢ast’ou maja v b-arnych rozvojoch rovnaké tie cCasti, ¢o st za b-drnou
¢iarkou®, tak moéZeme hovorit’ aj o normélnych ¢islach z € R. Z toho, ¢o sme uz povedali, je
zrejmé, ze skoro kazdé ¢islo x € R je normalne vzhl'adom na kazdua bazu b > 2.

11.2 Rozvoje ¢isel do ret’azovych zlomkov

Gaussovo zobrazenie tizko stvisi s ret’azovymi zlomkami.

2Mozno tiez pouzit' ivahu, Ze ak sa pre nejaké z frekvencia cifry 0 v bindrnom rozvoji « rovna 1/2, tak sa frekvencia cifry 1 rovna
1—1/2=1/2.
3 Analbgia s desatinnou &arkou v pripade b = 10.
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11.2.1 O ret’azovych zlomkoch

Kazdé raciondlne cislo x sa da rozvinat’ do tzv. konec¢ného ret’azového zlomku. Dané ¢islo na-
jskor vyjadrime ako stcet jeho celej casti (¢o je celé ¢islo, najlepsia dolné celo¢iselna aproximacia
daného racionalneho ¢isla) a necelej Casti, ¢o je zase raciondlne ¢islo, avsak uz z intervalu [0, 1).
Ak je toto nové racionalne ¢islo 0 (t.j. ak x bolo celé ¢islo), skonéili sme. Ak patri do (0, 1), je to
kladny zlomok s ¢itatelom mensim ako menovatelom. NapiSeme ho v tvare zlomku s ¢itatelom
1, takze v menovateli bude zlomok (racionalne ¢islo z (1,00)), ktorého citatel’ je vacsi ako men-
ovatel. S nim zopakujeme celi procediru. Takto pokracujeme, az kym neskonéime (t.j. kym
sa nedopracujeme k nulovej necelej ¢asti). KedZe sme povodne zacali s raciondlnym ¢islom, da
sa ukazat’, ze po kone¢nom pocte krokov skonc¢ime, teda racionalne ¢isla maji koneéné rozvoje
do retazovych zlomkov. Cela procediira zodpoveda Euklidovmu algoritmu.* Uvedieme niekol’ko
prikladov takych rozvojov. KedZe sa objavuju “mnohoposchodové” zlomky, je rozumné pouzivat’
aj oznacenia, ktoré sa zmestia do riadku. Za¢nime prikladom

20 1
3D = [-3:7).
- + [—3;7]
Podobne,
19 2 1 1
= + 2 + +3+1 [—3;3,2]
2 2

(v8imnite si, ze bodkoc¢iarkou oddel'ujeme len cela ¢ast’ pévodného ¢isla, potom pouzivame CGiarky).
Este jeden priklad:

59 17 1 1 1
2 g oy Ty —9 —2 = [2:1,4,4
TR TR T +1+4 +1+1 +1+ 1 [2;1,4,4]
17 17 17 N
4 4

V&imnite si, ¢o je podstatné na takomto rozvoji: vSetky citatele su jednotky. Tie sa preto v
“jednoriadkovom” zapise neobjavuja.
Vseobecne, pre kazdé racionalne ¢islo méame jeho rozvoj do kone¢ného ret’azového zlomku:

1
r€EQ=x=0qa9+ ! =: [ag; a1, ag, ..., a,).
a1 + 1
ay + ———
G,
Tu n je nezaporné celé ¢islo, ag = |x] je cela ast’ ¢isla x a ay, ..., a, st kladné celé ¢isla. Takyto
rozvoj nie je celkom jednoznacny, lebo pre a, > 2 je [ag; a1, ..., Gn_1,a,] = [ag; a1, ..., an_1, (@, —
1),1]. Napr.
1 8 1
0;3,8 =——=—=—"-—"7—=10;3,7,1].
[ I ) ] 3 _l— 1 25 3+ 1 [ b ) 9 ]
8 T4 1
1

4Skuste to vysvetlit.
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Obvykle sa uprednostiiuje prvy, kratsi rozvoj. Pri dodrziavani takej dohody je rozvoj racionalneho
¢isla do ret’azového zlomku jediny.

Analogickd procedura sa déa robit’ s iraciondlnymi ¢islami. Postupujeme ako u racionélnych
Cisel. Zase zacneme vyjadrenim ¢isla x v tvare siictu celej Casti a necelej Casti. Necelé cast’ tentoraz
nemdze byt nula, lebo je to iracionélne ¢islo, takze patri do (0,1). Vyjadrime ju v tvare zlomku s
¢itatel'om 1. Menovatel je potom iracionalne ¢islo vécsie ako 1. S nim celi proceduru zopakujeme
(oddelime celu ¢ast’, atd’.). Takto postupujeme donekone¢na, procedira nikdy neskon¢i (kone¢ny
ret'azovy zlomok, kedze v nom vystupuji len celé &isla, by bol racionalnym ¢islom). Teda kazdé
iracionélne ¢islo ma nekone¢ny rozvoj do ret’azového zlomku. Pritom tento rozvoj je jediny (na
rozdiel od racionalnych ¢isel netreba prijimat’ ziadnu dohodu, aby to tak bolo). Plati teda

r€R\Q=2=aq¢+ =: [ag;ai,ag, ... ,ay,...].

1
an + —

To znamend, Ze existuje také celé ¢islo ag (to je cela ¢ast’ ¢isla x, ag = |x]) a kladné celé ¢isla
ai,...,0Qn,..., ze procedira rozvoja x do ret’azového zlomku d& horeuvedeny vysledok. V teorii
ret’azovych zlomkov sa dokazuje, Ze tento vyraz nie je len zépisom akejsi procedury, ale ze = je
limitou tzv. zbliZengjch zlomkov Cisla x:

x = lim [ag; a1, ag, . .., a,).
n—o0

Priklad 11.5. Pre ¢islo v/2 je zadiatok rozvoja takyto (vyuzivame, ze (v2 — 1)(v/2 +1) = 1):
1 1 1

=1+ =1+
V2+1 2+ (V2 1) -

V2=1+(2-1)=1+

1
V2+1
KedZe sa nam v menovateli objavilo ¢islo V2 + 1, ktoré sme uz raz v menovateli mali a vzniklo z
neho

1
V2+1=2+ :
V2+1

vidime, Ze cely rozvoj je

V2=1+ =[1;2,2,2,...].

1

2
+2+...

V predchadzajucom priklade je nekoneény rozvoj v/2 = [1;2] periodicky. Tym sa mysli, ze ma
tvar
[GO; A1y .- 3 Ay gt 1y - - - ,ak+n].
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Podl'a tzv. Lagrangeovej vety maju periodicky rozvoj do ret’azového zlomku tie a len tie iracionalne
¢isla, ktoré su tvaru

P++vVN

Q )

(pritom v elementarnej teorii ¢isel sa dokazuje, Ze ak N je prirodzené, tak v/ N je alebo prirodzené
alebo iracionélne). Vsimnite si, ze iracionalne ¢islo mé periodicky rozvoj préave vtedy, ked’ je
to koren kvadratickej rovnice s racionalnymi koeficientami (a to je prave vtedy, ked’ je to koren

kvadratickej rovnice s celo¢iselnymi koeficientami). Takeé ¢isla sa nazyvaju kvadratické iracionality.
Prikladom neperiodického rozvoja do ret’azového zlomku je

kde P,Q € Z,N e NVN e R\ Q

e=1[2:1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,....1,2n,1,...].

Nie je to periodicky rozvoj, ale este stale tu vidiet’ akési pravidlo (1,2n,1). V rozvoji ¢isla m do
ret’azového zlomku vSak zatial’ nik Zziadne pravidlo neobjavil:

7 =[3:7,15,1,202,1,1,1,2,1,3,1, ...

11.2.2 S1vis ret’azovych zlomkov s Gaussovym zobrazenim

Budi nas zaujimat’ vlastnosti ret’azovych zlomkov &isel z intervalu [0, 1]. Pre konkrétne ¢islo to
moze byt’ t'azké (ako naznacuje napr. rozvoj ¢isla ), nas vSak bude zaujimat’, ¢o sa da povedat’ o
rozvoji do ret’azového zlomku pre skoro kazdé ¢islo z [0, 1]. Mame na mysli “skoro kazdé” v zmysle
Lebesguovej miery Leb = Leby 1] alebo v zmysle nejakej miery y, ktora je s iou ekvivalentna (lebo
pre ekvivalentné miery nulové mnoziny a teda aj pojmy “skoro kazdy” vzhl'adom k jednej ¢i druhej
miere splyvaju). Takou mierou p je napr. Gaussova miera z Prikladu 4.21, ktora je rovnako ako
Lebesguova miera definovana na Ly 1) a je ekvivalentna s Leb.

Pri takto formulovanej tlohe je jasné, Ze si nemusime v§imat’ racionalne ¢isla, ktorych je len
spocitatelne vela (a teda Leb(QN[0,1]) = 0 = u(QN 10, 1])). Ak ich vynechédme z intervalu [0, 1],
nezmeni to miery podmnozin intervalu [0, 1]. Ak totiz oznac¢ime

J:= (R\@)ﬂ [O’ 1]7

tak mnozina A C [0, 1] je lebesguovsky meratelna vtedy a len vtedy ked” AN J je lebesguovsky
meratelna a to isté plati pre u-meratelnost’. NavySe, v pripade meratelnosti mame

Leb(ANJ) =Leb(A) = u(A) = n(ANJ).

Tiez si vSimnime, ze Gaussovo zobrazenie z Prikladu 4.21 definované vzt'ahom

T:0,1 - [0,1], T(z):= {2’_ i Zti:?o " (11.1)

zobrazuje racionalne ¢isla do racionalnych a iracionalne do iracionélnych (to okrem iného znamena,
ze trajektoria iracionalneho ¢isla sa nikdy nedostane do nuly). Teda

reJ<—T(x)el. (11.2)
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Pretoze T'(J) C J,> mozeme zobrazenie T zZit' na mnozinu J, teda na ti podstatnu ¢ast’ intervalu
[0, 1], ktora nas zaujima. Dovolime si nezmenit’ oznacenie zobrazenia, takze dostaneme

777, T(x):%— H (11.3)

T

Navyse, kedZe nas bude zaujimat’ Leb-miera resp. p-miera mnozin, budeme méoct’ stotozihovat’
mnoziny A C [0,1) a ANJ C J. Tiez si budeme moct’” dovolit’ stotoziiovat’ tvrdenia tvaru “pre

skoro kazdé iracionalne ¢islo z [0,1] ...” (teda “pre skoro kazdé x € J ...”) a tvrdenia tvaru “pre
skoro kazdé ¢islo z [0,1] ...”. Dokonca mozeme stotoziiovat’ zobrazenia (11.1) a (11.3).

Konecne, ak x € J, tak ma celu ¢ast’ |x| = 0, teda = = [0;a1,a9,...,Gp,...]. Dohodneme
sa preto, Ze si zapisy zjednodusime a budeme pisat’ len = = [ay, a9, ..., ay,...] (nie je tam teda

bodkodiarka a koeficient ag = 0 pred fou).

Prec¢o hovorime o Gaussovom zobrazeni? Lebo suvisi s ret’azovymi zlomkami a tie nas teraz
zaujimaju. Vysvetlime tento suvis. Ak x € J, tak pre nejaké prirodzené ¢isla a;(x), 1 = 1,2,...,
mame

X = - - = [a1(x),az(x), ..., an(x),...]. (11.4)
€l ar(x) |+ .
as(w) + - 1
(@) +

Dva zaramované vyrazy majiu svoj vyznam — prvy sa rovné |1/z| a druhy T'(z). Naozaj, z (11.4)

dostaneme®
1
- = (27) +
T N—— 1
eN as(x) + 1
. _l’_ 1
an(z) + —

€0,1)

Z toho vyplyva, ze a;(z) = [ 2]. Potom, podla (11.3), T(z) = 1 — |1] = 1 — ay(x), takze druhy
s¢itanec na pravej strane predchadzajuceho vzt'ahu je prave T'(x):

1 1
- = ux) + (11.5)
T N——" 1
\_%J CLQ(QE) + 1
-+
1
an(x) + —
T(2)€l

5Kedze T': [0,1] — [0, 1] je surjektivne a plati (11.2), je dokonca T'(J) = J.
6Vgimnite si, Ze nasledujtici zapis sa da vyjadrit’ aj tak, ze 1/x = [a1(z);a2(x),...,an(z),...], pric¢om vpravo je uz bodkoéiarka.
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Ak porovname (11.4) a (11.5), vidime, Ze sme dokézali implikaciu:

\:L'f: [a1(x),as(x),...] = a1(z) = {iJ a Z(/xl = [ag(x),as3(z),...]. (11.6)
€ €J
Potom vsak aj
1 9 B
Z’gl— las(x),a3(z),...] = as(x) = {T(w)J a ZE%JQ = [az(z),a4(x),...],
2 _ 1 3
2%@— las(z),a4(x),...] = az(x) = {TZ(x)J a 16%@ = |au(7),as(z),...]

atd’. To vsak pre € J znamena, 7e’

x = [a1(x),as(x), az(z), .. .]

s ay(z) = H as(x) = {T&)J as(z) = {T%@J

Podstatné je si teraz vsimnuat’, v ktorych bodoch z € (0, 1] (stacilo by nam skamat’ z € J, pozri

diskusiu na zaciatku tejto subsekcie) je |1| = 1, v ktorych bodoch je [1| = 2, atd’ (nula to

samozrejme nikdy nie je, mozné hodnoty su len prirodzené ¢isla). Lahko sa da overit, Ze rozne

hodnoty EJ zodpovedaju prave intervalom Iy, I, ..., na ktorych st definované jednotlivé vetvy
T1,Ts, ... Gaussovho zobrazenia, pozri Obr. 4.6. Tuto zavislost’ ukazuje nasledujuca tabulka:
z € oo | o= /(k+1),1/k] | ... | I3=(1/4,1/3] | L = (1/3,1/2] | I = (1/2,1]
[1/z] =1 ... k . 3 2 1

Tabulku moéZeme zhrnut’ takto:

1
{—J = poradové c¢islo intervalu I, v ktorom sa z nachadza.
z

Prisli sme tak k pozoruhodnému zaveru. Ak zvolime x € J, tak jeho rozvoj do ret’azového zlomku

x = la1(x),az(x), ..., an(x),...]

sa da urcit’ tak, Ze sa pozrieme na trajektériu bodu x vzhl'adom na Gaussovo zobrazenie T
(ide o trajektoriu v dynamickom systéme (J,7")) a zapiSeme si, ktoré intervaly postupne bod
x navstevoval:

a(x) = |1/x] = poradové ¢islo intervalu [y, v ktorom je x,
as(xz) = |1/T(x)] = poradové ¢islo intervalu Iy, v ktorom je T'(x),
az(x) = |1/T?%(x)| = poradové &islo intervalu I, v ktorom je T%(z),

"Implikacia zlava doprava trividlne vyplyva z predchadzajtcich implikécii. Obréatene, nech pre € J platii a1(x) = |[1/z], az(z) =
[1/T(z)], az(z) = [1/T2(z)], .... Cislo  mé nejaky rozvoj @ = [b1(z), ba(z), b3(z),...]. Potom viak opit’ zo spominanych implikécii
dostaneme by (x) = |1/x], ba(x) = [1/T(x)], bs(z) = [1/T%(z)], .... Teda b1(z) = a1(x), b2(z) = az(x), b3(z) = az(x), ..., o bolo
treba dokazat’.
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11.2.3 Aplikacia: Vlastnosti ret’azovych zlomkov

7 Prikladov 4.21 a 4.32 vieme, ze Gaussovo zobrazenie zachovava Gaussovu pravdepodobnostni
mieru

1 1
B) = d B .
WB) = o [ ade BELon

B
Ide o ergodickii mieru.

Veta 11.6. Gaussova miera je pre Gaussovo zobrazenie (pravdepodobnostnd, invariantnd a) er-
godickd.

Dokaz ergodic¢nosti je komplikovany, nebudeme ho robit’, ale vetu vyuZzijeme na ziskanie zauji-
mavych faktov o ret’azovych zlomkoch.

Veta 11.7. Pre cisla x € [0,1] (prisne vzaté, pre iraciondlne x) wvaZujme o ich ret’azovych
zlomkoch

r = [ay(x),as(x),...,a,(x),...].
Pre skoro kazdé x € [0,1] v zmysle Lebesguovej miery Leb (ekvivalentne, pre skoro kaZdé x v
zmysle Gaussovej miery i) sa prirodzené ¢islo k objavuje v postupnosti

ai(x),as(x), ..., a,(x),...

s (kladnou) frekvenciou
1 (k+1)
= 0g :
log2 ~ k(k+2)

Dokaz. Ako sme uz vysvetlili na zaciatku Subsekcie 11.2.2, mézeme ignorovat’ racionalne ¢isla
a pracovat’ s dynamickym systémom (J,7"). Mame v fiom aj Gaussovu mieru, ktord je pravde-
podobnostna, invariantna a podla vety 11.6 ergodicka pre T'. St splnené predpoklady Birkhoffove;j
ergodickej vety. Mozeme ju preto pouzit’, ako aj jej dosledky, ktoré sme uz odvodili.

Podl'a zaveru Subsekcie 11.2.2 plati, ze hl'adané frekvencia nie je ni¢ iné ako frekvencia, s akou
bod x v nasom dynamickom systéme navstevuje interval I, = (1/(k + 1),1/k|. Teda

frekv ) (x)

frekv ) (z) = frekvy, ().

KedZe sme v ergodickom systéme zachovavajucom koneéni Gaussovu mieru p, podla Vety 10.1(3)
p-skoro kazdy bod navstevuje pu-meratelni mnozinu I so spravnou frekvenciou, t.j.

I
frekvy (z) = M(f)) pre p-skoro kazdy bod z € J.
o

Kedze u ~ Leb a pri kazdej z tychto mier ma J plnu (teda jednotkovi) mieru v [0, 1], znamené

to, Ze

aen
p(J)
Takato uvaha platila pre kazdé k. Pretoze intervalov I je len spocitatelne vel'a a prienik spocita-
tel'ne vel'a mnozin plnej miery je opéat’ mnozina plnej miery, plati dokonca, Ze

1,
pre Leb-skoro kazdy bod z € [0,1] je frekv(y(z) = 2l k>, k=1,2,.... (11.7)

n(J)

pre Leb-skoro kazdy bod z € [0, 1].

frekv () = frekvy, (z) =
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Plati p(J) = u([0,1]) =1 a

1 1 1 1 1
I) = dx = 1 1+—) -1 1+ —
1) log2/[k1—|—x g 1og2[0g( +k) og( +k+1>]

1 (k+1)
= 0g :
log2 ~ k(k+2)

Po dosadeni za p(J) a p(I;) do (11.7) dostaneme pozadovany vysledok. O

11.3 CvicCenia a projekty

Cvicenie 11.1. Dokazte tvrdenia z Poznamky 11.4.

Projekt 11.2. Rozvinte tuvahy o normalnych ¢islach tak, Ze si namiesto frekvencie cifier budete
vSimat’ frekvencie kone¢nych blokov cifier.
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