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Predhovor

Tento predbezny a nedokonceny studijny text je urceny Studentom prvého rocnika
ucitel'ského studia matematiky na Fakulte prirodnych vied UMB v Banskej Bystrici ako
zékladnd studijnd literatira k predmetu “Uvod do tedrie funkeii.”

Text este nie je ukonceny a aj zoznam literatiry je zatial’ netdplny. Najma niektoré
kapitoly o funkcidch chybaji alebo st nedplné alebo st len v predbeznom tvare. Dalsie
materidly mozno najst’ na webovej stranke Katedry matematiky FPV UMB. Kapitoly a
podkapitoly oznacené hviezdickou presahuju rozsah povinného uciva a st nepovinné.

Ak by ste mali akékol'vek poznamky (najmé kritické) alebo akékol'vek navrhy k tomuto
textu, piste prosim na adresu Lubomir.Snoha@umb.sk.

Banska Bystrica, 21. september 2019 Lubomir Snoha
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Kapitola 1

Postupnosti a ich zakladné vlastnosti

1.1 Pojem postupnosti

Postupnost’ je predpis (pravidlo), ktory kazdému prirodzenému éislu priraduje nejaky pr-
vok z danej mnoziny A. (Pritom predpokladdme, ze mnozina A je neprazdna, inak by sa
predsa ziaden taky predpis nedal vymysliet’.) Podrobnejsie hovorime o postupnosti prvkov
mnoziny A.

Zdoraznujeme, ze kazdému prirodzenému cislu prirad'ujeme prave jeden prvok mnoziny
A, roznym prirodzenym ¢islam vSak moze byt priradeny ten isty prvok (ak sa tak nestane,
tj. ak kazdym dvom roznym prirodzenym c¢islam st priradené rozne prvky, hovorime, ze
postupnost’ je prostd alebo injektivna). Tiez zdoraznujeme, ze nie kazdy prvok mnoziny A
musi byt’ k nejakému ¢islu priradeny, i ked’ to tak moze byt — v takom pripade sa niekedy
hovori, ze ide o postupnost’ vsetkijch prvkov mnoziny A.

V matematike, ako v kazdej vede, je velmi ddlezité klast’ si otdzky (formulovat’ problémy). Tie st
hybnou silou matematického vyskumu. Ak si nebudete klast’ otazky, sotva to pri Studiu matematiky
d’aleko dotiahnete. Aj hlipa otazka je lepsia ako ziadna otazka! Bez toho, aby ste si kladli otazky
zostanete v matematike na Urovni memorovania. Aj trividlne otdzky, aj otdzky na ktoré nikto nevie
odpovedat’, aj otdzky zdanlivo smiesne ¢i zbytotné (“naco sa to vobec pytat’?”) vam pomozu lepsie
pochopit’ rozne suvislosti studovanej latky, jej hibku a rozsah. Ubezpecujeme vias, ze maloc¢o vasich
ucitelov potesi tak ako (matematické) otdzky, ktoré sformulujete.

V tejto chvili je napr. moznou otazkou to, ¢ pre kazdd neprdzdnu mnozinu A existuje postupnost’
vsetkych jej prvkov.

Prezradime vam, ze odpoved’ na polozent otdzku je zdporna a sformulovand otazka viedla v matem-
atike k vybudovaniu tedrie tzv. spocitatelnych a nespocitatelnych mnozin . O tom sa budete ucit’ v

tedrii mnozin.

Postupnosti vznikaji v matematike (ale nielen v nej) oby¢ajne vel'mi prirodzenym sposo-
bom. Jednym z nich je, Ze (nie nutne vsetky) prvky nejakej neprazdnej mnoziny A oindezu-
jeme prirodzenymi ¢islami. Indexovanie znamend vymentivanie prvkov tejto mnoziny (prvy,
druhy atd’), t.j. ide o dohodu, ktory prvok budeme povazovat’ za prvy, ktory za druhy atd’.
Podl'a toho, ¢o sme povedali vyssie, nie je dovolené dva rozne prvky mnoziny A prehlasit’
za prvok s tym istym poradovym ¢islom (napr. za treti), ale je dovolené, aby jeden a ten
isty prvok mnoziny A mal viac roznych poradovych ¢isel (aby bol napr. tretim aj siedmym).
Inak povedané, pri indexovani sa moézme opéatovne vracat’ k prvkom, ktorym uz raz bol index
prideleny (t.j. postupnost’ nemusi byt’ prosta).

9



10 KAPITOLA 1. POSTUPNOSTI A ICH ZAKLADNE VLASTNOSTI

Priklad 1.1. Predstavme si, ze uvazujeme kruh so stredom v poc¢iatku a polomerom 1, d’alej kruh so stredom

v pociatku a polomerom %, kruh so stredom v poéiatku a polomerom % atd’, ako na Obrézku 1.1 . (Moze

nas napriklad zaujimat’, aky je prienik tychto kruhov, alebo sa zberé?;ne uvazovat’ o valcoch s takymito
zdkladnami a pod.). Prirodzené je napr. povedat’ si, ze n-tym kruhom bude kruh s polomerom % (pritom
n=1,23,...). Opisali sme prave pravidlo, ktoré kazdému n € N priraduje prvok mnoziny vsetkych kruhov
v rovine. Teda opisali sme postupnost’ - postupnost’ (niektorych) kruhov v rovine. NaSe vyjadrovanie sa
zostruéni a pripadné d’alsie ivahy o tychto kruhoch sa sprehl'adnia, ak kruhy vhodne oznacime. Napriklad
ten kruh, ktory sme priradili ¢islu n, by sme mohli oznacit’ K,,. Matematici v takomto pripade zvyknu
hovorit’ o postupnosti kruhov

Ki,Koy...,Kp,... .

Vsimnite si, ze tato postupnost’ je prostd, Je to postupnost’ kruhov v rovine ale nie postupnost’ vSetkych
kruhov v rovine.

Zostanme este na chvil'u pri uvedenom
priklade.  Co je v fiom K, vieme - je
to akysi kruh; hovorime tiez, Ze je to 1
druhy c¢len postupnosti. Ale ¢o je to K7
Mohli by sme povedat’, Ze to samo os-

ebe nie je ni¢, ze zmysel m&a len celé / ?
[

oznacenie K5 ale nie samotné K, alebo by f

sme mohli povedat, Ze je to jednoducho \ \& // /

N[ =

ol=

skratka slova kruh. Matematicky pohlad
na vec vSak je, ze symbol K oznacuje
samotnu postupnost’, teda to pravidlo, po-
mocou ktorého sme prirodzenym ¢islam pri-
radovali kruhy. Zial, ked’ teda hovorfme o
postupnosti Ky, Ko, ..., K,,..., doptustame
sa nedoslednosti - ved’ sme prave povedali,
ze postupnost’, to je iba “to K”. Ostava
len povedat’, Ze tato nedoslednost’ je bezna a ze je casto aj vyhodné pod postupnostou si
nepredstavit’ prislusné pravidlo na prirad’ovanie prvkov mnoziny A prirodzenym ¢éislam, ale
predstavit’ si vSetky cleny postupnosti (t.j. tie prvky, ktoré boli prirodzenym ¢islam pri-
radené), vymenované “zaradom” - najskor prvy ¢len, potom druhy ¢len atd’. Iste citite, Ze je
to v podstate to isté (a prave preto uvedend nedoslednost’ “nevadi”) : ak poznate pravidlo K,
tak “viete” (aspon teoreticky) vymentvat’ cleny K, K, ... a obrétene, ak si “zaradom” vy-
menované Cleny postupnosti, vieme aké prvky si priradené jednotlivym prirodzenym c¢islam;
je tym teda urcené pravidlo K.

Iny prirodzeny sposob, ktorym v matematike vznikaji postupnosti, je ten, ze pocitame
nejaka velicinu, ktord zdvisi od parametra n € N. Ak nas nezaujima vysledok iba pre nejaké
konkrétne n, ale chceme ho vediet’ pre kazdé n, pocitame vlastne cleny akejsi postupnosti.
Ukazeme to na prikladoch.

Obr. 1.1: Niektoré kruhy v rovine

Priklad 1.2. (Zlozené urokovanie s trokom pripisovanym raz ro¢ne.) Vlozime do banky sumu Sy
na ro¢ny drok p %. Zaujima nds, kol’ko budeme mat’ v banke po n rokoch (za predpokladu, ze by sa irokova
miera nezmenila).

Pocitajme. Po prvom roku budeme mat”:

_ P o _ v
S1="50+ 155 % SO(Hmo)'
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Po druhom roku budeme mat’

SQ:Sl+%~51:Sl(1+1%O):So<1+%)2.

Lahko vypocitate, ze po tretom roku to bude

Matematickou indukciou mozno dokdzat’ (urobte to to!), Zze po n rokoch budeme mat’

S, = So (1+1%)n . (1.1)

Ur¢ili sme takto vSetky cleny postupnosti
51,89, -3 Sny . .

(Samozrejme, moézme uvazovat’ aj postupnost’ Sp,S1,52,...,5n,... . Tu Sy je suma, ktord budeme mat’
na ucte po 0 rokoch, teda teraz.)

Priklad 1.3. (Zlozené tdrokovanie s urokom pripisovanym viackrat roéne.) Predstavme si, ze
ulozime do banky na jeden rok sumu Sy eur. Kolko budeme mat’ po roku? To samozrejme zavisi od rocnej
urokovej miery. No dobre — ak je roéna trokovéa miera p percent, kol'ko budeme mat’ o rok? Tentoraz sa
zdé, ze odpoved’ je uz jasnd. Z Prikladu 1.2 vieme, ze budeme mat’ Sy - (1 + 1%0). Ale takto je to len v
pripade ked’ nam banka ku vloZenej sume pridé urok raz za rok, a to celych p percent po uplynuti roka. Ako
to véak bude v pripade, ked’ banka pripisuje troky viackrat, povedzme dvakrit roéne?’ Vseobecnejsie: Aku
sumu S,, budeme mat’ po roku v pripade zlozeného tirokovania, ked’ sa tiroky pripisuji n-krat ro¢ne??
Pre n =1 ide o situédciu z predchadzajiceho prikladu, takze

Slzso-(1+1%) .

Pre n = 2 si najskér uvedomme, ze po prvom polroku, teda po prvom pripisani irokov, budeme mat’ sumu
So-(1+ % 5), ateda

L p I p 1 p\’
=S - [1+=- ). (1+42- L )V=9,-(14+=. 2 .
52 = 50 <+2 100) (+2 100) So (+2 100)

Podobne mozno vypocitat, ze
1 3
S5 =S - <1+~ P )

3 100

a matematickou indukciou sa 'ahko dokaze, ze

1 p n
=50 (14— -2 1.2
Sn =50 <+n 100) (1.2)

(urobte!).
Opét’, podobne ako v priklade (1.2), sme urcili vSetky ¢leny akejsi postupnosti S1,S2,...,S,,... .

Vypocitali sme, kol’ko budeme mat’ pri po¢iatotnom vklade Sy na 1cte po roku, ak sa kazdu n-tinu roka
pripisuje trok p/n %. Poznamenajme, ze vysledok, teda vztah (1.2) sme mohli ziskat’ aj jednoduchsie.
Interpretujme n-tinu roka ako novi ¢asovi jednotku; nazvime ju napr. minirok. Rok mé teda n minirokov.
Zaujima nés, kol’ko budeme mat’ z poc¢iatocnej sumy Sy po n minirokoch, ak ndm po kazdom miniroku pripisu
urok p/n %. Situdciu mozno interpretovat’ ako zlozené drokovanie s miniroénym tdrokom p/n % pripisovanym

1Po uplynuti pol roka nam k vlozenej sume prid4 g percent a po uplynuti druhého pol roka ndm k tomu, ¢o na icte mame

(t.j. k vlozenej sume a tirokom pripisanym po prvom polroku) pripise g percent.
P

2Vzdy sa pripise + percent k tomu, ¢o prdve mame na ucte.
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raz miniro¢ne. Pociatoény vklad je Sy a zaujima nds, kol’ko budeme mat’ na u¢te po n minirokoch. Teda
staci vo vzorci (1.1) pisat’ p/n namiesto p a dostaneme vzorec (1.2).

Podobne, ak by sme opét’ mali p % drok pripisovany n-krat ro¢ne (kazdi n-tinu roka, teda kazdy minirok
sa pripise p/n %) a zaujimalo by nds, kolko budeme mat’ po r rokoch (teda po nr minirokoch) pri poc¢iatoénom
vklade Sy, odpoved’ je, ze budeme mat’

1 p nr 1 p n T
12 =9, - .2 .
So (+n 100) So ((1+n 100))

Priklad 1.4. (Skutoény roény turok.) Ak vlozime na et s desat’percentnym rotnym irokom sumu Sp,
kolko budeme mat’ o rok ak sa tirok pripisuje raz mesac¢ne? Zo vzorca (1.2) uz vieme, ze budeme mat’

1 10\
1+ = =) =1,104
S (+12 100) 1047 Sy

Aky by musel byt’ roény urok pripisovany raz ro¢ne, aby sme z vlozenej sumy Sy dostali po roku tuto isti

sumu? Z rovnice o
: L) _g. 1 10
5o (1+100 = So <1+12 100

1 10\
—100- (14— -—) —1]=10,47.
p=100 << T 100> ) 0,47

Mozno teda povedat’, Ze ak roény turok 10 % je pripisovany mesacne, tak “skuto¢ny” ro¢ny trok je priblizne
10,47 %.

dostaneme

Priklad 1.5. (Ako velmi mozno zbohatnit’ Castejsim pripisovanim roéného droku?) Predstavme
si, Zze vlozime do banky 1 euro. Banku to tak pobavi, Ze ndm d4 ro¢ny urok 100 %. Ak je tento urok
pripisovany raz rotne, budeme mat’ po roku 2 eurd. V predchddzajicich prikladoch sme videli, ze sa d&
“zarobit” na tom, ze prehovorime banku, aby ndm dohodnuty roé¢ny tirok 100 % pripisovala polrocne a nie
rocne (t.j., aby ndm kazdy polrok pripisala trok 50 %). V takom pripade budeme mat’ po roku trochu viac
ako 2 eurd. Zarobime este viac, ak prehovorime banku, aby ndm tento tirok pripisovala povedzme mesacne a
eSte viac, ak bude pripisovany kazdu sekundu a este viac, ak ... . Napadd nas otazka, ¢i sa moze stat’, ze ak
bude tento ¢as (“minirok”) velmi maly (teda n v Priklade 1.2 bude velmi velké), tak z vlozenej sumy 1 euro
budeme mat’ po roku povedzme viac nez 1 milién eur? Inak povedané, bude pre velké n hodnota (pozrite

vzorec (1.2))
1 100\" \"

vacsia nez 1 000 0007 Vseobecnejsie: akou velkou vieme urobit’ tito hodnotu, ak vezmeme n vel'mi velké?
Lubovolne velkou? Alebo je to tak, ze tdto hodnota nikdy nepresiahne nejakd uroven, povedzme 10007
Nie sme eSte pripraveni dat’ odpoved’ na tuto otdzku, neskor tak vSak urobime. Zatial vam odporicame
vziat’ do ruky kalkulacku, pohrat’ sa s uvedenym problémom a vytvorit’ si hypotézu, aka asi bude odpoved’.
Urcite nebude pre vas stratou ¢asu chvilu si pocitat, pretoze postupnost’ (1 + %)n, n=12... je vma-
tematike (a ako ukazuje priklad, nielen v matematike!) vel'mi doélezitd. Nebojime sa povedat’, ze jedna z
najdolezitejsich.

S postupnost’ami sa v praxi stretavame tiez vtedy, ked’ si z nejakych praktickych dovodov
v§imame hodnoty nejakej funkcie iba pre diskrétne hodnoty argumentu. Moze ist” napr. o
funkciu casu, pricom si vSimame hodnoty iba v pravidelnych ¢asovych okamihoch. Hovorime
o diskretizdcii ¢asu.

Priklad 1.6. V rozhlase sa kazdy den mézeme dozvediet’, akd bola teplota rano o 6,00 hod. napr. na Sliaci.
Teplota vzduchu T'(¢) v Case t na Slia¢i je redlna funkcia premennej t € (0,00). My si ju v8ak v§imame
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(zaznamendvame) vzdy réno o 6,00 hod, teda v ¢asovych okamihoch ¢; < t2 < t3... . Namiesto funkcie
definovanej na intervale (0, 00) tak dostdvame funkciu, ktori mozeme zapisat’ takto:

T(t1), T(ts), ..., T(tn),. ..

kde T'(t,) oznacuje teplotu v ¢ase t¢,. Ak zépis zjednodusime tym, Ze namiesto T'(¢,) budeme pisat’ T'(n)
resp. T}, dostaneme postupnost’

T(1),T(2),...,T(n),... resp. Ty, To,...,Tn,... .

V predchadzajiucom priklade zvlast’ jasne vidiet’, ze postupnost’ je zobrazenie definované
na mnozine N vSetkych prirodzenych ¢isel.

1.2 Postupnost’ ako Specialny pripad zobrazenia

Zatial sme o postupnosti trochu hmlisto hovorili ako o ‘predpise’. Pre naSe ucely to sice
postaci, kvoli uplnosti vsak uved’'me, ze postupnost’ mozno definovat’ pomocou pojmu zo-
brazenia:

Definicia 1.7. Zobrazenie a : N — A (zobrazenie mnoziny vsetkych prirodzenych ¢isel N
do mnoziny A) nazyvame postupnost’ prvkov mnoziny A.

Napr. ak A je mnozinou vsetkych celych resp. redlnych ¢isel, tak a : N — A nazyvame
postupnost’ celych resp. redlnych éisel. 3
Majme postupnost’ a : N — A. Kazdému prvku n € N je priradeny jediny prvok
mnoziny A, ktory oznacujeme a(n). Namiesto a(n) byva zvykom pisat’ a,. Pretoze zo-
brazenie a : N — A je jednoznacne urcené svojimi hodnotami a,, n € N, namiesto symbolu
a mozeme pisat’
1,9, ..., C0n, ... . (1.4)

Iné pouzivané zapisy st {a,}>2,, (@), {a.}3°, (a,)3°, pripadne a,;n € N alebo
anp;n = 1,2,... & dokonca aj,as,... (tento zdpis je vSak uz trochu neporiadny - pozri
nizsie odsek 1.5).

Prvky a,,n = 1,2,... nazyvame cleny postupnosti (1.4). Prvok aj nazyvame k-ty ¢len
danej postupnosti.

Samozrejme, v horeuvedenych zdpisoch namiesto n (index n tu hré ulohu nezavisle pre-
mennej) moézeme pouzit’ aj iné pismeno, napr. k,i,7 apod. Teda napr. (a,); je to isté
ako (ax)?2, totiz postupnost’ ay, as, ... (v tomto zdpise ziadne n ani k nevidiet’), ktorej i-ty
¢len je prvok a; pre kazdé i € N.

Definicia 1.8. Nech m € N. Koneénou (m-clennou) postupnost'ou prvkov mnoziny A

nazyvame akékol'vek zobrazenie a : {1,2,...,m} — A.
Na oznacenie postupnosti a : {1,2,...,m} — A pouzivame tiez zapisy {a,}",, (a,)",
{a, }7, (a,)7, pripadne ay,as,...,ay, alebo a,;n = 1,2,...,m. Prvky a;,i = 1,2,....,m

nazyvame ¢leny uvedenej konec¢nej postupnosti.
Postupnost’ a : N — A sa niekedy nazyva nekonecnd postupnost.

3Pozor, nesmiete si mysliet, ze kaZdé celé resp. redlne &islo je tu obrazom niektorého z prirodzenych &isel. Ako sme uz
upozorinovali vyssie, v pripade redlnych ¢isel to dokonca ani nie je mozné.
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Dohoda. Pre nés slovo postupnost’ bude znamenat’ nekoneénu postupnost’, t.j. zobrazenie
definované na celej mnozine N. Pokial’ budeme vynimo¢ne uvazovat’ konec¢ni postupnost’,
vzdy to zdoraznime. 4

Poznamenajme este, ze pri zdpise postupnosti je vyhodné pripustit’ niektoré odchylky
od definicie. Tak napriklad, nedodrziava sa vzdy doslovne poziadavka, ze defini¢ny obor
postupnosti je mnozina vSetkych prirodzenych ¢isel. 7 réznych dovodov sa stretdvame s
postupnost’ami, ktorych prvy ¢len je oznaceny trebars ag, x_3 ¢i wy. Uvazujeme teda pos-

tupnosti
{an};’io, {xk}ii_ga {witizy -

Presne povedané, napr. v poslednom pripade ide o postupnost’ {w}}°;, kde w; = w; 3, teda
W] = wy, wi = w; atd. Ide tu teda len o formalnu odchylku od definicie.

Druht nedoslednost’, ktorej sa doptust’ame pri zapise postupnosti, ukazeme na priklade.
Ak napiseme {%}fﬁ:l, nejde v pravom slova zmysle o postupnost’, lebo vyraz v zlozenej
zatvorke nie je definovany pre n =2 an = 5. Ak oznac¢ime a,, = #J;lﬂo’

definované hodnoty

mame teda dobre

ai, a3, a4, a6, A7,A8, . . . .

o0

o ,, ale sprdavnejsie by bolo hovorit’ o postupnosti (b,)5°

Hovorime o “postupnosti” (a,) n=1s

kde

by = ai,by = as, b3 = a4, by = ag, b5 = a7,bs = as, ... .

Ak budeme hovorit’, ze postupnost’ (a,)2; ma nejaki vlastnost’, budeme mat’ na mysli,
ze postupnost’ (b,)>2; ma tuto vlastnost. Tuto dohodu prijimame preto, lebo pri skiimani
niektorych dolezitych vlastnosti postupnosti (napr. pri skimani limit postupnosti v mate-
matickej analyze) nevadi, ak nie st uréené vsetky ¢leny postupnosti. Pocet nedefinovanych
¢lenov vsak musi byt’ konecny. Teda od istého prirodzeného ¢isla (indexu) poéniic musia uz

byt’ definované vsetky ¢leny (v nasom pripade pozndme vsetky cleny pocnic Siestym).

1.3 Explicitné a rekurentné urcenie postupnosti

Urcit’ (definovat’) postupnost’ (a,)22 ; znamena urcit’ vietky jej ¢leny. To mozno urobit’ (ak
si teraz nebudeme vsimat’ napr. rozne slovné opisy) v zdsade dvoma sposobmi.
Jeden sposob je ten, ze uvedieme explicitng vzt'ah na vypocet vSseobecného c¢lena, napr.

an=n* n=12,.... (1.5)

Druhy sposob je tzv. rekurentné urcenie postupnosti, ktoré spociva v tom, ze urcime
niekol’ko prvych ¢lenov postupnosti a pre ostatné ¢leny postupnosti zadame predpis, ako ich
urcit’ pomocou (vsetkych alebo niekol’kych) predchadzajicich ¢lenov. Napriklad:

él = 1, bg = 4, bg = %, bn+3 = 3bn+2 - 3bn+1 + bn, n = ]_,2, e (16)

~
pociatocné podmienky rekurentny vztah

Pociatoéné podmienky udédvaji niekol’ko ¢lenov postupnosti (v nasom pripade prvé tri cleny
postupnosti), rekurentny vzt'ah umoznuje postupne vypocitavat’ ostatné cleny. Uvedomme

4Postupnost’ (an)S, Studenti ¢asto Citaji ako “4 jedna, & dva, a tak dalej, az & en”. Je zrejmé, Ze je to chybne, islo by v
takom pripade o koneént, n-Clenni postupnost. Spravne to je “4 jedna, & dva, a tak d’alej, 4 en, a tak d’alej”.
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si, ze postupnost’ spfﬁajﬁca (1.5) existuje a to prave jedna — prvé tri cleny su dané, stvrty
sa jednoznacne vypocita pomocou prvych troch, piaty pomocou druhého, treticho a uz
vypoéitaného stvrtého atd’. Naozaj, ak v rekurentnom vzt'ahu v (1.6) polozime n = 1,
dostaneme

by =303 —3by+b; =3x9—3x4+1=16=4>
pre n = 2 dostaneme

by =3by —3b3 + by =3 X 16 —3 x 9+ 4 =25=5%
a takto mozno pokracovat’ d’alej. Vidime, preco sa hovori o rekurentnom urceni postupnosti
— aby sme vedeli uréit’ niektoré ¢leny, musime “bezat’ spat’ ”?, k predchédzajicim ¢lenom.
Postupnosti definované rekurentne sa trochu nepresne, ale bezne nazyvaju rekurentné pos-
tupnosti. Nepresnost’ je v tom, ze na samotnej postupnosti ag, as, ... niet ni¢ rekurentného.
Rekurentny je len predpis, ktorym je definovana.

Priklad 1.9. Uréime prvych 6 ¢lenov nasledujicej rekurentne urcenej postupnosti:
a1 =2,a0=3, ap=aji-as----- Ap_1 pren=3,4,... .

Prvé dva ¢leny st uréené, pocnic tretim ¢lenom je kazdy ¢len sic¢inom vSetkych predchadzajicich ¢lenov.
Postupnost’ teda zaéina takto: 2,3,6,36,1296,1 679 616... alebo, o je prehl'adnejsie: 2,3,6,62,6%,68%,....

Priklad 1.10. Postupnost’ mnohoc¢lenov je ur¢end rekurentne takto:
Py(z) =1,Pi(z) =2, Ppia(x)=2Ppt1(z) — Po(x),n=0,2,... .
Chceme urcit’ Py(z). Postupne dostdvame:
Py(z) = x.Py(z) — Py(x)
Ps(x) = x.Py(x) — Pi(x)
Py(z) = z.Ps(x) — Pa(x)

(x) = —1=2z*-1

x-x
r.- (22 =1)—z=2%—22
(23 —2x)— (2 1) =2 322+ 1.

(z

Vrat'me sa teraz k postupnostiam (1.5) a (1.6). Vsimnite si, Ze sa v prvych piatich élenoch
zhoduju. Napadd nas, ze sa mozno zhoduju aj vo vSetkych d’alsich ¢lenoch, teda ze je to
jedna a ta ista postupnost’.

Priklad 1.11. Dokédzeme, ze postupnost’ (a,)>; urend vztahom (1.5) a postupnost’ (b,)>2; urcena
vztahom (1.6) sa zhodujd, teda ze a,, = b, pre kazdé n = 1,2,.... Dokézeme to matematickou induk-

ciou.

Prvy krok. Plati
by=1=1>=q,,
by =4 = 22 = qo,
by =9 =3%=as.

Druhy krok (indukény krok). Predpokladajme, ze by = ag, bp+1 = agt1, bk+2 = ar42 pre nejaké k € N
(tzv. indukény predpoklad). Dokdzeme, Ze potom aj bgys = ax+3. Naozaj,

br+3 = 3bgy2 — 3bg41 + b (podla rekurentného vzt'ahu z (1.6))
= 3agro — 3aps1 + ak (podla indukéného predpokladu)
=3(k+2)? —3(k+1)% + &? (podla (1.5))
= (k+3)?
= Gk+3 (podla (1.5)).

Dokaz je skonceny.

5lat. recurrere - bezat’ spat’
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Vidime, ze explicitne uréenu ¢iselnti postupnost’ (1.5) mozno urcit’ rekurentne vzt'ahom
(1.6). Prechod od explicitného vyjadrenia k rekurentnému je mozny vzdy, je na to dokonca
jednoduchy vseobecny postup. Ak totiz mame postupnost’ (a,)2; dani “vzorcom”

a, =v(n), n=12,...,
tak vieme vypocitat’ a; a okrem toho mame vzt'ah
ani1 =v(n+1)=vn)+v(n+1)—v(n)=a,+v(n+1) —ov(n),
takze mame pre (a,)32; rekurentné vyjadrenie. Pre nasu postupnost’ (1.5) to dava:
a1 =1, Gnp1 =0+ a1 — 0y =a, +(n+1)°>—n’=a, +2n+1,

¢o je jej iné, jednoduchsie, rekurentné vyjadrenie ako (1.6). Vidime teda, Ze rekurentné
vyjadrenie postupnosti nie je jednozna¢ne urcené — postupnost’ moze mat’ rekurentné vyja-
drenia, ktoré “vyzeraju rozne” (teda na vzhlad, ¢ize “fotograficky” sa odlisuji %) a az blizsie
skimanie ukédze, Ze naozaj uréujui jednu a tu istd postupnost’. ”

Zatial’ ¢o prechod od explicitného vyjadrenia k rekurentnému je l'ahky, obratene je to
casto t'azka az nemozna tloha. V principe sice kazdu rekurentni postupnost’ mozno urcit’
aj explicitne, ale ide tu len o teoretickii moznost’, lebo len zriedkavo sa nam to aj prakticky
podari. 8

Vo vSeobecnosti t'azko povedat’, ¢i je explicitné alebo rekurentné uréenie postupnosti
“krajsie”, “lepsie”, “vyhodnejsie”, “jednoduchsie” ako to druhé. To zavisi od konkrétnej
situacie. Predstavme si napr., ze potrebujeme vediet’ len ¢len asg; postupnosti Stvorcov
prirodzenych ¢isel a ostatné ¢leny postupnosti nds nezaujimaju. Ak by sme mali postupovat’
podla rekurentného vyjadrenia (1.6), bolo by neprijemné, ze musime “zbytoc¢ne” najskor
pocitat’ vsetky predchadzajice ¢leny — urcite je pre takyto ciel’ vyhodnejsia explicitné for-
mula (1.5). Naproti tomu v pripade tzv. Fibonacciho postupnosti (pozri ¢ast’ 4.4) je explic-
itné vyjadrenie vel'mi komplikované a ak by nasou ulohou bolo vypocitat’ prvych dvadsat’
¢lenov Fibonacciho postupnosti, urcite by sme uprednostnili rekurentné vyjadrenie.

Postupy ako mozno pre niektoré dolezité triedy rekurentne urcéenych postupnosti néjst’
ich explicitné vyjadrenie, sa nau¢ime neskor, v Kapitole 4.

1.4 Iteracné postupnosti

Nech X je nepréazdna mnozina a f : X — X je funkcia.® Uvazujme postupnost’ (r,)%,
zadanu rekurentne takto: Nech xg € X je nejako zvolené a nech pre ostatné cleny postupnosti
plati

Tni1 = f(zn), n>0.

Spodobne ako sa na vzhlad odlisuju &isla 5 a 7 — 2

7Samozrejme, aj dve zdanlivo rézne explicitné vyjadrenia mozu dévat’ jednu a ti istd postupnost. Napr. a, = n? je to isté
ako ap, = (n+1)2 —2n— 1.

8Uréite by napriklad bolo velmi tazké najst’ explicitné vyjadrenie pre nasledujticu postupnost’ :

a1 =V2, ag =logo(r — 1),
ant2 = sin(n® 4+ 2n — /3 + c0s2900 n) . (n? 4 cos an1)+
+12345(n" —n — 1) - (loggn +2%*~™), n=1,2,... .

9Stotoziiujeme pojmy funkcia a zobrazenie. Teraz staci vediet!, ze f je predpis, ktory kazdému bodu = € X priradi prave
jeden bod f(z) € X.
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Teda zvolime bod xq, zobrazime ho funkciou f, ziskany bod znovu zobrazime funkciou f
atd’, ako na Obrazku 1.2. Dostaneme tak postupnost’

L0, X1, Ty v ey Ty = o, f(x0), f(f(x0)),.., f(... f(f(zg))...) .

Obr. 1.2: Itera¢na postupnost’

Taktto postupnost’ nazyvame iteracnd postupnost’ prislichajica k funkcii f a bodu xg alebo
iteracna postupnost’ bodu xy vzhl'adom na funkciu f alebo iteracna postupnost’ funkcie f
generovana bodom xq. V tedrii dynamickych systémov sa pouziva nazov trajektoria bodu xg
vzhl'adom na funkciu f.

Oznaéme tzv. k-t iterdciu funkcie f, t.j. kompoziciu fo...fo f symbolom f°* alebo len krétko
—_—

k-krat
f* (pozor, napriek takémuto oznaceniu tu nejde o ziadne umociiovanie ale o opakované skladanie
funkcie so sebou samou). Teda

freft=f == fof, [fP=f=fofofi...

Niekedy sa este oznacuje symbolom f°0 alebo kritko f° identita na mnozine X, teda funkcia idy :
X — X definovand tak, ze idx(z) = « pre kazdé x € X. Iterdcie funkcie f mozno teda rekurentne
definovat’ takto:

0 =idy, ff=fofrt n=12,....

S vyuzitim tychto oznaceni mézeme horeuvedent iteraéni postupnost’ zapisat’ aj v tvare (f"(x0))5%,-

Mozno ste si vSimli, Ze itera¢né postupnosti su len Specidlnym pripadom rekurentnych
postupnosti. Inak povedané, kazda itera¢na postupnost’ je rekurentna postupnost’. Obratene
to vSak vo vSeobecnosti nie je pravda.

Priklad 1.12. Rekurentna postupnost’
ag = 3, ani1 = (ap)*+1, n=0,1,...

je iteracna postupnost’ prislichajica k bodu 3 a funkcii f(x) = 22 + 1. Plat{ totiz a,1 = f(an,).
Naproti tomu rekurentna postupnost’

a1 =1, apy1=ap,+2n+1, n=12 ...

nie je iteracnd, pretoze a,+1 = a, + 2n + 1 nie je tvaru a,+1 = f(a,). Naozaj, a, + 2n + 1 nezdvisi len od
an ale aj od n.
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1.5 Problémy s urcovanim vSeobecného ¢lena postupnosti

Ak pracujeme s nejakou postupnost’ou, ¢asto je vyhodné urcit’ jej n-ty clen explicitne. To
moze byt’ niekedy vel'mi t'azké, napr. ak je postupnost’ urcend rekurentne.
Priklad 1.13. Uz od cias Euklida sa vie, ze prvocisel je nekoneéne vela. Mnozina vSetkych prvocisel
je usporiadand podla velkosti (lebo takou je jej nadmnozina N). Ozna¢me symbolom p, n-té najmensie
prvocislo (presnejsie, matematickou indukciou definujme: nech p; je najmensie prvocislo a pre kazdé n € N,
n > 2 nech p,, je najmensie prvocislo vicsie ako p,—1 — to bola vlastne slovnd rekurentnd definicia). Tym,
ze sme zaviedli toto oznacenie, sme definovali postupnost’ p, ktori vzhl'adom na vyssie spominané zvyklosti
mozme napisat’ aj v tvare

2,3,5,7,11,....,pny- .- -
Této postupnost’ je dobre definovand, pretoze sme slovne presne povedali, ¢o je p,, (n-té najmensie prvoéislo),
teda vyznam symbolu p,, je jednoznaény. Doposial’ vSak nikto na svete nenasiel nejaky uspokojivy “vzorec”,
ktory by umoznoval “vypocitat” éislo p, (presnejsie, taky vzorec existuje, ale je prilis komplikovany na to,
aby sa dal rozumne pouzit’ na uvedeny ucel).

V tejto casti vSak chceme hlavne upozornit’ na nasledujicu vec.
Casto sa v literatire (a v istej obmene aj v kutikoch rekreacnej matematiky v roznych
¢asopisoch) mozno stretnut’ s ilohami typu : Urcte vseobecny clen postupnosti

1,4,9,16,25,... .

Ocakéava sa odpoved’ a,, = n?. Treba si viak uvedomit’, Ze takdto odpoved nie je celkom

v poriadku. Zo znalosti prvych piatich ¢lenov postupnosti totiz nie je mozné jednoznacne
urcit’ ostatné ¢leny. Postupnost’ so véeobecnym ¢lenom a,, = n? nie je jedind, ktord ma
prvych 5 ¢lenov 1,4,9,16,25. V skutocnosti existuje nekonecne vela takych postupnosti.

Mo6zu to byt’ napr. postupnosti so vSeobecnymi ¢lenmi

n?, ak n € {1,2,3,4,5},
3n+1, akn>6

n:

alebo
n?, ak n <100,

“=Y0, akn>101.

Je mozné vsak aj to, aby vSeobecny clen takej postupnosti bol urceny jedinym vyrazom,
napr.
dp =704+ (n—1)(n—2)(n—3)(n—4)(n—5)

(overte, Ze d,, = n* pre n < 5 ale d,, # n® pre kazdé n > 6). Pozmeiite vzt'ah pre d, tak,
aby bolo zrejmé, ze existuje nekonecne vel'a takych postupnosti.

1.6 Mnozina hodnét postupnosti. KonStantné a prosté postup-
nosti
Treba dosledne rozlisovat’ medzi postupnost'ou aq, as, ..., a,,... a mnozinou jej hodnot:

Definicia 1.14. Mnozinou hodnot postupnosti (a,)5, nazyvame mnozinu {a, : n € N} (t.].
mnozinu vsetkych jej ¢lenov).
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Priklad 1.15. (Nekonecnd) postupnost’ redlnych ¢isel {(—1)"}22; m4 kone¢ni mnozinu hodnét {—1,+1}.
Tt istd mnozinu hodndt maji aj iné postupnosti, napr. {(—1)"T1}2 ;.

Teda z mnoziny hodnot postupnosti nemozno vo vSeobecnosti postupnost’ zrekonstruo-
vat’ (nemozno urcit’ jednotlivé cleny aq,as, ... ). Jedinou vynimkou je pripad jednoprvkovej
mnoziny {c}. Takd mnozinu hodnét ma jedine postupnost’ (a,)>,, v ktorej a, = ¢ pre

n=1
n=1,2,...; piSeme tiez (¢)22,. Je prirodzené nazvat’ taku postupnost’ konstantnou:

Definicia 1.16. Postupnost’ (a,)32; sa nazyva konstantnd (alebo aj staciondrna), ak pre
kazdé n € N plati a,, = an11, Cize ak a; =as=---=a, = ... .

V konstantnej postupnosti sa vsetky cleny rovnaji. Akymsi protikladom konstantnych
postupnosti st tie postupnosti, v ktorych sa ziadne dva ¢leny nerovnaju.

Definicia 1.17. Postupnost’ (a,)22, sa nazyva prostd, ak pre kazdé dve ¢isla n, k € N,
n # k, plati a, # a; (ekvivalentna formuldcia: ak pre kazdé dve éisla n,k € N plati
implikacia a,, = ar, = n = k).

Priklad 1.18. Postupnost’ z prikladu 1.1 je prosta.

2n—3 __ 2k—3

Priklad 1.19. Postupnost’ a,, = 32—;3, n=1,2,... je prostd, lebo z rovnosti 57— = 575

ekvivalentnymi tpravami dostaneme n = k (urobte !).

jednoduchymi

1.7 Zorad’ovanie mnozin do postupnosti

Definicia 1.20. Nech (a,);2, je postupnost’ prvkov mnoziny A. Budeme hovorit’, ze je
to postupnost’ vsetkych prvkov mnozZiny A, ak sa mnozina hodnot tejto postupnosti rovna
mnozine A. V takom pripade tiez hovorime, ze mnozina A je zoradend do postupnosti

(an )y

Priklad 1.21. Postupnost’ z prikladu 1.1 nie je postupnostou vsetkych kruhov v rovine.

Da sa ukazat’, ze postupnost’ vSetkych kruhov v rovine neexistuje — vSetkych kruhov v rovine je ‘prilis
vela’ na to, aby sa dali zoradit’ do postupnosti.

Priklad 1.22. V priklade 1.13 sme zoradili do (prostej) postupnosti mnozinu vSetkych prvocisel.

Priklad 1.23. Postupnost’ (2n)%2 ; je postupnost’ vSetkych pdrnych prirodzenych ¢isel. Je to postupnost’
prirodzenych ¢isel, nie je to vSak postupnost’ vSetkych prirodzenych ¢éisel.

Priklad 1.24. Ukazeme, ze mnozina Z vsetkych celych ¢isel sa da zoradit’ do postupnosti. Za¢neme upo-
zornenim, ze

e, —3,-2,-1,0,1,2,3,...
nie je zoradenie mnoziny Z vsetkych celych éisel do postupnosti (lebo to vébec nie je postupnost’ v zmysle
nasej definicie). Jednym z mnohych zoradeni Z do postupnosti je

0,1,-1,2,-2,3,-3,... .

Ide o postupnost’ (a,,)5$2,, kde
n—1

—%5=, ak n € N je neparne,
a =
" 5, akn €N je parne.
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Nie je l'ahké vymysliet’ predpis pre tuto postupnost’, ktory by bol dany jednym “vzorcom”. Ukazeme, Ze v
istom zmysle (pouzitim funkcie celd ¢ast’, ¢o je jedna z tzv. neelementdrnych funkcif) sa to dd. Predovsetkym,
ak si uvedomime, ze 0 = —0, m6zeme povedat’, ze znamienka sa pravidelne striedaji. Striedanie znamienok
sa d4 zariadit’ éinitelom (—1)" alebo (—1)"*!. Pretoze my médme zdporné znamienko pre neparne n a
kladné pre parne n, vyhovuje (—1)™. Horsie je to s absolitnymi hodnotami ¢lenov postupnosti. Vsimnime
si tabulku:

n |1]2][3][4[5]6]7][8]9
lan [0 1][ 1223344

Pri troche stastia si vSimneme, ze ¢&islo |a,| je vzdy zhruba polovica z ¢isla n. Niekedy je to presne polovica,
niekedy nie. Ale kedze neméame lepsi ndpad, skusime zist'ovat’, ¢i by sa vo vzorci nemohlo vyskytovat’ ¢islo
n/2. Koniec koncov, isté je, Ze |a,| sa viac “pondsa”’ na n/2 nez na n. Priddme preto do nasej tabulky este
riadok s hodnotami n/2:

n 1 [2] 3 [4] 5 (6] 7 [8] 9
T 10,51 |1,5[2]25]|3][35]|4|45
lan | O (1] 1 [2] 2 [3] 3 [4] 4

Vidime, ze ¢islo |a,,| sa ziska z ¢isla n/2 zaokrihlenim nadol. Presnejsie, |a,| je najvécsie celé ¢islo, ktoré nie

je vacsie ako n/2. Hovorf sa tomu celd ¢ast’ éisla n/2 (niekedy sa vravi dolnd celd éast) a znaci sa symbolom

(2], modernejsie |2 .19 Dostdvame tak vzorec

an = (—1)"- gJ n=1,2,....

Samozrejme, mali by sme dokazat’, ze vzorec plati pre kazdé prirodzené n a nielen pre prvych devat
prirodzenych ¢isel, ktoré sme odskusali v nasej tabulke. KedZe naSou tlohou bolo zoradit’ mnozinu Z
do postupnosti, ide hlavne o dokaz, ze mnozina hodnét postupnosti ((—1)"[%])nZ; je prave mnozina Z.
Prenechavame to na citatela. Asi najjednoduchsie je uvazovat’ najskor o ¢lenoch s parnymi indexami n

(n =2k, k € N) a potom o ¢lenoch s nepdrnymi indexami n (n =2k + 1, k € {0} UN).

Priklad 1.25. Uvazujme o dvojrozmernej tabulke

1 2 3 4 n
bdodd n
A i
3 3 3 3 3
YTy L
n n n n n

Je zrejmé (vysvetlite), ze tabulka obsahuje prave vsetky kladné raciondlne &isla, kazdé je vsak v tabulke
napisané nekonecne vela krat (napriklad ¢islo 1 je tam napisané aj ako %, aj ako %, aj ako % atd.) Ak
budeme prechidzat’ tabulkou po linidch vedenych “severovychodnym” smerom a zacneme v 'avom hornom
rohu, zoradia sa prvky tabulky do postupnosti

11212312341

213210432105
Vsimnite si, ze uvedena postupnost’ predstavuje zoradenie vSetkych symbolov v tabulke do prostej pos-
tupnosti. Zarovei je to zoradenie mnoziny QT vSetkych kladnych raciondlnych &isel do postupnosti, ktora
nie je prostd. Samozrejme, nie je problém zoradit’ mnozinu QT aj do prostej postupnosti. Staéi v ndjdenej
postupnosti “vynechat” ¢isla, ktoré v nej uz raz uvedené boli (teda tie ¢isla r,, pre ktoré existuje také
m < n, ze ry = r,). Dostaneme postupnost’

1 1.1 .
175327573,*,...,7‘,”7... :

10 Anglicky floor function, ¢ize podlahova funkcia, o je vystizny nizov, kedze || je najvicsie celé ¢islo s vlastnostou |z | < .

S
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1.8 Vybrané postupnosti (podpostupnosti)

Pozerajme sa na chvil'u na postupnost’
a1, a2, 03,04, 05,06, A7, A8, . . . , Qn,y - - .

ako na ‘zastup’ prvkov. Vynechajme v tomto ‘zéstupe’ niektoré prvky — konecne vela alebo
nekonecne vela prvkov, ale tak, aby ich aj zostalo nekonecne vel'a. Vynechajme napr. vSetky
tie prvky, ktorych index je nasobkom 3. Dostaneme ‘zastup’

a1, G2, A4, A5, A7, A8, A10; - - -

ktory opat’ mézme povazovat’ za postupnost’ — ved’ si tu vymenované akési prvky a vidime,
ktory je prvy, ktory druhy, ktory treti, atd’. Mozme sa nan teda divat’ ako na novi postup-
nost’

b17b27b3vb4a b57b67b7a s 7bn7 s

v ktorej by = ay, by = as, b3 = a4 atd. Pre kazdé n sa b, rovna nejakému a;. Ked'ze toto k
zavisi od n, oznac¢ime ho k(n) alebo k,. (Mdme ky =1, ky = 2, k3 = 4,....) Teda

by, = Qp(n) alebo b, = ag,

Tito postupnost’ nazyvame vybranou postupnostou (alebo podpostupnost'ou) povodne;
postupnosti.

Definicia 1.26. Nech (a,)2, je postupnost’ prvkov mnoziny A a nech (k)5 je rastica
postupnost’ prirodzenych éisel '*. Potom sa postupnost’ (ax, )52, nazyva vybrand postupnost’z
postupnosti (a,)3 ; alebo podpostupnost’ postupnosti (a,,)>2 ;. (Hovorime tiez, ze postupnost’
(ax, )52, je vybrand z postupnosti (a,);.)

Mozno trochu nespravne, ale v zaujme zdoraznenia budeme niekedy dokonca hovorit’, ze
sme z postupnosti (a,)22; vybrali podpostupnost’ (a, )3 ;.

Teda povedat’, ze nejakéd postupnost’ (b,)5°; je vybrand z postupnosti (a,)5%;, znamena
tvrdit’, ze existuje taka rastica postupnost’ (k,)>2, prirodzenych ¢isel, ze pre kazdé n € N
plati b, = a,,.

Vsimnite si, ze mnozina hodnot podpostupnosti je vzdy (vlastnou alebo nevlastnou)
podmnozinou mnoziny hodnot postupnosti. (Néjdite priklady, ked’ ide o vlastni podmnozinu
a priklady, ked’ ide o nevlastni podmnozinu!) Teda ak zistite, ze mnozina hodnét postup-
nosti (b,)2%, nie je podmnozinou mnoziny hodnot postupnosti (a,)3,, tak (b,)5, urcite
nie je podpostupnost’ postupnosti (a,)3 ;.

Priklad 1.27. V priklade 1.25 sa ndm “nepécila” postupnost’ (r,)22;, presli sme k jej podpostupnosti
(r¥)se . Postupnost’ (k)52 , uddvajica “poradové ¢isla” tych prvkov postupnosti ()52, ktoré si pone-
chavame, zacina takto: (k,)52; =1,2,3,4,6,7,....

Priklad 1.28. V priklade 1.13 sme skidmali postupnost’ vetkych prvocisel. Vsimnite si, ze je to vybrand
postupnost’ z postupnosti (n)%2; = 1,2,3,...,n,... vSetkych prirodzenych ¢isel. Vseobecnejsie, akdkol'vek

rastiica postupnost’ prirodzenych éisel je podpostupnost’ postupnosti (n)52 ;.

Pretoze dvojité indexy su dost’ neprehl'adné, je niekedy rozumné prejst’ od oznaceni typu
x, k oznaCeniam typu z(n) (tu x je oznacenie postupnosti, z(n) = z, je hodnota tejto
postupnosti v ¢isle n, t.j. n-ty ¢len postupnosti ).

1t 3. ki1,ks,... st prirodzené &isla a plati k1 < ko < -+ < kn < ... .
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Priklad 1.29. Majme postupnost’ realnych éisel a,, = n®> —5n++v/2, n=1,2,... azvolme k, = 3n+7,n =
1,2,.... Pretoze (k,)22, je rastiica postupnost’ prirodzenych ¢isel (overte!), moézme vytvorit’ podpostupnost’
(ak,, )2, postupnosti (a,)22 ;. Dostaneme:

ar, = alky) =aBn+7) = Bn+7)2=5-Bn+7)+vV2=9n>+2Tn+ 14+ V2.
Teda postupnost’ (9n2 + 27n + 14 + v/2)22; je podpostupnost’ postupnosti (n? — 5n + 1/2)% ;.

Priklad 1.30. Riesme obratent tlohu. Su dané postupnosti z, = 9n?> +2Tn + 14+ V2, n =1,2,... a
Yn =1 —5n++v2,n=1,2,.... Mame zistit’, ¢ niektora z nich je vybrand z tej druhej.

Najskor ukdzeme, ze (y,)22; nie je vybrand z (z,)52 ;. Najlahsie sa to nahliadne tak, Ze si vSimneme,
ze y1 < 0 ale x,, > 0 pre kazdé n. (Teda mnozina hodnot postupnosti y nie je podmnozinou mnoziny hodnot
postupnosti z. Prvok y; sa totiz nemoze rovnat’ Ziadnemu prvku zy, , nech by sme uz postupnost’ (k,)5°,
zvolili akokol'vek.)

Teraz ideme zistovat), ¢i (z,)52; je vybrand z (y,)52,, t.j. ¢ plat{ &, = yr,, n = 1,2,..., pre nejaki
rasticu postupnost’ prirodzenych ¢isel (k)22 ;. Zist'ujme, aké by muselo byt’ k,,, aby platilo

M2 +2Tn+14+V2= (k) =5k, +vV2, n=12....

Fixujme n a kvoli zjednoduSeniu oznacenia piSme na chvilu K namiesto k,,. Z predchadzajiceho vztahu
dostaneme po uprave kvadratickd rovnicu pre K:

K? — 5K — (9 +2Tn+14) =0

Ked' ju vyriesite, dostanete korene K1 = 3n +7 a Ko = —3n — 2. Z dvoch postupnosti k, = 3n+ 7 a
k, = —3n—2 prv4 je rasticou postupnost'ou prirodzenych ¢isel, druhd nie (druh4 je klesajica a predovsetkym
to vobec nie je postupnost’ prirodzenych ¢isel). Teda

Ty = Y3n+7 , n=12...,
¢o znamend, ze postupnost’ (z,)22 ; je vybrand z postupnosti (y,)2 ;.
Priklad 1.31.
Ak b, = ay, je podpostupnost’ postupnosti a,, tak pre kazdé n € N plati
k,>n

Overte si to na oboch predchadzajicich prikladoch a dokazte to matematickou indukciou!

Vsimnite si, ze vybrand postupnost’ je vlastne Specidlny pripad zlozeného zobrazenia. Najprv sa
pouzije zobrazenie k : N — N, ktoré posiela n do k(n) = k,, a potom sa pouzije dand postupnost’,
C¢ize zobrazenie a : N — A, ktoré posiela m do a(m) = a,,. Vysledkom zlozenia tychto zobrazenf je
vybrand postupnot’, ¢ize zobrazenie b: N — A, ktoré posiela n do b(n) = b, = ay,, .

Uvedomte si, ze ak (b,)5%, je vybrand postupnost’ z postupnosti (a,)22; a (c,)22, je
vybrand postupnost’ z postupnosti (b,)22;, tak (¢,)%; je vybrand postupnost’ z postupnosti
(an )y

1.9 Periodické postupnosti

Postupnost’ dni v kalendari

P,U,S,S,P,S,N,P,U,S,S,P,S,N,P,U,S,S,P,SN,...
sa vyznacuje pravidelnost’ou — pre kazdé n plati, ze n-ty ¢len postupnosti sa rovna n—+7-tému.
Dni v tyzdni sa opakuju s periédou 7. Tento pojem prevzala z beznej reci aj matematika.
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Definicia 1.32. Postupnost (a,)>2, prvkov mnoziny A sa nazyva periodickd, ak existuje
také p € N, ze pre kazdé n € N plati a,4, = a,. Cislo p sa v takom pripade nazyva periédou
danej postupnosti.'?

Postupnost’ nemusi mat’ ziadnu periédu (nemusi byt’ periodickd). Takou je napr. pos-
tupnost’ (n)22; alebo postupnost’ vietkych prvocisel. Ak vsak postupnost’ mé aspon jedno
prirodzené ¢islo za svoju periddu, tak ich uz ma nekonecne vel'a. Naozaj, ak ¢islo p je peridda
nejakej postupnosti, tak aj ¢isla 2p, 3p, ... su jej periédami (vysvetlite!).

Aby sme sa vyhli komplikovanym indexom, budeme v tejto ¢asti namiesto a, pisat’ aj
a(n).

Veta 1.33. Nech (a,,), je periodickd postupnost’. Potom medzi jej periddami existuje naj-
mensia (voldme ju zakladna peridda) a mnozina vietkych period danej postupnosti pozostdva
prave zo vsetkych prirodzenych nadsobkov zdkladnej periody.

Dokaz. Kedze dand postupnost’ je periodicka, aspon jedno prirodzené cislo je jej peridédou.
Nech p je najmensie ¢islo v mnozine vsetkych periéd.'* Potom vsetky &isla p, 2p, 3p, ... st
periodami. Ukazeme, Ze inych periéd uz niet. Predpokladajme, ze by to tak nebolo, teda ze
existuje peridda ¢, ktora nie je nasobkom p, pozri Obrazok 1.3. Z definicie ¢isla p vyplyva,
ze ¢ > p a kedZze ¢ nie je ndsobkom p, plati mp < g < (m + 1)p pre nejaké prirodzené m.

| : p } |
| |
x | | | Lo |
[ T T T I T I
1 p 2p 3p mpq (m+1)p
Obr. 1.3: Medzi ¢islami mensimi ako p niet peridd, ¢isla p, 2p, 3p, ... su periddy. Predpokladdame existenciu

aj inej periddy ¢, chceme spor.

Ukazeme, ze prirodzené cislo 1 < ¢ — mp < p je peridédou nasej postupnosti, co bude spor s
tym, Ze p je najmensia peridda. Nech teda n € N. Potrebujeme dokézat’, ze a(n+(qg—mp)) =
a(n). Ak najskor vyuzijeme, ze mp je peridda a potom, ze ¢ je periéda, dostaneme:

a(n + (g —mp)) = a(n + (g — mp) + mp) = a(n +q) = a(n) .
0

Priklad 1.34. Postupnost’ dni v tyzdni mé zakladnd periédu 7. Mnozina vSetkych periéd tejto postup-
nosti je mnozina {7,14,21,...,7n,...}, ktord byva zvykom oznacovat’ symbolom 7N. (Podobne mnozinu
{p,2p,3p, ...} oznatujeme symbolom pN.)

Priklad 1.35. Postupnost’ je konstantnd prave vtedy, ked ¢islo 1 je jej periédou (teda prave vtedy, ked’
vsetky prirodzené ¢isla su jej periddami). Vysvetlite!

12Njektori autori v tejto definicii berti p € {0} UN. Pre nich p = 0 je automaticky periédou kazdej postupnosti a postupnost’
nazyvaju periodickou, ak ma aspon jednu nenulovi periédu. My tak v pripade postupnosti nerobime, neskor pri funkcidch vsak
budeme aj nulu povazovat za periédu (bude to mat’ rozumny dévod).

13Vyuzivame, ze v kazdej neprizdnej podmnozine mnoziny N existuje najmensi prvok. Mudro sa tomu hovori, ze mnozina N
je dobre usporiadand. Vsimnite si, Ze mnozina R v8etkych redlnych &isel (s obvyklym usporiadanim) dobre usporiadand nie je,
pretoze napr. v otvorenom intervale (1,2) niet najmensieho prvku.
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Priklad 1.36. Postupnost’

{sin(n-g)} —0,1,0,—1,0,1,0,—1,0, ...

n=0

je periodickd s periédou 4. Naozaj, pre kazdé nezdporné celé ¢islo n plati, ze (oznaéme a, = sin(n - §))
T T ™
G4 :sin((n+4) . 5) :sin(n- §—|—27r) :sin(n- 5) =an, .

Uz pohlad na prvé styri cleny postupnosti ukazuje, ze ¢islo 4 je zdkladnou periédou. Teda mnozinou vSetkych
periéd je mnozina 4N.

Priklad 1.37. Postupnost’ a, =sinn, n =1,2,... nie je periodickd. Dokdzeme to nepriamo. Predpoklada-
jme, Ze existuje také p € N, ze pre kazdé n € N plati sin(n + p) = sinn. Z toho

sinncosp + cosnsinp = sinn

a odtial’ dostaneme . )
sinn sinp

= , n=12,....

cosn 1 —cosp
(Oba zlomky st definované, lebo ak sa cos x rovnd nule alebo jednotke, tak z je urcite nasobok /2. Cisla n
a p st vak z mnoziny {1,2,...}, a teda nemo6zu byt’ ndsobkom iracionélneho ¢isla 7/2.) Z predchddzajicej
formuly vyplyva, ze tgn nezavisi od n, t.j. tgl =tg2 =tg3 = ... . To je vSak nezmysel, lebo uz tg 1 # tg 2.
Pouzite kalkulacku alebo, ¢o je trochu matematickejsie, nasledujicu tvahu. Keby platilo

sin 1 sin 2

cosl cos2’

tak po tprave by sme dostali sin2cos 1 —cos2sin1 = 0, ¢ize sin(2—1) = 0. AvSak sin1 = 0 déva, ze jednotka
je nasobkom 7, ¢o je spor.

1.10 Cvicenia

Vseobecny ¢len postupnosti

1. V zbierke tloh bola tloha: Uréte vSeobecny ¢len postupnosti 1,2,4,... . Vo vysledkoch tloh bol
uvedeny vysledok: a, = 271,

a) Je to jediné riesenie ilohy? Ukdzte, ze existuje nekonecne vela postupnosti s prvymi tromi ¢lenmi
1,2,4, dokonca aj keby sme pozadovali, aby vSeobecny ¢len bol urceny “jedinym vzt'ahom”.

b) Néjdite riesenia v tvare b, = an? + Bn + v a v tvare ¢, = m
2. N4jdite explicitné vyjadrenie nejakej postupnosti, ktorej prvych 5 ¢lenov st nuly a Siesty Clen je rok
vasho narodenia. Kolko rieSeni mé tato diloha?

3. Skuste néjst’ metédu (vzorec) na nédjdenie vSeobecného ¢lena nejakej takej postupnosti redlnych ¢isel,
ktorda ma predpisané ¢leny aq,aso, ..., a.

Zorad’ovanie mnozin do postupnosti

4. Zorad'te do postupnosti mnozinu Z, vsetkych nekladnych celych ¢isel. Urcte vSeobecny ¢len tejto
postupnosti.

5. Vypocitajte r, z prikladu, v ktorom sme mnozinu Q* zoradili do postupnosti (potrebné je poznat’
pojem celej Casti ¢isla).

Vysledok: r,, = %(:(;?1), kde s = [%(1 +/8n — 7)], pri¢om symbol [z] oznacuje celd cast’ ¢isla x
2

Niekol’ko d’alsich 1loh o postupnostiach
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6. Nech 4, ={z eN:0,bn <z <n-—1}.
a) Ktoré ¢leny postupnosti {4, }22; obsahuji prave 50 prvkov ?
b) Ktoré ¢isla patria prave do patdesiatich mnozin tejto postupnosti ?

7. Nech (pn)22 4, (gn)$2, st postupnosti priamok v stradnicovom systéme definované takto: p, = A, By,
kde Ap[n + 1,0], Bp[1l,n] a g, md rovnicu 2z — n = 0. Oznaéme P, prieseénik priamok p, a g,.
Dokazte, ze body P, Ps, ... lezia na jednej priamke. Ak4 je jej rovnica 7

8. Nech (a,)32; je postupnost’ prirodzenych éisel, ktord obsahuje vsetky prirodzené ¢isla. Dokdzte, ze
existuju také i < j <k, ze ar — a; = aj — a;.
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Kapitola 2

Postupnosti realnych c¢isel a ich
zakladné vlastnosti

Dohoda. Odteraz, pokial’ nepovieme inak, sa budeme zaoberat’ len postupnost’ami realnych
¢isel.

2.1 Graf postupnosti

Majme postupnost’ (a, )2, prvkov mnoziny A. Bez ohl'adu na to aké je mnozina A, mézeme
uvazovat’ o grafe tejto postupnosti — tak nazyvame mnozinu usporiadanych dvojic {[n, a,] :
n € N}. Ak ide o postupnost’ redlnych ¢isel, je tento graf podmnozinou mnoziny N x R a
teda aj podmnozinou mnoziny R x R. Mozno ho preto znazornit’ v rovine v kartezianskej
stradnicovej sistave (pozri Obrézok 2.1). (Samozrejme, prakticky sme schopni nakreslit’ len
niekol’ko bodov grafu a nie cely graf pozostavajuci z nekonec¢ného poctu bodov, ale aj to
nam ¢asto pomoze.)

an
] +—---e
I
I
I
|
Qp +---- - - T T T T T T T T T T TS TS TS m s *
| |
| |
| |
az = a4 +---- R $----¢ |
l l l l
I I I I
I I I I
= = = = =
I
1 2 3 4 n n
I
ag +-------- Y

Obr. 2.1: Graf postupnosti (tu ide o postupnost’ redlnych &isel, graf je podmnozinou roviny)

Je aj ind moznost’ ako graficky znazornit’ postupnost’ redlnych ¢isel — na ¢iselni os

27
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vyznacime ¢&isla aq, ag, ..., pozri Obrazok 2.2. Symboly aq,as,... musime aj pripisat’ k
prislusnym bodom (¢islam) na osi, pretoze v opacnom pripade by islo len o znazornenie
mnoziny hodnot postupnosti — nevedeli by sme, ktory bod je prvy, ktory druhy atd’.

| | | |
[ [ [ [

a2 as = a4 an, a1

Obr. 2.2: Iné grafické zndzornenie postupnosti realnych ¢isel

2.2 Aritmetické operdcie s postupnost’ami (redlnych cisel)

Vd'aka tomu, ze pre redlne ¢isla je definované sc¢itovanie, nasobenie a delenie (s vynimkou
delenia nulou), je mozné definovat’ analogické operécie pre postupnosti realnych éisel.

Definicia 2.1. Nech (a,)$°, (b,)7° st postupnosti realnych ¢isel.
(1) Ich sti¢tom nazyvame postupnost’
(an)T° @ (bn)7° = (an + bn)7°
(teda postupnost’ (¢,)7°, v ktorej pre kazdé n je ¢, = a, + by).

(2) Ich rozdielom nazyvame postupnost’

(an)7° © (bn)7 := (an — bn)7°
(3) Ich sic¢inom nazvame postupnost’

(an)7° © (bn)7° := (an - bn)7°

(4) Ak b, # 0 pre kazdé n, tak ich podielom (s delencom (a,)$° a delitelom (b,,)5°) nazyvame
postupnost’
(@n)7": (bn)7” = (an 2 bp)7°

Symboly operacii sme uviedli v krizkoch preto, aby sme odlisili operacie na mnozine pos-
tupnosti od operacii na mnozine ¢isel. V d’alsom texte vacsinou kruzky budeme vynechavat’,
treba si vSak vzdy uvedomovat’, ¢i ide o operécie s ¢islami alebo postupnost’ami.

oo
Namiesto a, : b, budeme Castejsie pisat’ 3. Teda (a,)7° : (b,)7° = <Z—: .

Ak ¢ je redlne ¢islo, tak pod postupnostou ¢ ® (a,)5°, resp. strucne c - (a,);° budeme
rozumiet’ sic¢in konstantnej postupnosti (¢)3° a postupnosti (a,)$°, teda postupnost’ (c-a,,)$°.

Namiesto (—1)(a,)5° budeme tiez pisat’ —(a,,)°. Vsimnite si, ze (a,,)°0 (b,)5° = (a,)

V definicii sme uvazovali postupnosti redlnych ¢isel. Dolezité vsak bolo len to, Ze realne
¢isla vieme scitovat’, odcitovat’, nésobit’, delit’. Lenze to vieme robit’ aj s niektorymi inymi
matematickymi objektami, napr. s komplexnymi ¢islami. Preto tplne analogicky definujeme
aritmetické operacie aj pre postupnosti komplexnych cisel.
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2.3 Iteracné postupnosti realnych cisel

Iteracné postupnosti redlnych ¢isel mozno geometricky znazornovat’ pomocou tzv. itera¢nych
alebo pavucinovych diagramov.

Nech D C R anech f: D — D je nejakd funkcia. Uvazujme o postupnosti zadanej
rekurentne takto: Nech ag € D je nejako zvolené a nech pre ostatné cleny postupnosti plati

ans1 = f(an), n>0.

Nakreslime graf funkcie y = f(z) (os = vodorovne, os y zvisle) a do toho istého obrazku
nakreslime aj tzv. diagondlu, ¢o je priamka y = x. Sledujte Obrazok 2.3. Vyzna¢me na osi
x ¢islo ag. Budeme “cestovat’”, a to vzdy len zvislym alebo vodorovnym smerom a budeme
pritom zanechévat’ za sebou stopu v podobe ¢iary poskladanej zo zvislych a vodorovnych
usekov. Najskor sa postavme do bodu [ag, 0] a pohnime sa zvislym smerom, az kym ne-
narazime na graf funkcie (to, ¢i treba ist’ nahor alebo nadol, zavisi od polohy grafu). Sme v
bode [ag, f(ao)] = [ao, a1]. Z tohto bodu zase putujme vodorovnym smerom (doprava alebo
dolava, podla situdcie), az kym nenarazime na diagondlu. Sme v bode [ay, a;] (pamétajte,
ze bod diagonaly méa obe siradnice rovnaké). Takze uz vieme na osi z vyznacit’ ¢islo a,
teda druhy ¢len postupnosti.

Y Y=z
[alaaﬂ
- ==\
*~ A XU
l (- R[az, as]
[ag, a1] |
--=
y=f(x)
t } —
ap ajq asz ag r

Obr. 2.3: Tteraény diagram (funkcia f(z), poc¢iatoény bod ag)

Putujeme dalej. Z bodu [a,a1] ideme zvislo, az kym nenarazime na graf funkcie. Sme
v bode [ay, f(a1)] = [a1,as]. Z tohto bodu pokracujeme vodorovne az do bodu [as, as] na
diagondle. Uz vieme vyznacit’ na osi x ¢islo ay. Takto pokracujeme a postupne ziskavame
dalgie a dalsie ¢leny nagej postupnosti. ! Obrazok, ktory takto ziskame, sa vold iteracny
diagram funkcie f(z) prislichajici pociatoénému bodu ag. Postupnost’, ktori takto ziskame,
t.j. postupnost’ ag, f(ao), f(f(ao)), f(f(f(ag))),... je iteratnd postupnost’ dand funkciou f
a pociatotnym bodom ag (pozri podkapitolu 1.4).

Naco je to vSetko dobré? Na to, ze “uvidime” naSu postupnost’ ag,aq,as,... a jej
vlastnosti. Napriklad “uvidime”, ¢i je monoténna. Obréazok sice nie je dokaz, ale dobre
nakresleny iteracny diagram moéze byt’ zdrojom hypotézy, ktori potom uz l'ahsie dokédzeme
(pozri priklad 2.20).

IStruéne: zacneme v bode [ag,0] na osi x a potom ideme zvisle na graf, vodorovne na diagonilu, zvisle na graf, vodorovne
na diagonélu, atd’ do nekone¢na. Cisla z nasej postupnosti st priese¢niky osi z s priamkami, na ktorych lezia zvislé useky nasej
cesty.
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Poznamenajme este, ze pri kresleni iteracného diagramu je obycajne vel'mi dolezité znézor-
nit’ priese¢niky grafu funkcie f s diagonalou. Ich prvé suradnice si tzv. pevné body funkcie f
(su to rieSenia rovnice f(x) = x). Ak sa pri nasom putovani dostaneme do priese¢nika grafu
s diagonélou, putovanie skonéi, z daného bodu uz neunikneme (kreslite!).

2.4 Ohranicené postupnosti

Ako odpovedat’, ak sa vas niekto opyta, ¢i je postupnost’ 1, %, %, ey %, ... ohranicend alebo

neohrani¢ena?” Mozno sa vam na jazyk tlaci odpoved, ze je “neohranicend, lebo nikde
nekonci, za kazdym ¢lenom a,, nasleduje d’alsi ¢len a,,,”. Takato odpoved’ je vSak zla — to,
ze “za kazdym ¢lenom nasleduje d’'alsi” (presnejsie, to, ze ide o postupnost’ definovani na N
a nie na {1,2,...,m}), znamend len tol’ko, ze ide o nekone¢nt a nie o koneéni postupnost’
(pozri definicie 1.7 a 1.8). Ohranicenost’ postupnosti je definovand tak, ze mnozina hodnot
postupnosti je ohranic¢ena.

Definicia 2.2. Nech A je nejakd mnozina redlnych ¢éisel, t.j. A C R. Povieme, ze mnozina
Aje

a) zdola ohranicend, ak (3D € R)(Va € A)(D < a) (kazdé také ¢islo D sa nazyva dolnym
ohrani¢enim mnoziny A),

b) zhora ohranicend, ak (3H € R)(Va € A)(a < H) (kazdé také ¢islo H sa nazyva hornym
ohrani¢enim mnoziny A),

c¢) ohranicend, ak je ohrani¢end zdola aj zhora,

d) neohranic¢end (zdola neohranicend, zhora neohranicend), ak nie je ohrani¢end (ak nie je
zdola ohranicend, ak nie je zhora ohranicend).

Teda mnozina A je zdola (zhora) ohranic¢end, ak ma aspon jedno dolné (horné) ohranicenie.
Vsimnite si, ze ak m& mnozina nejaké dolné ohranic¢enie D, tak ich ma nekonecne vel'a, lebo
kazdé ¢islo mensie ako D je tiez dolnym ohrani¢enim (vysvetlite). Podobne, kazdé ¢islo
vacsie ako nejaké horné ohranic¢enie danej postupnosti je tiez jej hornym ohrani¢enim.

Priklad 2.3. Interval (—oo,0) je mnozina ohrani¢end zhora (hornym ohranicenim je ¢islo 0 a samozrejme
aj kazdé kladné ¢islo) ale nie je ohrani¢end zdola.

Mnozina N je ohrani¢end zdola ale nie zhora.

Mnozina Z nie je ohrani¢end ani zdola ani zhora.

Kazd4 neprdzdna koneénd mnozina je ohrani¢end. Naozaj, najmensie (najvacsie) ¢islo v danej mnozine
je jej dolnym (hornym) ohrani¢enim.

Mozno véas trochu prekvapi, ze aj prdazdna mnozina je ohranicend. Dokonca kazdé redlne ¢&islo 7 je jej
dolnym a zdroveit hornym ohrani¢enim. Naozaj, vyrok (Vr € R)(Va € 0)(r < a < r) je pravdivy.?

Vratme sa este k definicii ohrani¢enosti mnoziny A C R:

(3D e R)3H eR)(Va € A)(D<a < H) .

27 logiky by ste mali vediet’, ze pre kazdi vyrokovi formu V plati, ze vyroky (3a € )V (k), (3a € #)=V (k) st nepravdivé (to
preto, lebo v prdzdnej mnozine neexistuje ziaden prvok). Teda ich negdcie (Va € 0)=V (k), (Va € 0)V (k) st pravdivé. Strucne:
Kazdy vyrok za¢inajici kvantifikdtorom (Ja € @) je nepravdivy, kazdy vyrok za¢inajici kvantifikdtorom (Va € () je pravdivy,
a to bez ohladu na to, akd vyrokova forma za nim nasleduje.
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Je trochu neprijemné, ze tu vystupuju dva kvantifikatory. Nasledujica veta hovori, ze A je
ohranic¢end prave vtedy, ked’ je mnozina {|a| : a € A} ohrani¢end zhora. Teda vystacime
s jednym kvantifikdtorom:

Veta 2.4. Mnozina A C R je ohranic¢end vtedy a len vtedy ked’ (3K € R)(Va € A)(|a| < K).

Dékaz. ITmplikécia sprava dol'ava je trividlna, lebo |a| < K znamend —K < a < K. Imp-
likacia zl'ava doprava je zalozend na tom, ze z nerovnosti D < a < H vyplyva nerovnost’
la] < K kde K = max{|D|,|H|}. (Zdévodnite.) O

Prejdime teraz od mnozin k postupnostiam.

Definicia 2.5. Nech (a,)22, je nejaka postupnost’ redlnych ¢isel. Povieme, ze dand postup-
nost’ je
a) zdola ohranic¢end (zhora ohranicend, ohranicend), ak mnozina jej hodnét {a, : n € N}

je zdola ohranicend (zhora ohrani¢end, ohranic¢end),

b) neohranic¢end (zdola neohranic¢end, zhora neohranic¢end), ak nie je ohrani¢end (ak nie je
zdola ohranicend, ak nie je zhora ohranicend).

Teda (a,)$2, je zdola ohrani¢end, ak (3D € R)(Vn € N)(D < a,) a je zhora ohranicen4,
ak (3H € R)(Vn € N)(a,, < H). Postupnost’ je ohranic¢end, ak

(3D e R)(3H e R)(VneN)(D <a, < H) .
alebo, ¢o je podla vety 2.4 to isté,
(3K € R)(Vn € N)(Ja,| < K) .

Vsimnite si, ze postupnost’ je ohrani¢ena vtedy a len vtedy, ked’ je ohrani¢ena zdola aj
zhora.

Priklad 2.6. Postupnost’ (8n — 10'%)>°, je ohrani¢end zdola ¢fslom 8 — 10'°. Dokdzeme, Ze zhora nie
je ohranicend. Nech H € R. Chceme ukazat, ze H nie je hornym ohrani¢enim pre dand postupnost.
Potrebujeme dokézat’, ze existuje n € N s vlastnostou 8n — 10'9 > H. To je vsak zrejmé — staéi zvolit
n > §(H + 10'°) (uvdite, Ze od kazdého redlneho &isla existuje vécsie prirodzené &fslo).

Priklad 2.7. Postupnost’ (sinn)%; je podla vety 2.4 ohranic¢end, pretoze pre kazdé n plat{ |sinn| < 1.

Priklad 2.8. Dokazeme ohrani¢enost’ postupnosti a,, = Z—ﬁ, n=1,2,... . Mozno postupovat’ napriklad
takto:
n—2 n+1-3 3
a,n = = = — s
n+1 n+1 n+1

takze (ak vyuzijeme, ze |a £ b| < |a| + |b])

|an<|1|+‘3‘ <1+§:§.
- n+1|~ 2 2
(V poslednom kroku sme vyuzili, ze n + 1 > 2, takze 3/(n + 1) < 3/2.) Teda postupnost’ (a,)5>; je
ohranicena.

Poznamenajme este, ze z dokdzaného vyplyva, ze ¢islo —5/2 je dolnym ohrani¢enim a ¢islo 5/2 je hornym
ohrani¢enfm postupnosti. To samozrejme nijako neznamend, ze sa tieto odhady nedaji zlepsit. (Skiiste
dokéazat, ze plat{ dokonca —1/2 <a, <1,n=1,2,... .)
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Priklad 2.9. Dokazeme, Ze postupnost’ a, = n?, n = 1,2,... je neohraniéena.

KedZe postupnost’ zdola ohranicend je (preco?), treba dokézat), zZe nie je zhora ohranicend. PouZijeme
doékaz sporom. Predpokladajme, 7e je zhora ohrani¢end. Potom existuje také K € R, ze n? < K, n =
1,2,... . Z tohto systému nerovnosti vyplyva, ze K > 0 (vysvetlite!).

Ukézeme dve (nepodstatne sa liSiace) moznosti, ako postupovat’ v dékaze d’alej.

(1) Z vyssie ziskaného systému nerovnosti mame, ze pre kazdé prirodzené n plati n < VK (odmocnina
existuje, lebo K > 0). Dostali sme, ze redlne ¢islo v/K je hornym ohrani¢enim mnoziny N. To je spor s tym,
ze N je zhora neohranicena.

(2) Pretoze od kazdého redlneho &isla existuje vicsie prirodzené éislo, existuje také m € N, ze m > VK.
Potom vsak m? > K, ¢o je spor s tym, ze vyssie sme odvodili, ze n? < K pre kaZdé prirodzené n.

Priklad 2.10. Dokazeme, ze postupnost’ a,, = 1031()“, n =1,2,... je ohrani¢ena.

Predovietkym, pre kazdy ¢len a, plati a, > 0, teda dolnym ohranicenfm je napr. &slo 0. Dalej plati
dntl — 1000 "7 zoho vyplyva:

A TH’
a) ak n 41 <1000, tak “2= > 1, t.j. apy1 > ap (vyuzili sme, ze a, > 0),
b) ak n + 1 > 1000, tak % <1, tj. apny1 < an,
¢) ak n+ 1= 1000, tak GZA =1, tj. any1 = an.

Z a) vidiet, ze a1 < ag < --- < aggg. Podobne, z b) mdme, Ze ajgoo > a1001 > G1002 > ---. Konecne, z ¢)
mame a1gpg = Gggg- Leda pre kazdy ¢len a,, plati

_ 100090 ~ 1000100
ap = a999 | = W = a1000 | = W

: oy s 999 1000 e
Postupnost’ je zhora ohrani¢en4 ¢islom 1200 (: 1009

R L0001 ) (a kazdym vacsim ¢islom, avsak ziadnym mensim

¢islom).

Priklad 2.11. Postupnost’ (a,)22; je takd, ze a; < as a kazdy ¢len poéniic druhym je mensi alebo sa rovnd
aritmetickému priemeru jeho dvoch susednych ¢lenov. Méme zistit), ¢i je postupnost’ ohranicena.

Plati ay — a; > 0 a pre n > 2 mame a,, < ‘1’“12&, teda a, — an—1 < any1 — a,. Odtial
O<arz—a1<az—as<ag—az3<---<ap,—ap_1<.... (2.1)
Z toho vidiet), ze a1 < as < ag < ... , a teda postupnost’ (a,) je zdola ohrani¢end ¢islom a;. Dokdzeme, Ze

zhora je neohranic¢end. Vd’aka ziskanym nerovnostiam (2.1) mame
ap = (an — an-1) + (@n-1 = @n—2) + -+ + (a2 —a1) + a1 = (n = 1) - (a2 —a1) + a1 .

KedZe as — a1 > 0, z tohto uz lahko odvodime, Ze postupnost’ (a,) je zhora neohrani¢end. Urobte to! (Ak
s tym mdte problémy, tak ste nedostatoéne pozorne prestudovali priklad 2.6.)

Priklad 2.12. V priklade 1.5 ste iste dospeli k domnienke, ze ¢leny postupnosti

1 n
a:<1—|—> , n=12...
n

nepresiahnu istt hodnotu. Teraz dokazeme, Ze tato postupnost’ je naozaj zhora ohranicend, a to napr. ¢islom
3.3

3Neskér ukdzeme, ze &slo 3 mozno dokonca este o nie¢o mélo znizit, a to na hodnotu 2,71828.... Ak ste poslichli nasu
vyzvu a v priklade 1.5 ste experimentovali s kalkulackou, iste ste zistili, ze pre velmi velké n sa ¢isla (1 + 1/n)™ na displeji
kalkulacky “za¢inaji” prave takto.
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Podl'a binomickej vety* mame

o) =B () B )

1 nn-1) 1 nnh-1)n-2) 1 nn—1)...(n—k+1) 1
=1 L L= RN R
Tt T2 W 123 w7 12k nEt
nn—1)...(n—n+1) 1
1-2..---n nn o

(Aj ked’ to teraz nie je naSou ulohou, vSimnime si, Ze z tohto vyjadrenia vidiet’, ze ak od a,, prejdeme ku
apt1, t.j. zvacsime n o jednotku, déjde k dvom veciam: pribudne este jeden, totiz (n 4 2)-¥, (kladny) ¢len
a okrem toho kazdy z uz napisanych n + 1 élenov sa zvacsi (presnejsie, dve jednotky vpredu sa nezmenia
a dalsie cleny sa zvécsia), pretoze kazdy cinitel’ tvaru 1 — = sa nahrad{ vécsim cinitefom 1 — i (Ak je
nieco nejasné, odporicame ¢itatelovi vyjadrit’ ¢len a,,4+1 podobne ako sme to urobili s ¢lenom a,,.) Teda pre
kazdé n plati a, < an+1. To sa dalo ocakéavat’, lebo intuitivne sa zda zrejmym, ze ak sa ro¢ny urok pocita
(n 4 1)-krat rocne, vklad vzrastie viac ako ked’ sa ro¢ny urok pocita iba n-krét roéne.)

Prejdime teraz k odhadom. Ak vo vyssie uvedenom vyjadren{ pre a,, vynechdme (nahradime jednotkami)
v8etky cCinitele v zatvorkédch, vyraz sa zvacsi. Preto

9 1 1 1
Ak eSte uvdzime, ze k! =1-2-3----- k>1-2-2--... 2 = 2k-1 (pre k > 3 plati dokonca ostré nerovnost’),
dostaneme
covip o Lot 1= ()" 941 (1 n_1<3
Ap — J— [ — I ——_E AR — — .
2 ' 22 2n-1 2 1-3 2

(Séitali sme za sebou idtce ¢leny geometrickej postupnosti. Ak vaAm to robi problémy, pozrite podkapitolu 3.2.
Ind moznost’ je pomoct’ si tzv. obrézkovym séitovanim, inspirdciu ndjdete v podkapitole 6.3.)

Ak je postupnost’ redlnych ¢isel ohranicend, tak kazda jej podpostupnost’ je tiez ohranicena.

2.5 Monotonne postupnosti

Postupnost’ redlnych ¢isel si mozno predstavit’ ako nekoneény stibor oindexovanych ¢isel:
a1,A9,a43,...,0n,... .

Ak su tieto ¢isla usporiadané podla velkosti, t.j. vaésim indexom zodpovedaji vzdy vacsie
¢isla (alebo vzdy mensie ¢isla), postupnost’ nazyvame monoténnou. Uvedieme presnu definiciu:

Definicia 2.13. Povieme, Ze postupnost’ redlnych ¢isel (a,,)2 ;| je
a) rastuca, ak (Vk € N)(Vn € N)(k <n = a, < a,),
b) klesajica, ak (Vk € N)(Vn € N)(k <n = a > ay),

4Pripomefime: (a +b)" = > }_, (Z)a”*kbk. Pritom (}) = (n—’y;;!)!'k‘! = TL("*;)Q_"(_?;]CJ“I) .
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c) nerastuca, ak (Vk € N)(Vn € N)(k < n = ar > a,),

d) neklesajica, ak (Vk € N)(Vn € N)(k <n = a, < a,).

e) rydzomonotonna, ak je rastica alebo klesajica,

f) monoténna, ak je rastiica, klesajica, nerastica alebo neklesajica.

Vsimnite si, ze ak je postupnost’ rastica, tak je aj neklesajica a ak je klesajuca tak
je aj nerastica. Obréatené implikacie vo vSeobecnosti neplatia (uved'te priklady). Postup-
nost’ nemoze byt’ sicasne rastica aj klesajiuca. Existujui vsak postupnosti, ktoré si sticasne
nerastice aj neklesajice (ktoré si to 7).

V definicii ktoréhokol'vek zo styroch druhov monoténnosti vystupuji dva kvantifikatory.
To je neprijemné pri dokazovani, Ze nejaka postupnost’ je monoténna. Nast’astie mame
jednoduchu vetu, ktora ukazuje, ze vystacime s jednym kvantifikatorom:

Veta 2.14. Nech (a,)5%, je postupnost’ redlnych c¢isel. Potom plati:
a) (ayn) je rastica < (Yn € N)(a, < an41),
b) (an) je klesajica < (Yn € N)(a, > ani1),
¢) (an) je nerastica < (Vn € N)(a, > ani1),
d) (an) je neklesajica < (Yn € N)(a, < anpt1).

Dékaz. Urobime ho pre pripad a), ostatné pripady prenechavame citatel'ovi.

Implikacia zl'ava doprava je trivialna. Predpokladajme teraz, ze pre kazdé prirodzené n
plati a, < a,11. Nech k < n st prirodzené cisla. Potrebujeme dokazat’, ze a; < a,. To je
vSak zrejmé, lebo opakovanym pouzitim predpokladu dostavame

A < Qy1 < Qpy2 < - < Qg (n—k—1) < Aky(n—k) = On -
O

Jednoduchymi prikladmi monoténych postupnosti st aritmetické postupnosti a tie geo-
metrické postupnosti, ktoré maju kladny kvocient. Vysetrite, v ktorych pripadoch si uve-
dené druhy postupnosti rastice a v ktorych pripadoch klesajuce.

Ked méame vysetrit’ monotonnost’ nejakej postupnosti a nevieme ako zacat’, je prirodzené
vypocitat’ niekol’ko prvych ¢lenov. Bud’ odhalime nemonoténnost’, alebo ziskame hypotézu,
o aky druh monoténnosti ide. (Pozor vsak, ak aj zistite, ze a; < as < -+ < ajgp, Neznamena
to eSte rasticost’, ba ani neklesajucost’. Ved’ ¢o ak ajgo > ajp 7)

Priklad 2.15. Mame vySetrit’ monoténnost’ postupnosti a, =2+ 7™ —n?, n=1,2,....
Vypocet prvych piatich clenov odhali nemonoténnost. Plati totiz: a1 = 8, ax = 12, a3 = 14, a4 = 14,
a5 = 12. (Po vypocte prvych styroch ¢lenov sa este zdalo, ze by sndd’ mohlo ist’ o neklesajiicost’.)
Poznamenajme eSte, Ze nemonoténnost’ danej postupnosti mozno uvidiet’ aj tak, ze nakreslime graf
funkcie y = 2+ 7z — 22 a potom na fiom vyznaéime t1i jeho ¢ast’, ktord je grafom nasej postupnosti. Urobte!)

Uvedieme najzdkladnejsie postupy na vysetrovanie monoténnosti postupnosti (a,)> ;:

1) Vysetrujeme rozdiel a,;1 — a,, presnejsie jeho znamienko. Ak napr. ukdzeme, ze pre
kazdé n je tento rozdiel kladny (zaporny, nezdporny, nekladny, nulovy), je postupnost’
(an)5e, rastica (klesajica, neklesajica, nerastica, konstantna).
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2) Obmenou predchadzajiceho postupu je ekvivalentne upravovat’ nerovnost’ a, < ay.1.
Ak po ekvivalentnych tpravach dostanete nerovnost’, o ktorej viete povedat’, pre ktoré
n je pravdivd a pre ktoré n nepravdivd (radsej: pre ktoré n je pravdiva, pre ktoré n
plati obratend nerovnost’ a pre ktoré n rovnost’), je iloha vyriesend. Napriklad, ak po
ekvivalentnych upravach zistite, ze nerovnost’ plati pre kazdé n, je postupnost’ rastica.

Analogicky, mozte zacat’ s ktorymkol'vek inym znakom nerovnosti (>, <,>). Skiseny
poctar vsak radsej upravuje vzt'ah a,,q?a,, v ktorom otdznik symbolizuje hl'adany
znak nerovnosti. Dava si vSak pozor, aby pouzival len také ekvivalentné upravy, ktoré
nemenia symbol 77”7 teda nendsobi zapornym ¢islom (to nie je podstatné obmedzenie,
lebo médme moznost’ vymenit’ strany a potom nasobit’ kladnym ¢islom).

3) V pripade, Ze a,, > 0 pre kazdé n, mozno vysetrovat’ podiel 22, Viimame si, pre ktoré

n je tento podiel vacsi ako 1, resp. mensi ako 1, resp. rovny 1. Ak napr. zistime, ze
@il > 1 pre kazdé n, dostdvame z toho, ze postupnost’ je rastiica. (Vysvetlite! Kde

sme vyuzili, ze ide o postupnost’ s kladnymi ¢lenmi ? Ako by sme mohli postupovat’,
ak by islo o postupnost’ so samymi zdpornymi ¢lenmi ?)

4) Niekedy staci vyjadrit’ a,, v inom tvare a hned’ “vidiet” monoténnost’.

Priklad 2.16. VySetrime monoténnost’ postupnosti a, = vVn+1—+/n, n = 1,2,... Styrmi zdkladnymi
postupmi.

1) VySetrujeme znamienko rozdielu:
ny1 —apn=(Vn+2—vVn+1)—(Vn+1—-n)=
vV 2+ 1 vV 1

. n) —————— =
vn+24+yvn+1 vVn+l++/n
1 1 B Vi — V2

T Vnt2+vntl vVatl+vn (Wnt2+va+tD)(Wntl+vn)
Teda an+1 — an < 0 pre kazdé n. Postupnost’ je klesajica.

2) Ekvivalentne upravujeme:

an 7 Apg1
vn+l—+yn 7 Vn+2—+vVn+1
1 o 1
Vntl4+yn o o Vn+2+vn+1’

z ¢oho uz vidime, ze 7 = > (menovatele su kladné, pricom menovatel vpravo je vacsi, teda jeho
prevratend hodnota je mensia). Postupnost’ je klesajuca.

3) Postupnost’ md kladné ¢leny. Porovndvame podiel s jednotkou:

U1 Vn+2—-vn+1  Vn+l+yn

an Vn+l—yvn  Vn+2+vn+1’

an+1

Ked'ze pre kazdé n € N je ¢itatel mensi ako menovatel, je < 1 a postupnost’ je klesajuca.

4) Stacl upravit”

1

n=Vn+l—yn= :
Vn+14n

aby sme hned videli, Ze postupnost’ je klesajuca. Ak totiz zvac¢sime n o jednotku na n + 1, kladny
menovatel’ sa zvacsi a teda jeho prevratena hodnota sa zmensi.
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Priklad 2.17. Nech a > 1. VysSetrime monoténnost’ postupnosti
an=n(VYa—1), n>1.
KedZze a > 1, su vSetky ¢leny postupnosti kladné. Budeme odhadovat’ podiel

any1 _ (n+1)(""a—1)

An n(ya—1)

S odmocninami sa neprijemne nardba. Zbavime sa ich vhodnou substitiiciou. Ozna¢me t,, = "*/a. Potom
__4n+1 41 __4n >
Ya=t""a "H/a=1", takze

g1 (A1 —1)  (n+1)(L4t, +2+ - 41271
an n(tntt —1) n(l+t, +t2 +---+1t7)

(vykratili sme vyrazom ¢, — 1). Dokdzeme, ze < 1. Tento vztah je ekvivalentny s nasledujicim:

An41
an
(n+ D)1+t +12 4+ -+t <n(ldt, +62 + - +10) .

Po d’alsich ekvivalentnych tpravach dostaneme

Lty +to 4+t <n .
Tento vztah je vSak pravdivy. Naozaj, plati ¢, > 1, odtial 1 < t,, <2 < .- < t", takZe kazdy z n Elenov
na lavej strane je mensi ako ¢7, a preto ich stcet je mensi ako n - ¢7.

Ukézali sme, ze postupnost’ (a,,) je klesajiica.

Priklad 2.18. VySetrime monoténnost’ postupnosti

cos 2n
ap =1 73 n=12,....
Pocitajme rozdiel
cos2(n+1) —cos2 2 . .
Gpt1 —aQp =1+ (nt+1) nzl——-sml-sm(2n—|—l)
V3 V3
(vyuzili sme, ze cosz — cosy = —2sin 5% sin 27¥). Pretoze 1 < % su &isla z intervalu (0, 3), na ktorom je

funkcia sin rastica, mame sinl < sin § = § Preto

2
‘-sinl-sin(Qn—&—l)’ -sinl <1,

2
< P
V3 V3
takze

2
Opt1 — Qp > 1 — ‘\[ -sin1-sin(2n + 1)’ >0.
3
Postupnost’ (a,,) je teda rastica.

Ak horeuvedené postupy vedu k zlozitym tpravam alebo st nevhodné na pouzitie a tusite,
ze postupnost’ je monoténna, povedzme rastica (napr. vypocet niekol’kych prvych ¢lenov
naznacuje, ze “by to tak mohlo byt’ ”), mozete dokazovat’ matematickou indukciou. Teda
overite, ze a; < ay a za predpokladu, ze pre nejaké k € N je ap < apy; dokazete, ze
A1 < Ak42-
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Priklad 2.19. Dokazeme, Ze rekurentne zadand postupnost’
a1 =V2, g1 =v2+an, n=12,...

je rastuca, t.j., ze platia nerovnosti a,, < ap41, n =1,2,....
Ak vypocitate niekolko ¢lenov postupnosti, zistite, ze

ay = \/2 + \/2 +4/24+ - +V2 (n symbolov druhej odmocniny, n dvojek) .

7 toho asi vidite, Zze postupnost’ je rastica, ale kedze tam vystupuju tie tri bodky, za ktoré takpovediac
nevidiet’, chcelo by to precizny dokaz. Ten je prekvapujuco lahky.

Najskor si véimnime, ze urcite su vSetky ¢leny postupnosti kladné. (Naozaj, a; > 0 a ak ap > 0, tak aj
¢len ag11 = /2 + ay je dobre definovany (pod odmocninou je kladné ¢fslo) a kladny.)

Priamy vypocet dd a; = v/2 < V2 + /2 = ay. Predpokladajme, ze pre nejaké k > 1 plati ap < ajpy1.
Potom aj 2 + ar < 2+ ax41 a kedze ide, ako sme vyssie dokédzali, o kladné ¢isla, mézme odmocnit’, aby sme
dostali v/2 + ar, < v/2+ agt1- Teda agi1 < ago.

V predchédzajicom priklade sme mali do ¢inenia s itera¢nou postupnostou realnych
¢isel. Skutocnost’, ze postupnost’ je rastica, vidiet’ aj z iteratného diagramu (pozri pod-
kapitolu 2.3):

—2 V2 /212

Obr. 2.4: Rastiicost’ iteracnej postupnosti (funkcia f(z) = v/2 + z, pociatoény bod v/2)

Pri vysetrovani vlastnosti iteracnych postupnosti realnych ¢isel byva vyhodné zacat’ prave
nakreslenim itera¢ného diagramu. 7 dobre nakresleného diagramu obvykle “vidiet” vlast-
nosti danej postupnosti, takze mozeme vyslovit’ hypotézu a potom sa mozeme pokusit’ aj
dokazat’ ju.

Postup ilustrujeme na nasledujicom priklade.

Priklad 2.20. Nech ay € (1,2) a nech a,41 = a2 — 2a, + 2 pre kazdé n > 0. Teda (a,)S2; je iteraéna
postupnost’
ap € (1,2), ant1 = flan), kde flx)=a2®—22+2.

Vysetrime jej monoténnost’ (je mozné, ze odpoved’ bude zavisiet’ od volby ag).

Skutocnost’, ze ide o itera¢ni postupnost’ redlnych ¢isel, umoznuje vyuzit’ iteraény diagram, aby sme
“uvideli” spravanie sa postupnosti.

Graf kvadratickej funkcie lahko nakreslime z tvaru f(x) = (z — 1)2 + 1. Z rovnice 22 — 22 +2 = z
dostaneme x1 = 1, 9 = 2. To st prvé stiradnice prieseénikov grafu funkcie f(z) s diagonédlou y = z, ¢ize
pevné body funkcie f(x).



38 KAPITOLA 2. POSTUPNOSTI REALNYCH CISEL A ICH ZAKLADNE VLASTNOSTI

y=x

} } —1

| |
I T T T I T
1 2

az az ajag

Obr. 2.5: Tteraény diagram (funkcia f(z) = 2% — 2x + 2, pociatoény bod ag)

Pretoze ag € (1,2), z Obrazka 2.5 “vidime”, Ze postupnost’ (a,)>2, je klesajica a celd lez{ v intervale (1,2).
Prisne vzaté, obrézok nie je dokaz. Dokédzeme preto vypoctom, Ze postupnost’ je klesajica (pri kazdej volbe
ap € (]., 2))

Pocitajme rozdiel

Uni1 — an = (a2 —2a, +2) —a, = a2 —3a, +2 = (an, — 1)(a, — 2) (2.2)

Vidime, ze znamienko rozdielu a,4+1 — a, budeme poznat’ vtedy, ked budeme vediet’ porovnat’ velkost’
¢isla a,, s ¢islami 1, 2. Vieme, ze ag € (1,2). Na zdklade iteraéného diagramu (pripadne na zdklade
volby nejakého konkrétneho ag € (1,2) a vypoctu niekol’kych d’alsich élenov aq,aq,...), sa domnievame, ze
an, € (1,2) pre kazdé n. Dokézeme to matematickou indukciou. Pre n = 0 je to pravda podla zadania tlohy.
Predpokladajme, zZe pre nejaké k > 0 je ax € (1,2). Chceme dokdzat’, ze potom aj ag+1 € (1,2). Pocitajme
teda:

ak+1:ai—2ak+2:(ak—1)2+l .

Z tohto vyjadrenia na jednej strane dostdvame agy; > 0+ 1 = 1 (vyuzili sme, Ze ap — 1 # 0) a na druhej
strane a1 < 12+ 1 = 2 (vyuzili sme, Ze 0 < a — 1 < 1). Ak spojime obe nerovnosti, dostdvame, ze
ar+1 € (1,2). To vsak podla (2.2) znamend, ze an+1 — an, < 0, a teda postupnost’ (a, )22, je klesajiica.

Priklad 2.21. (Matematicky koreSponden¢ny semindr Sovietskeho zvizu) Postupnost’ (x,):

1

=N
N W

o] oo

5 goee

w| ot

) ) )

je zadand takto: 1 =laz,41 =1+ i pre kazdé n = 1,2,3,... . Néjdite ¢islo, ktoré je mensie ako vsetky
¢leny postupnosti s parnymi indexami (z2, x4, zg,...) a zaroven vacsie ako vsetky jej ¢leny s nepdrnymi
indexami (z1, 23, x5,...) .
Najskor nas napadne experimentovat’ s kalkulackou. To vedie k objavu, ze ¢leny postupnosti si rozlozené
takto:
1 <x3 <25 < ... T < g < X .

Kdesi “v strede” by malo byt’ hladané ¢islo.> Experimentovanie s kalkulackou ndm véak nepomédze presne

5Bez naroku na presnost’ (nejdeme napr. definovat’ pojem vzdialenosti dvoch mnozin) si mézme vEimnit, Ze z textu tlohy sa
zd4, ze také ¢islo asi bude existovat’ (to je to isté ako povedat), ze kazdy ¢len s nepdrnym indexom je vlavo od kazdého ¢lena s
parnym indexom) a Ze takych ¢éisel nebude viac (to je to isté ako povedat’, ze medzi skupinami ¢lenov s neparnymi a s parnymi
indexami nie je “diera”, t.j. ze vzdialenost’ tych dvoch skupin je nulovd).
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néjst’ hladané ¢islo.® Chce to novy ndpad. Véimneme si, Ze postupnost’ je iteraénou postupnostou:
xp =1, mn+1:f(xn)7 n=12...,

kde f(z) =1+ % Nakreslime si preto itera¢ny diagram (pozri Obrézok 2.6). Z neho vidime, ze hladanym
¢islom je kladny pevny bod funkcie f. Pevné body funkcie f st korene rovnice f(x) = x, teda 1 + % = zx.
Odtial’ médme kvadratickd rovnicu 22 — 2 — 1 = 0 s koreiimi 1/2(1 + v/5). Odpoved’ teda je, ze hladanym
¢islom je ¢islo

V541

2

Aj ked’ sme si na zaklade obrazka “isti” svojou odpovedou, obrazok nie je dokaz. Musime dokdzat’, ze hladané
¢fslo mé pozadované vlastnosti.” Pod'me teda dokazovat'.

Predovsetkym si vSimnime, Ze x; > 0 pre kazdé k (preco 7). KedZe 1 = 1 < 7, staci, ak matematickou
indukciou dokazeme, ze pre kazdé n € N plati:

Ty <T = Tpp1 >T a Tp >T = Tpt1 < T .
(Potom totiz: xo > T, 23 < T, ... .)
y=
)
2+ N )
! !
! |
T+ R
| == y=1+1
|
|
1__
| | |
i | — e
1 T 2

Obr. 2.6: Iteratny diagram (funkcia f(z) = 1+ L, pociatony bod 1)

1. Predpokladajme, ze pre nejaké n > 1 je xz, < 7. Potom :% > % (vyuzili sme, ze x, > 0), takze

Tp1 =1+ wi > 1+ % = 7 (poslednd rovnost’ je splnend preto, lebo 7 je koren rovnice 1+ % =1).

1

Tn

2. Podobne, predpokladajme, ze pre nejaké n > 1 je x, > 7. Potom zi < %7 takze T,4+1 = 1+ <

1+ % =T
Poznamka 2.22. V predchadzajicom priklade, ked’ sme podl'a vztahu z,,; = 1 + ﬁ jeden
za druhym pocitali cleny postupnosti 1, %, %, g, ..., ako keby sme stale s vacSou a vacsou
presnost’ou pocitali koren rovnice 1 + % = x. Takyto postup je zdkladom tzv. iteracnej

6Uz len z toho d6vodu, ze, ako o chvilu uvidite, ide o iraciondlne &islo. Kalkulacka vak ukdze vidy len koneéne vela
desatinnych miest.

"Nebudeme dokazovat), a v tlohe sa to ani neziada, ze viac takych &isel neexistuje. To by totiz chcelo tvahu na trovni
limitného prechodu, ¢omu sa v nasom texte snazime vyhybat.
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metddy priblizného riesenia rovnic. Rovnica F'(x) = 0 sa prepise (pripo¢itanim z alebo inym
vhodnym sposobom) na tvar f(z) = z. Zvoli sa pociatoéné ¢islo zy a pocitaji sa ¢leny
iteracnej postupnosti x,,1 = f(z,), n =0, 1,.... Existuje teéria o tom, kedy to “funguje”. ®

2.6 Monotonnost’ na tisekoch. Extrémne cleny

Vacsina postupnosti nie je monoténnych. Vtedy nds moze zaujimat’, aké si maximéalne
(najdlhsie) useky, na ktorych je postupnost’ monoténna.

Definicia 2.23. Povieme, ze postupnost’ (a,)5°; je rastica na mnozine (na tseku) U =
{no,no + 1,0+ 2,...,n9 + k}, ak pre kazdé r,s € U, r < s plati a, < as. Analogicky pre
klesajucost’, nerastiicost’ a neklesajicost’.

Teda (a,)$%, je rastica na useku U = {ng,no + 1,n9 +2,...,n0 + k}, ak
QApy < Ano+1 < - < Ano+k -
Vsimnite si, ze na dvojclennych usekoch je kazda postupnost’ automaticky monoténna.

Definicia 2.24. Povieme, Ze postupnost’ (a,)°; je rastica od indexu ng poc¢nic alebo ze
je rastica na mnozine (na tseku) V = {ng,ng+ 1,n0+2,...}, ak pre kazdé r,s € V, r < s
plati a, < as. Analogicky pre klesajicost’, nerastiicost’ a neklesajicost’.

Teda (a,)22, je rastica od indexu ny pocnic, ak
Any, < Ano+1 < Ano+2 < ....
D4 sa to povedat’ aj tak, ze rastiicou je postupnost’ (anyny—1)5 -

Definicia 2.25. Nech (a,)22, je postupnost’ redlnych ¢isel. Nech ng € N je také, ze pre
kazdé n € N plati a,, < ay,, resp. a,, > a,,. Potom a,, volame najvacsi, resp. najmensi clen
postupnosti (a,)52 .

Nie kazd4 postupnost’ mé najvacsi resp. najmensi élen. Specidlne, kazds rastica pos-
tupnost’ (a,)32; ma najmensi clen (je nim a;) ale nema najvacsi clen. Podobne, klesajice
postupnosti maji najvacsie ¢leny ale nemaju najmensie cleny.

Postupnost’ moze mat’ viac najvacsich resp. najmensich clenov. Pre konstantnu postup-
nost’ je dokonca kazdy jej ¢len najvacsim a zaroven najmensim clenom.

Priklad 2.26. V priklade 2.4 sme ukazali, ze postupnost’ a,, = wan’ n=1,2,... jerasticana{1,2,...,999}

(neklesajica na {1,2,...,1000}), klesajtica na {1000,10001,...} (nerastiica na {999,1000,...}). Najvicsie
¢leny su dva, a to aggg a aiggg. Prezradime, ze postupnost’ nema najmensi ¢len. Vedeli by ste to dokazat™?

Priklad 2.27. VySetrime monoténnost’ postupnosti a,, = "ﬁ", n > 1.
Vsetky ¢leny postupnosti su kladné a tvar a,, naznacuje, ze bude vyhodné upravovat’ podiel

(n41)127+!
(nt1  (n¥DnFl 2 _ 2
- nl2n - 1\ 1 (2:3)
an 2 (1+71,) L+n-=+...

kde na vybodkovanom mieste su d’alsie kladné ¢cleny (ak n > 2) alebo nula (ak n = 1). (Ak vdm to nie
je jasné, znovu sa vrat'te k prikladu 2.12.) Teda pre n = 1 sa horeuvedeny podiel rovnd 1, pre n > 1 je
mensi ako 1. Ukézali sme, ze a; = as a postupnost’ je poénuc druhym ¢lenom klesajuca. Celd postupnost’
je nerastica. Najvicsie cleny st a1 = ag, najmensi ¢len neexistuje (preco 7).

8Teda kedy tato postupnost’ konverguje k hfadanému koreiu rovnice f(z) = .
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2.7 *AG nerovnost’

Nauc¢ime sa jednu z doélezitych nerovnosti, ktord neskor vyuzijeme pri stidiu monoténnosti
niektorych postupnosti.
Zo skoly si iste pamatate nasledujici pojem:

Definicia 2.28. Ak xq, s, ..., xz, surealne cisla, tak ich aritmetickym priemerom nazyvame
¢islo
A= T+ T+ + Ty '
n
Samozrejme, presnejsie by bolo pisat’ A(zy, xs, ..., x,), ale budeme to robit’ len niekedy.

Ak v beznom zivote hovorime o priemernej spotrebe auta ¢i o priemernej mzde, mame
na mysli prave aritmeticky priemer. Napr. priemerny zarobok skupiny l'udi dostanete, ak
s¢itate ich zdrobky a potom vydelite po¢tom I'udi.”

Priklad 2.29. Aritmeticky priemer &isel zq,xo, . .., z, lezi vZzdy medzi najmensim a najvaésim z nich:
min{zy, o, ..., 2n} < A <max{xi,za,...,2,} .

Ak 1 = x5 = -+ = x,, platia rovnosti. V opactnom pripade si obe nerovnosti ostré.
Dokaz je jednoduchy. Nech m je najmensie z Cisel x1,xa,...,T, a M najvacsie. Potom m < x; < M,
1=1,2,...,n. S¢itanim tychto nerovnosti dostaneme

n-m<xi+xs+--+x, <n-M,

takze staci vydelit’ ¢islom n, aby sme dostali m < A < M. Pritom ak 1 =29 =--- = x,, mdme m = M a
v horeuvedenej tvahe st vSetky nerovnosti rovnostami. Ak aspon dve z ¢isel 1 = z9 = -+ = x,, su rozne,
je aspon jedna z nerovnosti m < x;, 1 = 1,2,...,n ostrd a aspon jedna z nerovnosti z; < M, i=1,2,....n

je tiez ostra. Preto ich s¢itanim dostaneme ostré nerovnosti a teda bude m < A < M.

Uloha najst’ kocku s rovnakym objemom ako kvéder s hranami a,b,c vedie k rovnici
23 = abc, z ktorej pre hranu kocky dostaneme x = v/abe. Cislo x je tzv. geometricky
priemer cisel a, b, c.

Definicia 2.30. Ak zq, z9, ..., z, sU nezdporné realne ¢isla, tak ich geometrickym priemerom
nazyvame cislo

V definicii sa treba obmedzit’ na nezaporné ¢isla, aby sme mali istotu, ze odmocnina je
definovand (pre parne n a zdporny sucéin xj - xg - - - - x, by G nebolo definované).

Teda pre nezaporné cisla xq,xs, ..., x, mame definovany aj ich aritmeticky aj ich geo-
metricky priemer. Pre dve nezédporné ¢isla a, b mame

a+b
A= 5 G=Va-b.
Ak sa aspon jedno z ¢isel a > 0, b > 0 rovna nule, je G < A. Ak st obe ¢isla kladné, mozno
ich geometricky zviditel'nit’. Uvazujme o kruznici s priemerom AB o velkosti a+b. Spomedzi
pravouhlych trojuholnikov ABC nad tymto priemerom ' uvazujme o tom, v ktorom vyska
na preponu AB vytina na nej prave tseky o dlzkach a, b (pozri Obrazok 2.7).

9Samozrejme, pri nardbani s aritmetickym priemerom treba byt opatrny. Iste si viete predstavit, ¢o by to narobilo s
priemernym zarobkom v nejakej biednej dedinke, keby sa tam pristahoval Bill Gates.
10podla Talesovej vety teda C lezi na danej kruznici
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A/

Obr. 2.7: Tlustracia AG nerovnosti pre dve kladné ¢isla a, b

Podl'a Euklidovej vety m4 tdto vyska velkost’ v = v/ab. Polomer SC' kruznice mé dizku
«tb Zrejme teda plati (vysvetlite):

\/%Sa;—b’

pricom rovnost’ nastava len v pripade ked’ a = b.
Skutocnost’, ze geometricky priemer dvoch kladnych ¢isel je mensi alebo sa rovné ich
aritmetickému priemeru, sa samozrejme da dokézat’ aj algebraicky:

Veta 2.31. (AGy nerovnost’.) Pre nezdporné ¢isla a,b je ich geometricky priemer mensi
alebo sa rovnd ich aritmetickému priemeru:

\/Ega"; .

Pritom rovnost’ nastdva prdve vtedy, ked’ a = b.

Dékaz. Plati (y/a — v/b)? > 0, odkial’ po tiprave dostaneme a — 2v/avb + b > 0 a odtial
“TH’ > v/ab. Rovnost’ nastdva vtedy a len vtedy, ked Va — Vb=0,tj. a=b. O]

Co by to bol za matematik, ktory by sa teraz nespytal, ¢ analogické tvrdenie plati aj pre
priemery viacerych ako dvoch ¢isel. Po chvili experimentovania s kalkulackou zistite, ze to
“vychadza”. Lenze overit’ to na niekol’kych konkrétnych pripadoch este nie je dokaz. Ako to
teda dokdzat? Pomerne jednoduchy je pripad styroch ¢isel.

Priklad 2.32. (AGy4 nerovnost’.) Nech st dané Styri nezdporné &isla xq, 9, x3, 4. VSimnime si, Ze
aritmeticky priemer tychto Styroch ¢isel sa rovnd aritmetickému priemeru aritmetickych priemerov prvych
dvoch ¢isel a druhych dvoch éisel, t.j. A(z1,z2,x3,24) = A(A(21,22), A(zs,z4)). Naozaj, rovnost’

ri1+x r3+x
T1t T2 t+a3tag Ty E

4 2

lahko overite priamym vypo¢tom. Podobne: G(x1, 22,23, 24) = G(G(x1,22), G(x3,24)). Naozaj, rovnost’

\‘7$11?2I3I4 =1/ \/931Z2 . \/I3=’174

je zrejma. Ak vyuzijeme tieto rovnosti a opakovane pouzijeme AGsy nerovnost’, dostaneme

1+ 2o +x3+ 24 . 71’1;12 + 7963;14 > /X122 + \/T3T4
- 2

>\ //T1T2 - \/T3x4 = YT 1722324 .

4 2

Dokézani nerovnost’ medzi aritmetickym a geometrickym priemerom Styroch ¢isel budeme nazyvat’ AGy
nerovnost’. Premyslite si, kedy v nej plati rovnost’, l'ahsie sa Vam bude studovat’ dokaz nasledujicej vety.
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Dokazeme, ze dvojka a Stvorka nie si vynimocné. Plati:

Veta 2.33. (AG,, nerovnost’.) Pre l'ubovolné neziporné éisla x1,xs, . .., T, (n je lubovolné
prirodzené c¢islo vicsie ako 1) plati nerovnost’:

.T1+I2+"'+$n
" .

Vr1To ... Ty <

Pritom rovnost’ nastdva prave vtedy, ked’ x1 = xo = -+ = x,,.

Dékaz. Postup, ktory pouzijeme, pochddza od Cauchyho!! a vyuZiva tzv. regresivnu (spatni)
indukciu. Strucne povedané, dokaz urobime niekol’kymi krokmi indukciou “tam a spat™.
Najskor dokazeme AG,, nerovnost’ pre niektoré vybrané n, v nasom pripade pre mocniny
dvojky, teda pre n = 1,2,4,...,2% ... Tych je nekoneéne vela, ale stale este v medzerich
medzi mocninami dvojky zostalo vel'a “bielych” miest. Tie vyplnime spatnou indukciou —
dokazeme, ze ak plati AG,, (tu n uz nie je nutne mocnina dvojky), tak plati aj AG,,_;.
1.krok. Matematickou indukciou dokazeme, ze nerovnost’” AG,, plati pre vsetky n tvaru
n=2F k=1,2,... pricom rovnost nastava prave vtedy, ked sa vsetky ¢isla x; navzajom
rovnaju.

Pripad & = 1 je uz dokdzana veta 2.31. Predpokladajme, ze AG, plati pre n = 2*.
Ideme dokézat’, ze potom plati aj AG,, pre m = 287! = 2n. Dokdzeme to jednoduchym
zovSeobecnenim postupu z prikladu 2.32:

T1+wot-tT Tnt1+Tnyot-+T2
:L'1_|_x2+..._|_x2n 1 Zn n o4 n nn ">{l/xll’Q,,,,fL‘n—‘—{L/xn+1xn+2.--$2n

2n 2 2
> \/{L/l‘lah R \’Vl’n+1l‘n+2 Xy = R/ X120 ... Ty, .

Rovnost’ medzi prvym a poslednym ¢lenom v tomto vypocte nastane prave vtedy, ked prva aj
druhd nerovnost’ budi rovnost’ami, teda prave vtedy, ked’ (vyuzivame indukény predpoklad)

T =Ty =+ =T, al =Ty =" - =T, azdroven (vyuzivame vetu 2.31) {/x1xs...%, =
Y/ Tpi1Tnyia - . To,. Teda prave vtedy, ked @1 = 29 = -+ = @,
2. krok. Ukazeme, ze ak nerovnost’ AG,, plati pre nejaké n > 2, tak plati aj nerovnost’
AG,_1. Nech teda z1,2o,...,2,_1 su kladné cisla. Oznac¢me ich aritmeticky priemer A.
Upravujme:
A Ti+To+ -+ xpg 1 nwg+nas A+ -+ nae
n—1 n n—1
_1< $1+$2+---+$n—1)
= — I1+ZE2+"'+JI”_1+
n n—1
> §/$1!E2---$n—1 : $1+$+2+.1”+xn_1 = Yrmy. . apy g - A (*)

(nerovnost’ sme dostali z predpokladu, ze plati AG,,). Po umocneni dostaneme
A" Z 1T ... Tp—1 A

a odtial’, po vydeleni (kladnym) ¢islom A a odmocneni,

A > nVr12y. .. Tpq .

LA, L. Cauchy (1789 - 1857) bol sldvny franciizsky matematik, ktory sa velmi zaslizil o rozvoj matematickej analyzy.
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Rovnost’ tu nastane prave vtedy, ked plati rovnost’ v (*), teda prave vtedy, ked plati
(vyuzivame predpoklad, ze plati AG,) 1 = 23 = -+ = x,_1 = A, ¢ize ked plati x; =
Ty =" " =1Tp-1-

3. krok. Teraz uz l'ahko dokazeme, ze AG,, plati pre kazdé prirodzené n > 2. Pre kazdé
n sa da néjst’ také prirodzené k, 7ze n < 2F. Pre 2F plati nerovnost’ podla 1. kroku a dalej
staci (2% — n)-krét opakovat’ druhy krok. O

Priklad 2.34. Dokazeme, ze kocka je kvader s maximélnym objemom pri danom povrchu a s minimélnym
povrchom pri danom objeme.
Nech a, b, ¢ st rozmery kvadra. Potom pre povrch a objem kvadra mame

S = 2(ab + be + ca) a V = abc .

Podl'a nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom plati

V2 = (abe)? = (ab)(be)(ca) < (W)S - (W)S - (2,>3 .

Nech S je dané. Kvadrov s takymto danym povrchom je (nekoneéne) vela, s roznymi objemami.'? Podla
vy$sie uvedeného pre ich objemy plati
S
V<=

(Pravd strana je konstanta, lebo S je dané. Podla toho ako menime a, b, ¢ pri zachovanom S, sa men{ lavd
strana ale vzdy plat{ dand nerovnost’.) Rovnost’ podl'a nerovnosti AG3 nastane v jedinom pripade, a to ked’
je

(MY

ab = bc = ca, t.j. a=b=c.

.....

Dostali sme, ze ked’ menime rozmery kvadra tak, aby sa zachovdval povrch S, dostaneme najvacsi objem v
pripade a = b = ¢, ¢ize pre kocku (objem sa vtedy rovna (%)%)

Teraz nech V je dané. Ak budeme menit’ rozmery kvadra tak, aby sa objem zachovaval, povrch sa bude
moct’ menit’, ale podla vyssie odvodenej nerovnosti bude vzdy S > 6V3. Rovnost nastane, teda povrch
bude minimélny (a bude sa rovnat 6V 3) len v pripade a = b = ¢, t.j. v pripade kocky.

2.8 *Bernoulliho nerovnost’

Urobime si d’alsi vylet do krasneho sveta nerovnosti. Aj nerovnost’, ktori spozname v tejto
casti, bude pre nas neskor vel'mi uzitocna.
Podl’a binomickej vety pre nezaporné x dostavame

(14 x)" = 1+ nx + nezdporné ¢leny (ak z > 0) ,

a teda

(14+2)">1+nx, ak x>0 .
Tato jednoducha nerovnost’ nie je prilis uzitocna. Nast’astie je zname, Ze ju mozno znacne
zovseobecnit’. Pre nase ucely postaci téato (nie najvseobecnejsia zndma) formuldcia:

Veta 2.35. (Bernoulliho nerovnost’.) Pre vsetky prirodzené ¢islan a redlne ¢isla x > —1
plati:
(14+2)">14+nx.

Pritom rovnost’ nastdva vtedy a len vtedy ked’n =1 alebo x = 0.

12Premyslite si tito vetu, vyrobte si konkrétne priklady.



2.8. *BERNOULLIHO NEROVNOST 45

Dokaz. Ak n =1 alebo x = 0, plati rovnost’. Staci teda ukazat’, ze
(14+x)">1+nx, akn>2ax>-1,2#0. (*)

Uvedieme dva dokazy tohto tvrdenia.

Dokaz (*) pomocou AG nerovnosti. Pretoze 1 + x > 0, je vlavo nezdporné cislo. Ak je
1+ nzx < 0, mdme v (*) naozaj ostri nerovnost. Nech teda 1 + nz > 0. Pouzijeme
AG,, nerovnost’ na skupinu n ¢isel, v ktorej je nezaporné ¢islo 1 + nz a n — 1 jednotiek.
Platil + nxz # 1 lebo x # 0. Preto

(I+nzx)+(n—-1)-1

V(1 +nx)-1n-1 < =1+uz,

odkial’ uz po umocneni dostaneme (1 + x)" > 1 + nx, ¢o sme cheeli dokazat'.
Dékaz (*) matematickou indukciou.

1. krok. Nech n = 2. Potom pre x > —1, x # 0 plat{ (1 +z)?> =1+ 2z + 22 > 1 + 2z.13
2. krok. Predpokladajme, ze sme uz dokazali, ze pre nejaké k > 2 plati

(1+2)f >1+ka pre vSetky x > —1, = # 0.

Chceme dokéazat’, ze potom analogické tvrdenie plati aj ked’ zamenime k£ na k + 1. Ak
= —1, plati (1 + 2)* > 1+ (k+ 1)z trividlne (vysvetlite). Vezmime teda x > —1, x # 0
a vyndsobme nerovnost’ (1 + z)* > 1 + kx &slom 1 + z. PretoZe nasobime kladnym &fslom,
dostaneme

I+ > A +ke)14+2)=1+(k+ Dz +ka* > 1+ (k+ 1)z .

(Posledné nerovnost’ je dokonca ostra, lebo x # 0. Nam vsak stacilo vSimnut’ si, ze plati
aspon neostrd nerovnost’, lebo vd’aka tomu, Ze prvé nerovnost’ je ostra, mame (1 + z)*** >

14 (k+1)x.) O

Bernoulliho nerovnost’ sa dé zovseobecnit’ vo viacerych smeroch. Napriklad namiesto prirodzeného
exponentu n mézme mat’ redlny exponent «. Samozrejme, tu je trochu problém, ¢o to znamend
umocnit’ redlne ¢islo na redlne ¢islo. Napr., ¢o to je 3V2 alebo 7™ ? Problém uz siaha do vyssej
matematiky. Ak vSak exponent « je raciondlny, tak takyto problém nenastane. Spomeiite si, Ze pre celé
m a prirodzené n je x» = /2™ (prinajmensom pre z > 0 tu nie je Ziaden problém). Nasledujicu vetu
sice kvoli iplnosti sformulujeme pre redlne exponenty, ale dokazovat’ ju kvoli uvedenym problémom
budeme len pre racionédlne exponenty. Neskor, ked’ uz budete vediet’ viac z matematickej analyzy, vam
nebude robit’ problém rozsirit’ dokaz aj na realne exponenty.

Veta 2.36. Nech z € R, x > —1. Potom
(1) ak0<a<l, tak (14+2)* <1+ azx,
(2) aka>1, tak (14+2)*>1+ az.

V kazdom z dvoch pripadov plati, Ze rovnost’ nastava vtedy a len vtedy, ked’ x = 0.

13Vyuzili sme, ze  # 0. Predpoklad, ze z > —1 nebolo potrebné pouzit, teda pre n = 2 plati ostrd nerovnost’ pre kazdé
nenulové redlne x.
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Dékaz. Budeme dokazovat’ len pre pripad, ze « je raciondlne ¢islo. Ak x = —1 tak obidve uvazované
nerovnosti zrejme platia a su ostré (vysvetlite). Nech teda z > —1.

a) Raciondlne ¢islo 0 < a < 1 sa da napisat’ v tvare a = 7%, m,n € N, 1 < m < n. Ak vyuzijeme
jednoduché tpravy a nerovnost’ AG,,, dostaneme:

(1+2)™ = /(A +a)m = YA +a)m-1mm <
<m(1+x)+(nfm)~1 m+mz+n—m

= :1+E~x:1+az.
n n n

(1+)"

Podl'a AG,, nerovnosti rovnost’ nastdava prave vtedy, ked' 1 +x =1, t.j. x = 0.

b) Uvazujeme o pripade & > 1, x > —1. Potom 1+ > 0a (1 4+ 2)® > 0. Ak 1 4+ ax < 0, niet ¢o
dokazovat’ (plati ostrd forma dokazovanej nerovnosti a je zrejme x # 0). Nech teda 1 +azx > 0, t.j. az > —1.
Potom podla a) plati:

1
(1+0zx)é <l+—(az)=142z,
o

pricom rovnost’ nastane len pre x = 0. Ziskand nerovnost’ méa obe strany nezdporné. Ak ju umocnime na
exponent «, dostaneme

«
[(1+a2)7] < +2)7,
odkial’ uz mdme (1 + z)® > 1+ az. K ukonceniu dokazu sta¢i uvézit’, ze umocnenie kladnych ¢isel na a (je

vacsie ako 1, teda kladné) zachovava rovnost’ i pripadnu ostri nerovnost’. O

V .... mozete najst’ iné zovseobecnenie Bernoulliho nerovnosti: Pre vSetky n € N, x > —2 plati:
(1+2)" > 1+ nx. Cislo —2 sa tu uz ned4 nahradit’ mensfm éfslom (akokolvek zvolite x < —2, ndjde
sa také n € N, Ze nerovnost’ platit’ nebude.)

2.9 Monotonne a ohranicené postupnosti

V matematickej analyze si mimoriadne dolezité také postupnosti redlnych éisel, ktoré su
monoténne a zaroven ohrani¢ené. Pretoze neklesajice (nerastice) postupnosti st automat-
icky ohranicené zdola (zhora), presnejsie mozno povedat’, ze su dolezité neklesajiice zhora
ohranicené a nerastice zdola ohrani¢ené postupnosti.4

V tejto casti sa v prikladoch ale aj v teoretickych vysledkoch stretneme s niektorymi
monoténnymi a ohranicenymi postupnost’ami. Zvlast’ dolezité st postupnosti suvisiace s
tzv. cislom e (pozri vetu 2.37).

Veta 2.37. (Postupnosti sivisiace s &islom e.) Oznaéme a, = (14 1)", b, = (14 1)
pre kaZdé n € N. Potom

(1) postupnost’ (a,)>2, je rastica,

(2) postupnost’ (b,)52, je klesajica,

(3) (Vk € N)(Vn € N)(ay < by),

(4) postupnosti (a,)s .y, (b,)5, s ohranicené, o.i. plati, Ze (Vn € N)(a, < 3),
(5) (Vn € N)(b, — a, < 2).

Vsimnime si,ze podla (1) — (3) mame situdciu ako na Obrazku 2.8.

14Kazd4 taka postupnost’ mé totiz vlastnd limitu. K existencii limity stadf uz samotna monoténnost’.
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Obr. 2.8: Postupnosti (a,)22; a (b,)52,

Dékaz. (1) Ak si pozorne pozriete riesenie prikladu (2.12), zistite, ze uz sme dokazali
rasticost’ (a,). Uvedieme d’alsie dva dokazy.

Pomocou Bernoulliho nerovnosti:

- B (1 + %H)n—l-l B (7’L+ 2)n+1 . nn _ (n+2)n+l . nnJrl . n+ 1 B
a,  (L+H"  (n+D (n4+1)m (n4+ 1) (1)
n2+2n \""" n+1 na+1 1 ntl
n?+2n+1 n n (n+1)2

>nzl'(1+(n+1>'(_ﬁ)>:nzl'<1_ni1>:1

(Pouzili sme Bernoulliho nerovnost’.) Postupnost’ (a,) je teda rastica.
Pomocou A-G nerovnosti:

Pouzijeme A-G nerovnost’ na skupinu n + 1 ¢isel, v ktorej je cislo 1 a n ¢isel 1 4 %:

n 1
vl (142 <1+n-(1+ﬁ):n+2.
n n+1 n+1

1 n 1 n+1
(1—|——> <<1+ ) .
n n+1

(2) Pomocou Bernoulliho nerovnosti:

Odtial

b1 n2+2on \" n+l n+1 1 _
b, \n24+2n+1 n n 1 1\t
+n(n+2)
n+1 1
< =1
n 1+ﬁ

Postupnost’ (b,) je teda klesajica.

Pomocou A-G nerovnosti:
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Pouzijeme A-G nerovnost’ na skupinu n+ 2 ¢isel, v ktorej je ¢islo 1 a n+1 ¢isel 1 —

n+1
n+\2/1.<1_ 1 ) L) (-g) ntl

n-+1 n-+ 2 n -+ 2

1 n+1 1 n—+2
(1 + —) > (1 + ) .
n n+1

Teda postupnost’ (b,) je klesajica.

1 .
n+1°

Odtial’ po uprave

(3) Predovsetkym, pre kazdé n € N trividlne platf a,, = (1 + )" < (1 + )™ = p,. Dalej
uz vieme, ze (a,) je rastuca a (b,) klesajica. Ak teda k < n, tak ax < a, < b, a ak
k> n tak a, < b, < b,.

(4) Podl'a (1) a (3) je postupnost’ (a,) zdola ohranic¢end ¢islom a; a zhora hociktorym b,.
Staci najst’ také r, ze b, < 3 (urobte!). Ohranicenost’ (b,) dokazujte analogicky.

(5) Ak vyuzijeme, ze postupnost’ (a,) je zhora ohrani¢end trojkou, mame:
1\ 1\" 1 3
bp—an=(1+~-) —(1+-) =a,-(1+--1)<=.
n n n

Pozndmka 2.38. Na zaklade tejto vety sa v matematickej analyze dokazuje, ze postupnosti
(an), (b,) maji spoloénu vlastni limitu. Tato limita sa oznacuje symbolom e. Je to jediné
cislo, pre ktoré plati a,, < e < b, pre kazdé n.

Cislo e je v matematike mimoriadne délezité. Velky vyznam mé exponencidlna funkcia e*
a logaritmicka funkcia log, x (tzv. prirodzeny logaritmus, oby¢ajne sa pren pouziva kratsie
oznacenie Inz). Vie sa, ze e je ¢islo iracionédlne (to nie je prilis t'azké dokézat’), ba dokonca
transcendentné, t.j. nie je korennom ziadneho polynému s celoc¢iselnymi koeficientami (dokaz
tohto tvrdenia sa robi pomocou integréalneho poctu).

Pretoze a, < e < b, pre kazdé n, vieme pocitat’ ¢islo e s I'ubovolnou presnostou (st
vsak aj sikovnejsie metédy). Ak sa s tym pohrate, malo by vam vyjst’ e = 2, 7182818284.
(Takto sa dal zlepsit’ odhad “3” v priklade 2.12.) Z kalkulacky ¢islo e vytiahnete na display
pomocou tlacitok “17, “e®”.

3

]

Pozndamka 2.39. Z prikladu 2.12 vieme, ze ked’ vlozime nejaki sumu do banky na 100 %
urok, tak po roku budeme mat’ najviac trojnasobok, aj keby islo o zlozené trokovanie s
akokol'vek castym pripisovanim urokov. V predchadzajicej poznamke sme prezradili, ze
odhad sa da zlepsit: nebudeme mat’ viac nez 2,71828... nésobok. V reci limit: (rastica)
postupnost’ (1.3) md limitu e = 2,71828.... Vseobecnejsie, (rastica) postupnost’ (1.3) mé
limitu et6. Pomocou kalkulacky si teda mozte spocitat’, aky najvacsi ndsobok vlozenej sumy
budete mat’ po roku, nech by sa uz ro¢ny urok p % pripisoval v prislusnej ciastke akokol'vek
casto.

Pozndamka 2.40. Ozna¢me (pripominame, ze podla definicie 0! = 1)

_, 1 1
Zk, + = +3,+ +
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V priklade 2.12 sme dokézali, ze pre kazdé n je a,, < y, < 3. Postupnost’ (y,) je teda rastica
(to je zrejmé) a zhora ohrani¢end. D4 sa dokonca dokézat’, ze pre kazdé n je a,, < y, < b,.
Aj postupnost’ (y,) ma limitu e. Postupnost’ (y,,) sa lepsie hodi na priblizny vypocet ¢isla e
ako postupnosti (a,), (b,).

Priklad 2.41. Nech ¢ > 0. Definujme postupnost’

1 = /¢, I2:m7 xgz\/c+\/04r7,
xnz\/c+\/c+~-~+\ﬁ.

n odmocnin

a vSeobecne

Teda postupnost’ sa dé definovat’ rekurentne takto:

1 =+V¢, Tpi1=+vctaz, = f(z,), kde f(x)=+Vc+xz, n=12,....

Dokazeme, ze postupnost’ je rastica a zhora ohranicend.
Zékladom uspechu pri rieseni tohto problému je itera¢ny diagram, pozri Obrazok 2.9.

Y

Obr. 2.9: Rasticost’ a ohrani¢enost’ iteracnej postupnosti (funkcia f(z) = /¢ + z, pociatoény bod /c)

Z diagramu “vidiet” ze postupnost’ je naozaj rastica a ze je zhora ohrani¢ena'® pevnym bodom funkcie f,
teda ¢islom H, ktoré je rieSenim rovnice
Ve+H=H. (2.4)

Dékaz monoténnosti sa dd urobit’ matematickou indukciou podobne ako v priklade (2.19) a prenechdvame
ho citatelovi. Dokazeme ohrani¢enost’ zhora. Lahko ukdzeme, ze rovnica (2.4) m4 jediny koren

H=2(1+V1+4c) .

DN =

To, ze ide o horné ohrani¢enie postupnosti, dokdzeme matematickou indukciou:

(1) z1 = /e < H (vysvetlite).

15Zdola je ohranicend z trividlnych dovodov (je totiz rastiica), preto sa to obvykle ani nespomina.
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(2) Predpokladajme, ze pre nejaké k > 1 je x; < H. Potom pre nasledujuci ¢len dostdvame

Ty =vVetag <Ve+ H=H 16

Dokaz je skonceny.

Priklad 2.42. Nech si dané dve kladné ¢isla ag < bg. Vytvorime ich aritmeticky priemer a geometricky
priemer:
ao + bg

5 -

Podl'a AG nerovnosti je a; < b;. Ak este vezmeme do tvahy, Ze aj aritmeticky aj geometricky priemer dvoch
roznych cisel lezi ostro medzi nimi, méame

a1 = agby , b1 =

ag < ayp < by <bg.
7 cisel aq, by znovu vytvorime ich priemery

a1+b1

az = albla by = B

Potom, ako vyssie,
a; < ag < by < by .
Ak si uz ¢isla a,, a b, definované, definujeme a, 11 a b,41 ako ich priemery

an + by,

Ap4+1 = anbn 5 bn+1 - 9

a ako vyssie,
Op < Apy1 < bpy1 < by, .

Mame teda:

a<ar<a< - <a,<... --<b,<---<by<b <bg.

Postupnost’ (a,,)22, je rastica a zhora ohrani¢end (Tubovolnym z ¢isel b;), postupnost’ (b,)22, je klesajiica
a zdola ohrani¢ena (Pubovolnym z &isel a;).

Priklad 2.43. (Kyjevskd mestskd matematickd olympidda 1980, iloha pre ziakov 10. triedy)
Postupnost’ (a,,) je uréend vztahmi

3
a1 =2, apy1=4—— pre n>1
an

Vysetrite jej monoténnost’ a ohrani¢enost.!”
Priklad 2.44. (Rakiska matematickd olympidda 1979) Postupnost’ (z,) je definovand rekurentne:

1979(z, + 1)

— 1979, @41 = ,
o Tt = 1979 + 2,

n=0,1,2,....

Vysetrite jej monoténnost’ a ohrani¢enost’.'®

16Vsimnite si, ze sme dokdzali dokonca ostri nerovnost: z, < H pre kazdé n.

17V tlohe sa v skutocnosti malo dokazat, Ze existuje limita postupnosti an a vypocitat’ ju. To je viak Pahké, ak uz vieme
monoténnost’ a ohranicenost’.

18Aj v tejto tlohe, podobne ako v predchidzajiicej, sa v skutocnosti mala dokézat’ konvergencia postupnosti a vypocitat’ jej
limita.



2.10. *KAZDA POSTUPNOST JE SUCTOM RASTUCEJ A KLESAJUCEJ POSTUPNOSTI 51

2.10 *Kazda postupnost’ je stictom rastiicej a klesajicej postup-
nosti

Pripomenme nasu dohodu: hovorime o postupnostiach realnych cisel.
Iste intuitivne citite, Ze “typickd” postupnost’ redlnych ¢isel nie je monoténna.'® Napriklad
ak prikazete pocitacu nahodne vypisat’ nejaki postupnost’ ¢isel, iste nebude monoténna. Je

preto prekvapujice, ze kazdd postupnost’ (a,)3° redlnych ¢isel je sictom neklesajicej pos-

tupnosti (z,)7° a nerasticej postupnosti (y,)3° (dokonca suctom rasticej a klesajicej pos-
tupnosti). Teda ak ndm niekto dé k dispozicii mnozinu vsetkych monoténnych postupnosti a
dovoli ndm vytvarat’ sucty dvoch monoténnych postupnosti, “vygenerujeme” takto mnozinu
vsetkych postupnosti redlnych ¢isel! Toto pozoruhodné tvrdenie teraz dokazeme.

[e.o]

o0 1 definovand

Definicia 2.45. Nech (a,,)>, je postupnost’ redlnych ¢isel. Postupnost’ (v,,)

vzt'ahom
0, akn=1
vy, =
las — a1| + |ag — az| + -+ + |an — an—1|, akmn>1

)
n=1"

sa nazyva varidcia postupnosti (a,,)

Nézorne: ak “preskaceme” po grafe postupnosti (a,)5°; z bodu [1, a1 az po bod [n, a,] a
poscitujeme (v absolitnej hodnote) vsetky zmeny “nadmorskej vysky”, dostaneme prave v,.
Inak povedané, v, je draha, ktort pri opisanom pohybe prejdeme v smere druhej siradnice.

Vsimnite si, ze pre kazdé n plati
Un+1 — Up = ’an+1 - an’

(o chvil'u tento vzt'ah vyuzijeme).

Okrem pojmu variacie postupnosti budeme potrebovat’ nasledujici jednoduchy fakt: Ak
x,, je neklesajica postupnost’, tak vy, = x,, +n je rastiica postupnost’. (Dokazte !) Podobne,
ak x, je nerastica postupnost’, tak z, = x,, — n je klesajica postupnost’.

Veta 2.46. KazZdd postupnost’ redlnych cisel je suctom rasticej postupnosti a klesajice; pos-
tupnosti.

Dokaz. Nech (a,) je postupnost’ redlnych ¢éisel. Ideme hladat’ rasticu postupnost’ (r,) a
klesajicu postupnost’ (k,,) tak, aby a, = r, + k,, pre kazdé n.

Nech (v,) je varidcia postupnosti (a,). Uvazujme o postupnostiach (r%) a (k) defino-
vanych vzt'ahmi

1

= 5(% + vy,)
b = 5lan—va)
Potom pre kazdé n plati r; + £ = a,, a okrem toho
i = = 5 @nst o) = 500+ 02) = 5 (@1 = a0) + (engr — )
= 5 (@ns = an) + langs = o] 20

9Tomuto tvrdeniu mozno dat’ aj presny matematicky vyznam, je to viak zatial nad nase moznosti.
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a podobne
1 1 1
w1 — K = 5( ntl = Ungl) — é(an —Up) = 2 [(@nt1 = an) = (Vng1 — vn)]
1
=5 [(n1 = an) = ani1 —ay| ] <0,

[\)

teda postupnost’ (r*) je neklesajica a postupnost’ (k) je nerastiica.

Zatial sme dokézali, ze (a,,) je si¢tom neklesajicej postupnosti (7)) a nerasticej postup-
nosti (k). K ukonceniu dokazu staci vziat’ postupnosti r, = 7% +n a k, = k; — n. Potom
(rn) je rastuca, (k) je klesajica a pre kazdé n plati r, + k, =} + kX = a,. ]

2.11 *Z kazdej postupnosti mozno vybrat’ monoténnu podpostup-
nost’

Uz vieme, ze hoci typicka postupnost’ redlnych ¢isel je nemonoténna, v istom zmysle nie je
monoténnych postupnosti az tak malo — kazda postupnost’ redlnych ¢isel je suc¢tom vhodnej
rasticej a vhodnej klesajticej postupnosti.

Teraz dokazeme velmi dolezitd vetu, ktora opat’ potvrdi, Ze monoténnych postupnosti
v istom zmysle nie je az tak malo. Dokazeme, ze kazda postupnost’ realnych ¢isel ma ne-
jakt monoténnu vybranu postupnost’, ¢ize z kazdej postupnosti realnych ¢isel mozno ziskat’
monoténnu postupnost’ vynechanim nehodiacich sa ¢lenov. Mozno to vyjadrit’ aj tak, ze v
kazdej postupnosti redlnych ¢isel je v zmysle podpostupnosti “pritomna” nejaka monoténna
postupnost’.

Dokazy tohto tvrdenia, ktoré mozno najst’ v ucebniciach matematickej analyzy si znacne
komplikované. Tu uvedieme pozoruhodne jednoduchy dokaz vyuzivajici pojem chvost pos-
tupnosti. Zacneme preto definiciou tohto Specidlneho druhu podpostupnosti.

Definicia 2.47. Nech (a,,)?2, je postupnost’. Potom kazdu jej podpostupnost’ tvaru

Qpy Ap41; Apy2, - - -

o0

(teda (ag, )5, kde k, = r — 1+ n pre kazdé n) volame chvost postupnosti (a,)5 ;.

Kazda postupnost’ ma teda nekonecéne vel'a chvostov (moézu sa vSak navzdjom rovnat’,
napr. kazdé dva chvosty konstantnej postupnosti sa (ako postupnosti) rovnaji). Postupnost’
je aj sama sebe chvostom (zvol'te v definicii r = 1).

Lema 2.48. Ak postupnost’ (a,)>2, nemd najvdcsi clen, tak sa z nej dd vybrat’ rastica
podpostupnost’.

Dékaz. Ideme konstruovat’ rastiicu podpostupnost’ b, = aj, postupnosti A = (a,)>2;.

Zvolme by = ay (teda k; = 1). Dalej polozme by = ag, kde ks je nejaké prirodzené ¢islo
vacsie ako 1, pre ktoré ag, > a; (také existuje, lebo a; nie je najvacsi ¢len postupnosti A).
Dalej nech by = ay,, kde k3 je nejaké prirodzené cislo vicsie ako kg, pre ktoré ay, > ag,
(také existuje, lebo inak by najvacsi spomedzi ¢lenov aq,as, ..., ag, bol najvaésim ¢lenom
postupnosti A). Analogicky postupujic d’alej dostaneme rasticu podpostupnost’ b,. O

Veta 2.49. 7 kazZdej postupnosti redlnych c¢isel mozno vybrat’ monotonnu podpostupnost’.
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Dokaz. Nech A = (a,)22, je postupnost’ redlnych ¢éisel. St dve moznosti:

(1) Existuje chvost postupnosti A, ktory nemd najvicsi ¢len. Podla lemy mozno z tohto
chvosta vybrat’ rastiicu podpostupnost’. To je zdroven (rastica) podpostupnost’ pos-

tupnosti A.

(2) Kazdy chvost postupnosti A md najvdcsi élen. Nech ag, je najvacsi ¢len chvosta ay, as, . ..
(ak je ich viac, vezmeme hociktory z nich). Vezmime teraz chvost ag, 1, ax,42,... a
jeho najvacsi ¢len ay,. Zrejme ay, > a, (pretoze ag, je ¢len chvosta aj,as,... a ag,
je jeho najvécsi ¢len). Nech d’alej ax, je najvacsi clen chvosta ag,i1,agys2,.... Zre-
jme ay, > a, (pretoze ag, je ¢len chvosta ag,y1,ak, 42, ... & ag, je jeho najvacsi clen).
Postupujic takto d’alej dostaneme nerastiicu podpostupnost’ (ax, )32 ; postupnosti A.

]

2.12 Cvicenia

Ohranicenost’ postupnosti

1. VysSetrite ohrani¢enost’ (resp. ohranic¢enost’ zdola a zhora) postupnosti:

_ n’4n42
T n2?244n

by, =n —+/n,
.

)

)
(c) cn = EE)
(d)

)

dn — 142+--4n

n+1 ’
(e) en=n+2— -5,
2. Nech a; > 1, apy1 =2 — ai, n=1,2,.... Dokézte, ze postupnost’ (a,)$° je ohranicen4.

3. Necha; > 1, apt1 =7+ a%, n=1,2,.... Dokdzte, Ze postupnost’ (a,)$° je ohrani¢end.
Monoténnost’ postupnosti
4. Vysetrite monotonnost’ postupnosti:

(a) ap, =1+ (=1)" +n?,
(

b) bn = 5255
2
(¢) en = 5ozt
(d) do = Yn¥1- ¥n,
2
(¢) en = T30
(f) fn=log(n+1)—logn.
5. Vysetrite monoténnost’ postupnosti
cos2n -1
ap =N , n=Z
n \/g

6. Dokézte, ze postupnost’ a,, rastie od istého indexu poéniic:

ap=2"—10n, n=1,2,...

.....
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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Dokazte, ze kazda podpostupnost’ rastiicej postupnosti je rastica.

Monoténne a ohrani¢ené postupnosti

1

Dokézte, ze postupnost’ (5-—

)$° je klesajica a ohranicend.

VysSetrite monoténost’ a ohranic¢enost’ postupnosti
an=vVn+1l—+vn, n=12....

Dokazte, ze postupnost’

anz\/2+\/2+\/2+--~+\/§

(n odmocnin) je rastiica a zhora ohrani¢end (zdola je ohrani¢end trividlne).

Vysetrite ohrani¢enost’ a monoténnost’ postupnosti

(a) a1 =2, apy1 =+Vba, +1,
(b zo=1, xp,=+0bxp_1+T7,

xo = 1000, =z, =+/xH_1 + 30,
ap =3, a,= V 9an_1 + 10,
3, an=+/14+3ap_1-

VysSetrite ohranicenost’ a monoténnost’ postupnosti

3420,
(a) o =1, @ = F=a,

_ _ 3an—1+1
(b) a0 =1, an="7""17.

Extrémne ¢leny postupnosti

N4jdite najvacsi ¢len postupnosti

n
an:m, n:1,2,...
N3§jdite najmensi ¢len postupnosti
50
apn=n+—, n=12...
n

Najdite najmensi a najvacsi ¢len postupnosti

(@) a, =3+23n—n? n=12,...
(b) by =-n?>+1Tn+1, n=12...
() chn=n%—40n+2, n=12,...
(d) dp =n%—-30n+1, n=12...



Kapitola 3

Speciilne postupnosti

3.1 Aritmetické postupnosti

Definicia 3.1. Postupnost’ {a,};2; redlnych (resp. komplexnych) ¢isel sa nazyva aritme-
ticka, ak existuje také ¢islo d, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n plati a, .1 = a, + d. Cislo d sa
nazyva diferencia danej postupnosti.

Teda postupnost’ je aritmetickd, ak a,.1 — a, je konStanta nezavisla od n.
Nasledujuce postupnosti su aritmetické:

-1,-2,...,—n,... (d=-1)
a,a,...,a,... (a T'ubovolné,d = 0)
57,...,2n+3,... (d=2)
2-n)z,  (d=-1)
Postupnost’ ((—1)")]" nie je aritmeticka.
Veta 3.2. Nech aq,ao,...,a,,... je aritmetickd postupnost’ s diferenciou d. Potom

(1) pre kazdé n € N plati
a, = a1 + (n —1)d,

(2) pre kazdé r,s € N plati
as = a, + (s —r)d,
(3) ak n €N, tak pre sicet s, = a; + ag + -+ + a, plati
a + ay
Sp = .,
2
(teda sucet prvych n clenov aritmetickej postupnosti sa rovnd n-ndsobku aritmetického
priemeru prvého a n-tého ¢élena postupnosti),

(4) ak k,n € N,k < n, tak pre sucet S, = a + g1 + - - - + a, plati
ap + ap,
2

(teda sucet za sebou iducich élenov aritmetickej postupnosti sa rovnd aritmetickému
priemeru prvého a posledného zo sc¢itovanych ¢lenov, vyndsobenému ich poctom).

(n—k+1)

Skn =

55
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Dokaz. (1) dokazte indukciou. Aby ste dostali vSeobecnejsi vzt’ah (2), stacéi odéitat’ vzt'ahy
a, =ay+ (r—1)d
as=a;+ (s—1)d .

Vzorec z (3) ziskame séitanim vzt'ahov

Sp=a1+az+ -+ ay
Sp=Qnp +ap_1+---+a;.
Ak uvazime, ze pre kazdé i je podla uz dokazaného tvrdenia (1)
a;+ a1 =a1+@G@—1)d+a+n—i)dd=a;+a;+(n—1)d=a;+a,,
dostaneme
25n = (al + a’n) + (a2 + an—l) + -+ (ai + an—l—i—l) + -+ (an + al)
=n-(a; + ay,)

a odtial’ uz vyjde dokazovany vzt’ah.

Potrebujeme este dokazat’ (4), ¢o je zovseobecnenie (3). Asi najjednoduchsie je uvedomit’
si, Ze ag, api1,... je aritmeticka postupnost’ s diferenciou d. Ak teda oznacime ap = by,
ax+1 = be atd’., bude a,, = b, 41 a podla uz dokdzaného vzorca z (3) dostaneme

ag + ap,
2

Sk =01 +ba 4+ F by_pp1 = (n—k+1).

]

Nesnazte sa zapamaétat’ si odvodené vzorce so vSetkymi tymi n, k£ vystupujicimi v nich.
Ak narazite na situdciu, v ktorej bude namiesto n povedzme 2n a namiesto k povedzme
k 4+ 1, Tahko urobite chybu. Odporucame pamaétat’ si slovné formulacie z vety, napriklad, ze

stucet za sebou iducich ¢lenov aritmetickej postupnosti =
(3.1)

__ prvy + posledny
- 2

X pocet clenov .

Veta 3.3. Nech (a,)2, je postupnost’. Potom nasledujice podmienky si ekvivalentné:
(1) (a,)22, je aritmetickd,

(2) pre kazdé n € N, n > 2 plati a, = §(an-1 + api1) (L. j. kaZdy clen, okrem prvého, je
aritmetickym priemerom dvoch susednych clenov — to vysvetluje ndzov postupnosti),

(8) existuje linedrna funkcia f(x) = kx + q, k,q € R (resp. C) tak, Ze pre kazdé n € N
plati a,, = f(n) (t.j. graf postupnosti je cast'ou grafu linedrnej funkcie f).

Dokaz. (1) = (2). Nech (a,)22, je aritmeticka, teda pre nejaké d plati ay — a1 = ag — as =
©t = apy1 —ap = -+ = d. Potom pre kazdé n > 2 dostaneme a,,_1 + a1 = (a, —d) + (a, +
d) = 2a,,.
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(2) = (1). Podla predpokladu pre kazdé n > 2 je 2a,, = a,_1 + any1, odkial’ a,, — a,—1 =
Gni1 — . Teda rozdiel 'ubovolnych dvoch susednych ¢lenov je konstanta nezavisla od n.
To znamend, ze postupnost’ je aritmeticka.

(1) = (3). Nech je postupnost’ aritmetickd. Podl'a predchadzajicej vety pre kazdé n € N
plati

an=a;+ (n—1)d=nd+ (a; —d) ,

takze linedrna funkcia f(z) = dz + (a1 — d) ma pozadované vlastnosti.

(3) = (1) Nech plati (3). Potom pre kazdé n € N mame a,, = kn+q aj a1 = k(n+1)+q.
Odtial’ a,41 = a, + k, ¢o dokazuje, ze postupnost’ (a,)5, je aritmeticka (s diferenciou k a
prvym ¢lenom a; = k + q). O

3.2 Geometrické postupnosti

Definicia 3.4. Postupnost’ {a,};2, redlnych (resp. komplexnych) cisel sa nazyva geomet-
rickd, ak existuje také ¢islo g, ze pre kazdé prirodzené cislo n plati a,,1 = a, - ¢. Cislo ¢ sa
nazyva kvocient postupnosti.

Vsimnime si, ze ak a; aj ¢ su nenulové, tak vsetky cleny a,, si nenulové. Pre postupnost’
so samymi nenulovymi clenmi plati, Ze je geometrickd prave vtedy, ked’ “*** je konstanta
nezavisla od n. NasSa definicia vSak pripust’a, ze v geometrickej postupnosnti su aj nulové
¢leny. Samozrejme, ak je niektory c¢len nulovy, tak si nutne nulové aj vSetky nasledujtice
¢leny.t

Nasledujice postupnosti su geometrické:

11 1 =4
72a47' ’anl’ q_2
0,0,0,...,0, (a; = 0, g l'ubovolné)
5,0,0,...,0,... (g=0)
n+1)°° .
(<_1) )n:l ( - )

Postupnost’ 1, 1, -1, -1, 1,1, -1,-1, ... nie je geometricka.
Veta 3.5. Nech aqy,as,...,ay,... je geometrickd postupnost’ s kvocientom q. Potom

(1) pre kazdé n € N plati ?

(2) pre kazdé r,s € N, s > r plati 3

INiektorf autori vstivajii do definicie geometrickej postupnosti predpoklad, ze vetky ¢leny st nenulové. Ako sme uz povedali,
my tak nerobime.

2pre n = 1 a ¢ = 0 interpretujeme v zdujme platnosti vztahu vyraz 09 ako 1, hoci v matematickej analyze sa vécsinou 0°
nedefinuje. Ind moznost je uvazovat' v (1) iban > 1

3Pre s = r a ¢ = 0 plati to, ¢o sme uviedli v predchadzajicej poznamke pod &iarou. Pre s < r vsak v pripade ¢ = 0 nie je
q°~" definované. Platime teda dan za to, ze pripistame q¢ = 0.
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(3) ak n € N, tak pre sicet s, = a; + ag + + - - + a,, plati

n—1
Sp = {al'qql’ akq#l

nay, ak q =1

(4) ak k,n € N, k < n, tak pre sucet s, = a + agt1 + - - + a, plati
ar- T akgq Al
Sk =
& (n—k+1ag, dakqg=1

Dokaz. Vzt'ah (1) dokazte indukciou. Vztah (2) je zrejmy, ak a; = 0 alebo ¢ = 0. V
opacnom pripade staéf vydelit’ vztahy a, = a; - ¢" ' a ay = a; - ¢°7L.
Dokéazeme (3). Pre ¢ = 1 ide o konstantnu postupnost’, takze tvrdenie je trividlne. Pre
q# 1zidentity ¢" —1=(¢q—1)-(¢" '+ -+ ¢+ 1) dostaneme
l+qg+---+¢"! :q—l 7
qg—1

takze

Sn=ay +a1q+a* + - +a;¢"!
=a-(1+g+¢ +--+q"")
q" -1

(Samozrejme, mohli sme postupovat’ aj tak, ze vzorec "uhddneme” a potom ho dokazeme
matematickou indukciou.)

(4) plynie z (3), lebo ak, agy1,...,an, ... je tiez geometrickd postupnost’ s kvocientom
q. ]

Podobne ako v pripade aritmetickej postupnosti, namiesto vzorcov, v ktorych vystupuju
k a n, odporicame pamaétat’ si radsej slovné formulécie, napr.

sucet za sebou iducich ¢lenov geometrickej postupnosti =
(3.2)

. kvocientpocet ¢lenov __ 1
kvocient—1

= prvy clen

Veta 3.6. Nech (a,)S2, je postupnost’. Potom nasledugiice podmienky si ekvivalentné:
(1) (an)22, je geometrickd,

(2) pre kazdé n € N, n > 2 plati
2

A, = Qp—1 * Qni1

(t.7. absolitna hodnota kazdého clena okrem prvého je geometrickym priemerom oboch
susednyjch ¢lenov - odtial’ ndzov postupnosti)
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Dékaz. (1) = (2). Nech postupnost’ je geometrickd s kvocientom ¢ a nech n > 2. Ak ¢ =0,
je a, = any1 = 0, takze (2) plati. Nech teraz ¢ # 0. Potom a, = a,—1 - q a a,+1 = a, - q,
takze

al - q =0y anq = an_1q " Gng1

odkial’ vd’aka nenulovosti ¢ vyplyva (2).

(2) = (1). Nech pre kazdé n > 2 plati a®> = a,_1 - any1. Z tohto lahko vyplyva, Ze
ak pre nejaké k > 1 je ap = 0, tak vSetky ¢leny postupnosti s moznou vynimkou prvého
su nulové. Teda su tri moznosti. Bud’ je postupnost’ nulova alebo je prvy ¢len nenulovy a
ostatné nulové alebo su vsetky ¢leny nenulové. V prvych dvoch pripadach je postupnost’

geometrickd. V tretom pripade mame —*= - = % pre kazdé n > 2. To vSak opat’ znamena,
ze ide o geometrickt postupnost’ (s kvocientom £2). O

Veta 3.7. KazZdd postupnost’, ktord je sucasne aritmetickd aj geometrickd, je konstantnd
(staciondrna).

Dokaz. Urobte samostatne.
O]

Priklad 3.8. (Skladanie novin.) Noviny maji hribku 0,lmm. Prekladdme ich napoly, vZdy znovu a
znovu. Akd budd mat’ hribku, ked’ ich prelozime 50 krét?

Riesenie. Ked noviny prelozime raz, stani sa dvakrat takymi hrubymi ako pévodne. Po druhom prelozeni
sa ich hriibka opét’ zdvojnasobi, teda bude uz styrikrat, t.j. 22-krat takd ako povodne. Po troch prelozeniach
bude hriibka 22 takd ako povodne, atd. Po 50 prelozeniach bude teda hriibka 2°°.0, 1 mm. Pretoze 210 = 1024,
¢o je priblizne 103, mdme odhad zdola:

2590, 1mm = (2'%)%.0,1mm
> (10%)® -0, 1mm = 10" - 0, 1 mm = 10 mm = 10" m = 10% km

= 100 miliénov km .

Pritom priemernd vzdialenost’ Zeme od Slnka je 150 miliénov km. Vidime, ako rychlo rastd ¢leny geomet-
rickej postupnosti s prvym élenom 0,1 mm a kvocientom 2.4

3.3 Aritmeticky a geometricky rast

Pojmom “aritmeticky rast” opisujeme rast veliciny, ktora rastie tak, ze v kazdom kroku
(obdobi) vzrastie o konstantnti hodnotu (diferenciu d).
Pojmom “geometricky (exponencidlny) rast” opisujeme rast veli¢iny, ktora rastie tak, ze
v kazdom kroku (obdobi) vzrastie konstantne vela krat (jej hodnota v nejakom obdobi je
g-krét vacsia ako v predchddzajicom obdobi, ¢ je kvocient, koeficient geometrického rastu).
Nasledujuci problém je velmi popularny a vyskytuje sa v roznych variantach.

Priklad 3.9. (PSenica na Sachovnici — geometricky (exponencidlny) rast.) Okolo r. 1260 Ibn
Khallikan, kurdsky historik zijiici v Abbasidskom kaliféte (na tizem{ dnesného Iraku), napisal encyklopédiu

4Priklad tiez ukazuje, Ze proces abstrakcie, ktory je vlastny matematickému pristupu k rieSeniam problémov, niekedy vedie
za hranice redlneho sveta dokonca v pripadoch, kedy sa rieSia tplne redlne problémy. Zrejme nikto neprehlasi nas vysledok,
hoci bezpochyby spravny z matematického hladiska, za vierohodny. Zd4 sa zrejmym, ze redlne nie je mozné 50 krat prelozit’
noviny a dosiahnut’ tak hribku viac ako 100 miliénov km. Ak vés priklad zaujal, pokracujte — akd bude zhruba plocha novin?
Pri kolkych prelozeniach sa dostaneme zhruba na plochu rddove zodpovedajiicu prierezu atému, teda asi 10729 m?2?
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s biografiami slavnych muzov. Jedna z nich zahfia historku o Sachu, ktora nidzorne ukazuje vyznam toho,
¢omu hovorime exponencidlny rast. Historka je o Indii, lebo Ibn Khallikan vedel, ze Sach pochédzal z Indie.

Podl'a tejto historky sa kralovi Shihramovi zapécila Sachova hra natolko, ze sa rozhodol odmenit’ jej
vynélezcu, ktorym bol Sissa ben Dahir. Vyzval ho, aby si vypytal odmenu. Sissa spoc¢iatku nechcel ni¢, ale
na kralovo naliehanie nakoniec poziadal, aby mu dali na prvé pole Sachovnice jedno pSeni¢né zrno, na druhé
pole dve zrnd, na tretie pole styri zrnd a tak d’alej, na kazdé d’alsie pole vzdy dvojnasobok toho poctu zin,
ktoré je na predchddzajicom poli (tzv. exponencidlny rast). Panovnik prijal poziadavku a prikdzal spravcovi
svojich sypok vydat’ odmenu. Spravca sa vSak po dlhom c¢ase vratil s tym, ze v sypkach nie je tolko psSenice.
Kolko psenice mal Sissa dostat™?

Riesenie. Sachovnica mé 64 poli. Na n-tom poli malo byt 2"~1 zfn, takze celkovy pocet zfn, ktoré mal
vynalezca dostat’, je

204 _ 1
14+2+44+8+---+28=1. ST =204 — 1 = 18446 744073709551 615 .
Ako si predstavit’ také mnozstvo pSenice? Predpokladajme, ze priemerné zrno psSenice zaberd objem 2 mm x
2mm x 5mm = 20mm?. Potom péenica, ktori si vypytal Sissa, zaber4 priblizne objem

264 % 20mm?® = 2% x 10 x 107 "¥ km?> = 370 km? .

To je viac nez kocka o hrane 7km. Také mnozstvo pSenice neexistuje ani na celom svete.®? Problém so
Sissovou poziadavkou bol, ze geometricky rast poc¢tu zin na jednotlivych poliach Sachovnice je jednoducho
prilis rychly. Ak tento pocet rastie geometricky (s kvocientom ¢ > 1, tu ¢ = 2), tak skoro pocet zfn na poli
Sachovnice dosiahne astronomické rozmery:

n = pole 1121314 ..] 10 | .. 32 64
2"l —poc.zfn || 1|24 ]8]..[512]..]|2147483648 | ... | 9223372036 854 775 808

Dokonca aj keby sa Sessa uskromnil a pozadoval len zrnd z posledného pola, islo by o 23 zfn, ¢o je
priblizne polovica z celkového poétu 264 — 1 zfn. Stéle je to viac pSenice nez existuje na celom svete.®

Priklad 3.10. (PSenica na Sachovnici — aritmeticky rast.) Kolko pSenice by Sissa mal dostat, ak
by pozadoval jedno zrno na prvé pole Sachovnice a na kazdé d’alsie pole vzdy o milién zfn viac ako na
predchddzajice pole? (Ide tu o aritmeticky rast poctu zin.)

Riesenie. Situdciu vyjadruje tabulka

n = pole 1 2 3 10 32 64

1+ (n—1)-10% = poé. zfn | 1 [ 1000001 | 2000001 | ... | 9000001 | ... | 31000001 | ... | 63000001

Celkovy pocet zin, ktoré by mal Sissa v takomto pripade dostat’, je

1+ (63-10°+1)

5 -64 = 2016000064 .

T4+ (10° 4+ 1)+ (2-10° 4 1) 4+ + (63 -10° + 1) =
To je mnozstvo zaberajice objem
2016 000064 x 20 mm?® = 40320001 280 mm?® = 40m? ,

¢o predstavuje kocku o hrane mensej ako 3,5m. Také mmnozstvo by sa v kralovskych sypkach iste naslo.
Rozdiel oproti predchédzajicemu prikladu je priepastny.”

KKk ok okook ok ok sk ok ok ok ok okokokokokook sk ko kk

5To je pravdepodobne viac psenice nez Pudstvo dopestovalo v celej svojej histérii, pretoze v roku 2010 bola celosvetové
produkcia psenice asi 650 miliénov ton, ¢o je menej nez 1 km?.

SDobrii predstavu o geometrickom raste ziskate, ked’ porovnate pocet zfn na prvej polovici sachovnice a na druhej polovici.
Urobte!

7Ako by to bolo s vyhodnostou prvej ¢i druhej poziadavky pre Sissu, ak by mala Sachovnica mensi pocet poli, napr. len 16?7
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3.4 *Postupnosti pribuzné s aritmetickymi a geometrickymi

Aritmetickd postupnost’ sa konStruuje ¢len za ¢lenom podla pravidla “v kazdom kroku
pripoc¢itaj d”, geometrickd postupnost’ podla pravidla “v kazdom kroku vynasob ¢”. Je
preto prirodzené nazvat’ postupnost’

0, (a+dyq, (a+dg+d)q, ...
aritmeticko-geometrickou (pre kazdé n plati a,1 = (a, + d)q) a postupnost’
a,aq+d,(ag+d)g+d,...

geometricko-aritmetickou (pre kazdé n plati a, 1 = a,q + d).
Samozrejme, fantazii sa medze nekladd, takze by bolo mozné skimat’ aj postupnost’

a,aq+d,aq® +2d,aq® + 3d, . . .
(a tiez ju pripadne nazvat’ geometricko-aritmetickou) alebo postupnost’
a, (a+d)g, (a+2d)¢*, (a +3d)¢*, . ..

(a tiez ju pripadne nazvat’ aritmeticko-geometrickou).

Skuste vypocitat’ napr. sucet prvych n clenov poslednej z uvedenych postupnosti. Ak by
vam to neslo, vrat'te sa k problému neskor, ked’ sa v tomto texte docitate o tzv. uc¢tovnickom
triku. Malo by vam vyjst’

Sn =a+(a+d)q+(a+2d)q2++(a+(n_ 1)d)qn—l
= G(Zn__ll) + T iql)Q [(n—1)¢" —ng" " +1] .

3.5 Cvicenia

Aritmetické a geometrické postupnosti
1. V aritmetickej postupnosti je (a,)5%; je a1 =7, d = -2, S,, = —20. Urcte n.

2. Tri ¢isla st po sebe iduce ¢leny aritmetickej postupnosti. Ich sucet je 3, sucet ich druhych mocnin je
4. Urcte tieto cisla.

3. Urcte tri za sebou iduce ¢leny aritmetickej postupnosti, ktora ma diferenciu d = ?, ak viete, ze sicin
tychto ¢isel sa rovnd ich siuctu.

4. Je dand geometrickd postupnost’ (b,)5°. Urcte S5, ak Sy =4, S3 = 13.

5. Nech (b,)1%° je geometrickd postupnost’. Urcte by a ¢, ak by + bs + b = 31, by + b3 = 26.

6. Nech (b,)$° je geometrickd postupnost’. Uréte bg, ak by + be + bg = 195, bg — by = 120.

7. Nech (b,)1% je geometrickd postupnost’. Urcte by, ak by = 18, S3 = 26.

8. Nech (b,)1%° je geometrickd postupnost’. Uréte bs, ak by — by = 18, by — by = 162.

9. Urcte trojciferné ¢islo, ak jeho cifry si za sebou idice ¢leny geometrickej postupnosti a cifry troj-

ciferného ¢isla, ktoré je o 400 mensie od daného ¢isla, s za sebou idice ¢leny aritmetickej postupnosti.
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. Vol'ne padajuce teleso prejde za prvi sekundu dréahu 0, 5g, za kazda d’alsiu sekundu drahu o g vacsiu
ako v predchadzajicej sekunde. Aku dréhu prejde teleso za ¢ sektind ?

Najdite vsetky pravouhlé trojuholniky, ktorych dfzky stran tvoria koneénu aritmetickd postupnost’.

szky stran pravouhlého trojuholnika tvoria tri po sebe idice ¢leny aritmetickej postupnosti. Urcte
ich velkosti ak viete, ze polomer kruznice vpisanej do trojuholnika je 7 cm.

Robotnik obsluhuje 16 automatickych stavov, z ktorych kazdy vyrobi za hodinu a metrov latky. Prvy
stav uvedie do chodu o 8,00 hod a kazdy nasledujici vzdy o 5 minit neskér. Kolko metrov latky je
vyrobené, ked’ zapina posledny stav 7

Stroj straca opotrebovanim kazdy rok p percent zo svojej ceny. Za kolko rokov klesne jeho hodnota na
polovicu?

Polcas premeny radioaktivnej latky je cas, za ktory sa polovica jej poévodného mmnoZstva premeni
na rozpadové produkty. Aky vek ma archeologicky nalez, ak sa v spolo¢nej vrstve s nim naslo 2, 1g
radioaktivneho uhlika s polcasom premeny 5570 rokov a 300g rozpadovych produktov? (Ubytok hmoty
sposobeny ziarenim pri premene zanedbajte.)

Vypocitajte:
(a) 3+8+13+---+ (5n+ 3)

(b) 14242244211
1424224425

(c) 27,102 (vyjadrite v tvare zlomku v zdkladnom tvare)
Séftajte: 100% — 992 + 982 — 972 ... 422 — 12,
Scitajte (pre a # b, a # 1, b # 1):
S=(a+b)+ (a®*+ab+b*)+---+(a"+a" o+ +ab"t +b")
Scitajte:
S=(@+ 1)+ @+ ) + @+ )
Kazda postupnost’, ktora je sicasne aritmetickd aj geometrickd, je stacionarna. Dokazte.

N§jdite nutni a postacujicu podmienku na to, aby tri rézne ¢éisla a,b,c boli (nie nutne za sebou
nasledujicimi) ¢lenmi nejakej aritmetickej postupnosti.



Kapitola 4

O rekurentnych vzt’ahoch

4.1 Rekurentné vzt’ahy a rekurentné postupnosti — zakladné poj-
my
V casti (1.3) sme videli, ze v rekurentnom vyjadreni postupnosti rozlisujeme dve casti —

pociatoéné podmienky a rekurentny vzt'ah. Prikladom je rekurentné vyjadrenie (1.6), ktoré
sme skumali v priklade 1.11:

91:1, CL2:4, a3:91, gn+3:3an+2—3an+1+an, TL:LQ,... .

J/

-~ -

pociatoéné podmienky rekurentny vztah
NS

rekurentna deﬁr:;ia postupnosti
Pociatoéné podmienky udavaju niekol’ko ¢lenov postupnosti, rekurentny vzt’ah umoznuje
postupne vypocitavat’ ostatné ¢leny.

Vagsinou byva rekurentne uréena postupnost’ zadana tak, ze je uréenych prvych r clenov
ay,as, . ..,a, (rje prirodzené ¢islo) a je zadany predpis, ako pre kazdé n € N urcit’ ¢len a,, .,
ak uz pozndme ¢leny a,,, Gpi1, - - -5 Gngr_1" (teda a1, sa pocita len pomocou predchédzajicich
r ¢lenov). Ide teda o vztah, z ktorého mézeme vyjadrit’ a,, ako funkciu a, .1, @nir_2,

<y An,
Unrr = f(Qnar—1, Qpir_2, -, Gp) - (4.1)

V takom pripade hovorime, Ze ide o rekurentny vzt'ah rddu .2 Napriklad v horeuvedenom
rekurentnom vzt'ahu a,,3 = 3a,,12 —3a,+1 +a, je r = 3, teda ide o rekurentny vzt'ah rddu 3.
V priklade 1.12 sme sa stretli s rekurentnym vzt'ahom a, 1, = (a,)* + 1, ktory je prvého
rddu. Rekurentny vzt'ah a, = ay - ay - --- - a,_1, ktory sme skimali v priklade 1.9 neméa v
zmysle nasej definicie ziaden rad (pocet predchadzajicich ¢lenov, pomocou ktorych poc¢itame
nejaky ¢len zavisi totiz od toho, ktory ¢len pocitame — neexistuje teda konstanta r).

Ak nejaké postupnost’ (a,,)2, spliia rekurentny vzt'ah (4.1), t.j. pri jej dosadenf do (4.1)
dostaneme rovnost’ (pri kazdom n), hovorime tiez, ze je riesenim daného rekurentného
vzt'ahu.

Vsimnime si, ze prva hodnota, ktori pomocou vztahu (4.1) pocitame, je a,1. Ak pred-
pokladame, ze funkcia f r premennych je definovana na celej mnozine R", tak rekurentny

Lresp., o je to isté, predpis, ako pre kazdé n € N,n > r + 1 uréit’ élen an, ak uz pozndme &leny an—r, Gn—rii, ..., an—1-
2PoZaduje sa tu, aby zdvislost ap4r od an bola skuto¢nd, t.j., aby sa vztah (4.1) nedal pisat v tvare ap4r =
F(antr—1,an+r—2,-..,an+1) (v takom pripade by rad bol r — 1 alebo eSte nizsi).

63
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vzt’ah (4.1) ma rieSenie. Vyhovuje mu dokonca nekonecne vel'a postupnosti (a, )5, pretoze
prvych r ¢lenov moézeme zvolit’ 'ubovolne (na ¢o méme nekonecéne vel'a moznosti) a ked’ je
uz prvych r ¢lenov zadanych, ostatné cleny su definované jednoznacne: Clen a,,q je urc¢eny
hodnotami ay, as,...,a,, ¢len a, o hodnotami as,as,...,a,y; atd. Teda na jednoznacné
urcenie postupnosti musime okrem rekurentného vzt’ahu zadat’ aj pociatocné podmienky.

Priklad 4.1. V priklade 1.9 sme videli, Zze rekurentny vztah a,4s = 3a,+2 — 3a,4+1 + @, ma rieSenie
an =n? n=12,.... Zodpovedd pociatoénym podmienkam a; = 1,as = 4,a3 = 9. Nie je to jediné riesenie
daného rekurentného vzt'ahu. Inym pociatoénym podmienkam zodpovedaji d’alSie rieSenia. Presvedcte sa
dosadenim, Ze napr. a, = n?—n+1 je tiez rieenie daného rekurentného vzt'ahu a ze zodpoved4 poéiatoénym
podmienkam a; = 1,a9 = 3,a3 = 7.

Ak funkcia f zo vzt'ahu (4.1) nie je definovand na celej mnozine R”, tak sa moze stat’, Ze re-
kurentnému vzt'ahu vyhovuje iba konecne vel’a postupnosti alebo dokonca ziadna (nekoneénd)
postupnost’.

Priklad 4.2. Jedinym rieSenim rekurentného vzt'ahu

i1 =1+Va, —1++V1—-a,

je konstantnd postupnost’ 1,1,1,... . Naozaj, ak nejaka postupnost’ a,, je rieSenim, tak nutne a,, —1 >0 a
zaroven 1 — a, < 0, teda a,, = 1. Priame dosadenie ukéze, ze konstantna postupnost’ 1,1,1,... rieSenim je.
7Z vyssie uvedeného je uz zrejmé, ze mierne pozmeneny vzt'ah

an+1:\/an*1+\/1*an
nem4 ziadne riesenie. (Mézeme zvolit’ jedine a3 = 1, potom ag = 0, ale uz ¢len a3 sa nedd pocitat’.)

Treba si uvedomit’ rozdiel medzi zapismi (kvoli jednoduchosti uvazujme rekurentny vzt'ah
prvého radu):

ani1 = fla,), n=12,...

a; = A, Api1 = f(an), n = 1,2, e

Prvy z nich je rekurentny vzt'ah, ktory (nemusi mat’ riesenie ale) mozno ma nekonecne vel'a
rieSeni. Druhy z nich ur¢uje najviac jednu postupnost’ (ak postupnost’ urcuje, je ten zapis
jej rekurentnou definiciou).

Priklad 4.3. Uvazujme tri zapisy:

An41 =+/Qn, Nn=12,...
a1 =0, apny1=+a,, n=12...
ap=-1, apy1 = V Qn, n=12...
Prvy z nich je rekurentnym vzt'ahom, ktory ma nekoneéne vel'a rieSen{ (vysvetlite!). Druhy z nich je rekurent-
nou definiciou postupnosti a, = 0, n = 1,2,... . Treti vztah zdanlivo vyzera ako rekurentnd definicia
postupnosti, ale nie je nou (vysvetlite!).

Ak mame rekurentne definovani nejaki postupnost’,

a; =Ay, .. 0, = Ay Apar = f(nir—1,Gnar—2, -y 0n), n=1,2,..., (4.2)



4.1. REKURENTNE VZTAHY A REKURENTNE POSTUPNOSTI — ZAKLADNE POJMY 65

¢asto nés z roznych dovodov zaujima jej explicitné vyjadrenie (t.j. formula udavajica a; ako
funkciu k). Stvisiacou tlohou je tloha najst’ v explicitnom tvare vsetky riesenia prislusného
rekurentného vzt’ahu

pir = f(Qnir—1,Qpir—9,. .. 0n)y, M=1,2,.... (4.3)

Tato uloha je v istom zmysle vSeobecnejsia. Ak totiz ndjdeme vsetky riesenia tohto rekurent-
ného vzt’ahu, obycajne uz nie je t'azké rozhodnut’, ktoré z tychto rieseni vyhovuje prislusnym
pociatoénym podmienkam. V praxi to obycajne funguje tak, ze vsetky riesenia vzt'ahu (4.3)
najdeme v tvare formuly

ar = F(k,c1,¢0,...,¢)

v ktorej vystupuje r I'ubovolnych konstant cq, cs, ..., c, a uloha najst’ explicitné vyjadrenie

postupnosti (4.2) potom spociva v zist'ovani, ako potrebujeme vo formule zvolit’ konstanty

C1,C, ..., Cp, aby boli splnené pociatoéné podmienky. To sa urobi obycajnym dosadenim.

Do spominanej formuly dosadime postupne k = 1,k = 2,...,k = r a zo ziskanych r rovnic

urcime konstanty ¢, ¢, ..., c.. Vacsinou je to tak, ze najl'ahsie by sa dosadzovalo k = 0. To

je dovod, preco sa pri budovani tedrie rieseni rekurentnych vzt’ahov obycajne uvazuji pos-
oo

tupnosti (ag)52, a nie (ag)2,;.* Preto uz nasledujicu definiciu sformulujeme pre postupnosti,
v ktorych indexy zac¢inaji od nuly.

Definicia 4.4. Vseobecné riesenie rekurentného vzt’ahu

pir = f(par—1,Qpir_9,...,0n), n=0,1,2 .. (4.4)
je takd postupnost’ (a)32, zavisiaca od r konstant, ze
° spiﬁa dany vzt'ah pri kazdej vol'be konstant a
e roznou vol'bou konstant sa vycerpavaju vsetky riesenia (teda pre I'ubovolné pociatoéné
podmienky ag = Aq,...,a,_1 = A,_1 mozno tych r konstant zvolit’ tak, ze dostaneme
rieSenie rekurentného vzt’ahu spliajice prave dané pociatoéné podmienky).
Samozrejme, mame tu na mysli “pripustné” pociatotné podmienky, t.j. také, ku ktorym

naozaj existuje rieSenie rekurentného vzt'ahu (4.4), ktoré ich splna. Definicia teda ukazuje,
7e vieobecné riesenie vzt'ahu (4.4) predstavuje mnozinu vietkyjch rieseni tohto vztahu. *

Priklad 4.5. Vratme sa k prikladom 1.11 a 4.1. Ukéazeme, ze vSeobecné riesenie rekurentného vztahu
(tretieho rédu)
Qn43 = 3an+2 _3an+1 + an, n:O,1,2,...

ma tvar

ak201k2+C2k+Cg, k=0,1,2,..., (Cl,CQ,CBgR).
Dosadenim za a,,, apy1,0nt2 & apys Sa mozno presvedcit, ze pre kazdu volbu redlnych konstant Cq, Cy, Cs
naozaj dostaneme rieSenie (dosad‘te!). Este treba overit), ¢i pre kazdé pociatoéné podmienky ag = Ay,

a1 = Ay as = Ay existuji také Cy, Cy, Cs, ze riesenie ap = C1k? + Cok + Cs spiﬁa tieto podmienky. Treba
teda overit’, ¢i sustava rovnic

k=0... Ay=0C3

k=1... Ai=C1+Cy+0Cs

k=2... Ay =4-C1+2-Cy+Cs

3Samozrejme, principidlneho rozdielu v tom niet.
4S tzv. ‘vieobecnymi’ rieseniami to nie je tak v matematike vzdy. Neskor uvidite, Ze to, o sa v teérii tzv. diferencidlnych
rovnic nazyva vSeobecnym rieSenim, u niektorych typov diferencidlnych rovnic nevycerpdva vsetky jej rieSenia.
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(s nezndmymi Cy, Cs, C'3) m4 riesenie. VyrieSenim tejto siistavy (urobte!) sa mozno presvedéit), ze sistava ma
rieSenie, teda ap, = C1k?+Cyk+C5 naozaj je véeobecné riesenie daného rekurentného vzt'ahu. Poznamenajme
este, ze pociatotnym podmienkam a; = 1, ay = 4, asz = 9 prislticha riesenie aj = k2.

Este sa vrat'me k dohodnutému posunu indexu. V priklade 4.1 sme mali napr., ze a;, = k2—k~+1 je rieSenie
nasho rekurentného vzt'ahu zodpovedajice pociatoénym podmienkam a; = 1,a3 = 3,a3 = 7. Ako to bude
teraz, ked mdme aj index 0? Postupnost’ a;, = k* — k+ 1 je horeuvedeného tvaru (C; = 1,Cy = —1,C3 = 1),
a teda zostala rieSenim, ibaze k nej pribudol ¢len ag = 1, a teda teraz zodpovedd pociatoénym podmienkam
ang = 1,0,1 == 17CL2 =3.

4.2 0Od rekurentného k explicitnému — prvé napady

“Riesit’ rekurentny vzt’ah” znamena ndjst’ explicitné vyjadrenie vSetkych jeho rieseni, teda
tzv. vSeobecného riesenia. Zial, niet univerzélnych pravidiel na riesenie rekurentnych
vzt'ahov. Dokonca aj ked” mame zadané aj pociatocné podmienky, t.j. ked’ mame najst’
explicitné vyjadrenie len jednej postupnosti, je situacia obvykle iba o malo I'ahsia. V niek-
torych jednoduchych pripadoch si vsak vieme poradit’.

Ak vypocitame niekol’ko ¢lenov rekurentne zadanej postupnosti, moézeme sa napriklad
pokusit’ uhddnut’ explicitné vyjadrenie (“vzorec”) a potom ho dokdzat’ matematickou in-
dukciou. S tym sme sa uz stretli v priklade 1.11.

Priklad 4.6. N&jdeme explicitné vyjadrenie rekurentne definovanej postupnosti:

a2
aw=1la=2 a,=-—L n>2.
Ap—2
Vypocitame niekolko d’alsich ¢lenov: as = % =4, a3 = % =38, a4 = % = 16, a5 = % = 32. Kdesi
sme uz také ¢isla videli... . Aha, s to mocniny dvojky. Zda sa, ze a, = 2",n = 0,1,2,.... Dokazeme to

matematickou indukciou:
1. Podla zadania je ag = 1, a; = 2, teda pre n = 0 a n = 1 naozaj plat{ a,, = 2".%

2. Predpokladajme, ze ap = 2F a apr; = 2K pre nejaké k > 0. (Chceme dokizat, Ze potom aj
apyo = 2+2.) Potom plati:

2 k+1)2
L (2 ) — 92k+2—k _ gk+2
At = =0y = = .
ar 2

Dokaz je skonc¢eny. Plati a,, =2",n=0,1,2,....
Podobne mozno postupovat’, ak nie si zadané pociatocné podmienky.

Priklad 4.7. Méame riesit’ rekurentny vzt'ah:

[ay

,n>2. (4.5)

Aby sme mohli poécitat’ ¢len as, potrebujeme poznat’ ¢leny ag, a;. Tie priamo zadané nie si. Oznaéme preto

a():A, a1:B

2
~ . . ~ ~ a,
5Nestacilo overit, ze ag = 20, pretoze v rekurentnom vztahu a, = = ;

sa an poCita pomocou dvoch predchddzajicich

n
¢lenov.
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a pocitajme d’alej:

B2

2 =" = B*A™ (teda ay existuje len ak A # 0),
(BQA*)Q

3= = B3A™? (teda as existuje len ak A # 0 aj B # 0).

Teraz je uz zrejmé, ze ak sa obmedzime na nenulové A, B, tak budu existovat’ aj vSetky d’alsie ¢leny postup-
nosti. Pocitajme d’alej:

B3A~2)?

ay = (B2A_1> — B4A73
BiA~3)?

a5 = % = BSA_4 .

Poniika sa hypotéza, ze vSeobecné riesenie daného rekurentného vzt'ahu je:
ap=B*A"D — 4. (BAY' | k=0,1,2,... (A4, BeR\{0}) . (4.6)

Dokézeme to. Predovsetkym musime dokézat), ze kazdd postupnost’ tvaru (4.6) je rieSenim, t.j. Zze spfﬁa
rekurentny vzt'ah (4.5). To sa vSak I'ahko overi priamym dosadenim. Naozaj, nech n > 2. Potom

_1\n—1 2
ai_l B (A . (BA 1) ) B A2B2n72A272n 4 BAfl)n B
n—2 B A- (BA_l)n_Q T ABn—2A2-n ’ ( =0an .

Este treba dokazat’, ze pre kazdé pociatoéné podmienky existuji také nenulové konstanty A, B, Ze postup-
nost’ (4.6) ich splia. Inak povedané, treba dokézat), ze pre kazdé dve redlne ¢isla Ag, Ay mé nasledujica
sustava rovnic s nezndmymi A, B rieSenie v obore nenulovych redlnych cisel:

k=0... Ag=A-(BA™)’

k=1... Ay=A-(BA™Y)' .
To je v8ak zrejmé, lebo po tprave dostaneme A = Ay, B = A;. (Teda riesenie rekurentného vzt'ahu (4.5)
spiﬁajﬁce pociatoéné podmienky ag = Ag #0, a; = A1 # 0 je ap = Ag - (AlAal)k, k=0,1,2,... .)

Priklad 4.8. Nijdeme explicitné vyjadrenie postupnosti definovanej rekurentne takto:

H=1, H,=2H, 1+1, n=223,.... (4.7
Vypocitame niekolko ¢lenov postupnosti: Hy = 1, Hy = 3, H3 = 7, Hy = 15, ... a na zaklade toho
uhddneme (vyslovime hypotézu), ze H, = 2 — 1, k = 1,2,.... Matematickou indukciou dokézeme, 7e

objaveny vzorec pre Hy je spravny.
1. Pre n = 1 vzorec déva H; = 2! — 1 =1, ¢o je v stlade s poéiatotnou podmienkou. Teda pre n = 1 je
vzorec spravny.
2. Predpokladajme, Ze vzorec je spravny pre n = k, t.j. 7e pre k-ty clen postupnosti (4.7) plati Hy = 2F—1.
Potom Hj.y = 2Hy, +1=2(2% —1) + 1 = 28! — 1, teda vzorec je spravny aj pre n = k + 1.
Okrem vyssie uvedenej metédy “uhadnem a dokazem matematickou indukciou” si aj iné
postupy. Niekedy napr. pomoze napisat’ si pod seba vzt'ahy pre pociatocné ¢leny postupnosti
az po k-ty clen vratane a jednotlivé vzt'ahy prenasobit’ vhodnymi vyrazmi tak, aby po s¢itani
vzt'ahov vypadli vSetky cleny okrem k-teho (a pripadne niekolkych pociatoénych ¢lenov).
Upozornujeme tiez na to, ze niekedy vhodna substiticia moze rekurentny vzt'ah zjednodusit’
natol’ko, ze sme uz schopni najst’ “vzorec”.
Oba popisané postupy budeme ilustrovat’ na postupnosti z prikladu (4.8).

k
6Samozrejme, ak sa vam to viac paci, mozte pisat’ aj = ag - (a1a61> ,k=0,1,2,..., ao,a1 € R\ {0}.
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Priklad 4.9. Ngjdeme explicitné vyjadrenie postupnosti (pozri aj priklad (4.8))

Hi=1, H,=2H, 1+1, n=23,... (4.8)

dvoma d’alsimi postupmi.

1)

Vztahy pre Hi az Hy napiSeme pod seba a vynasobime ich vhodnymi ¢islami:
Hp=2 -Hp 1+1
Ho,1=2-Hg 241 /-2
Hy =2 Hp 3+1 /22

Hy=2-Hy+1 /-2k=3
Hy=2-H;+1 /-2F72
H =1 / -2kt
Dostaneme:
H,=2-H, 1+1
2 -Hy1 =2 Hyo+2
22 . Hyo=2% Hy_5+2°

k=3 Hy =22 H, 4 2F3
k=2 Hy =2k 1. H 4 2F2
2" Hy = 2R

Po scitani tychto rovnosti zistime, ze vécsina ¢lenov sa vyrusi. Dostaneme

2k — 1
Hy=1+2+224... 421 =1. ST =2k _1.

Samozrejme, aj v tomto pripade by bolo treba este matematickou indukciou dokédzat’, ze (evidentne
jedind) postupnost’ urcend rekurentne vztahom (4.8) je naozaj postupnost’ Hy = 2F — 1,k = 1,2,...
(urobte!).

Druhou moznost'ou je vsimnut’ si, ze vztah H, = 2H,_1 + 1 mozno pisat’ v ekvivalentnom tvare
H,+1=2-(H,_1+1). Napadne nds pouzit’ substiticiu

My, :=H,+1, n=1,2,....
Pre takto zavedenu postupnost’ mame
My =2, M,=2M,_1, n=2,3,....

Ak sme sndd’ mohli mat’ problém uhadnut’ explicitné vyjadrenie pre Hy, uloha je trividlna pre Mj.
Vypoétom vychadzaji priamo mocniny dvojky. Teda M = 2% k = 1,2,... (dokdzte matematickou
indukciou), a preto

Hy=M,—1=2"-1, k=1,2,....

Urcite sa vam napad so substiticiou pacil — rieSenie bolo vel'mi kratke a elegantné. Nebolo
prilis tazké uhadnut’ vhodnu substiticiu. Bude vSak poucné vSimnut’ si metodu na nédjdenie
takej vhodnej substiticie, ktori objasnime prave na uvedenom priklade:
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Hl'adali sme explicitné vyjadrenie rekurentnej postupnosti

Této postupnost’ je iteracnou postupnost'ou funkcie f(z) = 2x + 1 s pociatoénym bodom 1,
pozri iteracny diagram na Obrazku 4.1.

y=2x+1 y=x

Obr. 4.1: Substitucia zjednodusujuca vySetrovanie itera¢nej postupnosti

Funkcia f(z) ma jediny pevny bod a = —1, ktory sa ndjde riesenim rovnice f(z) = x. Pri
pohl'ade na itera¢ny diagram nés napadd zaviest’ do nagich dvah novi postupnost’ M (k),
ktora by vyjadrovala polohu bodu H (k) voci pevnému bodu a:

M(k):=H(k)—a=H(k)+1

a to je prave substiticia, ktora sa nam tak dobre osvedcila.

Poznamenajme, ze analogicky sa da vhodna substiticia zvolit’ napr. vzdy vtedy, ked’ méte
rekurentny vzt'ah tvaru a(n + 1) = f(a(n)), kde f(z) je afinnd funkcia, teda f(z) =raz +b
(pozri podkapitolu 5.2). Substittcia

e(k) :=a(k) —a,
kde a je niektory z pevnych bodov funkcie f sa vsak da s tispechom pouzit’ aj pri mnohych
inych rekurentnych vzt'ahoch a(n+1) = f(a(n)). Spomeiite si na to, ked’ si nebudete vediet’
s danym rekurentnym vzt’ahom inak poradit’.

4.3 Hanojska veza

Budeme sa venovat’ slavnemu problému Hanojskej veze.
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Priklad 4.10. (Hanojska veza.) Hanojskd veza je hra, ktord vynasiel v r. 1883 franciizsky matematik
E. Lucas.” Publikoval ju pod vymyslenym menom Claus (ide o tzv. anagram jeho mena, ktory vznikol
poprehadzovanim pismen 1, u, ¢, a, s). Lucas prikraslil hru bdjou, podla ktorej stvoritel' sveta Brahma
umiestnil pod kupolu najvicsej svityne v meste Benares nad svitou riekou Gangou bronzovi dosku s
pripevnenymi tromi diamantovymi kolikmi. Na jednom koliku je navlecenych 64 krizkov (koticov) s rdéznymi
polomermi, pozri Obrazok 4.2. Polomer krizkov sa smerom nahor zmensuje, takze tvoria pyramidu. Brahma
prikazal knazom, aby premiestnili vSetky krizky na treti kolik pri zachovani tychto pravidiel:

1. prenéasat’ mozno vzdy len jeden krizok,
2. prenesené krizky mozno umiestnovat’ len tak, aby vzdy mensi lezal na vacsom,

3. krizky mozno umiestnovat’ na ktorykol'vek kolik, ale na vic¢Som kruzku moze vzdy lezat’ len mensi
krazok.

Ked knazi premiestnia vSetky krizky z prvého kolika na treti, nastane koniec sveta. Ak kazdé premiestnenie
krizku trvd jednu sekundu, kedy pride koniec sveta?

Obr. 4.2: Hanojska veza

Ulohu zovSeobecnime na n kriuzkov a vyrieSime ju. Mame teda takito tlohu:

Do drevenej dosky st v dostatoénych vzdialenostiach od seba vsadené tri koliky. Na prvom z nich
je navlecenych n kruzkov s otvormi uprostred a s navzdjom roznymi priemermi tak, ze tvoria pyramidu
(najvacsi kruzok je naspodu). Cheeme krizky postupne premiestnit’ na treti (cielovy) kolik tak, aby opat’
tvorili rovnakid pyramidu. Pocas prekladania nie je dovolené polozit’ vacsi krizok na mensi (preto je potrebné
pouzivat’ aj druhy kolik). Aky najmensi pocet krokov je potrebny na prelozenie celej pyramidy? (Krokom
nazyvame prelozenie jedného krizka.)

Pristipime k rieSeniu.

Nech H,, oznacuje najmensi pocet krokov potrebnych na prenesenie pyramidy zlozenej z n kruzkov.
Chceme urcit’ H,,.

Na prvy pohlad nie je jasné ani len to, ¢i mé uloha vobec rieSenie. D4 sa pri dodrzani pravidiel pyramida
vobec prelozit”? Za¢neme s malymi hodnotami n. Zrejme H; = 1 (prelozime jediny krizok na cielovy kolik).
Po chvili zistime, ze Hy = 3 (mensi krizok prelozime na druhy kolik, vacsi krizok na cielovy kolik a potom
nan polozime mensi krizok z druhého kolika). Pokusy s tromi krizkami ukazujd, ze k cielu vedie, ked
prenesieme tromi krokmi na druhy kolik. Potom prelozime zabudnuty najvacsi kruzok na treti (cielovy)
kolik a nakoniec na ten kolik prenesieme aj zvys$né dva kruzky, na ¢o opat’ treba tri kroky. Tato myslienka sa
d4 preniest’ na veobecny pripad n krizkov:® najprv prenesieme n— 1 vrchnych krizkov na druhy (pomocny)
kolik (na to potrebujeme H,,_; krokov), potom prenesieme najvacsi kruzok na treti (cielovy) kolik (to je

7Aj dnes si ju obas mozno kiipit’ v obchodoch s hlavolamami.

8 Ak by vam eSte stile nebolo jasné, ze tloha mj rieSenie, zdéraznime, Zze prive tdto myslienka umoziiuje matematickou
indukciou dokéazat’, ze pri akomkolvek n > 0 mozno kriuzky prekladat’ tak, ze dodrziavame pravidla a dosiahneme pozadovany
stav. Premyslite si to!
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jeden krok) a nakoniec prenesieme n — 1 krizkov poloZenych na pomocnom koliku na cielovy kolik (znovu
H,,_, krokov). To ukazuje, Ze na prenesenie n krizkov (n > 0) ndm staci 2H,,_1 + 1 krokov:

HnSZHn—l‘f'l, n>0.

Este treba ukazat’, ze menej ako 2H,,_; + 1 krokov nestaci, nech by sme kruzky prekladali akokol'vek Sikovne
(mozno inak ako sme vyssie popisali). K tomu si sta¢i uvedomit’, ze v ktoromsi kroku predsa musime
prekladat’ najvacsi zo vSetkych n krizkov z niektorého kolika na cielovy kolik! Moznoze to dokonca robime

.....

cielovom koliku nebol ziaden krizok a na zvys$nom koliku bola pyramida z n — 1 zvysnych krizkov. Lenze
na to, aby sme vytvorili tito pyramidu z n — 1 mensich kruzkov, sme predtym museli urobit’ aspon H, _1
krokov. Teraz, ako popisujeme, prekladdme najvacsi krizok na cielovy kolik (to je 1 krok). Co sa deje d’alej?

.....

na ¢o treba este aspon H,,_; krokov. Ukézali sme, ze
H,>2H, 1+1, n>0.
To spolu s opa¢nou nerovnost'ou odvodenou vyssie dava
H,=1, H,=2H, 1+1, n=23,....

Riesenie tohto rekurentného vzt’ahu sme nasli v prikladoch (4.8) a (4.9):

Teda podla Lucasovej baje pride koniec sveta o 264 — 1 = 18446744073709551615 sekind. Kedze je to
vysSe b milidrd storo¢i, mézeme pokojne spavat’.

4.4 Fibonacciho ¢isla

Tazsou a hlavne z matematického hl'adiska ovel'a délezitejsou tlohou ako bol problém Ha-
nojskej veze je problém Fibonacciho kralikov.

Stredoveky taliansky matematik Leonardo da Pisa, nazyvany tiez Fibonacci (filius Bonac-
ci — syn Bonacciho), ktory zil na zaciatku 13. storocia, napisal o matematike knihu s
mnohymi zaujimavymi problémami. Jeden z nich sa vel'mi preslavil a vosiel do dejin matem-
atiky pod nazvom Fibonacciho ¢isla. ISlo o takito tlohu:

Predpokladajme, ze paru dospelych kralikov sa kazdy mesiac narodi jeden d’alsi par
kralikov. Novonarodenym kralikom trva mesiac, kym dospeji.!’ V uzavretom priestore
umiestnime na zaciatku roka jeden par novonarodenych kralikov a ponechame ich vol'ne bez
toho, ze by sme z priestoru kraliky odoberali alebo do neho kraliky pridavali. Kolko parov
kralikov budeme mat’ po roku, ak ziaden krélik neuhynul?

Fibonacci tuto ulohu vyriesil. Pokisme sa o to aj my. Oznacme F), pocet parov kralikov
po n mesiacoch (mame urcit’ pocet parov kralikov po roku, teda Fi3). Uvazujme:

(0) Fy = pocet parov kralikov po 0 mesiacoch, ¢ize teraz, v tejto chvili. Je Fy = 1. Ide o
jeden celkom mlady par kralikov, na Obrazku 4.3 ho oznac¢ime symbolom M.

cielovy kolik a spat.

107 toho, ¢o sme zatial povedali, vyplyva, ze krilici za¢inaji rodit’ v dvoch mesiacoch svojho Zivota — za prvy mesiac svojho
zivota dospeju a po uplunuti d’aliecho mesiaca uz majui mladé. Samozrejme, vSetko tu berte ako matematické predpoklady a
nie ako zoologické fakty.
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(1) F; = pocet parov kralikov po 1 mesiaci. Zrejme F; = 1. Ide stéle o ten isty pociatoény
par kralikov, teraz je vSak uz na pociatku dospelosti, pouzijeme preto oznacenie D.

(2) Fy = pocet parov kralikov po 2 mesiacoch. Po dvoch mesiacoch budeme mat’ pévodny
par krélikov, ktoré vsak uz maju za sebou prvy mesiac ich dospelosti, takze sa im prave
narodil par mladych kralikov. Preto Fy = 2.

(3) Po troch mesiacoch budeme mat’ vietky tie pary kralikov, ktoré sme uz mali po dvoch
mesiacoch (ibaze teraz su uz vsetky dospelé) a okrem toho jeden celkom mlady pér
kralikov, ktory sa narodil paru kralikov starému dva mesiace. Preto F5 = 3.

(4) Kolko pérov kralikov budeme mat’ po 4 mesiacoch? Samozrejme prinajmensom tolko,
kol’ko sme ich mali po troch mesiacoch, teda prinajmensom Fj;. Okrem toho vSak
budeme mat’ nejaké cerstvo narodené pary kralikov — tych bude tol'ko, kol’ko bude po
4 mesiacoch parov krélikov starych aspon dva mesiace (takému a len takému péru sa
prave narodil jeden par mladych krélikov). Kolko je vSak po 4 mesiacoch tych pérov
kralikov, ktoré su staré aspon dva mesiace? Nuz tolko, kolko parov kralikov zilo po
druhom mesiaci, teda Fy, = 2. Mame teda Fy = F3+ F, =3+ 2 =5.

Fy = pocet parov teraz M

\
D/ \M
SN

F1 = po 1 mesiaci

F5 = po 2 mesiacoch

+ T W N =

F35 = po 3 mesiacoch D M D
F, = po 4 mesiacoch D M D D M
F5 = po 5 mesiacoch dospelé pary (D) + mladé pary (M) = Fy + F3 5 3

Obr. 4.3: Pocet parov kralikov vo Fibonacciho ulohe

(n) Vseobecne, po n mesiacoch budeme mat’ F,,_; dospelych parov kralikov (vsetky tie,
¢o sme mali po n — 1 mesiacoch mame aj teraz) a okrem toho F, o prave naro-
denych pérov kralikov (lebo mame préave tolko aspon dvojmesa¢énych parov kralikov
a kazdému takému paru sa prave narodil jeden mlady péar kralikov). Preto F,, =
pocet dospelych parov 4+ pocet mladych parov = F,,_1 + Fj,_».

)
n=1»

Z tychto tvah vidime, ze postupnost’ (F,)
urcend takto:

tzv. Fibonacciho postupnost’ je rekurentne

F():l,Flzl, Fn+2:Fn+1+Fn7 n:O,l,Z,....

(Urobte dokaz matematickou indukciou! Potrebujete len overit’ pociatocné podmienky a
zopakovat’ uvahu z bodu (n) s indexami posunutymi o dvojku.)
Po chvili pocitania zistime, ze Fibonacciho postupnost’ zac¢ina takto:

(F,)2, =1,1,2,3,5,8,13,21, 34, 55,89, 144,233, . ..
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Vidime, ze Fis = 233, preto po roku budeme mat’ 233 parov kréalikov, ¢o je odpoved na
Fibonacciho tlohu. Poznamenajme este, ze ¢leny Fibonacciho postupnosti sa nazyvaju Fi-
bonacciho ¢isla (F, je n-té Fibonacciho ¢islo).

Vyriesili sme Fibonacciho tlohu ale neradi by sme dostali otdzku, kol'’ko parov kralikov
budeme mat’ po desiatich ¢i dokonca sto rokoch. Pod'me preto najst’ explicitné vyjadrenie
Fibonacciho postupnosti

Frio=Fp1+F,, n=01,2,... (4.10)

s pociatocnymi podmienkami
Frb=1, Fi1=1. (4.11)

Ktosi si vS§imol, ze geometrické postupnosti (A")22 , majui isti podobnost’ s takymi vzt'ahmi
ako je tento.!! Preto skontrolujeme, ¢i nejaka geometrickd postupnost’ a; = A*¥ nevyhovuje
vzt'ahu (4.10). Hl'addme teda ¢isla A s vlastnost'ou

)\n+2 — >\n+1 + )\n )

Jednym riesenim tejto rovnice je A = 0 (Co znamend, ze postupnost’ 0,0,0,... je rieSenim
vzt'ahu (4.10), nevyhovuje vSak pociatoénym podmienkam (4.11)). Nenulové riesenia vzt'a-
hu (4.10) sa ziskaji z rovnice, ktori dostaneme po vydeleni A™:

M=A+1. (4.12)

Je to tzv. charakteristickd rovnica vzt'ahu (4.10). Je to kvadraticka rovnica. Lahko ndjdeme

jej korene
1++/5 1-+5
= a )\2 = .
2 2
Nasli sme takto dve riesenia vztahu (4.10). St nimi geometrické postupnosti

(=) - (57

V skutocnosti vsak z tychto dvoch rieseni vieme vyrobit’ mnohé d’alsie rieSenia. Naozaj, aj
I'ubovolna linedrna kombinacia tychto dvoch rieseni, teda

k k
Fk—q(Hﬁ) +02<1_2¢3> . k=0,1,2..., (4.13)

At

2

je riesenim (pre 'ubovolné redlne konstanty C7, Cs). O tom sa mozno presvedcit’ tak, ze do
vztahu (4.10) dosadime Fy, = C;(A\)* + Co(X2)* a vyuzijeme, Ze postupnosti (A)* a (\g)*
vzt'ahu (4.10) vyhovuju.

Plati dokonca, Ze iné rieSenia ako st uvedené v (4.13), Fibonacciho rekurentny vzt'ah (4.10)
vobec nema. Naozaj, predpokladajme, ze nejaka postupnost’ (ax )52, je riesenim vzt'ahu (4.10).

11 Podrobnejsie sa tomu budeme venovat’ v podkapitole 5.4. Tu si len véimnime, e pre akékolvek ¢ € R plat{
A2 = e AT L (1 — A2 A
Ak by sme teda zvolili A a ¢ tak, aby cA =1 aj (1 — ¢)A2 = 1, postupnost’ a(k) = A\* by bola riesenim vztahu (4.10).
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Staci ukazat’, ze tato postupnost’ je zahrnutd v (4.13), teda zZe existuju také konstanty C a
Cy, ze (vyhodné je vrétit’ sa na chvil'u k oznaceniam Aq, A9)

k=0... CLQ:Cl—l-CQ
k=1... a1201'>\1+02'/\2.

Tu vyuzivame zrejmy fakt, ze ak sa dve riesenia rekurentného vzt'ahu (4.10) zhodujd v
nultom aj v prvom c¢lene, tak sa automaticky zhoduju vo vsetkych ¢lenoch (zdovodnite).
Kratkym vypoctom mozno overit’, ze uvedena sustava dvoch rovnic o dvoch neznamych Cf,
Cy mé (jediné) riesenie (urobte). To znamend, ze v (4.13) st uvedené prave vietky riesenia
vzt'ahu (4.10) (je to teda v8eobecné riesenie vzt'ahu (4.10) v zmysle definicie (4.4)).

Nés pravda momentdlne zaujima len to riesenie vzt'ahu (4.10), ktoré Spiﬁa pociatocné
podmienky (4.11). Preto riesime len konkrétnu ststavu

k=0... 1=0C+0C
E=1... 1=Ci-AM+Cy-Ay.

Ak dosadime C5 = 1 — C} do druhej rovnice, po uprave dostaneme C; = /\11__’\/\22. Pretoze
M+A=1alA — X :\/5, mame Cf = \)}—15 Potom Cy=1—-C; = «/5\/—5/\1 = —\A/—Qg. Teda
A A 1
Fe = CIf+ Gy = S A = S5 00 = — (7 =57

V5 V5 V5

Po dosadeni za A\, Ay konecne dostavame explicitné vyjadrenie Fibonacciho postupnosti:

k+1 k+1
1 1 1—
PR (”5) _( ﬁ) k=02

Vs [\ 2 2

Vysledok je prekvapujici. Cisla F}, st celé (to vidiet’ z ich rekurentného vyjadrenia), v ich
explicitnom vyjadreni viak vystupuje iraciondlne ¢islo v/5. Takmer sa nechce verit’, ze pre
kazdé k d& vzorec celé ¢islo (presvedéte sa o tom vypoctom niekol’kych hodnot Fj, aspon
pomocou kalkulacky). Pouzijic tento vzorec, mézme urcit’ kazdé Fibonacciho éislo F), bez
toho, aby sme museli pocitat’ predchadzajice ¢isla. Vypocet sa da zjednodusit’. VsSimnime

si, ze
1-5
2

—0,62 < <0,

takze

1 (1-+5
N 2

Z toho vyplyva (pozrite sa na explicitné vyjadrenie F}), ze F}, je celé ¢islo najblizsie k ¢islu

k41
1 (%) . D4 sa to povedat’ aj tak, ze

V5
k+1
1 1 5)

k+1
) < 0,5 prekazdé k=0,1,2,... .

2
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kde zaokrihlenie treba urobit’ na celé ¢islo. Vidime zaroven, ze Fibonacciho ¢isla rastu
exponencialne.

Fibonacciho ¢isla su velmi dolezité. Je prekvapujice, v akych, casto neocakavanych,
suvislostiach sa objavuju v matematike i v prirodnych vedéch.

Podrobnejsie sa tzv. linearnym rekurentnym vzt'ahom 2. radu s konstantnymi koeficien-
tami, ku ktorym patri aj Fibonacciho vzt'ah (4.10), budeme venovat’ v podkapitole 5.4.

4.5 Cvicenia

Rekurentné postupnosti
1. Ukéazte, ze
(a) postupnost’ a, = 2"*! 4 (—1)" splia podmienky
ap=a1 =3, a,=0an_1+2a,_9 pren>2,
(b) postupnost’ a, = 3" — 2n3" spina podmienky
ag=1,a0 = -3, a,==06a,_1—9,_2 pren>2,

. . a® | dan—
2. Postupnost’ a,, definujeme rekurentne vztahmi: ap =a; =1 a a, = 2=2—""2 pre n > 2.
Ap—1+an—2

(a) Vypocitajte niekolko prvych ¢lenov postupnosti.
(b) Vychddzajic z bodu (a), odhadnite vSeobecny vzorec pre a,,.

(¢) Matematickou indukciou dokézte vzorec z bodu (b).
3. Zopakujte predchadzajice cvi¢enie pre postupnosti

Apn_1

(a) ap=1,a1 =2, a, = pre n > 2,

An—2

(b) ap=0,a1 =1, a, = i(an_l —ap_o+3)% pren > 2.

4. Postupnost’ a,, definujeme rekurentne vztahmi: a9 = a1 = a2 =1 a a,, = apn—1 + an—2 + an—3 pre
n > 3.

(a)
(b)

(c) Dokézte, 7e a, < 2"~! pre vietky n > 1.

Vypocitajte niekol’ko prvych v clenov postupnosti.

Dokéazte, ze vsetky ¢isla a,, st neparne.

5. Je dany rekurentny vztah

Tpt1 = T+, n=20,1,2,
(a) Kolko m4 rieseni?
(b) Kolko m4 takych rieseni, pre ktoré o =1 ?
(c) N4jdite vsetky rieSenia.
(d) N4jdite vsetky riesenia, pre ktoré zo = 1.
(e) N4jdite vSetky konstantné riesenia (t.j. konstantné postupnosti, ktoré si rieseniami rekurentného

vzt'ahu).
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6. Néjdite vSeobecny ¢len postupnosti zadanej rekurentne (pouzite napr. metédu ”uhddnem vzorec a
dokézem ho matematickou indukciou”, pripadne pouzite najskor vhodnid substiticiu):

_ 1 _ 1
(a) ar =3, Ont1 = 2—a,’
4
(b) a; = 1> Anp+41 = —a,>
a
(C) a; = 27 an+1 = 3+Z"7
— — An
(d) ar =3, an+1 = ita,’
_ 1 _ 2
(e) ayr =3, Ont1 = 3—an’
1 _ (n+2)ap+2n+1
(f) a; =3, Gpt1 = niS )
(8) ap =2, a1 =3, apy1 = a1, — Agan_1,
(h) a1 =1, apy1 = a1 +az + -+ - + a,. Vedeli by ste zapisat’ a,, “jednym” vzt'ahom? (D4 sa to napr.

pomocou celej casti.)
() 21 =7, 2ps1 =14+ Vz, — 1 pren >1,
(G) y1 =0,y =1+ yr—1+2/T+yr—1 pre k > 2.
7. Postupnosti, ktoré si dané rekurentne, vyjadrite vzorcom pre ich n-ty ¢len. Snazte sa tlohy riesit’
roznymi metédami (uhddnut’ vzorec pre a,, a dokdzat’ ho matematickou indukciou, zapisat’ vztahy pre

a; az po a, vratane a z toho vypocitat’ a,, pouzit’ teériu o rieseni linedrnych rekurentnych vzt'ahov
prvého radu; uvedomte si tiez, ze niekedy vhodnd substiticia zjednodusi rekurentny vzt'ah):

(a) ap =3, ap = —2ap—1 pre n > 1,

(b) a1 =3, ant1 =an+2n+2pren > 1,

(¢) a1 =0, ap4+1 =an, +2n+1pren >1,

(d) ap =10, ap, = a,_1 + 3n? pre n > 1,

(e) zo=1,2, =22,1+1,n=1,2,...,

(f) a1 =4, apy1 =2a, —1,n=1,2,...,

(g) a1 =1, apny1 =2a, —(n—2),n=1,2,...,
(h) ap =1, ant1 =1 — 2a,.

(i) ap =0, ap = 3ap_1 — 2.

8. Urcte sucet S, = a1 +az + - + a, prvych n ¢lenov postupnosti zadanej rekurentne:

a1 =2, apy1=3a,+1,n=12 ...

9. Postupnosti, ktoré si dané rekurentne, vyjadrite vzorcom pre ich n-ty ¢len:

(a) ap =1, a1 =4, ap, = an—2 pre n > 2,

(b) a1 =3, a3 =5, apta +4a, =0 pren > 1.

Vedeli by ste zapisat’ a,, “jednym” vzt'ahom?

>k 3k okk ok ok ok ok ok ok ok ok k sk ko ok sk sk skook skok skok sk sk skokook ok skok skokoskokskokok >k

Z nasledujuicich dvoch prikladov vybrat’ len tie, v ktorych mé charakteristicka rovnica dva rozne redlne
korene.

Sk 3k sk ok Sk sk Sk Sk sk sk ok Sk sk kKR K K K R R R R R >R sk sk ok sk sk sk sk sk sk skoskoskoskoskok ok
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Urcte postupnost’ zadani rekurentne (urcte vieobecny ¢len). Ak ide o postupnost’ redlnych ¢isel ale vo
vysledku vystupuje imaginarna jednotka, upravte vzdy vysledok tak, aby v fiom imaginarna jednotka
nevystupovala.

(a) ap =1, a1 =10, apy2 = 3a, — 2an41,

(b
(
(d

a1 =4, a3 =2, apnya = apy1 + 2ay,,

o

)
) ag=a1 =1, ap =2a,_1 + 3an_2,
) ap =3, a1 =6, anta = Tant1 + 8ay,
() a1 =0, a2 =1, ant2 = £(3an41 — an),
(f) a1 =10, ag = 16, apt2 = dap41 — 3an,
(g) ao =2, a1 = =2, apy2 = —6a,4+1 — Yan,
(h) a1 =2, a3 =1, apta = 8ans+1 — 16ay,
(i) ap =3, a1 =0, apy2 = 2ap41 — 20y,
i) a1 =1, a3 =0, Gpio = 2v3a,41 — 4a,,
(i)
)
)

(1

ag =1, a1 =2, apyo2 = —20p41 — 2an,
ap =1, a1 = —1, ani2 = V2an41 —a

(m

Uréte postupnost’ zadani rekurentne (uréte vSeobecny ¢len):

a1 =3, ag =5, anyo +4a, =0.

(a) ap =3, a1 =1, ax =8, ap, = 3a,—2 — 2a,_3 pre n > 3,

(b) ap=0,a1 =1,a2 =2, a3 =3, ap +2ap—2 + ap—4 =0 pre n > 4.
Nech F,, je n-té Fibonacciho ¢islo ((F,)$° =1,1,2,3,5,8,...). Néjdite a,, ako funkciu F,, ak

1
1+a,

a1 =1, anp41 =

Banka pripisuje na konci roka osempercentné troky k sume, ktora bola pocas roka ulozena na tcte.
Kolko budete mat’ na ti¢te po n rokoch, ak

(a) na zaciatku roka vlozite na et 1000 kortin a nechdte ich tam pocas celych n rokov,

(b) okrem pociatoéného vkladu ako v (a) vzdy na konci roka vlozite este 100 kortin?

Na kol’ko oblasti rozdeli rovinu n priamok, z ktorych sa kazdé dve pretinaju ale ziadne tri sa nepretinaju
v spoloénom bode ?

Trpaslik chce vystupit’ po schodisti pozostavajicom z n schodov. Kazdym krokom vystipi o jeden
alebo o dva schody vyssie (m4 prilis krdatke nohy na to, aby vlddal jednym krokom vystipit’ o tri
schody). Uréte kolkymi spésobmi moéze trpaslik vystipit’ po schodisti. (Ndvod: Oznacte tento pocet
symbolom a,, a njdite preni rekurentny vztah.)

Chodbu o rozmeroch n x 2 mame pokryt’ dlazdickami o rozmeroch 2 x 1. Kolkymi sp6sobmi to mézme
urobit’?

N3gjdite a vyrieste rekurentny vzt'ah pre pocet sposobov, kol’kymi mozno na stoziar vysoky n metrov
umiestnit’ zastavy, ak mame k dispozicii zastavy troch druhov: ¢ervené zastavy vysoké dva metre, zlté
vysoké jeden meter a modré vysoké tiez jeden meter.

Najdite rekurentny vztah pre maximélny pocet ¢asti, na ktoré moze n kruznic rozdelit’ rovinu. NapiSte
aj pociatoéné podmienky.(Potom problém vyrieste.)
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Néjdite rekurentny vzt'ah pre pocet sposobov, kolkymi mozno usit’ z n vodorovnych rovnako Sirokych
¢ervenych a bielych pruhov vlajku tak, aby Ziadne dva biele pruhy neboli vedla seba. (Cervenej aj
bielej latky mdme dostatok.) Napiste aj po¢iatocné podmienky. (Potom problém vyrieste.)

N3gjdite rekurentny vzt'ah a poc¢iatoéné podmienky pre pocet sposobov, kolkymi mozno zoradit’ auta
do radu dlhého n parkovacich miest, ak mézeme pouzit’ auta troch znaciek: Cadillac, Continental a
Ford. Cadillac alebo Continental zaberd dve miesta, Ford jedno miesto.



Kapitola 5

*Linearne rekurentné vzt’ahy

Této kapitola je spracovana na zaklade [7].

5.1 *Struktira mnoziny riedeni linedrnych rekurentnych vzt’ahov

Uz sme povedali, ze niet vSeobecnych pravidiel na riesenie rekurentnych vztahov. Dokonca
vo vSeobecnosti nevieme ni¢ povedat’ ani o tom, ¢i vobec majui rieSenia a ak ano, aka je
“Struktira” mnoziny rieseni. Existuje vSsak dolezita trieda rekurentnych vzt’ahov, u ktorych
je situdcia priaznivejSia. Su to tzv. linedrne rekurentné vztahy rddu r, Cize rekurentné
vzt'ahy tvaru

an+r)+bi(n)-an+r—1)+by(n)-a(n+r—2)+---4+0b.(n) -aln)=gn), (5.1)

kde koeficienty by(n),by(n),...,b.(n) ako aj g(n) si zadané funkcie premennej n € Ny :=
NU {0} (teda postupnosti). Predpokladdme, ze b,(n) nie je nulova postupnost’ (teda aspon
pre jedno prirodzené n je b.(n) # 0). V opac¢nom pripade by islo o rekurentny vzt'ah radu
nizsieho ako r (pozri nizsie vzt’ah (L2), a komentdr k nemu).

Vseobecnejsie, za linedrny sa povazuje aj vzt'ah, ktory mozno ekvivalentne upravit’ (pre-
miestnenim ¢lenov, “linearnou” substitiiciou m+ s = n, predelenim postupnost’ou, ktora ma
vietky ¢leny nenulové apod. ) na vzt'ah (5.1). Niekol'ko prikladov takych vzt’ahov uvadzame
nizsie (pozri (HL4), (HL5K), (L2)).

Namiesto obvyklého a; piseme a(i). Hlavny dévod je, ze v opacnom pripade by sme v
zapisoch mali dlhé indexy, napr. a,i,—1 a dokonca dvojité indexy, napr. by, ¢o by bolo
neprijemné a neprehl’adné.

Specidlne, koeficienty na l'avej strane, t.j. b;(n) by mohli byt éisla (konstantné postup-
nosti). Vtedy hovorime o linedrnom rekurentnom vzt'ahu s konstantnymi koeficientami. Ak
je na pravej strane nula (postupnost’ g(n) je nulovd), hovorime, ze uvedeny vztah je ho-
mogénny (niekedy sa dost’ paradoxne hovori, ze ide o vzt'ah bez pravej strany).

Uved'me niekol’ko prikladov. O aké rekurentné vzt'ahy ide, vidiet’ z ich oznaceni (L =

79
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linedrny, H = homogénny, K = s konstantnymi koeficientami, ¢islo = rdd, N = nelinedrny).

a(n+3) +2"%a(n+2) + (3n* —sinn)a(n + 1) + 5a(n) = 1 +/n (L3)
a(n +3) + 2"a(n + 2) + (3n® —sinn)a(n + 1) + 5a(n) = 0 (HL3)
a(n+3) —ba(n+1)+5a(n) =1+ +vn (L3K)

a(n+3)+5a(n) =0 (HL3K)

a(n+2)+5a(n) =n® — 3"+ 1 (L2K)

a(n+1) —na(n) =0 (HL1)

a(n+4) — (1 —n)a(n +2) = (n* + 3")a(n) (HL4)

a(n) —a(n —2) = 3a(n — 5) (HL5K)

(n* +1a(n +6) +n°a(n +4) =5 (L2)
a(n+2)-a(n+1)—>5(a(n))?* =3n (N)

Posledné styri vzt'ahy snad’ vyzaduji komentéar. To, ze vzt'ah (HL4) je homogénny, uvidite,
ak premiestnite clen s a(n) na lava stranu (kam podla (5.1) “patri”). Vo vzt'ahu (HL5K)
premiestnite cleny na l'avd stranu a urobte substiticiu n — 5 = m. Dostanete vzt'ah

a(m+5) —a(m+3) —3a(m) =0,

¢o je naozaj homogénny linedrny rekurentny vzt’ah piateho radu, s konstantnymi koeficien-
tami. Vztah (L2) je iba druhého a nie Siesteho rddu. Po vydeleni n? + 1 a substittcii
n + 4 = m totiz dostaneme

(m —4)° 5
a(m+2) + (m_4)2+1a(m) RCEY
¢o je linearny rekurentny vzt'ah druhého rddu (nehomogénny, s nekonstantnymi koeficien-
tami). Konecne, rekurentny vzt'ah (N) je nelinedrny (tym méme na mysli, Ze nie je linedrny),
vystupuji v fiom totiz cleny a(n +2) - a(n+1) a (a(n))? , €o podla (5.1) nie je v linedrnych
vzt’ahoch dovolené.

Poznamenajme este, ze rekurentny vzt'ah (4.5) je nelinedrny a rekurentny vztah zo
vzt'ahu (4.7) je linedrny prvého radu, s konstantnymi koeficientami.

Ideme skimat’ riesenia rekurentného vzt’ahu (5.1). Vzt’ah mé urcite nekonec¢ne vel'a rieseni

(a(n))2, . Naozaj, hodnoty a(0), ..., a(r—1) moézme zvolit’ l'ubovolne (a na to je nekonecne
vel'a moznosti) a potom zo vzt'ahu (5.1) vypocitame a(r) pomocou a(0),...,a(r — 1), d’alej
a(r + 1) pomocou a(1),...,a(r — 1) a uz vypocitaného a(r) atd’.!

Uz vieme, Ze (5.1) ma nekoneéne vel'a rieSeni. Specidlne, je to pravda ak je g(n) nulové
postupnost’, t.j. ak uvazujeme homogénny vzt'ah (vtedy, na rozdiel od nehomogénneho
vzt'ahu, jednym z rieseni je zrejme nulova postupnost’). O Struktire mnoziny rieseni vseo-
becnych rekurentnych vzt’ahov nevieme ni¢ povedat’. V pripade linedrnych vzt'ahov vsak
mame nasledujice dolezité tvrdenie:

de o to, ze ak (5.1) vyjadrime v tvare (4.1), tak funkcia f je definovana na celej mnozine R”.
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Veta 5.1. Uvazuyme linedarny rekurentny vzt'ah radu r a k nemu prislichajici homogénny
vzt'ah:

am+r)+bi(n)-an+r—1)+by(n)-a(n+r—2)+---4+0b.(n) -an)=gn), (NV)
an+7r)+bi(n)-an+r—1)4+by(n)-a(n+r—2)+---+b.(n)-an)=0. (HV)

(1) Ak (Zhom (K)o @ (Ynom(k))5, st riesenia (HV) a C1,Cy € R, tak aj linedrna kom-
bindcia (C - Thom (k) + Co * Ynom (k)5S je riesenim (HV).2

(2) Ak (xpom (k)52 je riesenie (HV) a (y*(k))52, je riesenie (NV), tak potom ich sicet
(Thom (k) + y* (k)52 je riesenie (NV).

(3) Nech (y*(k))i, je jedno (pevne zvolené) riesenie (NV). Potom pre kaZdé rieSenie
(2" (k)2 vetahu (NV) ezistuje také riesenie (Thom(k))ee, vetahu (HV), Ze (25 (k)52 =
(Zhom (K) + 4" (k)70

Dékaz. (1) Podl'a predpokladu pre kazdé n = 0,1,... plati

Thom(n +7) +01(n) - Zpom(n + 7 — 1) + bo(n) * Tpem(n +7r —2) + -+ + b.(n) * Tpom(n) =0 .
Ynom (M +7) +b1(n) - Yhom(n +7 — 1) + b2(n) - Ynom(n +7 —2) + -+ + b:(n) - Ynom(n) =0 .

Ked’ prvi rovnost’ vynasobime ¢islom € a druhu éislom Cy a vzniknuté rovnosti sc¢itame,
dostaneme, ze pre kazdé n je

[C1Zhom(n + 1) + Coynom(n + 1) + -+ - + b, (n) [C1210m (1) + Cotpom(n)] =0,

¢o dokazuje, ze (Cy - Thom(k) + Co - Ynom (k)52 je riesenie (HV).
(2) Podobne ako (1) (vyuzije sa, Ze na pravej strane bude 0 + g(n) = g(n)).

(3) Polozme xpom(k) := 2*(k) — y*(k), k = 0,1,.... Staci dokdzat’, ze (xpom(k))5>, je
riesenie vzt'ahu (HV). To sa urobi podobne ako v (1) a (2) (vyuzije sa, Ze na pravej strane
bude g(n) — g(n) = 0). O

Pomocou tvrdenia (1) matematickou indukciou 'ahko dokézeme

Désledok 5.2. Ak (9(:(1) (k)qs---» (x(s) (k)2 su riesenia (HV) a Cy,...,Cs € R, tak

hom hom
aj linedrna kombindcia (Cf - x&)m(k) ot Ol (K)o, je riesenim (HV).?

hom

Désledok 5.3. Predpokladajme, Ze ndjdeme (napriklad nejako uhddneme) jedno rieSenie
(NV) a ndjdeme vsetky riesenia (HV). Potom vsetky riesenia (NV) sa daji ziskat’ ako
aritmetické sucty toho jedného riesenia (NV) s jednotlivgmi rieseniami (HV). Symbolicky:

vSetky riesenia (NV) = vsetky riesenia (HV) + jedno riesenie (NV) |,

¢ize, v skrdtenom oznacent,

a(k) = apom (k) +a*(k), k=0,1,2,...

2Specidlne, stcet rieseni (HV) a C-ndsobok riesenia (HV) st opit’ riesenia (HV). Pre tych, ¢o poznaji vektorové priestory
uvedme, ze (1) znamend, Ze mnozina vsetkych rieseni (HV) je vektorovy priestor nad polom redlnych éisel. Poznamenajme
este, ze ak uvazujeme postupnosti komplexnych ¢isel, tvrdenie plati vseobecnejsie pre vsetky C1,Cy € C. V takom pripade je
mnozina vsetkych rieSeni (HV) vektorovym priestorom nad polom komplexnych &isel.

30pit, ak uvazujeme postupnosti komplexnych &isel, tvrdenie plati vieobecnejsie pre vietky C1, ..., Cs e C.
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Dokaz. Vyplyva z vety 5.1. Z casti (2) vieme, ze uvedenymi sic¢tami vznikajui riesenia (NV)

a z Casti (3) vieme, Ze takymto sposobom naozaj ziskame kazdé riesenie (NV). O

Priklad 5.4. Vratime sa k prikladom 4.8 a 4.9. Dalsfm spésobom najdeme explicitné vyjadrenie postupnosti

H(1)=1, H(Mn)=2H(n-1)+1, n=2,3,....

Urobime to tak, ze najskor ndjdeme vSetky rieSenia linedrneho rekurentného vzt'ahu prvého radu
H(n)—2H(n—1)=1, n=2,3,.... (5.2)

Budeme postupovat’ podla dosledku 5.3. Najskor ndjdeme vSetky rieSenia homogénneho vzt'ahu
H(n)—2H(n—-1)=0, n=2,3,.... (5.3)

Ak H(1) = C, tak H(2) = 20, H(3) = 2H(2) = 22C atd. Matematickou indukciou dostaneme vieobecné
riesenie homogénneho vztahu: Hyom(k) = 28710, k=1,2,.. ..

Potrebujeme este néjst’ jedno riesenie nehomogénneho vztahu (5.2). Obvykly trik je, Ze sa snazime
zistit’, ¢i neexistuje také riesenie v nejakej “podozrivej” triede postupnosti. Napr. v nasom pripade je prava
strana vztahu (5.2) konstantnd. Podozrievame preto, ze sndd’ medzi kongtantnymi postupnostami by mohlo

existovat’ riesenie (5.2). Overime to tak, ze dosadime konstantni postupnost’ h, h, h, ... do (5.2):
h—2h=1.

Teda konstantnd postupnost’ h, h, h, ... je rieSenim (5.2) préve vtedy, ked’ h = —1. Nasli sme tak jedno

rieSenie nehomogénneho vztahu: H*(k) = -1, k=1,2,....

Podla désledku 5.3 dostdvame vSeobecné riesenie (5.2) ako sicet véeobecného riesenia (5.3) a uz nédjdeného
jedného riesenia (5.2):

H(k) = Hpom(k) + H* (k) =2*1C -1, k=1,2,....

Aby sme nasli explicitné vyjadrenie postupnosti (5.2), sta¢i uz len zistit’, pre aki volbu C' bude splnend
pociatoénd podmienka H(1) = 1:

k=1... 1=2""C-1 = (C=2.
Teda postupnost’ (5.2) mé explicitné vyjadrenie H(k) =2F"1.2 -1 =2 -1, k=1,2,... .

Ak m4 prava strana linedrneho rekurentného vzt’ahu tvar siétu dvoch postupnosti g; (n)+
g2(n), moze byt’ pri hl'adani rieSeni vyhodné namiesto daného vzt'ahu uvazovat’ dva nové
vzt'ahy — jeden s pravou stranou g; (n), druhy s pravou stranou go(n) (I'avé strany ponechdme
bez zmeny). Naznacuje to nasledujice jednoduché ale ddlezité tvrdenie.

Veta 5.5. (Princip superpozicie.) Uvazujme nehomogénne linedrne rekurentné vzt'ahy
(lavé strany si rovnaké !):

an+r)+bi(n)-an+r—1)4+---+0b.(n) -aln) =gi(n) + g2(n) , (NV(1+42))
an+r)+bi(n)-an+r—1)+---4+0b.(n)- aln) =g (n), (NV(1))
an+r)+bi(n)-an+r—1)+---4+0b.(n) aln) = ga(n) . (NV(2))

Nech (z*(k))p, je nejaké (jedno) riesenie (NV(1)) a nech (y*(k))3>, je nejaké (jedno)
riesenie (NV(2)). Potom (z*(k) + y*(k))s2, je (jedno) riesenie (NV(1+42)).
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Dokaz. Scitanim rovnosti

" (n+71)+bi(n)-2*(n+r—1)+---+b.(n)-
y () 4 b(n) -y (b = 1) e ()

: SN~—
< 0y
* *
EE
Il
o
) —
S 3

dostaneme
[Z*(n+r)+y (n+r)] 4+ +b(n) - [27(n) + y"(n)] = g1(n) + g2(n) .
O

Princip superpozicie mozno zovseobecnit’ na pripad, ked’ prava strana je sic¢tom I'ubovol-
ného konec¢ného poc¢tu postupnosti. Premyslite si to!

5.2 *Afinné rekurentné vzt’ahy

S afinnymi rekurentnymi vzt'ahmi sme sa uz stretli v zavere podkapitoly 4.2. Pre ich
dolezitost’ ako aj preto, lebo su to linearne rekurentné vztahy, co je téma tejto kapitoly,
sa pri nich znovu pristavime.

Budeme riesit’ rekurentny vzt'ah

am+1)=r-an)+o6, n=0,1,..., r#0. (5.4)

Vzt'ahy tohto tvaru sa nazyvaji afinné. *

Ak prislusny vzt'ah prepiseme do tvaru a(n + 1) — ra(n) = b, stane sa zrejmym, ze ide
o linedrny rekurentny vzt'ah 1. rddu s konstantnymi koeficientami® a s konstantnou pravou
stranou (na pravej strane je konstantna postupnost’ g(n) = b). Uz v prikladoch 4.8, 4.9 a 5.4
sme niekol’kymi roznymi sposobmi tispesne vyriesili takyto vzt’ah pre r =2 a b = 1. Tusime,
ze nebude t’azké zovseobecnit’ nase skisenosti z uvedenych prikladov.

Najskor skimajme Specialny pripad, ked’ H:

aln+1)=a(n)+b, n=0,1,2,.... (5.5)

Tento vzt'ah je natol’ko jednoduchy, zZe k jeho rieseniu nemusime vyuzit’ ziadne teoretické
poznatky (hoci aj tak by sa dalo postupovat’). Naozaj, ak a(0) = C, dostdvame postupne
a(l) =a(0) +b=C+b, a(2) = a(l) + b= C +2b atd. Matematickou indukciou dostaneme
vSeobecné riesenie 5.5:

alk)=C+kb, k=01,2....

4Funkcia f(z) = rz + b (pripista sa aj r = 0), nazyvand v stredoskolskej matematike linedrnou, sa totiz vo vysokoskolskej
matematike (niekedy) spravnejsie nazyva afinnou. Predpoklad r # 0 robime z dvoch dévodov. Predovsetkym chceme, aby
vztah bol prvého radu. Okrem toho, riesit’ vzt'ah pre r = 0 je trividlna zalezitost. Naozaj, pre vztah

an+1)=b n=01,...
vieme okamzite pisat’ jeho rieSenia — je zrejmé, ze rieSeniami si prave vSetky postupnosti tvaru
(a(k))zozo = C7b7b1"'7b7"~ )

kde C je lubovolnd konstanta. Partikuldrnym rieSenim danym pociatoénou podmienkou a(0) = ao je postupnost
ag,b,b, ..., b, ... .
5sn4d’ presnejsie, s konstantnym koeficientom
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Pre kazdé C' € R je to rieSenie vzt'ahu (5.5). Konstanta C' zavisi od pociato¢nej podmienky.
Pre riesenie spliiajice pociatotni podmienku a(0) = ag vyjde C' = ay, teda

CL(O) =ap+ kb,

Prejdime teraz k pripadu, ked’ (stale vsak predpokladame, ze r # 0) :

aln+1)=r-a(n)+b,

k=0,1,2,... .

n=0,1,2..., r#1.

Je vel'a postupov, ako sa dopracovat’ k rieseniu.

(5.6)

(1) Prvy postup je zovseobecnenim prvého postupu z prikladu 4.9. Vztahy pre a(0) az

a(k) napiseme pod seba a vyndsobime ich vhodnymi ¢islami:
alk)=r-ak—1)+b
alk—1)=r-alk—2)+b /-r
alk—2)=7r-a(k—-3)+b /-r?

Dostaneme:

Po scitani tychto rovnosti zistime, ze vacsina clenov sa vyrusi. Dostaneme

rk—1

1 —i—rkao .

a(k) =b+rb+r?b+- - +r" b+ rfag=b-

Vysledok sa da este zjednodusit’ takto:

k1
'r 1 +7"kCLO:T’k ((10—

a(k) = b (5.7)

r— 1—7r 1—7’

b )+ b k=0,1,....

To je partikuldrne riesenie dané pociatoénou podmienkou a(0) = ag. Ak chceme napisat’
vSeobecné rieSenie, staci si uvedomit’, ze ak ag prebicha vsetky realne ¢isla, tak ag — %
prebieha tiez prave vSetky redlne ¢isla. Teda vSeobecné rieSenie je

b

1—7’

a(k) = Crk + k=0,1,... ,CeR. (5.8)
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(2)

Druhy postup je zovseobecnenim druhého postupu z prikladu 4.9. Hl'adame také cislo
x, aby sa na§ rekurentny vzt'ah a(n + 1) = r - a(n) + b dal pisat’ v tvare

an+1)+z=r(aln)+z) .
Pretoze a(n+1)+z = ra(n)+b+z, vidime,ze x je ¢islo s vlastnostou rx = b+x, odkial
z = 2. Ak teda zavedieme substiticiu a(k)+ - = A(k), dostaneme rekurentny vztah
An+1)=rAn), n=0,1,...,

Ak a(0) = C, mdme a(1) = Cr, a(2) = Cr?, ..., a(k) = Cr* (dokdzte matematickou
indukciou). Teda vSeobecné riesenie je A(k) = Cr*. Odtial’ uz mame vSeobecné riesenie
povodného rekurentného vzt'ahu:

b
Cl(k)zA(k>— :CT’k—FE,k:O,l,....

r—1
To je samozrejme to isté ako (5.8). Ak hl'addame partikuldrne riesenie dané pociatoénou
podmienkou a(0) = ag, dosadenim k = 0 (urobte !) vyjde opét’ (5.7).

Treti postup je zalozeny na dosledku 5.3. Najskor najdeme vSeobecné riesenie prislusného
homogénneho vztahu a(n+1) = r-a(n). To uz pozndme: apom(k) = Cr*, k=0,1,....
Jedno riesenie a*(k) nehomogénneho vzt'ahu budeme hl'adat’ v tvare konstantnej pos-
tupnosti a,a,a,.... Po dosadeni do (5.6) dostaneme a =ra+b, odkial a = ﬁ (tu
vyuzivame, ze uvazujeme pripad r # 1). Teda

b

1—r

¢o je vzt'ah (5.8). Partikuldrne riesenie sa ndjde ako vyssie.

a(k) = anom (k) + a*(k) = Cr* + k=0,1,...,

Sturty postup je zalozeny na tom, ze vzt'ah (5.6) mozno pisat’ v tvare
an+1) = f(a(n)),n=0,1,... kde f(z)=rz+b.

Teda rieseniami (5.6) st prave vsetky iteracné postupnosti funkcie f (pociato¢ny bod
postupnosti mozno zvolit’ 'ubovol'ne). Funkcia f(x) mé jediny pevny bod a = I—ET,
ktory sa najde rieSsenim rovnice f(z) = x. Pre tito konstantu a je postupnost’ a, a, a, . . .
rieSenim nasho rekurentného vzt'ahu. Iteracny diagram (pozri Obrazok 5.1) nés inSpiruje
zaviest’ do nasich uvah novi postupnost’ e(k), ktora by vyjadrovala polohu bodu a(k)

voCi pevnému bodu a:
e(k) :=a(k) —a, teda a(k)=ce(k)+a.

Ak vykondme v (5.6) tito substiticiu a dosadime a = 7%, dostaneme (urobte!)

e(n+1)=re(n), n=0,1,....
Vseobecné riegenia je (vysvetlite) e(k) = Cr*, takze pre vieobecné riegenie (5.6) dostdvame
b
a(k) :e(k)+a:C’rk+1—, k=0,1,...
—r

¢o je to isté ako (5.8). Partikuldrne riesenie dané pociatoénou podmienkou sa najde
dosadenim opét’ dosadenim k = 0.
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Y y=x y=rz+b

Obr. 5.1: Tteraény diagram (afinnd funkcia f(xz) = rz + b, pociatoény bod a(0))

(5) Ak citatel'ovi nestacili uvedené styri postupy, pontkame este navod na piaty postup:
uvazujte o postupnosti, ktord spfﬁa dany rekurentny vzt'ah a pociatotni podmienku
a(0) = ag. Pokiiste sa uhadnut’ riesenie a potom urobte dokaz matematickou indukciou,
ze ste uhadli spravne.

Ziskané poznatky zhrnieme do vety:

Veta 5.6. (Afinné rekurentné vzt’ahy.) UvaZujme afinny rekurentny vzt'ah
an+1)=ra(n)+b, n=0,1,..., r#0.
Potom

(1) Vieobecné riesenie je

a(k) = k=0,1,2,...

Crb+ 2 akr+#1"

{o 1 kb, ak =1
-

(pre v # 1 je éislo a = 1—: pevnym bodom funkcie f(x) =rx+0b).
(2) Partikuldrne riesenie dané pociatocnou podmienkou a(0) = ag je

a(k)z{kHao’ k=1 o019,

(ag—l—ﬁr)rk+1—fr, ak r#1 "

Priklad 5.7. Mame vypocitat’
a(k)=1+r+ri4+. 4ok £l (5.9)

bez pouzitia vzorca pre sicet za sebou idiicich ¢lenov geometrickej postupnosti. Mézme postupovat’ tak, ze
si vSimneme, Ze

an+ D) =1+r+r+ - +r" ™ =14rQ+r+-+7r")=14+ra(n) .
Podl'a Vety 5.6 je vSeobecné riesenie tohto rekurentného vzt'ahu

a(k) = Crk + % .
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Pretoze z (5.9) vidime pociatocni podmienku a(0) = 1, prichddzame k tomu, ze C' = =" (vypocitajte !).

Pre sticet (5.9) takto dostdvame:

1 1 -kt
_ ok _
a(k‘)—lir r +177ﬁ 1_ ¢ )

¢o je samozrejme v stlade s Vetou 3.5 (pozrite slovni formuldciu za dokazom vety !). Samozrejme, par-
tikularne rieSenie sme mohli na zdklade vety napisat’ priamo, bez okl'uky cez vSeobecné rieSenie.

Priklad 5.8. Na ucet vlozime sumu s. Predpokladajme, Ze ticet prindsa p% rocny trok pocitany m-krat
ro¢ne. Okrem toho predpokladajme, ze na konci kazdého z obdobi kedy sa pocita urok vlozime na tcet
konstantni sumu b (alebo ju odoberieme z u¢tu, ak b < 0). Nech a(n) je suma na tc¢te po n obdobiach.
Chceme vypocitat’ a(n).

Pociatoénd podmienka je a(0) = s. Stivis medzi sumou a(n + 1), ktord je na i¢te na konci (n + 1)-ého
odobia a sumou a(n), ktord je na icte na konci n-tého obdobia je vyjadreny vztahom

a(n—i—l):(l—&—;-lg())-a(n)—&-b.

Ak oznaéime r = 1+ % . ﬁ, je to presne rekurentny vzt'ah z vety 5.6. Partikularne rieSenie, ktoré hl'adame,

je teda
k
1 p 100mb 100mb
k = 1 _ — .
a(k) < + ™ 100) <s+ » ) »

1 »p k

Ak nés zaujima, kolko budeme mat’ na tcte po r rokoch, treba dosadit’ k = mr.

Ak b = 0, formula sa zjednodusi na

5.3 *Linearne rekurentné vzt’ahy 1. radu s konstantnymi koefi-
cientami

V predchédzajiicej casti sme sa naucili riesit’ rekurentné vztahy tvaru a(n+1) = r-a(n)+0,
r # 0. Islo o $pecidlne linedrne rekurentné vzt'ahy 1. radu s konstantnymi koeficientami.
Nahrad'me teraz konstantu b 'ubovolnou postupnost’ou g(n):

a(n+1)=r-a(n)+gn), n=01,..., r#0.5 (5.10)
Porovnanim s (5.1) vidime, ze ide o v§eobecny linedrny rekurentny vzt’ah 1. rddu s konstant-
nymi koeficientami. Ideme sa pokusit’ riesit’ takéto vzt'ahy.

Tieto vzt'ahy st ovela komplikovanejsie ako afinné a nie vzdy ich vieme riesit. Podar{ sa ndm to
len pre niektoré postupnosti g(n). Skor nez ukdzeme, ako sa aspon niektoré z tychto vzt'ahov daju
riesit’, naznacme, preco je tu taka velka odlisnost’ oproti pripadu ked’ postupnost’ g(n) je konstantnd.
Vezmime napr. Speciadlny pripad, ked’ r = 1:

aln+1)=a(n)+gn), n=0,1,2,....

SPredpoklad r # 0 zabezpecuje, ze ide o vztah prvého rddu. Okrem toho, podobne ako u vztahov a(n + 1) = ra(n) + b,
pripad r = 0 by bol trividlny. RieSeniami vztahu
a(n+1)=g(mn), n=0,1,...
su prave vSetky postupnosti tvaru
(a(k))iio = 079(0)79(1)79(2)» EEE)
kde C je lubovolnd konstanta. Partikuldrnym rieSenim danym pociatoénou podmienkou a(0) = ag je postupnost’
a0,9(0),9(1),9(2), ... .
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Ak a(0) = C, dostdvame postupne a(1) = a(0) 4+ ¢g(0) = C+g(0), a(2) = a(1)+g(1) = C+g¢(0)+g(1)
atd’. Matematickou indukciou dostaneme vSeobecné rieSenie:

ak)=C+g(0)+g(1)+---+g(k—1), k=0,1,2....

Pre kazdé C' € R je to riesenie. Konstanta C zavisi od pociatotnej podmienky. Pre riesenie Spiﬁajﬁce
pociatoéni podmienku a(0) = ag je C = ag, teda

a(k) =aog+g(0) +g(1)+ - +gk—1), k=0,1,2,... .

Problémom tu je, Ze zapis rieSenia v tomto tvare sa nepovazuje za dostatotny. Chceli by sme séitat’
g(0) +g(1) + -+ g(k — 1), teda “zbavit’ sa tych troch bodiek” (hovor{ sa tomu aj “ndjst’ rieSenie v
uzavretom tvare”). Ak napriklad g(n) = n, mame g(0) + ¢g(1) +g(2)+---+g(k—1)=0+1+2+
+++ (k—1) = 3k(k — 1) . Tu sme si poradili, lebo islo o stcet za sebou iducich ¢lenov aritmeticke;]
postupnosti. Ak je vSak postupnost’ g(n) komplikovanejsia, moze sa ndm stat’, ze sa nebudeme vediet’
“zbavit’ troch bodiek”.”

Podobné problémy vznikaju aj pre r # 1. (stdle predpokladdme aj to, ze r # 0). V afinnom
pripade sme vedeli najst’ riesenie dokonca niekolkymi postupmi. Teraz vsak tie postupy nezaberajd,®
jedine (treti) postup zalozeny na désledku 5.3 vndsa trochu jasna do problému — vseobecné rieSenie ho-
mogénneho vzt’ahu vieme néjst’, zostava problém, ako uhadnut’ jedno rieSenie nehomogénneho vzt'ahu.

Vseobecné riesenie prislusného homogénneho vzt'ahu a(n 4+ 1) = r - a(n) je
apom(k) =Cr* | k=0,1,... . (5.11)

Jedno riesenie a*(k) nehomogénneho vzt'ahu (5.10) sa hl'adéd v triede postupnosti, o ktorej
si myslime, Ze by sa v nej mala nédjst’ postupnost’, ktora je rieSenim. Problém vsak je, Ze
niet vSeobecného pravidla, ako si vytipovat’ takuto “podozrivid” triedu postupnosti. Treba
uplatnit’ intuiciu a fantdziu. V praxi to vyzera tak, ze a*(k) hl'addme v istom tvare (obycajne
v tvare, ktory sa “podobd” na g(n) alebo je o malo komplikovanejsi), teda ako postupnost’, v
zapise ktorej vystupuje neurcity (¢ize zatial neurceny) koeficient (nejde teda o jednu postup-
nost’, ale o triedu postupnosti). Dosadenim do nehomogénneho rekurentného vzt'ahu (5.10)
zistime, Ci sa da neurcity koeficient zvolit’ tak, aby sme dostali rieSenie. V pripade, ze ma
pravé strana, t.j. postupnost’ g(n) Specidlny tvar, je zndme, v akom tvare sa urcite da
najst’ jedno riesenie nehomogénneho vzt'ahu. Rozoberieme pripady, ked’ funkcia g je expo-
nencialna alebo polynomickd. Ak je g exponencidlna, zélezi este na tom, ¢i je jej zakladom
¢islo r alebo (nenulové) ¢islo s # r. Pri polynomickej pravej strane je dolezité, ¢i r = 1 alebo
r # 1. Budeme preto skimat’ styri pripady.

Exponencidlna prava strana.

"Viacej sa o tomto probléme dozviete v kapitole ........

8 Analégia k prvému z tych postupov vedie k problému s “tromi bodkami” (skisite si to?).

Ani analdgia k druhému postupu nepomoéze. Ak totiz chceme prejst’ od vztahu a(n 4+ 1) = ra(n) + g(n) ku vztahu a(n +
1) + h(n 4+ 1) = r (a(n) + h(n)) (aby sme mohli urobit’ substiticiu a(k) + h(k) = A(k)), zistime, Ze nezndma postupnost’ h(n)
mé spinat’ rekurentny vztah h(n + 1) = rh(n) — g(n), o je vztah presne tej istej obtaznosti ako bol pévodny vztah. (Jeden
prechddza na druhy substiticiou a(k) = —h(k).)

Pokus o stvrty postup, v afinnom pripade zalozeny na substiticii, ku ktorej nds inspiroval itera¢ny diagram, zlyhava na tom,
ze T - a(n) + g(n) nie je vo vSeobecnosti tvaru f(a(n)).

Samozrejme, v niektorych $pecidlnych pripadoch ma Sancu na uspech pokus o piaty postup — uhddnut’ rieSenie. Ale to sa
podari naozaj len vynimocne.
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an+1)=r-a(n)+b-s", s#r| (Predpokladdme s # 0, lebo inak by islo o trividlny
pripad a navyse, nulova postupnost’ sa nepovazuje za exponencidlnu.) Skisme hl'adat’ jedno
riesenie vztahu (5.10) v tvare a*(k) = c; - s*, teda v tvare rovnakom ako g(n), ibaze s
neurcitym koeficientom c¢;. Dosadenim do (5.10) zistime, & existuje také ci, 7e ¢; - s* je
rieSenie. Dostaneme

18" =1 ey8" + bs™ .

Odtial’ po predeleni s" vyjde ¢;s = rcy + b, z éoho ¢ = 2. Teda tipovali sme spravne,

rieSenie uvedeného tvaru existuje. o

Nepovazujeme za najrozumnejsie snazit’ sa zapamatat’ si akési vzorce, ako treba v tomto
a d’alsich pripadoch volit’ prislusné neur¢ité koeficienty.” Namiesto toho si budeme pamétat’
len metédu: v kazdom konkrétnom priklade dosadenim zistime, ¢i rieSenie vo vytipovanom
tvare naozaj existuje a ako v takom pripade zvolit’ neurcité koeficienty.

an+1)=7r-a(n)+b-r"| Prvé, ¢o nas napadne, je skisit’ to, co sa osvedcilo v pred-

chadzajicom pripade. Ak vSak tentoraz dosadime a*(k) = ¢;r*, dostaneme c;r" = r.c;r"+
b-r",n=0,1,.... Teda ak b = 0, je ¢;7" rieSenim pri akejkol'vek vol'be ¢; a ak b # 0, pri
ziadnej volbe ¢;. Néds samozrejme pripad b = 0 nezaujima (neslo by o exponencidlnu pravi
stranu, bola by to dokonca homogénna rovnica), teda tip a*(k) = c;7F bol jednoznaéne
chybny, riesenie v takom tvare neexistuje. To sa dalo cakat’, ved’ ak by existovalo jedno
riesenie nasho vzt'ahu v tvare c;r*, tak by veobecné riesenie nasho vztahu bolo v tvare
(pozri( 5.11))

a(k) = apom (k) + a*(k) = OrF + eprf = (C+ cl)rk =Dr*, k=01,...,

¢ize v rovnakom tvare ako vSeobecné riesenie homogénneho vzt’ahu (ak ¢; je redlna konstanta
a C prebieha vsetky redlne ¢isla, tak D = C' + ¢; prebieha vsetky redlne ¢isla). To je vsak
nezmysel, nehomogénny vzt'ah (s nenulovou pravou starnou) a k nemu prislichajici ho-
mogénny vzt'ah predsa nemozu mat’ rovnakeé riesenia (vysvetlite!). Mame dolezité ponaucenie:

Ak hladdme vseobecné riesenie nehomogénneho vzt’ahu v tvare
a(k) = anom (k) + a*(k),
tak ¢leny vystupujice v a*(k) musia byt’ iného tvaru ako ¢leny v apom (k).

Co teraz? Vsimnime si, ze v dvoch &lenoch v nasom nehomogénnom vzt'ahu vystupuje
r, preto nas napadne urobit’ substiticiu a(k) = r - B(k). Po dosadeni do nehomogénneho
vzt'ahu a po tprave dostaneme B(n + 1) =7 - B(n) +b-r"~!. Mocnina r klesla o jednotku!
Urobime d’alsiu substiticiu B(k) = r - C(k) atd, celkove n krat takto budeme znizovat’
mocninu 7. Alebo, ¢o je Sikovnejsie, urobfme to naraz, jedinou substiticiou a(k) = r* - A(k)
do povodného nehomogéneho vzt'ahu. Po dosadeni a po uprave dostaneme afinny vzt'ah

Aln+1) = A(n) —l—;

so vSeobecnym rieSenfm A(k) = c+ k- 2, takze

b
a(k) = erf + 2kt
r

9Vynimku sme urobili v predchddzajicej casti, kde sme v najjednoduchsom pripade g(n) = b taky vzorec odvodili, pozri
vetu 5.6.
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Nasli sme takto priamo vSeobecné riesenie rekurentného vzt'ahu a(n +1) =r-a(n) +b- .
Vidiet’ z neho, zZe jedno riesenie nehomogénneho vzt’ahu, ktoré sme vyssie neispesne hl'adali
v tvare a*(k) = ¢; - ¥ sme mohli hladat’ v tvare

a*(k) = c - krk
(dokonca vidime, ze ¢; = 2). Mame dalsie délezité ponaucenie:
Ak jedno riesenie a* (k) nehomogénneho vzt'ahu neexistuje v “prirodzenom”

tvare (“podobnom” pravej strane g(n), ibaze s neurcitymi koeficientami),
mozno skusit’ k-nasobok tohto “prirodzeného” tvaru.

Vyvstava otazka, preco sme v danom pripade vobec hl'adali jedno riesenie v nejakom
Specidlnom tvare, ked’ pomocou uvedenej substiticie vieme v tomto konkrétnom pripade
najst’ veelku bez problémov priamo vseobecné rieSenie nasho rekurentného vzt’ahu. Odpoved’
je : Preto, lebo moznost’ uvedenej substiticie bola iba st’astnd nahoda sposobend velmi
Specialnym tvarom rekurentného vzt’ahu, zatial’ co hl'adanie jedného rieSenia v akomsi Spe-
cidlnom tvare je vseobecnd metoda. Pre nas su teda dolezité najma dve ziskané ponaucenia.

To, ¢o je hodné zapamatania v pripade exponencialnej pravej strany, zhrnieme vo vete:

Veta 5.9. (Linedrne rekurentné vzt’ahy 1. riadu s konstantnymi koeficientami
s exponencidlnou pravou stranou.) UvaZujme linedrny rekurentny vztah 1. rddu s
konstantnymi koeficientami tvaru

an+1)=r-an)+b-s", n=0,1,..., r#0.
Potom podl'a désledku (5.3) je a(k) = anom(k) + a*(k), kde
k

anom (k) = cr

(v pripade r = 1 vychddza anom (k) = ¢) a jedno riesenie a*(k) nehomogénneho vzt'ahu mozno
hl'adat’ nasledovne:

(1) Ak s # r, tak existuje rieSenie nehomogénneho vzt'ahu v tvare
a*(k) =c, - s" .
(2) Ak s =r, tak existuje riesenie nehomogénneho vzt'ahu v tvare
a*(k) =cy - kr" .
Priklad 5.10.
Priklad 5.11.

Polynomialna prava strana.

a(n+1) =7r-a(n) +by+bin+byn*+ -+ +bn® ,r#1, b, # 0]. Teda g(n) je polyném
stupna s (lebo bs # 0). Pre riesenie homogénneho vzt'ahu plati (5.11), teda

anom (k) = CT" .
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V akom tvare hl'adat’ jedno riesenie a*(k) nehomogéneho vzt'ahu? “Prirodzenym” tvarom je
tvar “podobny” g(n), ibaze s neur¢itymi koeficientami:

a*(k) = co + crk + cok® + -+ ck® .

Su to vSetko ¢leny iného tvaru ako je ¢len v apom(k) (porovnaj s nasim prvym ponaucenim
vyssie). Dufame preto, ze rieSenie nehomogénneho vzt'ahu v takomto tvare naozaj existuje.
Dosadenim sa da ukazat’, Ze je to naozaj tak. Nebudeme to vSak v tejto vSeobecnosti robit’.
V konkrétnych prikladoch neskor uvidite, ako to funguje.

a(n+1) = a(n) + by + byn + byn® + - - + byn® , by # 0| Teda g(n) je polyném stupna s
(lebo bs # 0) a koeficient r = 1. Pre rieSenie homogénneho vztahu a(n 4+ 1) —a(n) = 0
tentoraz plati

ahom(k) = C

kde C' je 'ubovolnd redlna konstanta. Potrebujeme este ndjst’ jedno riesenie a*(k) neho-
mogéneho vzt'ahu. “Prirodzenym” tvarom je tvar “podobny” ¢g(n), ibaze s neur¢itymi koe-
ficientami:

a*(k) = co + crk + cok® + - + cok® .

Lenze ¢len c¢q je toho istého tvaru ako ¢len C' v apom(k), teda C' + ¢ sa scita na I'ubovolni
konstantu D. Budeme doverovat’ ponauceniam, ku ktorym sme dospeli vysSie a namiesto

toho, aby sme overovali, ¢i predsa len neexistuje riesenie a*(k) v uvedenom tvare, prejdeme
k jeho k-nasobku:

a*(k) = cok + c1k* + conk® + -+ - + ¢ k5T

To uz st vsetko cleny iného tvaru ako je ¢len v ayom (k) a dufame, ze riesenie nehomogénneho
vztahu v takomto tvare naozaj existuje. Dosadenim sa da ukdzat’, ze je to naozaj tak.
Poznamenajme este, ze niekedy sa kvli krase indexy pisu takto:

a*(k) =k + ok® +esnk® + -+ cs+1krs+1 )

To, ¢o je hodné zapamatania v pripade polynomidlnej pravej strany, zhrnieme vo vete:

Veta 5.12. (Linedrne rekurentné vzt’ahy 1. riddu s konStantnymi koeficientami
s polynomidlnou pravou stranou.) UvaZujme linedrny rekurentny vztah 1. rddu s
konstantnymi koeficientami tvaru

an+1)=7r-a(n) +by+bn+bm*+---+bn, n=01,..., b,#0, r#0.
Potom podl'a désledku (5.3) je a(k) = anom(k) + a*(k), kde:
(1) Ak r # 1, tak vieobecné rieSenie homogénneho vzt'ahu je
apom (k) = cr®

a existuje jedno rieSenie a*(k) nehomogénneho vzt'ahu v tvare:

a*(k) = co + c1k + cok® + -+ + c.k° .
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(2) Ak r =1, tak vSeobecné riesenie homogénneho vzt'ahu je
anom (k) = ¢
a ezistuje jedno riesenie a*(k) nehomogénneho vzt'ahu v tvare:
a* (k) = cok + c1k® + cok® + - + c kT

Priklad 5.13.
Priklad 5.14.

Pouzitie principu superpozicie.

Ak g(n) nie je ani exponencidla ani polyném, treba uplatnit’ intuiciu a fantdziu. Uz sme
hovorili, Ze a*(k) hl'addme obycajne v tvare, ktory sa “podobd” na g(n)'® alebo je o mélo
komplikovanejsi. Je jeden vSeobecny postup, ktory mozno pouzit’, ak je prava strana g(n)
v tvare sic¢tu niekol’kych postupnosti (alebo ju tak napiSeme). Je to princip superpozicie,
s ktorym sme sa stretli vo vete 5.5. Jedno riesenie vzt'ahu s pravou stranou g;(n) + g2(n)
hl'addme ako sucet jedného riesenia vzt'ahu s pravou stranou ¢, (n) a jedného riesenia vzt'ahu s
pravou stranou go(n). Samozrejme, analogicky postupujeme, ak je prava strana g(n) suc¢tom
viacerych ako dvoch postupnosti.

Priklad 5.15.

5.4 *Linearne rekurentné vzt’ahy 2. radu s konstantnymi koefi-
cientami

Aj v pripade linedrnych rekurentnych vzt’ahov vyssich radov postupujeme podla dosled-
ku 5.3. V tejto casti sa nau¢ime riesit’ (niektoré) linedrne rekurentné vztahy 2. radu s
konstantnymi koeficientami. Homogénny vztah vieme vyriesit’ vzdy (problematiky sme sa
uz dotkli v kapitole 4.4). Problémy st s hl'adanim jedného riesenia nehomogénneho vzt'ahu.

Homogénny vzt’ah.

Chceme riesit’ vzt’ah
an+2)+b-an+1)+b-an)=0, n=0,1,2,..., by #0. (5.12)

(Predpoklad bs # 0 je tu preto, aby naozaj islo o vzt'ah 2. rddu.) Vsimnime si, Ze geomet-
rické postupnosti (A")22, maju isti podobnost’ s takymi vzt'ahmi ako (5.12). Naozaj, pre
akékolvek ¢ € R plati

X=X AT (1= o)A A"

Teda postupnost’ a(k) = A¥ je rieSenim vzt'ahu
a(n+2)+ (—cA) -a(n+1) + (= (1 — e)A?) -a(n) = 0,
—— ——

bl b2

10Ak je g(n) = 3n + 27, asi nebudeme skisat’ a(k) = csinn.
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¢ize vzt'ahu takého tvaru ako (5.12). Za¢iname tusit, ze kli¢om k ndjdeniu vseobecného
riesenia (5.12) bude ndjdenie tych geometrickych postupnosti A\*¥, ktoré st rieseniami (5.12).
Hl'addme teda ¢isla A s vlastnost'ou

A2 AT b NP =0

Jednym riesenim tejto rovnice je A = 0 (o znamend, ze postupnost’ 0,0,0,... je rieSeni m
vzt'ahu (5.12)). Nenulové riesenia sa ziskaju z rovnice, ktoru dostaneme po vydeleni A™:
N4 bA+b,=0. (5.13)

Je to tzv. charakteristickd rovnica vzt'ahu (5.12) (namiesto ‘charakteristickd rovnica’
budeme niekedy pouzivat’ skratku CHR). Je to kvadratickd rovnica, takze ma dva korene
A1, Ao. Ide o dva rézne redlne korene, jeden dvojndsobny redlny koren (A; = Ay) alebo dva
komplexne zdruzené korene. Rozoberieme jednotlivé pripady.

‘Pripad, ked’ charakteristickd rovnica ma dva rozne realne korene. ‘

7 toho, ako sme dospeli ku charakteristickej rovnici, dostaneme, ze geometrické postup-
nosti (redlnych éisel) (AF)22, a (A5)22,, st rieSenia vzt’ahu (5.12). Podla vety 5.1 st rieSeniami
aj vsetky postupnosti

alk)=Cy- N +Cy- N, k=0,1,... (5.14)

(pre kazdd volbu Cp,Cy € R).M  Otédzkou zostdva, ¢i (5.14) zahfiia uz vsetky rieSenia
vzt'ahu (5.12), t.j., ¢i je to vSeobecné riesenie vzt'ahu (5.12). Ukazeme, Ze to v nasom pripade
dvoch realnych roznych korenov charakteristickej rovnice naozaj tak je. Majme I'ubovolné
pociatoéné podmienky a(0) = ag, a(1) = a;. Chceme dokazat’, ze existuji také Cp,Cy € R,
ze

ag = Cl)\(l) + OQ)\(Q)

a; = 01)\% + OQ)\% .

Po tprave!?

ag = Cl +Cg
a1 = Cl)\l""OQAQ .

Teraz jednoducho staci tuto sustavu vyrieSit’, aby sme videli, Ze naozaj ma riesenie. Po
krdtkom vypocte vyjde Cy = #4=222, € = %2154 (urobtel).
Ziskané poznatky zhrnieme do vety:

Veta 5.16. (Pripad dvoch réznych reilnych korenov CHR.) Uvazujme homogénny
linedrny rekurentny vzt'ah 2. radu s konstantnymi koeficientami

an+2)+b-an+1)+by-aln)=0, n=0,1,2,..., by#0. (5.15)

a jeho charakteristicki rovnicu

N A+by=0. (CHR)

1 Pretoze aj geometricka postupnost’ 0,0, 0, ... je riesenfm vztahu (5.12), vlastne sme mohli pisat’ a = C; -)\IerCQ -A§+03 -0,
¢o ale nemé zmysel, lebo po dprave dostaneme opét’ (5.14). D4 sa to povedataj inak: rieSenie 0,0,0,... vztahu (5.12) nemusime
pripdjat, lebo je uz zahrnuté v (5.14) (volte C1 = C2 = 0).

12Vyuzivame, ze \; # 0, takZe nie je problém s vypoétom A? =1.




94 KAPITOLA 5. *LINEARNE REKURENTNE VZTAHY

Predpokladajme, zZe (CHR) md dva rézne redlne korene Ay # A\y. Potom vSeobecné riesenie
vzt'ahu (5.15) je
CL(k?) :Cl)\]f—FOQ)\];, ]{J:O,l,Q

kde Cy,Cy st lubovolné redlne konstanty zavisiace od pociatocnijch podmienok.

Priklad 5.17.

Pripad, ked’ charakteristicka rovnica ma dvojnasobny realny koren.

Ak charakteristicka rovnica ma korene A\ = Aq, tak
a(k) =CL- M4 Cy - Ny = (CL+C)N =CNF, k=0,1,...

je riesenim vzt'ahu (5.12) pre kazdu konstantu C' (si¢tom dvoch 'ubovolnych konstant Cy, Co
je 'ubovol'na konstanta C'). Nemoze to vsak byt’ vieobecné riesenie. Nie je totiz pravdou, ze
pre 'ubovol'né pociatoéné podmienky a(0) = ag, a(1l) = a; sa ndjde také C, ze postupnost’
a(k) = C\} splita tieto podmienky. Naozaj,

k=0... ag = C
k=1... a;=C\
nema riesenie, ak a; # agA. Napr. pre ag = 0, a; = 1 neexistuje také C'. To ukazuje, ze

medzi rieSeniami vzt'ahu (5.12) s naozaj aj postupnosti, ktoré nie si tvaru a(k) = CA¥.
Ak A5 je dvojnésobny koren charakteristickej rovnice (5.13), tak

M+ bA+by = (A= A2)? .

Odtial’ po porovnani koeficientov dostaneme by = —2\5 a by = )\%2. To znamena, ze
rekurentny vztah (5.12) ma v tomto pripade tvar

a(n+2) — 2\pa(n + 1) + Mya(n) =0 . (5.16)
Tento vzt'ah sa znacne zjednodusi substiticiou
a(n) = Ay - A(n) .
Po dosadeni dostaneme
AT2AM 4 2) = 20A T A(n + 1) + AN LA(R) =0 .

Pretoze predpokladdme by # 0, charakteristickd rovnica (5.13) nemo6ze mat’ nulu ako svoj
koren. Teda A2 # 0. Mozeme preto ziskany vzt'ah vydelit’ (nenulovym) éislom A7,.
Dostaneme

An+2)—2A(n+1)+ A(n)=0. (5.17)

Je to linedrny rekurentny vzt'ah druhého radu s konstantnymi koeficientami, ktory bude
lahsie riesit’ ako vzt'ah (5.16). Dve rieSenia vieme uhddnut: A(k) =1 a A(k) = k (overte, ze
su to naozaj riesenia). Podla vety 5.1 je rieSenim aj kazdd ich linedrna kombindcia. Tvrdime,
ze

A(k) = Cy + Cak
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je v8eobecnym riesenim (5.17). Naozaj, pre kazdé pociatoéné podmienky A(0) = Ay, A(1) =
Aj existuju také C1, Cs, ze

]{I - O e AO == OI

k=1... A =0C+C

(to je zrejmé, staci sustavu rovnic vyriesit’). To vSak znamend, ze
a(k) = Moy - (Cy + Cok) = Oy - AE, + Oy - kAL,

je vSeobecnym rieSenim vzt'ahu (5.16). Dospeli sme k tomu, ze ak charakteristicka rovnica
mé dvojndsobny korenn ), tak nielen postupnost’ A\¥ ale aj postupnost’ kA* je rieSenie a
vSeobecné rieSenie ma tvar ich linedrnej kombinéacie.

Ziskané poznatky zhrnieme do vety:

Veta 5.18. (Pripad dvojnasobného korena CHR.) UvaZujme homogénny linedrny
rekurentny vzt'ah 2. rddu s konstantnymi koeficientams

am+2)+b-an+1)+by-a(n)=0, n=0,1,2,..., by#0. (5.18)
a jeho charakteristicki rovnicu
M AbhA+by,=0. (CHR)

Predpokladajme, Ze (CHR) md dvojndsobny koreri X. Potom veobecné riesenie vzt'ahu (5.18)

Je
a(k) = CIN* + Cok\F, kK =0,1,2...

kde C1,Cy st lubovolné redlne konstanty zdvisiace od pociatoénijch podmienok.

Priklad 5.19.

Pripad, ked’ charakteristickd rovnica ma dva komplexne zdruzené korene. ‘

Predpokladame, ze A2 = a £ bi. ﬁplne rovnakym matematickym postupom ako pri
dvoch roznych realnych korenoch dostaneme, ze rieSeniami su vSetky postupnosti

a(k) =Cy- N4+ Cy- N5, k=0,1,... . (5.19)

Konstanty C, C5 sa daju jednoznaéne uréit’ z pociatoénych podmienok. Pretoze vsak ¢isla
A1, Ao st komplexné, tak aj v nasom ‘realnom’ pripade, kedy by, by st realne a aj pociatocné
podmienky st redlne, vychadzaji vo vseobecnosti C7, Cy komplexné.

Casto je vyhodné prejst’ ku goniometrickému tvaru:

Mo2=azxbi=r-(cospxising) .
Podl'a Moivreovej vety je potom
)\’f,Q =" (cosky £ isinky) .

Potom
a(k) =Cy - A} + Cy- Ay = ... = r*(Cs cos kp + Cy sin k)

Ziskané poznatky zhrnieme do vety:
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Veta 5.20. (Pripad komplexne zdruzenych korenov CHR.) Uvazujme homogénny
linedrny rekurentny vzt'ah 2. rddu s konstantnymi koeficientamsi

an+2)+b-an+1)+by-aln)=0, n=0,1,2,..., by#0. (5.20)

a jeho charakteristicki rovnicu

M A+by,=0. (CHR)

Predpokladajme, zZe (CHR) md komplexzne zdruZené korene A1 = a %+ bi. Potom vSeobecné
rieSenie vzt'ahu (5.20) je

a(k) = CINF+Co)\s, k=0,1,2...

kde Cy, Cy si onstanty (vo vseobecnosti komplexné) zdvisiace od pociatoénych podmienok. Po
prepise do goniometrického tvaru ma vseobecné riesenie tvar

a(k) = r*(Cs cos kp + Cy sin k)

kde Cs3,Cy si konstanty zdvisiace od pociatocniych podmienok. (Ak si by, by redlne a aj
pociatocné podmienky si redlne (potom aj kazdé a(k) je redlne), tak Cs, Cy si redlne).
Priklad 5.21.

Priklad 5.22.

Nehomogénny vzt’ah.

Priklad 5.23.
Priklad 5.24.

5.5 *Linedrne rekurentné vzt’ahy vyssich radov s konsStantnymi
koeficientami

5.6 *O d’alsich rekurentnych vzt’ahoch

5.7 *Cvicenia



Kapitola 6

Konecéné sumy

6.1 Sumacny symbol a jeho vlastnosti

7 komutativnosti a asociativnosti s¢itania vyplyva, ze sucet I'ubovolnych ¢&isel aq,ao, ..., ay,
nezalezi ani od ich poradia ani od umiestnenia zatvoriek. Napriklad,

(a1 + a2) + a3) + as = (a1 + a2) + (as + as) = a1 + ((a2 + az) + a4)
=az+ (ay+ (ag+ay)) = ...

Sucet ¢isel aq, as, ..., a, mozeme teda pisat’ bez akychkol'vek zatvoriek v tvare a1 +as+- - -+a,.
Kvoli skrateniu zapisu sa ujal symbol

Zak ::a1+a2+-~-+an
k=1

n
~7 « _ > 0 : £ : n 1
(¢itame “suma ay, k =1 az n”). Namiesto kZ: a sa pise aj Y, ai.
=1
~ . . . ~ n . . 7 n n ~ ’ ’
Vsimnite si, ze >, ay je to isté ako Y1, a;, D7, a; a pod., lebo kazdy z tychto
symbolov oynacuje sucet a; + as + ... + a,. Tuito skutocénost’ bezne vyjadrujeme slovami,
ze na oznaceni sumacného indexu nezalezi. Uvedieme niektoré d’alsie vlastnosti sumacného

symbolu:

n n n

n
! Analogicky pre sdéin &isel a1, as,. .., an sa pouziva symbol [] aj resp ITh—y ak-
k=1

97



98 KAPITOLA 6. KONECNE SUMY

Dokazy tychto tvrdeni su jednoduché. Napriklad:

D (ar +br) = (a1 + 1) + (az +ba) + -+ + (an + by) =
k=1
=(ar+ag+--+ap) +(br+by+---+by) =

= Zak + Zbk .
k=1 k=1

(Dokazte d’alsie dva vztahy.)

6.2 O scitovani konecnych sim. Konecné sumy vznikajiice z pos-
tupnosti

Sumy tvaru )., _,a, = a1 + as + ...a, nazyvame koneénymi, aby sme ich odliili od tzv.
nekonecnych sim alebo nekoneénych radov » ;| ai, s ktorymi sa stretnete pri stidiu matem-
atickej analyzy.

Samozrejme, aj sucet a; + ag + as, napr. 2 + /3 + 7 je prirodzené nazvat’ koneénou
sumou a naozaj sa tak casto robi. Takymito koneénymi sumami sa vsak budeme zaoberat’
len vynimocne. V centre nasej pozornosti budu koneéné sumy » 7', a,, u ktorych je

(1) n sice konkrétne, ale “velké” (napr. 1+ 1/241/3 + ---+ 1/2000, alebo 1 + 2 + 3 +
-+« 4+ 10001990 takze séitat’ tieto éisla jedno za druhym by trvalo netinosne dlho alebo
by bolo celkom nezvlddnutelné) alebo je

(2) n I'ubovolné prirodzené ¢islo, blizsie neurcené (napr. 1/(1-2)+1/(2-3)+---+1/(n-

(n+1))).

V typickom pripade sa ku koneénym sumam dostaneme nasledovne.

Predpokladajme, ze je dand nejakéd postupnost’ redlnych ¢isel (a;)32,. Hodnota konecnej
sumy Y ,_, ax zavisi od n. Teda koneénd suma nie je ni¢ iné ako ¢len novej postupnosti —
naozaj, postupnosti ¢isel (a;)°; prirad'ujeme novi postupnost’, ktorej n-tym clenom je ¢islo
21 Ok

Ulohou “séftat” koneénd sumu ai + as + ...a, rozumieme “zbavit’ sa troch bodiek”, t.j.
najst’ tzv. uzavretd formulu pre dani sumu. Prikladom séitania konecénej sumy je rovnost’

n-(n—i—l).

142+ .. =
+2+...+n 5

Uloha séitat nejakd koneénu sumu je vo vSeobecnosti zlozitd a je skor vynimkou ako
pravidlom, ak ju dokazeme scitat’.
Naucime sa niekol’ko postupov, ktoré pri takejto tilohe niekedy pomozu.

2Hovorime o redlnych &islach, ale rovnako mozno uvazovat’ koneéné sumy komplexnych &isel a dokonca konetné sumy
akychkolvek objektov, ktoré mozno scitovat’ a pre toto s¢itovanie plati asociativny a komutativny zdkon. Napr. mozno uvazovat’
kone¢né sumy realnych alebo komplexnych funkcii.
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6.3 Niekol’ko trikov

Ukézeme niekol’ko trikov, ktoré obcas pomozu pri sc¢itovani stum.

Metéda “uhadnem a dokazem matematickou indukciou”. Ide o prvy napad, ktory
obvykle dostaneme, ked’ mame vypocitat’ koneénu sumu a; + as + - - - + a, kde n je blizsie
neurcené. Aj v pripade, ze mame vypocitat’ napr. a; + as + - - - + a1000, mOze byt’ vyhodné
ulohu si zdanlivo skomplikovat’ a pocitat’ a; + as + - - - + a,.

Priklad 6.1. Mame vypocitat’ % + 2—13 + 4

i . . . e .
57 1T+ 5997000 Uvazujme o vSeobecnejsej sume

Sp=t oy Loy o 1
) -3 3.4 (n—1)-n"
Potom
1 1
251373
1 1 4 2
%=1372.376" 3
1 1 1 3
Si=ioto gty i T T

Trafneme si vyslovit’ hypotézu, ze S, = "Tfl Jej dokaz matematickou indukciou (je nevyhnutnou sicast'ou
riegenia!) prenechavame éitatelovi. Po vykonani dokazu uz mézeme dat’ odpoved,, ze Sigoo = 999/1000.3

Obrazkové scitovanie. Niekedy (hoci velmi zriedkavo) z vhodne nakresleného obrazka
“vidiet’ 7, ¢omu sa rovna dand konecna suma. Napriklad Obrazok 6.1 by mal citatela (¢i
skor pozeratel'a) presvedcit, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n je

1+3+..+(2n—1)=n"

Vtipne sa sice hovori, ze dany
obrazok s pripisanym vysledkom
predstavuji  “dokaz bez slov” 4,
treba vsSak povedat’, ze obrazok
samozrejme nie je dokaz, a preto by
bolo treba ziskany vzt'ah dokéazat’
matematickou indukciou (urobte).
Vsimnite si tiez, Ze sme mohli
pouzit’ aj nizSie wuvedeny tzv.
Gaussov trik (spolu s dokazom
matematickou indukciou) alebo znalost’
uz dokazaného vzorca pre siucet za
Obr. 6.1: 143+ ...+ (2n— 1) = n? sebou idtcich ¢lenov aritmetickej
postupnosti, pozri 3.1.

= O N ot W

Gaussov trik (metéda “tam a nazad”). S Gaussovym trikom sme sa uz stretli pri
aritmetickych postupnostiach — séitat’ za sebou idice ¢leny aritmetickej postupnosti (od

3Poznamenajme, Ze uvedend tlohu mozno tiez riesit’ metédou teleskopického rozkladu, pozri podkapitolu 6.5.
4V katedrovej kniznici mdme knihu Nelsen: Proofs without words, v ktorej ndjdete mnozstvo takychto prikladov.
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r-tého po s-ty, r < s) mozno tak, ze tito sumu napiSeme dvakrét, raz ako S = a, + a,41 +
<-4 as_1+as raz ako S =as+as 1+ -+ a,.1+a, auvazime, ze a, + as = Q41+ 51 =
-+ =as+a,. Potom2-S = (s—r+1)-(a+as), odkial' vydelenim 2 dostaneme S. Nézov
“Gaussov trik” sme zvolili preto, lebo sa traduje, Ze maly Gauss® v kole takto spocital éisla
od 1 do 100: ©

S=1 42 +...4100
S =1004+99+ .. .4+1 .
Scitanim ¢isel, ktoré sa nachadzaji pod sebou vyjde 2.5 = 100 - 101, odkial’ S = 5050.

Porovnanie dvoch réznych vyjadreni tej istej sumy. V istom zmysle sem patri aj
Gaussov trik, ale tam sa dve vyjadrenia sumy lisili od seba len poradim sé¢itancov. V typickom
pripade sa tie dve vyjadrenia liSia od seba podstatnejsie. Ukazeme to na jednoduchom
priklade, v ktorom treba s¢itat’ za sebou idice ¢leny geometrickej postupnosti.

Priklad 6.2. Sc¢itame S, =1+ 3+ ...3™. Vsimnime si, ze pre 5,11 mame dve rézne vyjadrenia:

Spy1=1+34+...3" 43" =g, +3nt!
Spp1=14+34+...3"+3""'=14+3.5,,

odkial’

S, +3"t=143-5, (6.1)
z ¢oho uz vypoéitame, ze S, = (37! —1)/2.
Ijétovm'cky trik. Ijétovnicky trik spociva v tom, ze v konecnej obdfinikovej tabulke s
¢islami sa sucet “stlpcovych” suétov rovnd stuctu “riadkovych” suctov (jedno i druhé sa

rovnd suctu vsetkych ¢isel v tabulke).” Nejde tu v podstate o ni¢ iné ako o $pecidlny, ale
dolezity, pripad predchadzajicej metody

Priklad 6.3. Séitame S, = a + 2a% + 3a® + ... + na™, a # 1.
Vsimnime si, ze uvedend sumu mozno pisat’ v tvare

. 1—a™ n+1 _
Sy =a+ad+a®>+.. +a" = a- a4 - 4~
1—a a—1
+a2+a3+ +aq" = a2.1_7an—1 — M
1—a a—1
1_an72 anJrl_aS
3 n 3
a otad* = - =
ottt 1—a a—1
o . l—a antt —aqn
1—a a—1 "~

5yvyznamny nemecky matematik

SUcitel vraj chcel mat’ pokoj od ziakov, preto im dal takiito zlhava poctovi ulohu. Bol velmi prekvapeny, ked sa maly
Gauss za chvilu prihlasil so spravnym vysledkom.

"Uétovnici , hlavne v predkalkulackovej ére, scitovali ¢isla v obdiinikovej tabulke kvoli kontrole vzdy dvoma sposobmi.
Najskor vypocitali sacty v jednotlivych riadkoch a tieto stucty scitali. Potom vypocitali sucty v jednotlivych stfpcoch a tieto
sucty znovu scitali. Ak dostali ten isty vysledok ako prvym sposobom, mali vysokiu pravdepodobnost, ze neurobili chybu a
vysledok je spravny.
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takze mame scitat’ ¢isla v obiZnikovej (trojuholnikovej) tabulke. Suma S, je zapisand ako sicet stipcovych
suc¢tov. Nahradime ju sti¢tom riadkovych sictov (v kazdom riadku méame za sebou idice ¢leny geometrickej
postupnosti) Sy. Dostavame

1
Sn:SZ:a_l [(an+1_a)+(an+1_a2)+...+(an+1_an)]
1
:a_l [nan+17(a+a2+“.+an)}
_ 1 na"“—a-an_l :na“’“_a(a”—l)
a—1 a—1 a—1 (a—1)2

Od¢itanie vhodného nasobku od sumy. Na sume z predchadzajiceho prikladu ukazeme
d’alsi trik, ktory sa niekedy d& pouzit’ — od sumy odcitame jej vhodny nasobok. Moze sa
stat’, ze sumu, ktori tak dostaneme, budeme vediet’ scitat’.

Priklad 6.4. Pre a # 1 séitame sumu S, = a + 2a? + 3a® + ... + na™ tak, ze od nej odéftame a - S,,.
Dostaneme

S, =a + 2a%+3a>+ et (n=1Da" 4 na"
—a-S,= —a®> —2a*—3a*—... —(n —1)a"—na"*
a z toho
Sy —aS, =(a+a*>+a*+---+a") —na"t
=a- o’ ~ 1 —na"t .
a—1
Odtial’ uz mame rovnaky vysledok ako predchidzajicou metédou:
1 a” —1
S, = ] na"tt —aq- ]

6.4 Sucty p-tych mocnin prvych n prirodzenych cisel

Naucime sa urcovat’ sumy
SV =1+2+..+n
ST(ZZ) :12_'_22++n2

R L T

Predovsetkym, uz vieme, ze Sr(ll) = %n(n +1). Sumu 87(12) urcime tak, ze do identity

(z+1)° =2 +32>+ 32+ 1
dosadime za x postupne ¢isla n,n — 1,...,1. Dostaneme
(n+1)° = n® +3n* +3n+1
n=m-1°+3n-12+3n-1)+1
n—1P=m-2°+3n-2°+3n-2)+1

3% = 22 4+3.224+43.2+1
23 = 12+3.12+3-1+1
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3

Po sc¢itani tychto rovnost{ dostaneme (vSimnite si, ze kazdy z clenov n?, . .., 3%, 23 sa nachadza

vlavo aj vpravo, teda tieto ¢leny sa vyrusia):

n+1P=13+3-(1*+22+ .. +n)+3-(1+2+...+n)+n,

(n+1)*=1+35% +3SV +n .

Po dosadenf za S5 = sn(n + 1) dostaneme

. 3
(n+1)5:1+357§2)+§n(n+1)+n,

odkial’

380 =(n+ 1) - (n+1) — ;n(n—l— 1)=(n+1) ((n—l— 1)?—1- gn)

3 1
:(n—|—1)<n2—|—2n+1—1—§n>:(n+1)(n2+§n):(n+1) 5
1
zﬁn(n +1)(2n+1),
a teda ]
S@ = én(n +1)(2n+1) .
Sumu S5 vypocitame podobne. Zacneme s identitou
(z+ 1) =2 +42° + 627 + 4o + 1

a vyuzijeme uz zname vzt'ahy pre S a 5P, Vyjde

1
S — ZnQ(n +1)?

(urobte!). Ako kuriozitu si vSimnite, ze S8 = (S,(Ll))z.

Analogicky sa postupuje pri hl'adani S aj pre p > 3.

6.5 Teleskopické sumy

Nech (ag)g2, je postupnost’ a nech S,, = a; + as + ... + a,. Predpokladajme, ze sme nasli
takd postupnost’ (b)), ze

ak:bk+1—bk, ]{?:1,2,
Potom

Sn =a; +az + ... +a,
=(bg = b1) + (b3 — ba) + (bg — b3) + -+ 4 (b — by—1) + (bps1 — by)
:bn+1 - bl .
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Vsimnite si, ze takd postupnost’ (b)), vzdy existuje. Dokonca ich existuje nekoneéne vela,
pricom rozdiel ktorychkolvek dvoch takych postupnosti je konstantna postupnost’. Naozaj,
bl je nejaké, b2 = b1+a1, b3 = bg+a2 = b1+(a1—|—a2), ey bn = bl—l—(a1+a2+. ..Clnfl), e
Problémom vsak v praxi moze byt, ze ziadnu taku postupnost’ nevieme udat’ v uzavretom
tvare, t.j. pomocou predpisu, v ktorom by neboli nestastné “tri bodky”. (Uloha vyjadrit’ b,
v takom tvare je ekvivalentna s tlohou séitat’ sumu S,.) V takom pripade opisovany postup
na sc¢itanie sumy S, vedie “z dazd’a pod odkvap”. Opisovand metéda ma teda prakticky
vyznam len vtedy, ked’ vieme néjst’ b, nejako uhddnutim, bez sc¢itovania sumy S,,.
Uvedieme mozné obmeny uvedeného postupu:

e nijdeme (by)32, tak, ze ap = by — br—1, k =1,2,.... Potom

Sp=a1 +az+---+ay
:(bl_bO)+(b2_bl)++(bn_bn—1):bn_b0

e ndjdeme (by)72, tak, ze ay = by — bry1, K =1,2,.... Potom

Sn =a; +as+ ... +a,
=(by —b2) + (by —b3) + -+ + (b — bpy1) = b1 — brpa

Priklad 6.5. Vypocitajme
S, =1-1142-204---+n-nl.

Ide o sumu S,, = a1 +as + - - - + ay, kde a; = k.k! . Hladdme postupnost’ (by)72 ; tak, aby ar = b1 — by
pre kazdé k= 1,2,.... Vsimnime si, ze

ar=k-kl=(k+1) -kl =bgi1 —br, kdeby, =k, k=12,....
Potom

S, =1-1142-214 ...t n-n
—@2 = 1)+ @B =2+ W =3+ ..+ (n+ D) —nl)=(n+1)—1.

Myslienka teleskopického rozkladu sa da uplatnit’ aj tak, ze sa v sume S,, = a;+as+...+a,
nesnazime vyjadrit’ a; nutne v tvare rozdielu by ; — by, ale v tvare linedrnej kombinacie
niekol’kych (nie nutne dvoch) ¢isel.® Postup ukazeme na priklade.

n n
Priklad 6.6. Vypocitame S,, = > % Vsume S,, = Y ax je ay raciondlna funkcia premennej
k=1 k=1

k. V takych pripadoch je ¢asto uzito¢né rozlozit’ a; na sucet zlomkov s jednoduchsimi menovatelmi, tzv.
parcidlnych zlomkov. Hladame rozklad v tvare

2(k2 + 3k + 3) A B c D

_A 2
T Dk 2(ki3) k& kil Etr2 ki3 (6.2)

8Vo vieobecnosti mozno povedat, ze teleskopické sumy st také sumy, ktorych &leny an s vyjadrené, alebo ich mozno
vyjadrit’ pomocou dvoch alebo viacerych (Casto susednych) ¢lenov nejakej postupnosti (bn). Typickym prikladom je suma
>1/n(n+1) = > (1/n —1/(n + 1)). Vyjadrenie a, pomocou ¢lenov postupnosti (by) sa nazyva teleskopicky rozklad. Pri
vypoéte danej sumy sa niekedy (vlastne len vtedy nazveme sumu teleskopickou) ukéze tzv. teleskopickd vlastnost’ tejto sumy: po
vykonani teleskopického rozkladu ¢lenov sumy sa vacsina s¢itancov navzajom zrusi, ¢o umozni ”zbavit’ sa troch bodiek”. Mozno
si to predstavit’ tak, ze skupiny s¢itancov zodpovedajice jednotlivym ¢lenom a, “ zasivame” do seba a pritom vicSina tychto
séitancov “mizne” podobne, ako sa zstuvaji do seba a miznu jednotlivé diely niektorych d'alekohladov. Anglicky “telescope” =
d’alekohlad, teleskop, ¢okol'vek zastvatelné do seba.
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Hladdme také konstanty alebo tzv. mneurcité koeficienty A, B,C, D, aby tato rovnost’ platila pre kazdé
prirodzené k (pri takychto ilohdch neméme vopred istotu, Ze také konstanty existuji). Najskor odstranime
zlomky. Dostaneme

2k% +6k+6=Ak+1)(k+2)(k+3)+ Bk(k+2)(k+3)+Ck(k+1)(k+3)+ Dk(k +1)(k+2) (6.3)

Na urcenie $tyroch koeficientov A, B,C, D potrebujeme Styri rovnice. Existuje niekolko postupov ako
zostavit’ takéto rovnice.

1. spdsob (rozndsobenie a porovnanie koeficientov): Rozndsobime pravi stranu predchadzajicej rovnice,
upravime ju na tvar polynému premennej k a porovname koeficienty pri jednotlivych mocnindch premennej
k na lavej a na pravej stranej rovnice®. Ked’ to urobime, dostaneme rovnice:

koef. pri k%: ... 0=A+B+C+D

koef. pri k%: ... 2=6A+5B+4C+3D

koef. pri k: ... 6=11A+6B+3C +2D
koef. pri abs. ¢lene: ... 6 =064

Vyriesenim tejto sustavy dostaneme A =1, B=-1,C =1, D = —1.

2. sposob (dosadenie vhodnyjch hodnét k): Styri rovnice pre uréenie neuréitych koeficientov ziskame tak,
ze do (6.3) dosadime styri hodnoty k. Uprednostiiujeme také hodnoty k, ktoré daji ¢o najjednoduchsie
rovnice. V naom pripade je najvyhodnejsie dosadzovat’ k = 0, —1, —2, —3. '© Ked’ to urobime, dostaneme
rovnice:

dos. k=0: ... 6 =6A
dos. k=—1: ... 2=-2B
dos. k=—-2: ... 2=2C
dos. k=-3 ... 6 =—-6D
Dostali sme jednoduchsiu ststavu ako v predchddzajicom pripade. Opét’ dostaneme A =1, B=—-1,C =1,

D=-1.

3. spdsob (kombindcia porovndvania koeficientov a dosadzovania): Mozno postupovat’ aj tak, ze skom-
binujeme predchadzajice dva sposoby. V rovnici (6.3) porovname koeficienty pri k% a absoliitne ¢leny (¢o je
I'ahko aj bez roznasobovania pravej strany). Dalsie dve rovnice neziskame porovnanim koeficientov pri k2 a
pri k (¢o by uz bez rozndsobovania pravej strany bolo ndro¢nejsie), ale dosadenim napr. k = —1 a k = —2.
(Dosadenie k = 0 by dalo td isti rovnicu ako porovnanie koeficientov pri absolitnych ¢lenoch.) Ked’ to
urobime, dostaneme:

koef. pri k3: ... 0=A+B+C+D
koef. pri abs. ¢lene: ... 6=06A

dos. k=—1: ... 2=-2B

dos. k=—-2: ... 2=2C

Odtial znovu A=1,B=-1,C=1, D = —1.

9Vyuzivame tu poznatky z algebry. Ak sa dva polynémy premennej k s redlnymi koeficientami rovnaji pre viac hodnot
k ako je vacsl zo stupniov oboch polynémov (tu sa rovnaji pre vSetky prirodzené k) tak sa potom tieto polynémy rovnaji
”fotograficky”, t.j. maju rovnaké koeficienty pri jednotlivych mocninich k. Pre zaujimavost’ poznamenajme, ze v alebre sa
skiimaji aj polynémy, ktorych koeficienty nie si ¢&isla, ale vSeobecnejsie objekty — prvky tzv. pola. Pre takéto polynémy
uvedené tvrdenie vo vieobecnosti neplati.

10Zdanlivo ide o nezmysel. Pozadujeme, aby (6.3) platilo pre vietky prirodzené k, teraz vSak navrhujeme dosadzovat’ za k
hodnoty, ktoré nie sd prirodzené ¢isla, teda hodnoty, v ktorych ndm nezalezi na tom, ¢i bude (6.3) platit’ alebo nie. Navyse, vztah
(6.2), z ktorého sme vysli pre tieto hodnoty k nie je ani definovany. Korektnost’ ndsho postupu znovu vyplyva z algebraického
poznatku, ze ak sa dva polynémy premennej k s redlnymi koeficientami majdi rovnat’ pre viac hodnot k ako je vacSi zo stupnov
oboch polynémov (tu: polynémy v (6.3) sa maji rovnat’ pre kazdé prirodzené k), je to mozné len tak, ze sa budi rovnat’
”fotograficky”, a teda sa budu rovnat’ vo vsetkych realnych k.
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Kazdym z uvedenych sposobov teda dostdvame (pozri (6.2)):!

2R +3k+3) 11 L1 1
BTk + D)k +2)(k+3) k k+1 k+2 k+3

Pri vypocte pozadovanej sumy S,, = a; +az+...+a, bude vihodny prehl'adny zépis (s¢itance s rovnakymi
menovatel'mi piseme pod seba):

ap=1-141_1
- 1 1.1
2 — 2 +
0 — S G
3 — 3 +
_ [ Y
o= R O
as = 5761777 s
_ 1 1 1 1
NS AU S
o A
an n T nH T nt2 T nt3

S¢itanim konecne dostaneme vysledok:

Na zaver poznamenajme, ze priklad sa dal riesit’ aj Sikovnejsie, a to rozkladom

o — 2k* +3k+3) A N B
B - k+1)(k+2)

k(k+ 1)k +2)(k+3)  k(k+1)

(Dokoncite !)

1 Druhy resp. treti spésob je ¢asto rychlejsi, prvy je viak spolahlivejsi v tom zmysle, ze ak chybne odhadnete tvar rozkladu
pre ag, prvym sposobom to odhalite (ziskand sustava rovnic nebude mat riesenie), druhym resp. tretim sposobom to vsak pri
neStastnom vybere dosadzovanych hodnét k nemusite odhalit’ — ziskand stistava rovnic méze mat’ rieSenie, hoci pozadovany rozk-

2
lad v skutocnosti neexistuje. Napriklad ak si nevSimneme, ze % =1 a nemame dost’ poznatkov o rozkladani raciondlnych
funkcii na sicet parcidlnych zlomkov (budete sa to ucit’ v integralnom pocte), mohli by sme sa snazit’ o rozklad

k2 +k A B

WE+1) kT ReL (6-4)

Roznésobenie a porovnanie koeficientov pri k2 tu dé 1 = 0, takze odhalime, ze taky rozklad neexistuje. Avsak rozndsobenie a
dosadenie napr. k =1a k =2 dé stustavu 2 =2A+ B a 6 = 3A + 2B s rieSenim A = —2 a B = 6. Rozklad

k2 +k

_6
E4+1°

-2
E(k+1) =% T

(6.5)

je vSak nespravny (neplat{ napr. pre k = 3). Ak si to nevSimneme, tilohu vyriesime chybne. Ako teda postupovat? Ponidkame
tri vychodiska: bud désledne pouzivat’ len prvy z uvedenych troch spdsobov, alebo nastudovat’ teériu rozkladov na parcidlne
zlomky (potom budeme vediet’, Zze pokus o rozklad (6.5) je chybny, zlomok na Pavej strane (6.4) nem4 v ¢itateli mensi stupen ako
v menovateli, preto bolo treba najskor vykonat’ ¢iastoéné delenie, ¢o v nasom pripade ukéze, ze sa rovnda 1, a teda netreba nic
rozkladat)), alebo vzdy po néjdeni rozkladu urobit’ skisku sprdvnosti (v nasom pripade jednoduché tpravy (6.5) Tahko ukézu,
Ze (6.5) nemdze platit’ pre vietky prirodzené k).
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6.6 *Abelova transformacia

Tzv. Abelova transformdcial?sa niekedy hod{ na dpravu vyrazov, ktoré majui tvar sumy

D k=1 @

Vsimnime si, Ze ak oznacime Ay = a; + ...ag, tak pre obsah utvaru na Obrdzku 6.2
méame dve rozne vyjadrenia (raz séitame obsahy piatich “zvislych” obdlznikov, raz piatich
“yodorovnych”):

al(bl - bz) = Al(b1 - bz)

(a1 + az)(b2 — b3) = Az(ba — b3)
bl AN B A
by (a1 + a2 + a3)(bs — bs) = As(bs — bs)
b3 T (a1 +az + a3 + as)(bs — bs) = As(bs — bs)
by
bs (a1 + a2+ a3 + as + as)bs = Asbs
\;11 \ZL2 \:13 Gy as

Obr. 6.2: Specidlny pripad Abelovej transformécie (5 séitancov)

5 4
Zakbk = ZAk(bk — bk+1) + A5b5 .
k=1 k=1

Na obrézku bolo a; > 0,7 =1,...,5a by > by > --- > bs. Tieto predpoklady st nepod-
statné, ako ukazuje nasledujica veta (zaroven tvrdenie zovseobecnime na I'ubovolny pocet
s¢itancov).

Veta 6.7. (Abelova transformaécia.) Nech ay,...,a,, by,... b, su lubovol'né n-tice
redalnych c¢isel. Oznaéme A, =a1+---+ag, By =b1+---+by, k=1,2,...,n. Potom plati

n n—1
Z akbk = Z Ak(bk — bk+1) + Anbn
k=1 k=1

n—1
= Z Bi(ag — ags1) + Bray,
k=1
Dokaz. 7 dovodov symetrie dokdzeme len prvia rovnost. Vyuzijeme, ze a; = A; a pre

12Niels Henrik Abel (1802-1829) bol vyznamny nérsky matematik. Dokézal, ze algebraické rovnice piateho stupia sa vo
vSeobecnosti nedajui riesit’ v radikdloch, teda pomocou ”vzorcov” tak ako sa to d4 u rovnic nizsieho stupna. Jeho meno nesie
cely rad viet v algebre, tedrii radov a v integrdlnom pocte. Zil vo velkej biede. Zomrel neobycajne mlady na zapal plic.
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1=2,...,njea; = A; — A;_1. Potom

Z akbk = albl + agbg + a3b3 + -+ an_lbn_l + anbn

k=1
= A1by + (Ay — Ap)by + (A3 — Ag)bs + . ..
-+ (An—l - An—Q)bn—l + (An - An—l)bn
- Al(bl - b2) ‘|— Ag(bg - bg) + ttt + An71<bn71 - bn) + Anbn
n—1
= Ak(bk - bk+1) + Anbn .
k=1
O
Désledok 6.8. Nech ay,...,an4p, b1,...,bnyp st lubovolné (n + p)-tice redlnych cisel.

Oznacme A, = a1 +---+ag, By=b1+---+b,, k=1,2,...,n+p. Potom plati

n—+p n+p—1

Z akbk = Z Ak(bk - bk+1) + An+pbn+p - Anbn
k=n+1 k=n
n+p—1

= Z Ak‘(bk - bk‘-l—l) + An+pbn+p - Anbn+1

k=n+1
n+p—1

= § Bk(ak - a'kJrl) + Bn+pan+p - Bnan
k=n
n+p—1

= E Bk<ak - ak+1) + Bn+pan+p - BnanJrl
k=n+1

Dékaz. Staéi pomocou predchidzajiicej vety vyjadrit sumy > 72 agpby, a > ), axby a odéitat
(dokoncite !). O

Ukazeme pouzitie Abelovej transformécie na odhad sumy a;b; + - - - + a,b,,.

Priklad 6.9. Nech n-tica realnych ¢isel aq,aq,...,a, je takd, ze a1 > ag > -+ > a, > 0. Nech n-tica
redlnych cisel by, bo, ..., b, je taka, ze pre nejaké konstanty c,d € R plati

cgwgd, k=1,2,....,n.

Dokazte, ze potom
clar+ - +ap) <arby+ - +apb, <d(ar +---+ay) .

Tvrdenie dokézeme pomocou Abelovej transformécie. Popri oznaceni By = by + -+ + bx ako vo vete,

zavedieme eSte aritmetické priemery
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Potom podl'a predpokladu je ¢ < B} = % < d. Podla vety mame

arby + ...apb, = Bi(a1 —a2) + Ba(ag —a3z) + -+ Bp_1(an—1 — an) + Bpay,
= Bi(a1 —a2) +2Bj(as —a3)+ -+ (n—1)B)_i(ap—1 — an) + nBa,
<d[(a; —a2)+2(az —az) + -+ (n—1)(an—1 — an) + nay)
=d(a; — ag + 2a3 — 2a3 + 3az — - - — (n — 1)a, + nay)

dlay +as+ -+ ay) .

Odhad zdola sa dokéze tiplne analogicky (urobte!).
sk sk sk ok ok ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk ok ok ok ok sk ok ok

doplnit dalsie metody na odhad sum a;b; + - - - + a,b, (0.i. Cebyéevova nerovnost’)
Skosk skoskosk skosk skeoskosk skosk sk skoskoskoskoskoskok skoskosk

6.7 *Harmonické sicty

Sé¢itajme prvych n ¢lenov postupnosti

111 1
17575717...757... .
Dostaneme ¢éislo
Hn:1+1+1+1+---+1,
2 3 4 n

ktoré nazyvame n-tym harmonickym stuctom. Postupnost’ (H,)5%, je rastica, lebo H, 4 =

H, + #1 > H,. Vypocitajme niekolko jej ¢lenov:
3 11
Hy =1, Hy,= 3= 1,5, Hjz= 5= 1,83..., Hy=2,08..., H;=228.. .

Hodnoty H, rasti pomaly. Napr. Higgooo < 15. Ak budeme trpezlivo pocitat’” d’alej,
dostaneme hodnoty H,, vicsie ako 1007 Vacsie ako 10107
Nasledujica veta ukazuje, ze odpoved’ je kladn4.

Veta 6.10. Postupnost’ (H,)>2 , harmonickych sictov je zhora neohranicend.

Dokaz. Vsimnime si, ze

1+1>1+1 :2.1:1
3 474 4 4 2
1_’_l+l+1>1+1+1+1 :4.1:1
5 6 7 878 8 8 8 g8 2
1+i+i+i+i+l+i+i>i+i+...+l :8.i:1
9 10 11 12 13 14 15 16 — 16 16 16 16 2
a vSeobecne
1 + 1 + 1 +...+i>2n—1.i:1
on—l 41 on-1492  92n-1_,3 2n = 2n 2

To sa déa vyuzit’ na odhad harmonickych sictov:
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ORI I L O I L
2345 6 7 89710 11 12 13 14 15 16"

Hy>1/2
—_———
Hy>2/2
~ Vv
Hg>3/2

-~
Hi6>4/2

Vseobecne (dokdzte matematickou indukciou):
n
HQTLZ—, n:1,2,....
2
Pretoze § > K ak n > 2K, vidime, Ze pre prirodzené n plati:
n

To dokazuje, ze (H,)>, je zhora neohranicend. O

Priklad 6.11. (Ijloha o Cervikovi, diskrétna verzia, [1].) Na jednom konci gumeného lana je cervik.
Dizka lana je 1 km. Cervik lezie po lane konstantnou rychlostou 1 cm/s. Vidy po uplynuti jednej sekundy
lano v okamihu roztiahneme tak, ze jeho dizka sa zvacst o jeden kilometer. Potom pockdme sekundu
(Cervik zatial lezie), zase roztiahneme lano, pockdme sekundu, zase roztiahneme lano atd’. Odhadnite kedy
dolezie cervik na druhy koniec lana alebo zdovodnite, preco tam nikdy nedolezie. (leoha je idealizovani,
matematickd, neargumentujte tym, ze sa lano roztrhne alebo cervik umrie skor ako stihne doliezt’ na jeho
koniec.)

Riegenie. Intuicia ndm hovori, Ze ¢ervik na koniec lana nikdy nedolezie. Nie je to v8ak pravda! Dolezie na
koniec lana, hoci mu to bude trvat’ nesmierne dlho. Vtip je v tom, ze:

1. Pocas roztahovania lana sa nemend relativna poloha Cervika na lane, t.j. nemeni sa 1daj, aki cast
kol’ko percent lana uz ma prelezenych a kolko percent mu eSte ostava preliezt— predlzuje sa totiz ¢ast’
lana pred ¢ervikom aj za Cervikom (presne povedané, relativna poloha ¢ervika v nejakom okamihu je
¢islo, ktoré sa ziska vydelenim diiky lana za cervikom a celkovej dfiky lana v danom okamihu).

2. Ked’ cervik lezie, zlepsuje si relativnu polohu na lane!

Z tejto kvalitativnej tivahy este nevyplyva, ze cervik skutoéne dolezie na koniec lana (mozno si svoju relativnu
polohu vylepsuje tak, Zze sa bude blizit’ napr. len k stredu lana, ale nikdy nedosiahne ani tento stred).
Potrebny je vypocet.

Na zaciatku mé lano kilometer, teda 100 000 cm. V okamihu, ked’ ¢ervik za¢ina liezt’, ma prejdent nulovi
cast’ lana, jeho relativna poloha je vyjadrena ¢islom 0.

Na konci prvej sekundy, v okamihu ked sa este len zberame roztiahnut’ lano, ma prelezeny 1cm, teda
jednu stotisicinu kilometrového lana. Jeho relativna poloha je vyjadrena ¢islom 1/100 000.

Na zaciatku druhej sekundy, v okamihu ked’ sme uz lano prvykrat roztiahli (na celkovd dlzku 2km), je
relativna poloha ¢ervika stéle vyjadrend ¢islom 1/100000 (uz sme povedali, Ze pocas roztahovania lana sa
nemeni relativna poloha).

Pocas druhej sekundy cervik prelezie 1cm, teda jednu dvestotisicinu dvojkilometrového lana. Na konci
druhej sekundy mé teda ¢ervik relativnu polohu 1/100000 + 1/200 000 (z pévodnej 1/100000 si ju zvacsil o
1/200000). Ked potom lano roztiahneme, relativna poloha Gervika sa nezment.

Pocas tretej sekundy cervik prelezie 1 cm, teda jednu tristotisicinu trojkilometrového lana. Na konci tretej
sekundy m4 teda cervik relativnu polohu 1/100 000+1/200 0004 1/300 000. Rovnako je to na zaciatku stvrtej
sekundy, po roztiahnuti lana.
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Pokra¢ujuc takto dalej, dostdvame, Ze na konci n-tej sekundy (teda tesne predtym, ako ideme lano n-ty
krdt roztiahnut’) mé cervik relativnu polohu

GO A PUUE S S — S U U UL [—
100000 ' 200000 ' 300000 n-100000 100000 234 n) ~ 100000

n -
Vezmime teraz prvé prirodzené ¢islo ng, pre ktoré je Hy, > 100000 (také ng existuje, lebo podla Vety 6.10
je postupnost’ harmonickych si¢tov zhora neohranic¢end). Potom

1
100000

H,, >1, (6.6)

¢o znamens, ze pocas ng-tej sekundy lezenia éervik doliezol na koniec lana.'?

Nebudeme hl'adat’ prislusné ng. VSimnime si vSak, ze ho vieme zhora odhadnit’. V dokaze Vety 6.10 sme
totiz ukdzali, ze pre kazdé n je Han > 5. Teda pre n = 200000 bude
200000 1

= 100000, teda 100000 Hs200000 > 1 .

Hs200000 >

Vzhl'adom na (6.6) to znamend, ze ng < 2290000 gekiind.!*

Priklad 6.12. (Sikma veza z tehdl.) ...

Riesenie. ...

6.8 Cvicenia

1. Scitajte koneéné sumy:
() D2y (=1),
(b) Sj_o(k? +1),
(© (Ziook?) +1,
(d) Zn_—Q]‘
2. Scitajte koneéné sumy:
(a) S, =12432+52+ .-+ (2n— 1),
D) Sp=1+7+19+37+---+(Bn?*-3n+1)
3. Séitajte sumu S =1+ 2.2 +3.22 + ... +100.2°? dvomi sposobmi:

(a) uctovnickym trikom,
(b) tak, ze od S odéitate vhodny ndsobok S.

ZovSeobecnite.
4. Seitajte S, = >_;_; 4% dvomi sposobmi:

(a) uctovnickym trikom,
(b) tak, ze od S,, odéitate 3S,.

13 Ak plati ostrd nerovnost’, &ervik stihol pocas mo-tej sekundy este prepadnit’ cez koniec lana (lebo relatfvna poloha 1
zodpovedd koncu lana. Ak plati rovnost’, teda ak Hy,, = 100000, presne na konci no-tej sekundy akurat dolezie na koniec lana.
Mimochodom, je zndme, ze pre ziadne n > 1 nie je H), celym ¢islom. Preto urcite nastane prva moznost.

14To je nepredstavitelne dlhy cas. Aj dizka lana bude vtedy nepredstavitelne velka. Teda ide tu len o rieSenie ulohy v
matematickom, nie v praktickom zmysle slova.
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5. Scitajte konecné sumy:

(a) Sn=m+m+...+m
(b) Sn =Ykt TrerivEeT

() S =2k 1(x/k+2)—2\/k+1+f)
(@) S = Lieen Y/ (k+2)%+ %/k(k+2)+<°’/172

(e) Sp=>1_;log(1+%)

(f) Sn =4, In kH3kt0

6. Scitajte koneéné sumy:

_ 1 1 1
(@) Sn=15+35ts7+  + @I

(b) Sn=35+s5 + 5+ + DG
€ Sn=tm+trmmtmst +m
(d) Sn:ZkﬂW
(€) Su=211 2k211
(f) Sn:Zk:QW
(8) Sn = Yko1 o rieTe

)

_ 3 5 7 2n+1
(h) Sn=3+5+5ma T+

7. Scitajte konecné sumy:

(a) &+ 2+ 3+ + 2. Zovieobecnite.
(b) Sp =1+ §+ T+2+ -+ 5=

(c) Sn=rt31 e

(d) Sn:%+3i+ + @@

(e) Sn= ZZ 2 k2-&:k 2

(0) Su=135+ 553+ e
(8) Sn = Zk 1 314:]22(—;@_1]61_)‘—51

(h) Sn = Yp, e
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Cast’ II

FUNKCIE
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Kapitola 7

Pojem funkcie a zakladné vlastnosti
funkcii

7.1 Pojem funkcie a zakladné vlastnosti funkcii
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Kapitola 8

Elementarne funkcie

8.1 Zakladné elementarne funkcie

Pozri texty na webovej stranke katedry a Poléka.

8.2 Funkcie elementarne a neelementarne

Kazdu funkciu, ktorid dostaneme z konecného poctu zakladnych elementarnych funkcii po-
mocou koneé¢ného poctu operacii suctu, rozdielu, sucinu, podielu a tvorenia zlozenej funkcie,
nazyvame elementarna funkcia (jednej, resp. viac premennych).

Priklad 8.1. (1) Funkcia y = sin(z + /2% — 1) + (2% — 5z + 2) In(z — 2) je elementdrna funkcia (jedne;
premennej).

(2) Funkcia z = cos(zy) — 2% + /y + 1 je elementdrna funkcia dvoch premennych.
(3) Funkcia y = |z| je elementdrna, lebo pre vSetky x € R plati |z| = va2.

(4) Kazdd funkcia, ktord dostaneme z koneéného poctu (nie nutne zdkladnych) elementdrnych funkcif
pomocou koneéného pocCtu operacii suctu, rozdielu, suc¢inu, podielu a tvorenia zlozenej funkcie je tiez
elementarna. Vysvetlite.

(5) Ak funkcie f(x), g(x) st elementdrne, tak funkcia h(z) = f(x)9®), x € D(f) N D(g) N {x € D(f) :
f(z) > 0} je tiez elementarna. Vysvetlite. (Pouzite fakt, ze f(z)9(*) = e9(@)Inf(x)

V d’alSom sa budeme zaoberat’ len elementdrnymi funkciami jednej premennej. Velmi
dolezité postavenie medzi elementarnymi funkciami maju popri zakladnych elementarnych
funkcidch najma tzv. racionalne funkcie, ktorych Specialnym pripadom st polynomické
funkcie.

Polynomické funkcie si definované na mnozine R. Ich najjednoduchsie pripady:

a) konstantna funkcia: f(x) = ay — zaradili sme ju medzi zékladné elementarne funkcie,
jej grafom je priamka rovnobezna s osou x

b) linedrna funkcia: f(r) = a1z + ap. ' Jej grafom je priamka. T4to nemoéze byt

rovnobeznd s osou y. Obvykle sa aj konstantnd funkcia povazuje za linearnu, niekedy
sa vsak pozaduje a; # 0.

de o tradiént “skolski” terminolégiu. Modernejsia a spravnejsia terminolégia je t&, podla ktorej sa funkcie tvaru f(x) =
a1z + ap nazyvaju afinné a len funkcie tvaru f(z) = a1z sa nazyvajui linearne.

117
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c) kvadraticka funkcia: f(z) = asx? + a1x + ag, az # 0 (ak ay = 0, obvykle sa nepouziva
nézov kvadraticka funkcia). Jej grafom je parabola, ktorej os simernosti je rovnobezné
s osou y. Pripomenme, ze metoda doplnenia na tplny Stvorec umoznuje okrem iného
urcit’ suradnice vrcholu paraboly. Napriklad:

y:—3x2+5x—1 13

2 5 X
; 5 25, 1 6
= — xr — — _— _
6 36 ' 3 —1/
- T 12

takze vrchol prislusnej paraboly je [2, 13].

d) kubicka funkcia (polynomicka funkcia 3. stupna): f(z) = azx® + agz? + a1z + a,
a3 # 0. Jej graf ma vzdy stred simernosti (je nim tzv. inflexny bod, podrobnejie
neskor).

Grafy polynomickych funkcii 4. a vyssieho stupna st vo vSeobecnosti nesimerné, len
v $pecidlnych pripadoch existuje stred alebo os stimernosti (napr. u parnych ¢i neparnych
funkeit).
Racionalne funkcie st funkcie tvaru %, kde p(x) a g(z) st polynomické funkcie, g nie
je nulovy polyném. Takato funkcia je definovana tam, kde ¢(z) # 0, t.j. vsade okrem
konecného poctu bodov (korenov polynému ¢). Volbou ¢(z) = 1 dostavame polynomické

funkcie. Dalsie §pecidlne pripady:

a) lomen4 linedrna funkcia: f(r) = 22t ¢ =£ 02 Obvykle sa este pozaduje, aby ad—bc #

T crtd?

0. (Podmienka ad — bc = 0 je ekvivalentnd konstantnosti funkcie f(z) na R\ {—2}.
Dokazte!)

Majme teda

ar +b
= 0 d—bc#0.
f) =S e £0, ad—be#

Grafom takejto funkcie je rovnoosd hyperbola, ktorej asymptoty x = —g, y = 2 st

rovnobezné s osami y, x. Lahko to vyplyva z vyjadrenia

2Pre ¢ = 0 by sme mali linedrnu funkciu, ak by navyse bolo aj d = 0, tak prazdnu funkciu.
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. ! .
ax +b AX? Il A, moinost
/() :cx—l—d
Yex+d)— 4+
N cr+d
a %l—b
¢ cx+d )( '
_a ad—bc 1 <
_E_ c2 .x—kd '

C

a zo znalosti grafu funkcie y = % O ktortd z dvoch moznosti ide, zistite dosadenim
jedného bodu (napr. z = 0, ak patri do defini¢cného oboru f).

b) lomena kvadraticka funkcia: f(z) = %, d# 0, a#0. Jej grafom je hyperbola,

ktorej jedna asymptota (z = —¢) je rovnobezna s osou y, druha je “sikma” .3

V oboch uvedenych Specidlnych pripadoch racionalnych funkcii je graf stimerny podla
stredu — priese¢nika asymptot. Grafy inych racionalnych funkcii st vo vSeobecnosti nesimerné.

Casto pouzivanymi elementarnymi funkciami v matematickej analyze st tzv. hyperbolické
funkcie.

Hyperbolické funkcie. Budeme sa zaoberat’ len hyperbolickymi funkciami so zdkladom
e=2,71828 ... (iracionélne ¢islo, ktoré je zdkladom prirodzenych logaritmov). ¢ Ide o tieto
funkcie:

a) hyperbolicky sinus

b) hyperbolicky kosinus

c¢) hyperbolicky tangens

sinh(z) e*—e™”
tgh(z) = = R
gh() cosh(xz) e +e®’ S

d) hyperbolicky kotangens

h X —X
cotgh(z) := cosh(z) _cre , xeR\{0}.

sinh(z) e*—e™®

3D4 sa ukézat), Ze tato asymptota mé rovnicu y = gx+ bd;%.
4Hyperbolické funkcie sa daji definovat’ s ubovonym zdkladom a > 0, a # 1 namiesto e. Ich grafy sa podstatne zmenia, ak
vezmeme 0 < a < 1 namiesto ¢isla e, ktoré je vicsie ako 1.
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YA oy sinh X M y =gh ¥
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Obr. 8.1: Grafy hyperbolickych funkcii

Hyperbolické funkcie maju cely rad vlastnosti, ktoré si analogické vlastnostiam gonio-
metrickych funkcii. Samostatne odvodte aspon to, ze pre kazdé x,y € R plati:

sinh(z + y) = sinh(z) cosh(y) + cosh(x) sinh(y),
cosh(x + ) = cosh(z) cosh(y) + sinh(z) sinh(y),
cosh?(z) — sinh?(z) = 1,
sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(x) .

Dovod, preco sa tieto funkcie volaji hyperbolické, je v tom, ze podobne ako x = a cost,
y = asint je parametrické vyjadrenie kruznice (mnozina bodov [acost,asint], t € R je
kruznica z? + y?> = a?), je ¥ = acosht, y = asinht parametrické vyjadrenie hyperboly
2?2 — y? = a? (odvodte !).

Poznamenajme este, ze inverzné funkcie k hyperbolickym sa volaji hyperbolometrické.

Mnozina vetkych elementarnych funkcii sa deli na dve podmnoziny - na elementarne
algebraické funkcie a elementarne transcendentné funkcie. Definicie st nasledujtce.

Elementarna funkcia y = f(x) sa vola algebraicka na (intervale alebo celom svojom
definiénom obore) J, ak na J spliia nejaki algebraicki rovnicu P(z,y) = 0, teda ak existuje
polynomickd funkcia P(x,y) dvoch premennych ° takd, ze funkcia y = f(x) splita vztah

Spriklad: P(z,y) = x2y® — 3zy? + 22y — 5y% + 2
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P(z,y) =0, t.j.
Pz, f(x))=0, ze€J.

Funkcia y = f(z) sa nazyva transcendentnd, ak nie je algebraicka.
Priklad 8.2. (1) Kazdd polynomickd funkcia p(z) je algebraickd, lebo je rieSenim rovnice (s nezndmou y)
y—p(x)=0
a P(z,y) =y — p(z) je polynomické funkcia dvoch premennych.

(2) Vseobecnejsie, kazdd raciondlna funkcia f(x) = % je algebraickd, lebo je rieSenim rovnice

q(z)y —p(z) =0
(Pritom P(z,y) = q(x)y — p(z) je polynomickd funkcia dvoch premennych.)

Algebraické funkcie, ktoré nie si racionalne, sa nazyvaji iracionalne. Mame teda takéto
rozdelenie elementarnych funkeii:

’ elementdrne funkcie ‘

’ elementarne algebraické f. ‘ ’ elementérne transcendentné f.

racionalne f. iracionalne f.

Priklad 8.3. Funkcia y = /z, z € (0, +0) je zrejme elementdrna. Je to algebraicka funkcia, pretoze spiﬁa
rovnicu
v —x =0, z¢€/0,+o0)

(kde y? — z je polyném dvoch premennych). Tvrdime, 7e je to iraciondlna funkcia. Dokézeme to sporom.
Predpokladajme, ze
_ p(x) _ _
V= @’ z € (0,+00), stp(x)=n>0, stglz)=m>0.
q(zx

(Spor, ktory dostaneme, bude trochu pripominat’ spor zo zndmeho dokazu iracionality ¢isla v/2.) Mozeme
predpokladat’, ze p(x) a g(z) nemaji spoloéného Einitel'a tvaru z¥, k > 0, v opaénom pripade by sme nim
vykratili. Mame

q2($) C = pZ(x)v (S <07+OO)7

takze z|p?(x) (z delf p?(z)). Z toho vyplyva, ze x|p(z) (t.j. p(x) ma nulovy absolitny ¢len), teda (nenulovy)
polyném p(z) je stupiia aspon 1 a

p(z)=z-s(z), sts(z)=n—-1,n>1.
Ak dosadime do predchadzajicej rovnosti, dostaneme
P) =2 ) .
Odtial z|¢?(x), takze z|q(x). Podobne ako vyssie,
g(z) =z -r(x), stri@)=m—-1,m>1.

Dostali sme, ze p(z) a g(x) maji spolo¢ného ¢initel'a x. To je spor s predpokladom.

6Vsimnite si, ze takych rovnic sa d4 vymysliet’ vel'a, a to aj vyssiecho stupiia vzhladom na y, napr. ¢%(z)y? — p?(z) = 0.
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Je zname, ze exponencialne, logaritmické, goniometrické, cyklometrické, hyperbolické a
hyperbolometrické funkcie su transcendentné. K dokazu tohto tvrdenia su vSak potrebné
znalosti, ktoré zatial’ nemame (napr. poznatky o limitach).

Na zaver tejto Casti poznamenajme, ze nie vSetky funkcie si elementarne. Uvedieme
niektoré dolezité neelementarne funkcie.

Funkcia cela cast’. Celd cast’ redlneho ¢isla x sa obvykle oznacuje [z] alebo novsie |z] a
definuje sa ako najvacsie celé ¢islo neprevysujuce x. Teda

[zl=ne nmeZAn<z<n+1).

Napriklad [3] = [7] = 3, [-3] = =3, [-7] = —4. Niektoré kalkulacky maji tuto funkciu
oznacenu "INT” | byva v8ak zabudovand inak (pre zaporné hodnoty), napr. [—n] dostaneme
na display ako —3 miesto spravneho —4, lebo kalkulacka miesto ¢isla [—n] pocita —[r] = —3

Funkcia neceld Cast’. Neceld cast’ x sa zna¢i {z} a definuje vzt'ahom

{z} =2 — 2] .

G 4
—- . ,g=[_x]
—o -3
*—o y
¥
y=1{x}

) | a4

Obr. 8.2: Grafy celej a necelej casti

Funkcia signum je definovana predpisom
Vsimnite si, ze

x, ak x>0
2| =

—1, akx <0 —x, akx <0

sgn(z) =40, akx=0 = max(z, —)
1, akxz>0. =z - sgn(x)
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a tiez

ke i

xY

A

,&:IX'

xY

r = |x|-sgnx.

Pozor, nie je pravda, ze sgn(z) = % = % (je to pravda len pre x # 0). 7

Charakteristicka funkcia mnoziny A C R je definovana predpisom

(z) 1, akze A
€Tr) =
XA 0, akz¢ A.

Dirichletova funkcia je definovana predpisom

1, akzeQ

D<I>ZXQ("E):{()’ ak z € R\ Q.

Riemannova funkcia je definovana predpisom

{é, ak © = ’5’, kde zlomok 2 je v zédkladnom tvare

R(z) = 0, akzeR\Q. !

Napriklad R(v2) =0, R(2) = R(3) =4, R(-%) = R(F) =

6

W=

8.3 Transformacie grafov funkcii

Bude odprednasané. Je to aj v Polakovi, aspon ciastocne.

7Ostatne, keby to bola pravda na R, bola by funkcia sgn(z) elementérnou.
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Kapitola 9

Realne funkcie realnej premennej a
ich vlastnosti

9.1 Ohranicenost’ funkcii

Definicia 9.1. Nech f: A — R (A je hocijakd mnozina, nie nevyhnutne podmnozina R).
Povieme, ze dand funkcia je

a) zdola ohranic¢end (zhora ohranicend, ohranic¢end), ak mnozina jej hodnot {f(x) : = € A}
je zdola ohrani¢end (zhora ohrani¢end, ohranicend),

b) neohranic¢end (zdola neohranic¢end, zhora neohranic¢end), ak nie je ohrani¢ena (ak nie je
zdola ohrani¢end, ak nie je zhora ohranicena).

Teda f je zdola ohranicend, ak (3D € R)(Vx € A)(D < f(x)) a je zhora ohranicend, ak
(3H € R)(Vz € A)(f(z) < H). Funkcia f je ohranicend, ak

(3D € R)(3H e R)(Vz € A)(D < f(z) < H) .

alebo, ¢o je to isté,
(3K € R)(Va € A)(|f(2)| < K) .

Podobne ako u postupnosti, ¢isla D, resp. H s horeuvedenymi vlastnost’ami sa volaju dolné,
resp. horné ohranicenie funkcie f.

Poznamky:

— Vsimnite si, ze funkcia je ohranicend vtedy a len vtedy, ked’ je ohrani¢ena zdola aj
zhora.

— Ak D je dolné ohranicenie funkcie f, tak aj kazdé cislo < D je jej dolné ohranicenie.
Ako je to s hornymi ohrani¢eniami?

— Ak f,g: A — R st ohranicené, tak aj f + ¢ je ohranicena. To vyplyva z toho, ze

[f(2)] < Ky Ag(a)| < Ko = [f(2) + g(@)] < [f(2)] + [g(2)] < K1+ K

— Ak f,g: A — R st ohranicené, tak aj —g, f - g, f — g si ohranicené. Zdovodnite.
— Pozor, podiel ohrani¢enych funkcii nemusi byt’ ohrani¢end funkcia. Napr. na intervale
(1,+00) funkcia 1+ = x nie je ohranicend, hoci funkcia v ¢itateli aj funkcia v menovateli na

x
tom intervale ohranicené su.

125
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Definicia 9.2. Nech f : A — R anech B C A. Povieme, ze funkcia f je zdola ohranicend na
mnozine B, ak zuzena funkcia g = f|p je zdola ohranicend, t.j. ak (3D € R)(Vz € B)(D <

f(z)).

Podobne pre ohrani¢enost’ zhora a pre ohranicenost’.
Ak porovname obe definicie, vidime, ze povedat’ o funkcii f : A — R, Ze je ohranicena,

je to isté ako povedat’, Ze je ohrani¢end na svojom definicnom obore A. Podobne pre
ohranic¢enost’ zdola a ohranic¢enost’ zhora.

Priklad 9.3. Funkcia f(xz) = e® nie je ohrani¢end (lebo nie je zhora ohranicend) ale je ohraniend na
intervale (—oo, 1), dokonca na kazdom intervale (—oo, ¢), ¢ € R.

Priklad 9.4. Funkcia f(x)

= % nie je ohranic¢end ani zhora ani zdola, ale pre kazdé € > 0 je ohranic¢ena na
mnozine (—oo, —¢) U (g, +00).

Priklad 9.5. VysSetrite ohranicenost’ funkcie

2 +x+6
Riesenie.
Upravime predpis pre funkciu:
> +x+1+45 5
f@) ==y~ V2, 3"
(x+3) +3
Pretoze pre kazdé = € R je
1 2 L3238
o 22
2 4 = 4°
pricom rovnost’ sa nadobuda (v ¢isle x = —1/2), vidime, ze D(f) = R, funkcia f je ohranic¢end zdola (pre

kazdé = € R je totiz f(z) > 1) a je ohrani¢end aj zhora, lebo

2 2
<1+ BRI

fl) =14 ——5— <
@rpTes ok E

Priklad 9.6. Vysetrite, ¢i je funkcia f(x) = x sinx ohranicend zhora.

RieSenie.

Zrejme D(f) = R. Funkcia x je zhora neohrani¢end a v bodoch, v ktorych je sinz = 1, plati f(z) = «.
To nas vedie k nasledujiicemu rieseniu.

Oznacme zp = 5 + 2km, k € Z. Potom

Flaw) = (g + 2k7r) sin (g + 2k7r) - g + 2% .

Pre kazdé H € R existuje také k € Z, ze f(xy) > H (lebo 5 42km > H plati pre kazdé redlne k > i(H— 7)
a medzi takymi ¢islami sa ndjdu aj celé ¢isla). To znamend, Ze f je zhora neohranic¢end.

9.2 Monoténnost’ funkcii

Definicia 9.7. Nech A C R. Povieme, ze funkcia f : A — R je
a) rastuca, ak (Voy, 2o € A)(21 < 22 = f(x1) < f(22)),

b) klesajica, ak (V1,20 € A)(21 < 22 = f(x1) > f(x2)),
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¢) nerastica, ak (Vay,z0 € A)(x) < 29 = f(21) > f(22)),

d) neklesajuica, ak (Vzy, 20 € A)(x1 < 20 = f(x1) < f(22)).

e) rydzomonoténna, ak je rastica alebo klesajica,

f) monoténna, ak je rastiica, klesajica, nerastica alebo neklesajica.

Vsimnite si, ze ak je funkcia rastica, tak je aj neklesajiuca a ak je klesajuca tak je
aj nerastica. Obratené implikdcie vo vSeobecnosti neplatia (uved'te priklady). Existuji
funkcie, ktoré su sicasne nerastice aj neklesajuce. Takymi si konstantné funkcie a pretoze
nerovnosti f(x1) > f(z2) a f(z1) < f(xg) ddvaju f(x1) = f(z2), ziadne iné. Funkcia nemoze
byt’ sicasne rastuca aj klesajuca, ak jej definiény obor obsahuje aspon dve ¢isla (vysvetlite).
Ak vsak f: A — R a mnozina A (definiény obor funkcie f) obsahuje jediné ¢islo, tak f je
zaroven rastica aj klesajuca. V definicnom obore f sa totiz nedaju néjst’ dve cisla 1 < x5 a
preto kazdy vyrok (Vay,zo € A)(x1 < 29 = ...) je pravdivy. Rovnakd dvahu mozno urobit’,
ak D(f) =0, teda ak f je tzv. prdzdna funkcia.

Veta 9.8. Nech A, B C R a nech g : A — B, f: B — R. Potom pre zloZeni funkciu
fog:A— R plati:

a) g rastica, f rastica = f o g rastica,

b) g klesajuca, [ klesajica = f o g rastica,
c) g rastica, f klesajica = f o g klesajica,
d) g klesajica, f rastica = f o g klesajica.

Dékaz. Dokazy vsetkych styroch tvrdeni si podobné, dokdzeme preto len b). Nech zq, 25 € A
su také, ze x1 < x5. Potom g(x1), g(x2) € B a z klesajicosti g médme g(z1) > g(x2). Pretoze
f je klesajica, dostavame f(g(z1)) < f(g(z2)), ¢o dokazuje rasticost’ kompozicie fog. O

Podobné tvrdenia mozno dokazovat’ aj ak priberieme do uvah neklesajice a nerastice
funkcie. Napr. kompozicia klesajiicej a nerastiicej funkcie je neklesajica funkcia (premyslite
si to!).

Vsimnite si d’alej, ze napr. ak f je napr. rastica, tak —f je klesajiuca. V zasade vsak

1 1 1

ni¢ nemozno tvrdit’ o monoténnosti funkcie 7. Napr. f(z) = z je rastica ale ;(z) = ¢

definovand na R \ {0} nie je monoténna. Plati totiz —1 < 1 <2 a f(—1) < f(1) > f(2).

Definicia 9.9. Nech A C R. Povieme, ze funkcia f : A — R je rastiica na mnozine B C A,
ak zizend funkcia g = f|p je rastica, t.j. ak (Vry, e € B)(21 < 23 = f(x1) < f(22)).
Podobne pre d’alsie druhy monoténnosti.

Priklad 9.10. Funkcia f(z) = 1 je klesajtica na (—o0,0) aj na (0,400). Ako sme vsak videli vyssie, napriek
tomu nie je klesajuca!

Priklad 9.11. Funkcia f(x) = tga mé kazdd “vetvu” rasticu, ale nie je rastica na celom defini¢nom obore!
To je typicka studentska chyba — Studenti ¢asto tvrdia, ze tangens je rastica funkcia.

Priklad 9.12. Funkcia f(x) = sinz je na niektorych intervaloch rastiica a na niektorych klesajica. Tvrdit’
v8ak, ze funkcia sinus je “aj rastica aj klesajiica” (ako to niekedy Studenti tvrdia) je vSak nezmysel! Vyssie
sme uz hovorili, ze jedine funkcie s najviac jednoprvkovymi definiénymi obormi st rastica a zaroven klesajuce.
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Priklad 9.13. Funkcia f(z) = sinz je na niektorych intervaloch rastica a na niektorych klesajica. Tvrdit
vsak, ze funkcia sinus je “aj rastica aj klesajiica” (ako to niekedy Studenti tvrdia) je vSak nezmysel! Vyssie
sme uz hovorili, ze jedine funkcie s najviac jednoprvkovymi definiénymi obormi si rastica a zaroven klesajuce.

Priklad 9.14. Funkcia (pozor, to nie je Dirichletova funkcial)

z, akxeQ
f(:z:):{ 0, akzeR\Q

nie je monoténna, je vSak rastica na mnozine Q a konstantnd (teda neklesajiica a zdroven nerastica) na
mnozine R\ Q.

Vysetrit’ monoténnost’ funkcie oby¢ajne neznamend len zistit’, ¢i je alebo nie je monoténna
(a urcit’ druh monoténnosti), ale aj ndjst’ maximéalne intervaly monoténnosti.

Priklad 9.15. VySetrite monoténnost’ funkcie f(z) =z + 1.

9.3 Extrémy funkcii

9.4 Symetrie grafov funkcii

Bude odprednéasané. Parnost’ a neparnost’ sa najde aj v Polakovi.

9.5 Periodické funkcie

V tejto kapitole sa silne pridrziavame [2]. Pod pojmom funkcia tu budeme rozumieme redlnu
funkciu s definicnym oborom D(f) C R. Cislo znamend reélne ¢islo.

Definicia 9.16. Cislo T sa nazjva periddou funkcie f s definiénym oborom D(f), ak pre
kazdé = € D(f) plati:

(1) x4+ T € D(f),
(2) =T € D(f),
(3) f(x+T) = f(z).
Funkcia f sa nazyva periodickd, ak ma aspon jednu nenulovi periédu T

Vsimnite si, ze T' = 0 je automaticky periddou kaZdej funkcie. Bez poziadavky nenulovosti
periddy v definicii periodickej funkcie by sme teda dostali vel'mi nerozumnu definiciu — kazda
funkcia by bola periodickd.

Pozorného ¢itatel’a by malo zarazit’, ze v definicii sa nepozaduje, aby platilo aj

4) flz =T) = f(x).

Dovod spociva v tom, ze tato podmienka je splnend automaticky. Mohli by sme ju teda do
definicie zaradit’, ale je to zbytocné (ak overite (1), (2), (3), nie je uz potrebné overovat’ (4)).
Plati totiz nasledujtica veta.

Veta 9.17. Nech T je peridda funkcie f. Potom pre kazdé x € D(f) plati f(x —T) = f(x).

LVsimnite si tiez, ze pre funkciu s prazdnym definiénym oborom je kaZdé &islo periédou, teda je to periodicka funkcia.
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Dokaz. Nech x € D(f). KedZze T je peridda, podla podmienky (2) aj x —t € D(f). Potom,
vd’aka tomu, ze T je peridda a ¢islo = —t patri do D(f), podl'a podmienky (3) (aplikovanej na
x—T namiesto z) plati f((x—T)+7T) = f(x—T). Teraz uz staci uvazit, ze (+—71)+71 = x,
aby sme dostali f(z) = f(x —T).2 O

Priklad 9.18. Asi najznamejsim prikladom periodickej funkcie je funkcia sinus definovana
na R. Kazdy stredoskoldk by si mal zo skoly pamatat’, ze funkcia sinus je periodickd s
periédou 27 (pre kazdé x € Rjeaj z =T € R a sin(z + 27) = sinz).?

Vsimnite si, ze zizend funkcia sin |(g 4o0) nema periédu 7' = 27 (pre x = 0 nie je splnena
podmienka (2) z Definicie 9.16).4

Varovanie. Upozornujeme citatela, ze niekedy sa v odbornej literatire uvadza ina definicia
periédy: “Cislo T' sa nazyva periédou funkcie f, ak pre kazdé z € D(f) plati, ze z+T € D(f)
a f(x+T) = f(z) (a funkcia sa nazyva periodickd, ak ma aspon jednu nenulovi periédu).”
Tato definicia vSak nie je ekvivalentna s nasou. Naozaj, podla tejto definicie by napriklad
funkcia sin |(g 10y mala periédu 27. Nepovazujeme tiito definiciu za vhodni a preto budeme
pouzivat’ povodnu Definiciu 9.16.

Veta 9.19. Nech f md periddu T a nech x € D(f). Potom x+nT € D(f) pre kazdén € Z.

Veta samozrejme nehovori ni¢ netrividlne ak 7' = 0. Ak si uvedomime, ¢o hovori pre
T # 0, hned” ako dosledok dostavame nasledujice tvrdenie.

Dosledok 9.20. Definicny obor periodickej funkcie je zhora aj zdola neohranicenyj.

Veta 9.21. Ak f je periodickd funkcia, tak pre kazdé cislo a € R plati, Ze rovnica f(z) = a
bud’ nemd korene alebo md nekonecne vel'a korenow.

Doékaz. Podla predpokladu ma f periodu T # 0. Ak a nepatri do oboru hodnot funkcie f,
uvedend rovnica nem4 rieSenie. Ak a patri do oboru hodnét, teda ak existuje také z € D(f),
ze f(x) = a, tak potom aj f(x + nT) = a pre kazdé n € Z. ]

Dosledok 9.22. Periodickd funkcia nemaoze byt’ prostd, teda nemaoze byt’ ani rydzomonotonna
(na celom svojom definicnom obore).

Veta 9.23. Nech f je periodickd funkcia s periodou T a nech J C R je interval tvaru
J={(a,a+T) alebo J = (a,a + T).

(a) Ak f je ohranicend zdola (ohranicend zhora, ohranicend) na mnozine J N D(f), tak
potom f je ohranicend zdola (ohranicend zhora, ohranicend) na celom D(f).

(b) Ak f je konstanind na mnozine J N D(f), tak potom f je konstantnd na celom D(f).

Dokaz. (a) Nech napr. nerovnost’ f(xz) > M plati pre z € (o, a+T)ND(f) (ostatné pripady
prenechame na ¢itatel'a). Potom vd’aka rovnosti f(z +n.T) = f(x), n € Z tato nerovnost’
plati aj pre vsetky x € (o« +n.T,a+ (n+1).T) N D(f), n € Z. KedZze kazdé ¢islo x € D(f)
patri do niektorej z tychto mnozin,® je nerovnost’ f(x) > M splnend pre vietky x € D(f).

(b) Dékaz prenechdme na citatel’a. ]
28trucne: Ak x € D(f) tak aj x — T € D(f) a potom f(z) = f((x = T)+T) = f(x — T).
3Presvedéte sa, ze aj ¢isla T = —2m a T» = 4 st periédy tejto funkcie.
4Iste Tahko ukézete, ze ani T = —27 a dokonca ziadne nenulové &islo nie je periédou funkcie sin |<0’+OO).

5Reélna os je zjednotenim intervalov (o + n.T,a + (n + 1).T), n € Z, preto D(f) je zjednotenim mnozin (o + n.T, o + (n +
1).T)N D(f), n € Z.
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Uz sme hovorili, ze 27 je periédou funkcie sinus. Ale zrejme aj —2m, 4w, —4n, ... su
periody funkcie sinus. Pre konstantnid funkciu definovani na R st dokonca vsetky cisla
periédami. Pre funkciu f(x) = 2? je len ¢&islo 0 periédou. Nasledujiica veta opisuje vlastnosti
mnoziny Per(f) vsetkych periéd funkcie f.

Veta 9.24. Nech f je funkcia. Potom

(1) 0 € Per(f),
(2) T € Per(f) = —T € Per(f),

(3) 1,71, € Per(f) = 11+ 15 € Per(f)
Z toho matematickou indukciou vyplyva
(4) T € Per(f) = {nT: n e Z} C Per(f).

Dokaz. (1) O tom sme uz hovorili (ak z € D(f) tak x 20 € D(f) a f(z +0) = f(x)).

(2) Nech T' € Per(f). Dokazeme, ze aj —T je periéda f. Nech x € D(f). Potom
aj v+ (=T) =2 —T ax — (=T) = x + T patria do D(f) (lebo T je periéda). Dalej,
flx+(=T)) = f(x —T) = f(z) (lebo T je periéda a plati Veta 9.17).

(3) Nech Ty,Ty € Per(f). Aby sme dokdzali, ze T} + Ty € Per(f), zvolme I'ubovolne
x € D(f) a dokazujme, ze ¢islo T) + T + 2 m4 tri vlastnosti z Definicie 9.16.

Pretoze Ty € Per(f), je x + 11 € Per(f). Potom vsak aj x + (11 +T3) = (x +T1) + 15 €
D(f), lebo T, je periéda. Podobne sa dokaze, ze aj x — (11 + T3) € D(f). Konecne,
flea+ (T + 1)) = f((x+T1) +Ts) = f(x+T1) = f(x), lebo T} je peridda aj T5 je peridda.

(4) Dokaz nechdme na citatel’a. O

Veta 9.24 ukazuje, ze mnozina Per(f) mé pekné algebraické vlastnosti.® Speciélne, z
vlastnosti (2) vyplyva, ze ak f mé nenulovi periédu (teda ak f je periodickd), tak mé
aj kladni periédu. Medzi kladnymi prvkami mnoziny Per(f) moze ale nemusi existovat’
najmensi.

Definicia 9.25. Najmensiu kladn periédu funkcie f (ak existuje) budeme nazyvat’ zakladnd
peridoda funkcie f(z). Oznacovat’ ju budeme w(f).

Priklad 9.26. Nech ¢ € R. Pre konstantnu funkciu f(z) = ¢, x € R je Per(f) = R a
zédkladnd peridda w(f) neexistuje.

Priklad 9.27. Nech f je funkcia neceld cast’, teda f(x) = = — [z], v € R (nakreslite si
graf funkcie f). Potom f je periodickd napr. s periddou 1. Zrejme Per(f) = Z, zakladnou
periédou je w(f) = 1.

Vsimnime si, ze v tomto priklade je mnozina Per(f) tvorend prave vsetkymi celo¢iselnymi
nasobkami zédkladnej periody. Nasledujica veta ukazuje, ze to nie je ndhoda.

Veta 9.28. Nech f(x) je periodickd funkcia so zdkladnou periddou w(f). Potom
Per(f) ={z-w(f),z € Z} =w(f)-Z.

SKed sa v algebre nauéite pojem grupy, zistite, ze Vetu 9.24 mozno struéne preformulovat’ takto: MnoZina Per(f) je
podgrupou grupy (R, +), teda je to komutativna grupa vzhladom na séitovanie. Podgrupy grupy (R, +) s rozne, uvedieme len
niektoré jednoduché: {0}, R, Q, Z, ¢-Z := {c.z : z € Z}, kde ¢ je l'ubovolné pevne zvolené redlne ¢islo, {i - /2 + jm : 4,5 € Z}
ai. Je zndme, ze aj obratene, pre kazdui podgrupu G grupy R existuje funkcia f : R — R, pre ktord Per(f) = G.
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Dékaz. Nech f(x) mé zakladni periédu w(f). Podl'a Vety 9.24(4) vieme, ze w(f)-Z C Per(f).
Este treba dokazat’, ze ak T € Per(f), tak T' = 2z - w(f) pre nejaké z € Z.

Nepriamo. Nech nejaka periéda T' funkcie f(z) nie je celo¢iselnym nasobkom zékladnej
periody w(f). Mobzeme predpokladat’, ze T' > 0 (ak totiz T € Q(f), T < 0 a T nie je
celo¢iselnym nasobkom w(f), tak potom —T € Q(f), =T > 0 a —T nie je celociselnym
nasobkom w(f); teda ak T by bolo zédporné, nahradili by sme ho kladnym 7™ = —T).

Kedze T > 0 nie je celo¢iselnym nasobkom w(f), existuje nezaporné ¢islo a € Z také, ze
T patri do intervalu (a-w(f),(a+ 1) -w(f)). Pretoze T € Per(f) a aj w(f) € Per(f), podla
Vety 9.24 je aj p = T — a.w(f) € Per(f). Ale p € (0,w(f)), €o je spor s tym, ze w(f) je
zakladnd periéda funkcie f. m

Ak periodicka funkcia f nemd zékladni periédu, tak Per(f) je hustd v R, tj. kazdy (nede-
generovany) interval v R obsahuje prvok z Per(f).” Nebudeme to dokazovat’. Upozoriiujeme
vsak, ze s takou situdciou sme sa uz stretli v Priklade 9.26. Uvedieme menej trividlny priklad.

Priklad 9.29. Pre Dirichletovu funkciu

1, akzre@
f(x)—{()’ ak z € R\ Q

st periddami prave vSetky raciondlne ¢isla.
Najskor dokazeme, ze ak r € Q, tak r je peridda. Nech x € R. Chceme dokéazat’, ze

fla+r) = (). (9.1)

Rozlisime dva pripady. Ak z € Q tak aj z +r € Q (sicet raciondlnych ¢isel je racionélne
¢islo) a teda na oboch strandch dokazovanej rovnosti (9.1) sd jednotky. Ak z € R\ Q tak aj
z+r € R\ Q (sucet iracionalneho a racionalneho ¢isla je iraciondlne ¢islo) a teda na oboch
stranach dokazovanej rovnosti su v tomto pripade nuly.

Teraz este dokdzeme, ze ak i € R\ Q, tak ¢ nie je periéda. To je zrejmé z toho, ze
1= f(0) # f(0+4) =0.

Dokézali sme, ze Per(f) = Q. Pretoze medzi kladnymi raciondlnymi ¢islami neexistuje
najmensie, w(f) neexistuje. Dirichletova funkcia teda nem4 zékladnu periédu. (Vsimnite si,
ze mnozina Per(f) = Q je hustd v R, lebo medzi kazdymi dvomi redlnymi ¢islami existuje
raciondlne ¢islo.)

Priklad 9.30. Neexistuje funkcia f(z), pre ktora Per(f) = R\ Q. Vyplyva to z faktu, ze
mnozina iraciondlnych ¢fsel nemd vlastnosti z Vety 9.24.% Staci si véimnut, ze 0 ¢ R\ Q,
takze nie je splnend uz vlastnost’ (1).

Zopakujme:
Pre I'ubovol'nu funkciu f si dve moznosti:

(1) Funkcia f nie je periodickd, tj. len ¢islo 0 je jej periddou. Priklad: f(x) = 3.

"To 3pecidlne znamend, ze funkcia f(x) ma Pubovolne malé kladné periédy. To ma dva zaujimavé désledky. Po prvé, D(f)
je mnozina hustd v R. Po druhé, v kazdom (nedegenerovanom) intervale J na redlnej osi nadobuida funkcia f(z) vSetky svoje
funkéné hodnoty, tj. f(J) = f(D(f)).

8R \ Q nie je grupa.
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(2) Funkcia f je periodickd, tj. mé nejaku periédu 7' réznu od nuly. V takom pripade podla
Vety 9.24 aj vsetky celociselné ndsobky periddy T si periédami funkcie f (netvrdime
viak, ze len ¢isla nT', n € Z si periédy). Su dva podpripady:

(2a) Existuje zakladna peridéda w(f), potom Per(f) = w(f) - Z. Priklad: f(x) =

xr — [x].
(2b) Neexistuje zdkladna peridda (potom Per(f) je husta v R). Priklad: Dirichletova
funkcia.

Uz vieme dost’ na to, aby sme presne opisali mnoziny periéd zédkladnych goniometrickych
funkcii. Skor nez budete citat’ d’alej, znovu si pozrite Vetu 9.28.

Veta 9.31. Funkcie f(x) = sinz a g(x) = cosz st periodické so zdkladnou periédou 27 (a
teda Per(f) = Per(g) =27 -7Z).

Dokaz. Vyuzijeme znazornenie funkcii sinx a cos z pomocou jednotkovej kruznice:

1

]

sin x

1 cos x 1

Redlnym ¢islam z, x4 27 a x — 27 prislicha jeden a ten isty bod P, na jednotkovej kruznici.
Preto pre sinus a kosinus ¢isel x, = + 2w, x — 27 plati:

sinz = sin(z + 27) = sin(z — 27) ,

cosx = cos(x + 2m) = cos(x — 27) .

Ukéazeme este, ze ziadne kladné ¢islo, ktoré je mensie ako 27, nemoze byt periédou funkeii
sinz a cos .
Ak T je kladné periéda funkcie g(z) = cosx, tak

cosT =cos(0+7T) =cosO0=1.

To znamend, ze ¢islu T' prislicha bod Pr so sturadnicami [1,0], preto ma ¢islo 7" tvar T' =
2nm (n € Z), a pretoze je kladné, T' > 2.
Analogicky, ak T" je kladna peridéda funkcie f(z), tak

sin (g —|—T) = sin (g) =1

a &islu (£ +7) prislicha bod Pz 7 so siradnicami [0, 1]. To znamend, ze 5 + T = § +
2nm (n € Z), alebo T' = 2nm, tj. T > 2. ]
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Veta 9.32. Funkcie f(x) = tgx a g(x) = cotg = su periodické so zdkladnou periédou 7 (a
teda Per(f) = Per(g) = - 7Z).

Dokaz. Vyuzijeme znazornenie funkcii tgz a cotg x pomocou jednotkovej kruznice:

1

la~]
=

sin x

cosx [y

Ak z patri do definicného oboru niektorej z funkcii f(z), g(x), patria do neho aj body
T+, xr— .

7 obrazku vidime, ze body P, a P, su symetrické podl'a zaciatku siuradnicovej sustavy
pre 'ubovol'né x, preto sa suradnice bodov P, a P, v absolitnej hodnote rovnaju, ale maju
opacné znamienka, tj.

sinz = —sin(x + ) ,
cosx = —cos(z+ ) .
Potom i
sinx —sm(x +m
8¥ = sz — cos(z + ) gl +)
a podobne

cotg x = cotg (r+ ) .
Preto 7 je peridéda funkcii f(z) = tgz a g(z) = cotg z. m je zdkladnd peridda, lebo tg0 = 0
a najmensia kladna hodnota x, pri ktorej tgx = 0 je 7. Podobne je to pre cotg z. O

Pri vySetrovani periodi¢nosti funkcii su ¢asto uzitoéné nasledujice tri vety.

Veta 9.33. Nech ¢ € R. Funkcie f a g kde g(x) = f(z) + ¢, x € D(f) maji (rovnaké
definiéné obory a) rovnaké mnoZiny peridd. Specidlne, ak jedna z nich je periodickd so
zakladnou periodou T, tak aj druhd z nich je periodickd so zakladnou periodou T

Dokaz. Tvrdenie je z nazoru uplne zrejmé, ak si uvedomime, ze graf funkcie g sa ziska z
grafu funkcie f posunom vo “zvislom” smere o hodnotu c. Presny dokaz vety nechame na
citatel’a. 0

Veta 9.34. Ak funkcia f(x) md periddu T, tak funkcia g(x) = f(ax+Db), a # 0, md periddu
%'. Ak T je zdkladnd peridda funkcie f(x), tak % je zdkladnd perioda funkcie g(x).

Dékaz. Nech x € D(f), tj. (ax+b) € D(f). Kedze funkcia f(z) je periodicka s periédou T,
tak aj (ax+b+T), (ax+b—T) patria do D(f). Teda (a (z+ L) +b), (a (z — L) +b) € D(f),
cize (z+ L), (z— L) € D(yg), takze aj (x + %‘) , (x — l) € D(g).

|al
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Este treba dokazat’, ze ak = € D(g), tak g <x + |> = g(x). Pocitajme:

g(x+%|) —f(a+ (x+%|) +b) = flax +b+eT),

kde ¢islo € € {—1,1}. Ale f(z) je periodicka s periédou T'. Preto
flax +b+eT) = flax +b) = g(z) .

Tym sme dokazali, ze % je periéda funkcie g(z).

Nech navyse T je zdkladnd periéda funkcie f(x). Dokazeme, Ze %‘ je zdkladnd peridéda
funkcie g(z). Nepriamo. Nech existuje ¢, 0 < t < %, t je periéda funkcie g(z). Potom
pre kazdé x € D(g) je g(x +t) = g(x), ¢ize f(a(x +t) +b) = f(ax + ). Po uprave
flaz+b+at) = f(ax +b) pre kazdé x € D(g). Ked = prebieha D(g), tak (ax + b) prebieha
D(f). Teda pre kazdé z € D(f) je f(z + at) = f(z), ¢ize at € Q(f). Potom aj |a|t € Q(f).
Ale 0 < |a|t < T, ¢o je spor s tym, ze funkcia f(x) ma zakladnu periédu T O

Veta 9.35. Nech funkcie f(x), g(x) si periodické s tou istou periddouT'. Potom si aj funkcie

(f+9)(x), (f9)(x), <§> (x) periodické na svojich definicnijch oboroch s periddou T

Dokaz. Nech funkcie f(x), g(z) st periodické s periédou T" a nech h(z) je niektora z funkcii
(f+9)(x), (f.9)(x), (§> (x). Moze sa stat’, ze D(h) = (), potom h(x) je v zmysle definicie
periodicka funkcia s 'ubovol'nou periédou.

Nech teraz x € D(h). Potom x € D(f),z € D(g) a v pripade, ze h(z) = <i> (x), je
g(x) #0. Kedze f(z),g(z) s periodické funkcie, je aj (x — T'), (x +T) € D(f) N D(g)
pripade, ze h(x) = (g) (x),jeajglz+T)=g(x—T)#0. Preto (x —=T),(x+T) € D(
kazdom pripade.

Este treba dokézat’, ze pre kazdé x € D(h) je h(x +T) = h(z). Pre h(z) = f(z) + g(x)
mame

av

h) v

We+T)=fle+T)+gx+T) = f(z) +g(z) = hz) .
V ostatnych pripadoch je dokaz podobny. O]

V predchddzajiicej vete by sa mohlo stat’, ze D(f) N D(g) = 0, teda funkcie f +g, f-g a
g su tzv. préazdne funkcie (vSimnite si, ze aj v takom pripade veta plati).

Vsimnite si, ze vo Vete 9.35 vete sme neskuimali otazku, ¢o sa stane ak T je zdkladnd
periéda danych funkcii f a g. Uvedieme dva priklady.

Priklad 9.36. Funkcie f(x) =sinz a g(z) = — sinz maju tu istd zdkladni periédu 27, ale
funkcia h(z) = f(z) + g(z) (ktord je podla predchddzajicej vety periodicka s periédou 27)
je nulova a teda vobec nemé zakladnu periodu.

Priklad 9.37. Funkcie f(z) = a.sinz, g(x) = b.cosz, a,b # 0 maju zakladni periédu 2.
Teda 27 je aj peridéda funkcie f(x)+ g(z) = a.sinx + b. cosx. Ukdzeme, ze v tomto pripade
je to dokonca zékladnd periéda funkcie f(z) + g(z).
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Vezmime ¢ také, ze cosp = \/ﬁ, sing = \/ﬁ (nie je tazké ukazat’, ze také ¢
existuje). Potom

sinx +

a b
+g(z) = a.sinz +b.cosz = Va2 + 1 | ———— ——
f(z)+g(z) =a.sinx coS T a ( — e cosx)

=Va? + b?(cos psinx + sinpcosx) = Va? + b2 sin(z + ¢) .
Z tohto vyjadrenia uz vidiet’, ze funkcia f(z) + g(x) mé zédkladnu periédu 27.

Vo Vete 9.35 bolo dolezité, ze peridda T bola ta istd pre f aj g. Ak f je periodickd
s peribdou T} a g je periodicka s periddou Ty # T, funkcia f + g moze ale nemusi byt’
periodickd. Uvedieme dolezity pripad, kedy f + ¢ urcite je periodickd. Potrebujeme k tomu
nasledujuci pojem.

Definicia 9.38. Nenulové realne ¢isla a a [ sa nazyvaju sumeratelné, ak ich podiel je
raciondlne ¢islo (tj. ak existuji nenulové celé ¢isla 4, j také, ze i + j8 = 0) a nazyvaji
sa nesumeratelné, ak ich podiel je iraciondlne ¢islo (tj. ak pre vsetky celé ¢isla i, j rovnost’
i + jf = 0 implikuje i = j = 0).

Pripomenme, zZe v tedrii ¢isel najmensi spoloény ndsobok nsn(a, b) dvoch celych ¢isel a a b
je definovany ako najmensie kladné celé ¢islo, ktoré je ndsobkom a aj b. Napr. nsn(8,12) =

24. Tato definicia sa da rozsirit’ na sumeratelné realne ¢isla. Ak a, b si sumeratelné, tak
nsn(a, b) je najmensie kladné redlne ¢islo, ktoré je celo¢iselnym nésobkom a aj b.

Priklad 9.39. Cisla éﬂ' a %7? su sumeratelné. Urcéime ich najmensi spolotny nasobok.
Celociselné nasobky %7? st

1 2 1 3 1 4 2 5 6 7 8 4 9 3
gﬂv 67 = §7T7 67 =5 67 = gﬂ, 67T, 67? =, 671’, 67T = gﬂ', 67r =5m
a celoc¢iselné nasobky %77 st
3 6 3 9 12
ZW, ZW = §7T, ZW, Z’/T = 3m,
Preto nsn(im, 37) =3r (=237 =9.1r).

Tak ako v tomto priklade, vZdy je nsn(a,b) = m-a = n - b s nejakymi nesidelitelnymi m
a n (keby m, n v rovnosti m - a = n - b boli sidelitelné, mohli by sme rovnost’ vydelit’ ich
spoloénym delitel'om a dostali by sme m - a = ny - b s mensimi mq, ny. Dostali by sme tak
mensi spolocny nasobok ¢isel a a b, spor).

Mohli sme teda pri hl'adani nsn(a,b) kde a = %71’, b = %7‘(‘, postupovat’ aj nasledovne.
Vsimneme si, ze 6a = 7, 4b = 3w. Teda 18a = 4b a po vykréateni 9a = 2b. Teda nsn(a,b) =
9a = 2b = %W.

V nasledujicej vete sa kvoli jednoduchosti obmedzime na funkcie definované na celej
realnej osi.

Veta 9.40. Nech funkcia f : R — R je periodickd s periodou Ty, funkcia g : R — R
je periodickd s pericdou Ty. Ak Ty, Ty si sumeratelné, tak funkcia s(x) = f(x) + g(x) je
periodickd. Jednou z jej peridd je majmensi spolocny ndsobok cisel Ty, Ty (teda periédou
funkcie s(x) = f(x) 4+ g(x) je aj lubovolny spoloény ndsobok cisel Ty, T3).
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Dékaz. Cisla Ty, Ty st stimeratelné, takze pre nejaké nenulové celé &isla i, j plati T} + jT, =
0. Mozeme predpokladat’, Zze ¢isla 7,5 si nesidelitel'né, v opacnom pripade dani rovnost’
najskor vydelime najvacsim spoloénym delitel'om ¢isel ¢, .

Oznaéme v = i1y = —jTs. Ak v > 0, je v najmensi spolo¢ny nasobok ¢isel T7,T;. Ak
v < 0, je ¢islo —y = —iT7 = 57T, najmensi spoloény nasobok cisel 17, Ts.

Nech v > 0. Potom pre funkciu s(x) = f(z) + g(z), pre kazdé = € R, plati:

s(+7) = fle+7) +gle+y) = flo+iT) +g(x - jT2) = f(2) + g(x) = s(x) ,
teda v je peridda funkcie s(z). Pre v < 0 je dokaz podobny. O

Pozndmka 9.41. V nasom uvodnom texte sa nebudeme problematikou periodi¢nosti stuctu
dvoch periodickych funkcii podrobnejsie zaoberat’, upozornime vsak na dve veci.

Vo vete 9.40 najmensi spoloény nasobok ¢isel T, Ty (ktory je periédou funkcie s(z) =
f(z) + g(x)) moze, ale nemusi byt’ zakladnou periédou funkcie s(z) = f(z) + g(x) a to aj
vtedy, ak 77, T5 su zékladné periddy funkcii f(z) a g(x).

Ak funkcia f(z) ma zakladnt periédu 77, funkcia g(x) mé zédkladnd periédu Ty a Ty, Ts
su nestimeratelné, tak casto funkcia s(z) = f(z) + g(z) nie je periodickd.” Moze sa vSak
stat’, ze funkcia s(z) = f(z) + g(z) predsa len je periodické.

9To plati napriklad vtedy, ked aspoii jedna z funkcif f, g je spojitd. O spojitych funkcidch sa budete ucit’ v kurze matematickej
analyzy.
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9.6 *Periodické funkcie — rieSené priklady

Priklady v tejto kapitole si vybrané z [2].

Priklad 9.42. Nakreslite graf periodickej funkcie s periédou T = 1, ktora je na intervale
(0,1) dané rovnicou:

a) y=7%,
b) y=2%.
RieSenie:

a)

oy

Priklad 9.43. N4jdite zakladni periédu funkcie f(z) = cos* z + sin .
Riesenie:
Defini¢ny obor funkcie f(z) je mnozina vsetkych redlnych ¢isel. Ukdzeme, ze funkcia f(x)
je periodicka s periédou 2.
Plati
f(x +27) = cos*(z + 27) + sin(z + 27) = cos’ x + sinz = f(z) .

Ziadne kladné éislo T mensie ako 27 nie je periédou funkcie f (x), lebo pre také T je

T r(-3) 21 (-5+7)=1(3)

. sy . . T PPN s .4 . s T
Naozaj, cisla sin (—5) a sin (5) st rozne od nuly a maju opacné znamienka. Cisla cos (—5)

a cos (%) sa rovnaju, preto

Af T . T (T (T
oS <—§) + sin (—5) 2 cos (§> + sin <§> .
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To znamend, ze 27 je zdkladnd peridéda funkcie f(x).

Priklad 9.44. Néjdite zakladnt periédu funkcie f(v/5z), ak T je zdkladnd periéda funkcie
)
Riesenie:
Pouzitim vety 9.34 dostaneme hned’ odpoved”: Zakladna periéda funkcie f (\/51’) je cislo %
Priklad sa vsak dé& vyriesit’ aj bez pouzitia tejto vety. Napriklad takto:
Body (z — t),x, (x 4 t) patria do definitného oboru funkcie g(z) = f(v/5z) vtedy a len
vtedy, ak body (2v/5 — tv/5), 2v/5, (xv/5 4 t1/5) patria do definiéného oboru funkcie f(x). Z
definicie funkcie g(z) vyplyva ekvivalencia rovnosti

g(z —t) = g(z) = g(z +1)

FxvV5 —tV5) = f(zV5) = f(zV5E + tV5) .

Preto, kedze T je peridéda funkcie f(z), ¢islo \/lg bude periédou funkcie g(z), pricom bude

zékladnou periédou funkcie g(x), lebo v opacnom pripade by existovala periéda 0 < t < \/15

funkeie g(z), to znamend, ze by funkcia f(z) mala periédu tv/5 < T

Priklad 9.45. Funkcia y = f(z) je definovand na celej mnozine redlnych ¢isel, pre nejaké
¢islo k # 0 vyhovuje vzt'ahu f(z + k).(1 — f(z)) = 1+ f(x). Dokazte, ze f(x) je periodickd
funkcia.

RieSenie:

Vztah f(z + k).(1 — f(z)) = 1 + f(z) upravime na tvar f(z + k) = i;g% Je zrejmé,
ze f(x) # 1 (ak by totiz pre nejaké x bolo f(x) = 1, mali by sme 0 = 1 + f(z), odtial
f(z) = —1, ¢o je spor).

Hl'addme také z € Z, aby f(z + z.k) = f(z). Ak f(z + k) = &) potom

1—f(z)’
1+f(z)
L+ fle+k) 1+ 2 1
Nech teraz z = 4. Pocéitame
1 1
4k) = 2k +2k) = — = — = .
ot 4h) = o+ 2+ 28) =~y =~ = 0

Ukézali sme, ze pre kazdé x je f(x + 4k) = f(x), teda 4k je periéda funkcie y = f(x), ¢ize
funkcia y = f(x) je periodicka.

Priklad 9.46. Nech a # 0 a nech pre kazdé = € R je f(x) #0, f(x) = f(x —a).f(x + a).
Dokézte, ze funkcia f(z) je periodickd a néjdite jej peridédu.

Riesenie:

Hl'addme také k € Z, aby f(z + k.a) = f(x). Zo zadania vyjadrime:

f(z)

f(:l'—i-a):m
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(ak by pre nejaké x bolo f(x — a) = 0, bolo by f(z) = 0, spor). Dalej pocitame:

B _ flta) Teaw _
flet2a)=flrtata = s o=~ 1@ fa—a)

Teraz vyjadrime:

flx+3a) = f(x+a+2a) = et a)—a) = @)

Potom

f(x—|—6a):f(x+3a+3a):f(x+3a) =4 =

1 1
1

Teda ¢islo 6a je periéda funkcie f(z).
Priklad 9.47. Zistite, ¢i funkcia f(x) je periodickd, ak
a) f(z) = {z} +sinz,
b) f(z) = {x} + cos(2x) .
Riesenie:
a) Predpokladajme, ze funkcia f(z) je periodickd s periédou 7. Potom pre kazdé x € R
plati rovnost’ {z + T’} +sin(z +T') = {z} + sinx.

Ak x =0, tak
{T}+sinT=0.

Ak x = —T, tak

{-T}—sinT =0
(lebo sin(—t) = —sint pre kazdé t € R).
Scitame:

{T}+{-T}=0.

Zlomkové ¢ast’ {x} l'ubovolného ¢isla x je vzdy nezdporné. Preto rovnost’ {T}+{—-T} =
0 plati len ak {T'} = {-=T} = 0, tj. ak T je celé ¢islo. Pretoze {T'} = 0, z rovnosti
{T} +sinT = 0 vyplyva, ze sinT = 0, tj. T = k., k € Z. Pretoze T je celé ¢islo a
7 je iraciondlne, je k = 0, takze T' = 0. To znamen4, ze funkcia f(z) nema nenulovi
periédu, teda nie je periodicka.

b) Ak T je periéda funkcie f(x), tak pre kazdé = € R je
{r+T}+cos(2(x+T)) = {x} + cos(2z) .

Ak z =0, tak
{T} +cos(2T) =1

Ak z = =T, tak {—=T} + cos(—2T) = 1, ¢ize
{=T}+cos(2T)=1.
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Teraz mame sustavu dvoch rovnic:
{T} +cos(2T) =1,
{=T}+cos(2T)=1.

Odtial {T} = {—T}, takze T je celé &islo alebo &fslo tvaru k+ 1, k € Z.

Ak T =k + %, k € Z, tak zo sustavy rovnic je cos(2T) = %, ¢o je vd’aka tomu, ze 2T
je celé cislo, nemozné. Preto musi byt T celé ¢islo. Potom podla sustavy rovnic je
cos(2T) = 1, ¢o vd’aka tomu, ze 27 je celé ¢islo, dava 27 = 0, odkial’ T' = 0.

Dokazali sme, ze ak T je peridéda funkcie f(z), tak 7' = 0. Teda funkcia f(x) nie je
periodicka.

Priklad 9.48. Dokéite, Ze funkcia y = cos 22 nie je periodicka.
Riesenie:
Defini¢ny obor funkcie y je mnozina vSetkych redlnych cisel. Méame dokazat’, ze neexistuje
¢islo T # 0, ktoré je periédou funkcie y.

Nepriamo. Nech funkcia y = cos #?je periodickd s periédou T’ # 0. Potom podl'a definicie
plati: cos(z + T)? = cos z2.
Ak x =0, tak cosT? =1, tj. T? = 2km, k€ Z.
Ak x = /2T, tak cos (V2T + T)2 = cos (\/QT)Q, po tprave: cos (T2(V2 + 1)?) = cos(27?).
7 toho dostaneme:

2
(ﬁ+1) T 9T =onm, ne Z, (1)
alebo
2
(\/§+1) T* 12T =2nm, ne Z.  (2)
Riesme prvi rovnicu. Po umocneni zatvorky a jednoduchej iprave dostaneme

T2(2—|—2\/§—|—1—2>:2n7r, nez.

Dalej upravujeme

T2 (2\/§+ 1) — 90

2nm

(Vyuzili sme, ze T' # 0.)
Lenze T? = 2knw, k € Z, takze mozeme dosadit’ za T2, dostaneme

2nm
224+ 1= —
V2+ 2km
a z toho n

Tato rovnost’ vedie k sporu, lebo (2\/§ + 1) je iraciondlne ¢islo. Rovnica (2) podobne vedie
k sporu, ¢ize funkcia y nie je periodicka.'”

10Iné riesenie, vyuzivajice techniky matematickej analyzy: Mnozina tych & > 0, v ktorych je y = 1, je
{0, V2w, VAT 6T, } V intervale (0, \/27r> deky v27m niet bodov, v ktorych y = 1. Keby bola funkcia y periodicka,
mala by aj l'ubovolne velké kladné periédy, teda pre kazdé n € N by existoval interval dfzky V27 leziaci vpravo od n, v ktorom

niet bodov, v ktorych y = 1. Ale le <\/2(n + 1) — \/2n7r> = 0, takze pre dost’ velké n € N je \/2(n + 1)m —2nm < /2m,
n oo

Spor.
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Priklad 9.49. Dokazte, ze funkcia f(z) = sin y/|z| nie je periodicka.

Riesenie:

Predpokladdme, ze T # 0 je peridda funkcie f(z). Ak T je periéda funkcie f(x), aj =T je
periéda funkcie f(z), teda mdzeme uvazovat’ pripad T' > 0. Nech z > 0 vyhovuje rovnici
sin/x = 1. Potom f(z+T) = f(x), cize

sinvVae + T =sinyz =1,
to znamena, ze
Ve +T —\x=2nm, nc Z.
Ale vz + T > /z, preto plati
V+T >21++x .

Obidve strany nerovnosti su kladné ¢isla, teda po umocneni dostaneme ekvivalentni nerovnost’.
4T >4r* +4n/r + x .

Po uprave
T > 47° + 4m\/x .
Této nerovnost’ vedie k sporu, pretoze I'ahko vidiet’, ze ¢fslo \/x mozno zobrat’ 'ubovolne

vel'ké, a teda tak, aby tato nerovnost’ neplatila pre dané pevné ¢islo T'. Dokézali sme, ze
funkcia f(x) nie je periodicka.

Priklad 9.50. Dokézte, ze funkcia f(z) = cos {/|z|? nie je periodické.

Riesenie:

D& sa takmer bez zmeny pouzit’ postup z prikladu 9.49. Ukézeme vSak radSej istd jeho
obmenu.

Uvazujme x > 0, pre ktoré f(z) = 1, teda Va2 = 2km, k € N. Odtial z = v/873. k3.
Pre £k € N interval (\/875?\/@, \/87r3.\/(k+1)3> neobsahuje bod, v ktorom f(z) = 1.
Ale lim <\/87r3.\/(k;+ 1% — \/87r3.\/F) — 4o0o0. Teda jednak existuji body, v ktorych

—00

f(x) = 1, jednak existuji intervaly I'ubovolne velkej diiky, neobsahujice body, v ktorych
f(z) = 1. Teda funkcia f(x) nemodze byt’ periodicka.

Priklad 9.51. Dokazte, ze funkcia f(z) = tg (ﬂx) + cotg (\/gx) nie je periodické.
Riesenie:

Funkcia f(z) nie je definovand v bodoch, v ktorych 2z = 5+ km k € Z alebo V3z =

kr,k € Z. Oznatme aj = m;i}?”,bk = ’\“/—%,M = U {ax, bx}. Potom D(f) = R\ M. Pre
keZ

dokdzanie toho, ze funkcia f(z) nie je periodickd, staci ukézat’, ze ak akokol'vek zvolime
T > 0, ndjde sa bod m € M taky, ze (m+T) ¢ M, tj. (m+1T) € D(f) (potom totiz
(m+T)e D(f)a((m+T)—T)¢ D(f), ¢ize T nie je peridda funkcie f(z).)
Nepriamo. Nech T' > 0 ma tu vlastnost’, ze
pre kazdé m € M je (m+T) € M. (%)

Potom vol'bou m = by = 0 dostavame, ze T' € M. Kedze T > 0, je
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St dve moznosti:

1. Ak T = Gktlm o o {0,1,2,...}, tak podla (%) vol'bou m = \/Lg dostavame

2v2 7
T  (2k+1)m  (2r+1)m T  (2k+1)m  rw
— 4+ - alebo —t———=— rez.
V3 22 22 V3 22 V3
To by vsak po uprave davalo, ze \/g je racionélne ¢islo, spor.
2. Ak T = %, ke {1,2,...}, tak podla (%) vol'bou m = ﬁi dostavame
2 1
T kr  (2r+1)m Alebo T kr_rm re? .

2v2 V3 22 2vV2 V3 VB
¢o vedie k rovnakému sporu ako v pripade 1.1
Priklad 9.52. Dokazte, ze ak f(x) = sin z+cos(ax) je periodickd funkcia, tak a je raciondlne
¢islo.
Riesenie:
Ak f(x) je periodickd funkcia s periddou T, tak pre vsetky x musi byt’ splnend rovnost”
sin(z + T) + cos(a(x + T')) = sinx + cos(azx) .
Poloziac v tejto rovnosti z = 0,x = =T a x = T' dostaneme
sinT + cos(aTl) =1,
—sinT + cos(aT) =1,
sin(27") + cos(2aT) = sinT + cos(aT) .

2nm
a )

Z prvej a druhej rovnosti mame cos(al) =1 a T = n € Z. Dosadime ndjdenu periodu

T' do poslednej rovnice:

4 2
sin (E) + cos(4nm) = sin (ﬂ) + cos(2nm) .

a a
Po uprave
. ( 4n7r) . (an)
sin( — ) =sin| — | ,
a a

odkial’ 4 5 4 5

T I _okr alebo  — 2 4 T _ 9k 4 ), ke Z,

a a a a

tj. bud a = % alebo a = 21311' V obidvoch pripadoch je a racionélne ¢islo.

11Tné riesenie, vyuzivajice limity: V&imnime si, ze pre kazdé k je
lim f(x) = +oc0
(2k+1)7\—
x%( 22 )
a v ziadnom inom bode nie je limita zlava rovnd +oo.
Vzdialenost’ dvoch susednych bodov, v ktorych je limita zlava rovna +oo, je % Teda ak T > 0 je periéda funkcie f(x), tak

T = n%,n € N. Podobne body k—\/’%, k € Z st jediné body, v ktorych je limita zl'ava rovnd —oo. Vzdialenost’ dvoch takych
susednych bodov je % Teda ak T > 0 je periéda funkcie f(z), tak T = mis,m € N.
Ukézali sme, ze ak T > 0 je periéda funkcie f(z), existuji prirodzené &isla m,n také, ze T = n% = m% Odtial mame
3 _m

5 = . Dostali sme rovnost’ iraciondlneho a raciondlneho &fsla, spor. Funkcia f(z) teda nemé kladnud periédu, ¢ize nie je

periodicka.
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Priklad 9.53. Zistite, ¢i funkcia f(z) = (—1)P~Y je periodickd a néjdite jej periédu.
Riesenie:

Pre defini¢ny obor funkcie f(x) plati: D(f) = R.

Ak [z — 1] je parne, teda x € (2k — 1,2k), k € Z, tak f(z) = 1.

Ak [z — 1] je nepdrne, teda x € (2k,2k + 1),k € Z, tak f(z) = —1.

Moézeme zostrojit’ graf funkcie f(z):

y
—0 —0 —0 —o0
f f f f f f f
2 -1 0 1 2 ... 2k1 2k 2k+1 x

Teraz je uz zrejmé, ze funkcia f(x) mé zdkladni periédu 2. Ak by sme sa neuspokojili s
tymto nazorom, mozeme postupovat’ takto:

1. Dokézeme, ze 2 je peridda funkcie f(x):
flz+2) = (_1)[(r+2)—1] - (_1)[(r—1)+2] - (_1)[(1—1)}+2 - (_1)[(17—1)]'(_1)2 = f(z) .
2. Dokazeme, ze ak 0 < T' < 2, tak T nie je periéda funkcie f(x). Naozaj, ak T € (1,2),

tak f(0) # f(04+1T), lebo f(0) = —1, f(T) =1. Ak T € (0,1), tak pre nejaké n je
nT € (1,2), ¢o podla predoslého nie je periéda funkcie f(z).

Priklad 9.54. Zistite, ¢i dand funkcia je periodicka a najdite jej zédkladnt periédu.
) f(z) =2+ (-1

)
<‘;—|) Caka £ 0
0, ak x =0

¢) f(x) =sgn (v — [¢] 1)
d) f(z) = (~1)lv2
Riesenie:

Defini¢ny obor kazdej funkcie f(x) v tomto priklade je mnozina vsetkych redlnych ¢isel.

a) Vieme, ze (—1)I*) = 1, ak [2] je parne &fslo, teda x € (2k,2k + 1),k € Z a (=1l = —1,
ak [z] je neparne ¢islo, teda z € (2k — 1,2k),k € Z. Funkciu f(x) mozeme zapisat’ aj
v tvare
| 3, akxe 2k, 2k+1),keZ
1) _{ 1, akz e (2k—1,2k), ke Z .

Teraz uz vieme nakreslit’ graf funkcie f(z):
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y
e———0 e—0 &——-oO0
3
—O0 ——o0I1 o——o0 o——-oO0
| | ; 1 ; ; |
2 -1 0 1 2 . 2k-1 2k 2k+1  x

Je zrejmé, ze funkcia f(x) je periodické a jej zdkladna peridda je 2. Dokaz je podobny
ako v priklade 9.53, preto ho nebudeme uvadzat’.

[z]
b) Akm>0,p0tom1:1a<%) =1l =1, Ak 2 <0, potom & = —1 a

2] ||

x . — (—1) = 1, ak [z] je pdrne
|z B | —1, ak [z] je nepérne .
[x] je parne ¢islo, ak « € (2k, 2k+1),k € Z~ a[z] je neparne ¢islo, ak z € (2k—1,2k), k €

Zy . Funkciu f(z) mozeme vyjadrit’ v tvare

1, akz>0aze (2k,2k+1),keZ™
fl@)y=1< —1, akx<0axe (2k—1,2k), ke Z;
0, akxz=0.

Graf funkcie f(x):

y
&———oO0 &——oO0 o 1
1 1 1 1 1 ® ‘
2k-1 2k 2k+1 -2 -1 0 1 X
&——O0 ———oO0 |

Je zrejmé, ze funkcia f(z) nie je periodickd, lebo ak x = 0, f(0) = 0 a neexistuje ziadne
¢islo T # 0, aby f(0+T) = f(0), ¢ize neexistuje peridéda funkcie f(x).
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¢) Ak (z — [z] — %) > 0, tak f(z) =
Ak (z —[z] — 1) =0, tak f(z) =
Ak (z — [z] — 3) <0, tak f(z) =
7, prvej nerovnice mame x — [ZL‘] > potom T € (k +1 5 b+ ) ,k € Z. Podobne pre
f(z) =0mdme z =k+ 1 ke Zapre f(z) = -1z € (kk+1),k € Z Zhrnieme
poznatky a funkciu f(z) zapiSeme v tvare

1, akxe(k—i- k’+)k€Z
fl@)=4 0, akz=k+3 kEZ
—1, akz € (k, k+ ). keZ.

Graf funkcie f(x):

y
(o, O (o, :)1 o—0 o—-0 o—0
f { ] @ | L J f f L
3 1 1 0o 1 1 3 2 kK k+l  k+l X
2 2 2 2
o—-0 o—-0 o—0
-1 :

Je zrejmé, ze ¢ilo 1 je zdkladnd peridda funkcie f(z). Lahko to vidiet’ aj z toho, zZe
f(z) =0 len pre x = % + k.1,k € Z. Dokaz je podobny ako v priklade 9.53, preto ho
nebudeme uvadzat’.

d) Ak [2v/2] je pirme, teda ov/2 € (2k,2k + 1),k € Z, 7 toho @ € (25, %4} k€ Z,
tak f(z) = 1. Ak [x\/ﬂ je nepérne, teda x € <2]€W’%> k € Z, tak f(x) = —1.

Vyjadrime
2k 2k+1
f(x>: ]., ak x € V2 V3 ,]{IEZ
2k—1 2k
—1, akx € V2 V3 ke Z.

Graf funkcie f(x):
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y
e—oO A—O —oO —oO
1
B E S R S [ ¢ I
2 1 72 7 2 2
@ O ® :)1 ——-oO0 e—oO e—O

Funkcia f(z) je periodickd a jej zékladna peridda je 2 (vidiet’ to aj z grafu). Dokaz je
podobny ako v priklade 9.53.

Priklad 9.55. Zistite, ¢i funkcia f(z) = 4sin® 44 cos* z je periodick4 a néjdite jej zakladni
periodu.
Riesenie:
Funkcia f(x) je definovana na celej mnozine redlnych ¢isel. Dokézeme, ze funkcia f(z) je

periodicka so zakladnou periédou 7.

Funkciu f(z) upravime. Vyuzueme 7e sin® x + cos?z = 1, teda aj (sm r + cos’x)? =1,
2

odkial sin® z+cos? z = 1 —2sin? v cos? 2. Teda f(z) = 4(1— 2s1n xcos®x) = 2(2—sin?(27)).
Graf funkcie f(x):

I I I I I I
P T 34
4 2 4 4 2 4
Pretoze funkcia sin? z m4 zédkladnt periédu 7, mé funkcia sin?(2x) podla vety 9.34 zdkladni

periédu 7. Potom zrejme aj funkcia f(z) ma zakladni periédu 7.

Priklad 9.56. Néjdite zékladnt periédu funkcie f(z) = 15sin?(12z) + 12sin?(15z).
Riesenie:

Vsimnime si, ze f(0) = 0, a ze f(x) = 0 plati vtedy a len vtedy, ked’ sin(12z) = 0 aj
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sin(15z) = 0. To plati prave vtedy, ked’ 12z = k7 a zérovefl 152 = nm, k,n € Z, ¢ize prave

vtedy, ked existuju celé cisla k,n také, ze x = k{5 = n{z. Z toho n = 5k a ked’ze n ma byt’

celé ¢islo, musi byt k = 4r,r € Z. Teda k = 47’ n = 57’ Nulové body funk(ne f(z) st teda

body tvarurg,r € Z. Z toho vidiet’, ze ak T' > 0 je periéda funkcie f(z), je T = Z. Pretoze,
)

ako l'ahko Vldlet’ je f (x + ) f(z), je cislo § zékladnou periédou funkcie f(z).

Priklad 9.57. Néjdite zdkladni periédu funkcie f(z) = cos (%) — sin (£).

Riesenie:

Periéda funkcie cos( ) je %”, periéda funkcie sm( ) je 6m. Najmensi spolotny nésobok
tychto periéd bude 127r Je zrejmé, ze 127 je periéda danej funkcie.!? DokéZzeme, Ze je
zakladna.

Nepriamo. Nech existuje periéda t takd, ze 0 < t < 127. Potom mame rovnost’

cos (@) _ sin (x;rt> — cos (%) + sin (%) —0,
sin Gt) sin G(zx + t)) + sin (é) cos (%(21‘ + t)) =0.

34
Akt<127rat 4—71'&6 6

sin (it) a sin ( ) je rozne od nuly.

Nech napr. sin ( ) # 0. Potom mame rovnost’

alebo

=, tak jedno z ¢isel 3t alebo —7r nie je celé, tj. jedno z cisel

t)
Lahko sa mozeme predvedcit’, ze tato rovnost’ je nepravdiva, ak vyberieme napr. z =0 a
x = 67 a dosadime tieto x do l'avej ¢asti. Dostaneme sin ( ) = 0, o je spor s predpokladom.

sin (2(2z + 1)) _ sin (

(22 + 1)) ~ sin (

o+

= |
N[V

COS (

Priklad 9.58. Dokazte, ze funkcia f(z) = tg (é—ix) + cotg (é—iaz) je periodicka a najdite jej
periodu.

Riesenie:

Z vety 9.34 vyplyva, ze ¢islo i"fﬂ je peridda funkcie tg( x) a Cislo i)gﬂ' je perioda funkcie
cotg (é—ix) Najmensi spolotny nasobok ¢isel —7T a ?gw je 9187. (Naozaj, ak hladdme
nestudelitelné cisla x, y s vlastnost’ou %x 13y, dostaneme po uprave 17.13x = 27.11y, takze
x =27.11, y = 17.13 a potom 37z = 27y = 9187.) Ak x € D(f), aj x+918m, . —9187 €
D(f). P001taJme

Flz+9187) = tg (%(

=t = + 2977 | 4 cot 13 + 2217 ) =t 1 + cot 13 = f(z)
=tg 34x T cotg 5490 T =tg 34x cotg 5490 = f(z),

12Pozri aj Vetu 9.40.

13
x+ 9187r)) + cotg <5—4(x + 9187r)) =
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teda 9187 je peridéda funkcie f(z). (To bolo jasné aj bez vypoctu, lebo nasobok periédy je
periéda a ak g(x), h(z) maji periédu T, aj g(z) + h(x) ju ma.)*
Priklad 9.59. Zistite, ¢i dana funkcia je periodicka a najdite jej zdkladntu periédu.

a) f(x) = arcsin(sinx)

b) f(z) = arcsin(cos x)

c) f(z) = arccos(cos ).
Riesenie:
Definiény obor vsetkych funkcii f(z) v tomto priklade je mnozina vsetkych redlnych cisel.

a) Funkcia f(x) je rastica na vsetkych mtervaloch 7r + 2km, 3 sm+2km) k€ Z a kle-
) j ¥ :
sajuca na vsetkych intervaloch < + 2km, 3 ST+ 2k7r>

Graf funkcie f(x):

<

Y=

Dokazeme, ze ¢islo 27 je peridda funkcie f(z). Naozaj,
f(z + 27) = arcsin(sin(z + 27)) = arcsin(sinz) = f(z) ,
je 27 peridda funkcie f(z).
Je jasné, ze 2m je aj zakladnd periéda funkcie f(x), lebo napr. f(z) = % pre kazdé
T 5

r =73 +2km, k€ Z. V intervale (5, §7T) neexistuje ziadne x, pre ktoré f(r) = 7, cize

neexistuje ani peridda funkcie f(x) mensia ako 27.

b) Funkcia f(z) je klesajica na intervaloch (2kw, (2k+1)m), k € Z a rastiica na intervaloch
(2k + D), (E+1)2m,), ke Z.

Graf funkcie f(x):

3Dokézeme, ze 9187 je zékladnd periéda funkcie f(x). Funkcia tg( x) nie je definovana v bodoch z, pre ktoré ﬁx =

M ,teda x = —(2k+ 1)7, k € Z. Funkcia cotg ( a:) nie je definovana v bodoch x, pre ktoré é—ix =rm, teda z = ?g rT, T €
Z.
Oznacme A= {¥(2k+\)m, ke Z}, B= {13r7r r € Z}. Viimnime si, ze AN B = 0, lebo rovnost’ 11 (2k+1)7 = r7r déva

17.13.(2k+ 1) = 54. 11 7, &o je spor (vlavo nepérne, vpravo parne &islo). Dalej, D(f) = R\ (AU B). Pretoze A, B st dlsJunktne

a funkcie tgx, cotg x sﬁ v bodoch, kde si definované, spojité, je zrejmé, ze funkcia f(z) m4 limitu zlava rovni +oo prave v

bodoch mnoziny A a limitu zlava rovnui —oo prave v bodoch mnoziny B. Uvazme este, ze lubovolné dva susedné body mnoziny

A, resp. B, maju vzdlalcnost’ 7r resp. 137r Teda ak T > 0 je periéda funkcie f(z), mus{ byt T' prirodzenym nésobkom %ﬂ'
54

aj prirodzenym nasobkom 2z . Teda musi byt’ prirodzenym ndsobkom 9187 (¢o je najmensi{ spolo¢ny ndsobok ¢isel —Tr %ﬂ)

13
Teda 9187 je naozaj zékladnd periéda funkcie f(z).



9.6. *PERIODICKE FUNKCIE — RIESENE PRIKLADY 149

y
ks
2
‘ ‘ 1 1
-1 dus 0 n m £ 2 X
2 2 2
i
2

Dokézeme, ze funkcia f(x) je periodicka a periédou 2m:
f(z + 27) = arcsin(cos(z + 27)) = arcsin(cos z) = f(z) .

Este treba dokdzat’, ze 27 je zdkladné peridda funkcie f(x). Lahko vidiet’, ze pre kazdé
r € (0,2m) plati f(z) < 5. Pre x =0, resp. = = 27, je f(0) = 7, resp. f(27m) = 7, to
znamend, ze zédkladnd peridda funkcie arcsin(cosx) je 2.

¢) Na intervaloch (2km, (2k + 1)),k € Z je funkcia f(z) rastica a na intervaloch ((2k +
)m, (k+1)2m, ), k € Z je funkcia klesajica. Kedze f(x) je spojitd, vieme 'ahko nakreslit’
jej graf:

Dokézeme, ze funkcia f(x) je periodicka s periédou 2. Teda

f(x + 2m) = arccos(cos(z + 2m)) = arccos(cosx) = f(x) .

Je jasné, ze pre kazdé v = 2km, k € Z je f(x) = 0. Pre ziadne iné ¢islo = € (0, 2m)
neplati, ze jeho funkéna hodnota je rovna 0. To znamend, ze 27 je zakladna perioda
funkcie f(z) = 0.

Priklad 9.60. Dokézte, ze funkcia f(z) = cosz + cos(zv/2) + cos(xv/3) nie je periodicka.
RieSenie:
Ak x =0, je f(0) = 3. K dokazu neperiodi¢nosti funkcie f(x) staci ukdzat, ze neexistuje
x # 0 s vlastnostou f(z) = 3.

Nepriamo. Nech cos z + cos(xv/2) + cos(zv/3) = 3. To je mozné len tak, ze

cosz =1, cos(zv2) =1, cos(zV3)=1.
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Prvéa rovnost’ plati, ak x = 2kw, k € Z. Druhd rovnost’ plati, ak = = v/2nmw,n € Z. Ststava

rovnic
r=2km, ke Z

x:\/imr, nez

ma len jedno riesenie x = 0. Teda pre x # 0 je f(z) # 3, ¢o bolo treba dokézat’.

Priklad 9.61. Nijdite zakladni periédu funkcii:
a) fla) = S

3lz]
b) f(z) =2 - &
c) f(z) =3 — [3].
RieSenie:

a) Funkcia f(z) sa da upravit: f(z) =1+ (=1)F.
Graf funkcie f(x):

y
——0 02—0 —o0
41
. o ° o o 0 ®
3 2 -1 0 1 2 3 X

Kedze f(z +2) =1+ (=12 =1 + (=)l = f(2), je éislo 2 periéda funkcie f(z).
Je vel'mi jednoduché ukazat’ (podobne ako v priklade 9.53), ze 2 je aj zakladnd peridda

f(z).
b) Graf funkcie f(z):

y

I

3
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Pre kazdé = € R plati f (a: - %) = f(z). Teda % je peridda funkcie f(z). Lahko vidiet’,
ze 5 je zaroven zékladnd peridda funkcie f(x).

c) Graf funkcie f(x):

y
/ 1 //
@
_8 _4 0 4 8 4 X
3 3 3 3

Periéda funkcie f(z) je 3. Je zrejmé, zZe je to aj zdkladnd peridda funkcie f(z).

Priklad 9.62. Zistite, ¢i dana funkcia je periodicka a najdite jej zédkladnt periédu:
a) f(z) =sin (%),
b) f(z) = 5cos(2mx),
C) f(l') — 23+2sinx.
Riesenie:
Definiény obor vsetkych funkcii v tomto priklade je mnozina vSetkych realnych ¢isel.
a) Podla vety 9.34 je zékladnd periéda funkcie f(z) éislo & = 3.
3
b) Vyuzitim vety 9.34 mame vysledok: zdkladna peridda funkcie f(x) je ¢islo 1.

¢) Funkcia f(z) méa zdkladni periédu 2. To vyplyva z toho, ze funkcia 2* je rastica a
3 4 2sinx ma zdkladnu periodu 27.

9.7 *O funkciondlnych rovniciach
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